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Spis liter greckich, uzytych w ksigzce
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Geometrja elementarna.
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beta
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Spis symboléw, uzywanych w zadaniach konstrukcyjnych.

W tréjkgcie dowolnym A ABC
boki BCy CA, AB oznaczamy przez a, b, c;
katy CABy™"ABCy"BCA t A, BC;
wysoko$é CD N
analogicznie, wysokosci po-

prowadzone do bokoéw a, by \t hb;
dwusieczng CE p dc;
dwusieczne katéw A i B D dA7 dB;
Srodkowg CF o
srodkowe, poprowadzone do bokéw a, b, o u
odcinki BEy EA, wyznaczone przez dwu-
sieczng dc o e o
odcinki BDy AD, jako rzuty bokéw a, b © o
promiern kota wpisanego w o
promienie kot zawpisanych, stycznych do
bokéw a, byc n Q@ @
promien kota opisanego y R
kat miedzy S$rodkowg sa i bokiem a < » <N(sga)it.p.

W trojkagcie rownoramiennym A ABCy boki a b
réwnaja sie sobie, a wiec C oznacza kat, zawarty miedzy réwnemi
bokami.



W trojkgcie prostokatnym A ABC kat prosty ozna-
czamy przez C.

Inne oznaczenia, jak poprzednie.

v.

W czworoboku dowolnym ABCD
boki ABy BCy CDDA oznaczamy przez a
katy czworoboku A
przekatne AC, BD " ,, e /,
kat miedzy przekatnemi W.
punkt przeciecia sie przekatnych E



Spis pewnikoéw,
na ktorych zostat oparty wykiad w ksigzce niniejszej*

I. Pewniki dotyczgce potgczenia poje¢ podstawowych:
punktu, prostej i ptaszczyzny.

Pewnik la Przez kazde dwa punkty przechodzi
prosta, ale tylko jedna.

Inaczej: dwa punkty wyznaczajag p>, a

Ib. Prosta i punkt, nie lezacy na niej, wy-

zZznaczajg ptaszczyzne.

Inaczej: dwie proste, przecinajgce sieM
wyznaczajg ptaszczyzne.

Albo tez: trzy punkty nie lezgce na je-

dnej prostej, wyznaczaja ptaszczyzne.

" Ic. Prosta, tgczaca dwa dowolne punkty
ptaszczyzny, lezy na tej ptaszczyznie.
” Id. Dwie ptaszczyzny, majace wspolny punkt,

przecinajg sie wedlug* prostej.

H. Pewniki, dotyczace uporzadkowania punktéw.

Pewnik Ha. Kazdy punkt na prostej dzieli jg na
dwie czes$ci (zwane potprostemi), z kto-

rych kazda zawiera dowolng ilos¢é
punktow.
,, Ib. Kazda prosta, lezgca na ptaszczyznie

dzieli ja na dwie czedci (zwane poéipta.
szczyznami), z ktdrych kazda zawiera
dowolng ilo$sé punktow.
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Pewnik llc. Kazda ptaszczyzna dzieli przestrzen
na dwie czeéci, z ktérych kazda za-
wiera dowolng ilos¢ punktow.

%
Ill. Pewniki, dotyczace réwnosci odcinkéw, katéw i trojkatow

Pewnik llla. Po kazdej stronie danego punktu A na
prostej istnieje jeden i tylko jeden
taki punkt B, ze odcinek AB réwna
sie danemu odcinkowi.

lllb. O ile nie uwzgledniamy zwrotu odcinka,
mozemy powiedzieé, ze AB=BA.
Hic. Dwa odcinki, réwne trzeciemu, sg sobie

réwne.

Ild. Sumy roéwnych odcinkéw sga sobie
réwne.

Pewnik Ilia. Po kazdej stronie danej poétprostej

istnieje jedna i tylko jedna pdtpro-
sta, tworzaca z nig kat, rowny danemu
katowi.
Ilb. O ile nie uwzgledniamy zwrotu Kkata,
mozemy powiedzieé¢, ze *4A0B = *$zB0A.
Illlcc Dwa katy, rdwne trzeciemu, sa sobie

réwne.

W IMd. Sumy rownych katéw sg sobie rowne.

» llle. Katy proste sg sobie rowne.
Pewnik  IlIf. Jezeli trzy boki jednego trojkata row-
najag sie trzem bokom drugiego,
wowczas i kagty jednego trdjkata

robwnaja sie katom drugiego, czyli
trojkaty sa sobie roéwne.

" Hlg. Jezeli mamy dany trdjkat A ABC, a procz
tego na dowolnej prostej m mamy
odcinek A'B'=AB, wowczas po kazdej



Pewnik

Pewnik

Pewnik

V.

Spis pewnikéw.

stronie prostej m istnieje przynaj-
mniej jeden taki punkt C\ ze
&A'B'C =AABC.

IV. Pewnik o réwnolegtych.

Jezeli dwie proste na ptaszczyznie
tworzag z poprzeczng Kkaty naprze-
mianlegte wewnetrzne nieréwne, wéw-
czas proste te nie sg rownolegte (za-
tem przecinajg sie).

V. Pewnik, dotyczacy figur réwnowaznych.

V.

Via.

Vib.

VI c.

Vid.

Zaden wielokat nie moze byé réwno-
wazny swej czesci.

VI. Pewniki, dotyczace ciggtosci.

(pewnik Archimedesa dla odcinkéw). Jezeli
mamy dane dwa odcinki a 0, przy-
czem a>0, wowczas mozemy znalez¢
tak wielkag liczbe n, ze bedzie no6>a.

(pewnik Archimedesa dla katéw). Jezeli mamy
dane dwa Kkaty i <€, przyczem

wowczas mozemy znalez¢
tak wielkg liczbe n, ze bedzie

Jezeli punkt wewnetrzny kota pota-
czymy z punktem zewnetrznym zapo-
moca odcinka prostej, wowczas odci-
nek ten przetnie okrgg kota w jednym
i tylko wjednym punkcie.

Jezeli punkt wewnetrzny kota pota-
czymy z punktem zewnetrznym za-
pomoca tuku jakiegokolwiek innego
kota, wdédwczas tuk ten przetnie dany
okrag w jednym i tylko w jednym
pun kcie.



Pewnik Vie.
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Jezeli na prostej mamy dwa zbiory

punktow H i Kf przyczem wszystkie
punkty H leza w lewo od punktéw K
i jezeli do kazdego dowolnie zada-
nego odcinka e mozemy dobrac¢ takie
dwa punkty Hni Kn ze odlegtos$¢ po-
miedzy niemi jest mniejsza od e
wowczas ha prostej istnieje jeden
i tylko jeden punkt P, ktéry rozdziela
wszystkie punkty H od punktow K.*



Wiadomosci wstepne.

8§ 1. W geometrji istniejg pojecia tak proste, ze nie wyma-
gaja zadnych objasnien. Sa to: punkt, prosta (albo linja prosta)
i ptaszczyzna.

Punkty oznaczamy wielkiemi literami tacinniskiemi A, B, C..>
proste matemi literami tacinskiemi a, 6, c, ...., wreszcie pla-
szczyzny oznaczamy literami greckiemi a, 7.

Kazdy zbiér punktéow nazywamy figura geometryczng Ilub
krotko: figura.

§ 2. O punktach, prostych i ptaszczyznach mozemy wypo-
wiedzie¢ szereg oczywistych prawd, ktore nazwiemy pewnikami.

Pewnik la. Przez kazde dwa punkty przechodzi prosta, ale
(o jedna.

Ten sam pewnik wyrazamy stowami:

dwa punkty wyznaczajg prosta*).

Prostg, przechodzacg przez punkty A i B, nazywamy
prosta AB.

Moéwimy tez, ze punkty A i B lezag na prostej AB lub,
ze prosta AB 1gczy punkty A i B¥

*) W mowie potocznej uzywaja wyrazu ,wyznaczac¢" w sposéb niejedno-
stajny i niekonsekwentny. Poniewaz w dalszym wyktadzie wypadnie nam nieraz
postugiwaé sie tym terminem, musimy umoéwié¢ sie raz na zawsze, co on dla
nas oznacza¢ bedzie.

Jezeli mamy dwa rodzaje przedmiotéw A i B i jezeli kazdemu przedmio-
towi A odpowiada jeden i tylko jeden przedmiot B> wdéwczas powiadam, ze
przedmiot B jest wyznaczony przez A. Tak wiec wyraz ,wyznaczac“ zawsze
wyraza¢ dla nas bedzie dwie prawdy: I-o kazdemu przedmiotowi A odpo-
wiada jaki$ przedmiot B\ 2-o kazdemu przedmiotowi A odpowiada jeden tylko
przedmiot B.
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Whniosek. Dwie proste moga mie¢ co najwyzej jeden spoiny
punkty gdyby bowiem miaty dwa punkty spdlne, musiatyby zlewac
sie w jednag prosta.

§ 3. Pewnik Ib. Prosta i punkt nie lezacy na niej wyzna-
czaja ptaszczyzne. Symbolem ,plaszczyzna [a, C]“ oznaczaé be-
dziemy ptaszczyzne, wyznaczong przez prostg a i przez punkt C,
nie lezacy na tej prostej.

Ten sam pewnik mozemy zastgpi¢ nastepujgcym:

trzy punkty, nie lezace na jednej prostej, wyznaczajg pta-
szczyzne.

Istotnie, niech beda dane trzy punkty A, B, C, nie lezgce
na jednej prostej. Pierwsze dwa punkty wyznaczajg prostg AB,
punkt C na niej nie lezy, a wiec musi razem z prostg AB wy-
znacza¢ ptaszczyzne.

Mozemy wreszcie ten sam pewnik zastgpi¢ jeszcze innym
pewnikiem, mianowicie:

dwie przecinajgce sie proste wyznaczajg ptaszczyzne.

Jezeli bowiem proste a, b przecinajg sie w punkcie B,
woéwczas na prostej b wystarczy obra¢ punkt C, rozny od B,
a bedziemy mieli prosta a i punkt C, nie lezacy na niej, ktére
wyznaczajg ptaszczyzne [a, C],

Pewnik Ic. Prostaytgczaca dwa dowolne punkty ptaszczyzny,
lezy na tej ptaszczyznie.

Fakt, ze prosta a lezy na ptaszczyznie a, wyrazamy réwniez
stowami: a przechodzi przez prostg a, albo: zostata
przesunieta przez prostg a

Wiasnosci prostej.

4, Wyobrazmy sobie, ze na dowolnej ptaszczyznie obra-
lismy punkty O i A. Prostg OAi oznaczmy przez at i obierzmy

Jezeli np. w pewnej klasie ponumerowali$my wszystkich uczniéw, mozemy
powiedzie¢, ze numer wyznacza ucznia, gdyz l-0) kazdemu numerowi odpowiada
jaki$ uczen, 2-0) kazdemu numerowi odpowiada tylko jeden uczen. Jezeli na-
tomiast ponumerowalismy nie uczniéw, lecz tawki i jezeli na kazdej tawce siedzi
po dwu lub wiecej uczniéw, wéwczas mozemy wprawdzie powiedzieé¢, ze numer
wyznacza tawke (dlaczego?), ale nie mamy prawa powiedzie¢, ze numer wy-
znacza ucznia, gdyz kazdemu numerowi odpowiada teraz grupa uczniéw, nie za$
jeden tylko uczen.
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w tej samej plaszczyznie jakikolwiek punkt A2 nie lezacy na
prostej d. Punkty O i A2 wyznaczajg nowg prostg a2 Obie-
rajac w tej samej plaszczyznie punkt A3 nie lezacy ani na au
ani na a2 otrzymamy trzecig prostg OAz
czyli a3 i t. d. Rzecz jasna, ze mozemy
otrzyma¢ dowolng ilo$¢ prostych, przecho-
dzacych przez punkt O ilezgcych w jednej
ptaszczyznie (rys. 1).
Okreslenie. Zbior wszystkich pro-
stych, przechodzacych przez jeden punkt
i lezacych w jednej ptaszczyznie, nazywamy
Rys. 1 pekiem prostych. Punkt przecigecia sie tych
prostych nazywamy wierzchotkiem peku.
W powyzszym przyktadzie punkt O jest wierzchotkiem peku.

§ 5. Wyobrazmy sobie, ze obraliSmy na prostej dowolng
ilos¢ punktow A, Bf C... (rys. 2) i ze jakie$ cialo porusza sie
po tej prostej. Doswiadczenie powiada nam, ze cialo moze prze-

A B C biega¢ te punkty w porzadku A, B, C..., albo

Rys. 2. tez w porzadku odwrotnym ...C, B, A. To spo-
strzezenie prowadzi do rozréznienia na prostej dwoéch zwrotow,
wprost sobie przeciwnych.

§ 6. Pewnik lla* Kazdy punkt prostej dzieli ja na dwie
czesci (zwane poétprostemi), z ktérych kazda zawiera dowolng
ilos¢ punktow.

Np. na rys. 2 punkt B dzieli prostg na dwie po6iproste; na
jednej z tych péiprostych lezy punkt A, na drugiej punkt C.

Dwie potproste, o ktérych mowa w naszym pewniku, po-
siadajg tylko jeden spoiny punkt, ktéry nazywamy ich poczatkiem.
O kazdej z tych potprostych mowimy, ze jest przedtuze-
niem drugiej.

§ 6. Okreslenie. Odcinkiem nazywamy cze$¢ prostej, za-
warta miedzy dwoma jej punktami. Punkty te nazywajg sie kon-
cami odcinka.

Np. na rys. 2 mamy odcinek AB> ktérego koricami sg
punkty A i B.

Kazdy inny punkt odcinka nazywa sie wewnetrznym.

Okreslenie. Jezeli na tej samej prostej mamy dwa lub wie-
cej odcinkéw, przyczem kazdy z nich ma z nastepnym jeden
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spoiny koniec, a nie ma zadnych innych punktéw spolnych, woéw-
czas odcinki te nazywamy kolejnemu

Na rys. 2 odcinki AB i BC sa kolejne. Jak nazywa sie
spoiny ich koniec?

§ 7. Okreslenie. Jezeli mamy dwa kolejne odcinki ABYy
BC (rys. 2), wowczas odcinek AC nazywaé bedziemy ich sumg
i bedziemy pisali:

AB+BC=AC.

§ 8. Kazde dwa odcinki sg albo réwne sobie, albo nie-
rowne. Chcac zaznaczy¢, ze odcinki MN, PR sa sobie réwne,
piszemy:

MN=PR lub tez PR=MN.

Pewnik Ilia. Jezeli na prostej mamy dany punkt A, wow-
czas po kazdej stronie tego punktu istnieje jeden i tylko jeden
taki punkt B, ze odcinek AB réwna sie pewnemu z gory zada-
nemu odcinkowi m (rys. 3).

§ 9. Chcac dodawa¢ i odejmowac

B A B odcinki wedtlug* tych samych praw, ktére

[} rzagdza dodawaniem i odejmowaniem liczb,

musimy ustali¢ szereg nastepujacych zasad
i okreslenn (88 9—12):

8 9. Pewnik IlIb. O ile nie uwzgledniamy zwrotu odcinka,
mozemy powiedzie¢, ze

Rys. 3.

AB = BA.
Pewnik Illc. Dwa odcinki, rowne trzeciemu, sg sobie réwne.

§ 10. Pojecie sumy mozemy rozciggna¢ na dowolng liczbe
odcinkéw, nawet niekolejnych. Jezeli mianowicie mamy odcinki
niekolejne a, 6, c,... k, woéwczas suma ich a+ 6+c+ ..+ £ na
zywaé bedziemy sume odpowiednio réwnych im odcinkéw kolej-
nych a \dxr+c ...+ &.

Pewnik Illd. Jezeli mamy odpowiednio réwne sobie odcinki
a=a', b-b ,
wowczas musi by¢ réwniez

atb=a+br.
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Innemi stowy: sumy réwnych odcinkéw sa sobie réwne.
Twierdzenie. Jezeli przez a, b oznaczymy dowolne odcinki, bedziemy

zawsze mieli

a+ b=Db+ a
Twierdzenie. Jezeli a, b, ¢ sa dowolnemi odcinkami, wéwczas
(a+ b)+ c=a+ (b+ o).
8§ 11. Okreslenie. Jezeli a, b, ¢ sg trzema odcinkami, przyczem
a+ b= c,
wowczas odcinek ¢ nazywamy wiekszym od kazdego z odcinkéw
a, b, te zas nazywamy mniejszemi i piszemy
a<¢c¢c b<c c>a c>Db.

Z tego okre$lenia i z pewnikéw Illc i lllc wynika, ze
1°) jesli a>b, b>c, wéwczas a> c:
2°) jesli a>b, c= d, wéwczas a-\-c>b + d.

§ 12. OkreS$lenie. Jezeli a, b, ¢ sa trzema odcinkami,

przyczem
a+ b=c,
wowczas a nazywamy réznicg odcinkéw c ib, odcinek zas b na-
zywamy roznicg odcinkéw ¢ z a/ piszemy
a=c—b
b=c—a

Z tego okre$lenia wynika, ze

1° jezeli a= a', b= b* oraz a> b,
woéwczas a—b = a —b’;

2° jezeli a > b oraz a < b\ woéwczas musi byé
a—a > b—b\

oczywiscie w zatozeniu, ze odejmowanie daje sie wykonac.

§ 13. Okres$lenie. Sume n odcinkéw, réwnych odcinkowi

a, nazywamy n-tg wielokrotng odcinka a i oznaczamy symbolem
na.

Odcinek a nazywamy n-ta podwielokrotng albo n-tg czescia

odcinka na.
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Chcac oznaczy¢, ze odcinek b jest n-tg czescig odcinka c,
piszemy:

b=—¢ lub b= — e
n n

Pewnik VI a (zwany pewnikiem Archimedesa dla odcinkéw)»
Jezeli mamy dwa nieréwne odcinki a, b, przyciem a<b, woéwczas
mozemy znalez¢ tak wielkg liczbe n, ze na>b.

§ 14. Jezeli mamy dwa lub wiecej odcinkéw, z Kktérych
kazdy poprzedni ma wspolny koniec z nastepnym i jezeli odcinki
te nie leza na jednej prostej, woéwczas tworzg one linje famana.

0 pojeciu kata.

§ 15. Pewnik Il b, Kazda prosta a, lezgca na ptaszczyZnie e
dzieli ja na dwie czesci (na dwa obszary), zwane pétptaszczyznami
i zawierajgce kazda dowolng ilo$¢ punktow.

Wyraz ,dzieli" nalezy rozumie¢ w nastepujacy sposob:

1- 0 kazdy punkt ptaszczyzny a albo lezy na prostej a, alk
tez nalezy do jednej z dwu czesci ptaszczyzny, o ktérych mowa
w pewniku ;

2- 0 jezeli punkty A, B naleza do jednej czesci plaszczyzn
woéwczas odcinek AB nie przecina prostej a;

3- 0 jezeli punkty A, B nalezg do dwu roznych czesci pk
szczyzny, wowczas odcinek AB przecina prostg a.

0] prostej a mowimy, ze oddziela te dwie czesci ptaszczyzny,
ze stanowi ich spoing granice.

Zamiast moéwic: ,punkty A, B nalezg do jednej czesci (lub:
do dwu roéznych czesci) ptaszczyzny*“,
bedziemy nieraz méwili: ,punkty A,
B leza po jednej stronie (lub: po dwu
stronach) prostej a“.

§ 16. Dwie potproste, majace
spoiny poczatek, dzielg ptaszczyzne na
dwa obszary, z ktérych kazdy nazywa
sie katem ptaskim albo krdtko: katem.
Obie poétproste nazywamy ramionami
kata, spoiny ich poczatek nazywa sie
wierzchotkiem kata. Na rys. 3 CM, OB sg ramionami, O jest wierz-
chotkiem kata.
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Kat oznaczamy zazwyczaj trzema literami, przyczem w $rodku
wymieniamy litere, ktérg oznaczyliSmy wierzchotek kata. Np. kat,
przedstawiony na rys. 3, oznaczamy symbolem  AOB lub "C.BOA.

Jezeli potproste, ktére sa ramionami kata, oznaczyliSmy ma-
temi literami, woéwczas kat mozemy oznaczy¢ innym, prostszym
symbolem. Bedziemy np. pisali (a, 0), majac na mysli kat
miedzy dwiema pétprostemi a, b, wychodzacemi z jednego punktu.

Czasem, o ile nie bedziemy sie obawiali nieporozumien, be-
dziemy oznaczali katy numerami; bedziemy tedy pisali <£ 1, 2
(t. j. kat pierwszy, kat drugi i t. d.). Czasem tez uzywamy liter
greckich, np. <fa.

§ 17. Jezeli dwie proste przecinaja sie, powstajg rozne pary
katow, ktérym nadajemy specjalne nazwy.

Okreslenie. Jezeli ramiona jednego kata sa przedtuzeniem
ramion drugiego, wowczas dwa te katy nazywamy wierzchotkowemi.
Jezeli dwa katy maja spélne ramie, drugie zas dwa ra-
miona tworzg jedng prosta, wowczas katy nazywamy przylegtemi.

Np. narys. 4 katy *=$A0By
«£COD sawierzchotkowe, katy
zas *=$.A0By BOC sg przy-
legte.

Wyliczy¢ wszystkie znajdujace
sie¢ na tym rysunku katy wierzchot-
kowe; wszystkie katy przylegte.

§ 18. Na dwu ramionach
kata <£ MON obierzmy do-
wolne dwa punkty A, B. La-

czac wierzchotek O (rys. 5) z jakimkolwiek punktem C, nale-
zacym do odcinka AB, otrzymujemy pétprosta OC, o ktérej po
M wiadamy, ze lezy wewnatrz kata <€ MON.
O kazdym punkcie tej potprostej (z wy-
jatkiem punktu O) powiadamy réwniez,

ze lezy wewnatrz kata <€ MON.

§ 19. Odpowiednio do dwu zwrotéw prostej

(lub odcinka) mozemy odrézniaé dwa zwroty kata.

Pojecie to daje sie uzmystowi¢ w nastepujacy spo-

sob : wyobrazmy sobie, ze po6tprosta OM obracamy

dokota poczatku O; zakre$la ona kat, przyczem

punkt jej przeciecia z prosta AB porusza sie po tej prostej albo od A ku By
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albo od B ku A. Odpowiednio do tego powiadamy, ze katy <€ MON i NOM
maja zwroty przeciwne.

8 20. Okreslenia. Katami kolejnemi nazywamy takie katy
0 spolnym wierzchotku, z ktérych kazdy ma z nastepnym spoélne
ramie i niema zadnych wiecej punktéw spolnych.

Np. na rys. 4 katy <€ AOB, <£ BOC, COD sa kolejne.
Sumag dwu lub wiecej katow kolejnych nazywamy zbior wszyst-
kich punktéw, lezacych wewnatrz tych katow.

§ 21. Jezeli sume katéw kolejnych chcemy zawsze uwazac
za kat, musimy wprowadzi¢ pojecie kata potpetnego i petnego.

Okreslenia. Polpelnym nazywamy kat, ktérego oba ramiona
tworzg jedng prosta. Np. na rys. 4 suma katéw “"iAOB + <€ BOC
tworzy kat potpetny AOC, ktdérego ramiona OA i OC lezg
na jednej prostej. Kazda prosta i punkt na niej wyznaczajg na
ptaszczyznie dwa katy potpetne, lezace po dwu stronach tej
prostej; sume takich dwu katow potpetnych nazywamy katem
petnym.

Np. na rys. 4 suma katéw kolejnych

~"cAOB+ "BOC+”~"COD + "DOA

tworzy kat petny. Kat ten jest zarazem sumg dwu katéw potpet-
nych, lezacych do dwu stronach prostej AC.

Whniosek. Z okreslen katow poétpetnych i kagtow przyle-
gltych wynika, ze suma dwu katéw przyleglych réwna sie katowi
po6tpetnemu.

§ 22. Kazde dwa katy sa albo réwne sobie, albo nie-

rowne. Chcac zaznaczy¢, ze katy <£ AOB, CMD réwnajg sie
sobie, piszemy:

AOB = CMD albo tez CMD = AOB.

Pewnik Illa. Po kazdej stronie danej pétprostej istnieje jedna
1 tylko jedna potprosta, tworzaca z nig kat réowny danemu.

§ 23. Okreslenie. Jezeli mamy dwa réwne sobie katy przy-
legle, wowczas kazdy z nich nazywamy katem prostym.

Poniewaz suma obu katéw przylegtych réwna sie katowi pétpetnemu,
zatem okre$lenie nasze mozna sformutowaé inaczej: katem prostym nazywamy
potowe kata pdtpetnego. Oczywiscie zaktadamy przytem, ze istnieje jeden tylko
spos6b dzielenia kata pdtpetnego na potowy.
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Kat prosty bedziemy niekiedy oznaczali literg greckg 6.
Wobec tego kat poOtpelny moznaby oznaczyé symbolem 2d. Np.
majac na mysli katy na rys. 4, moznaby napisa¢ réwnos¢ na-
stepujaca :

~NAOB + "BOt = 2d

Pewnik Ille. Wszystkie katy proste sg sobie réwne.

(0] dwu katach, ktérych suma réwna sie katowi prostemt
moéwimy, ze dopeiniajg sie do kata prostego. Jezeli suma
dwoch katéw réwna sie katowi poétpetnemu, mowimy, ze katy
spetniajg sie. Jezeli proste ™™, BB' przecinajg sie pod katem
prostym, moéwimy, ze sa do siebie prostopadte i piszemy
AA 1 BB'

§ 24. Chcagc dodawac i odejmowaé katy wedlug tych sa-
mych praw, ktore rzadza dodawaniem i odejmowaniem odcinkow,
tworzymy szereg nastepujacych okreslenn i pewnikow:

Pewnik IlIb'. O ile nie uwzgledniamy zwrotu kata, wowczas
mamy zawsze rownosc

~N.AOB = <jZ?0A
Pewnik Illc . Dwa katy, réwne trzeciemu, réwnaja sie sobie.

$ 25. Okreslenie. Sumag katow niekolejnych nazywamy sume
odpowiednio réwnych im katéw kolejnych.

Pewnik 11 d'- Sumy réwnych katéow sg sobie réwne. Innemi
stowy: jezeli mamy <$c= <£ a’, woéwczas musi byé

<fa+ a + 7.

§ 26. Jezeli mamy <£« + <£/?=<$ y, wowczas powiadamy,

ze kat y jest wiekszy od kazdego z dwu katow 4 «, te
za$ nazywamy mniejszemi od kata i piszemy:
lub it d

§ 27. Okreslenie. Jezeli mamy
<f« + <E£/?=<£E£ 1,

woéwczas kat <£ a nazywamy roéznica katow <£y i P, kat zas
nazywamy réznicg katow <£y i i piszemy:

<£/?= <E£/[--—--- 4 a.
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§ 28. Okres$lenie. Kat wiekszy od poétpelnego nazywamy
wklestym, kat mniejszy od poétpelnego nazywamy wypukiym.
Méwilismy w 8§ 16, ze dwie polproste o spélnym poczatku
dzielg ptaszczyzne na dwa obszary, z ktérych kazdy nazywamy
katem. Ot6z jeden z tych katéw jest zwykle wklesty, drugi wy-
pukty Np. na rys. 6 polproste OAf OB wy-
znaczajg kat wklesty, opatrzony numerem 1
i kat wypukly, opatrzony na rysunku nu-
merem 2.
§ 29. Okreslenie. Sume n katéw réwnych
katowi <f£a nazywamy nta wielokrotnoscig
kata <£ a i oznaczamy symbolem

r a

Kat m<fa nazywamy n-tg podwielokrotng albo n-tg
czes$cig kata n<f a

Pewnik VIb. (pewnik Archimedesa dla katéw).
Jezeli mamy dane dwa katy i <E?, przyczem <€a> <Ef,
woéwczas mozemy znalez¢ tak wielkg liczbe n, iz

a

§ 30. Twierdzenie. Katy wierzchotkowe sg sobie réwne.

Istotnie, mamy (rys. 4)
<€ AOB + <EBOC = 26
< BOC+ JzCOD = 2d,
zatem < 40£ + <E£OC = <££0C + Ctfz)
stad zas wynika, ze AOB = COD.

Cwiczenia I. 1. Na prostej obieramy pie¢ dowolnych punktéw A, B, o,
D} E\ przedstawi¢ odcinek AD jako sume dwoéch odcinkéw; jako sume trzech
odcinkéw; jako réznice dwoéch odcinkéw.

2. Na prostej obieramy sze$¢ dowolnych punktéw A, Bt C, D, E, F;
przedstawi¢ na wszelkie mozliwe sposoby odcinek BE jako sume dwu odcinkow;
jako réznice dwu odcinkow.

3. W poprzedniem zadaniu odcinek BD przedstawi¢ réznemi sposobami
w postaci sumy algebraicznej odcinkéw m—rt—p, w postaci sumy algebraicznej
odcinkbw m  n—p.

4. Z punktu O prowadzimy pétproste OA, OBy OC, ODy OEy OF.

1- o odczyta¢ wszystkie katy kolejne i wskaza¢ wspolne ramiona
kazdych dwéch katéw kolejnych;
2-0 kat BOE przedstawi¢ jako sume dwu katéw; jako sume

trzech katow; jako réznice dwu katéw;
2

Geometrja elementarna.
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3-0 kat BOD przedstawi¢ rozmaitemi sposobami w postaci sumy
algebraicznej katéw <Ca-|-8CP —<CT> lub tez a— fi—S&T™

5. Wykresli¢ dwa katy przylegte <CAOB i BOC. Jak wielki jest kazdy
z nich, jezeli pierwszy jest 3 razy mniejszy od drugiego?

6. Z dowolnego punktu O prowadzimy p6iproste OA, OB, OC, OD, OE;
katy kolejne AOB, BOC, COD, ®CDOE, <CEOA maja si¢ do siebie
tak, jak 1:2:3:4 :5; jak wielki jest kazdy z nich?

7. Na rysunku, odnoszacym sie do poprzedniego zadania, wyszczeg6lnié
wszystkie mozliwe katy i obliczy¢ wielkos¢ kazdego z nich.

8. Proste AB, CD przecinajg sie w punkcie O, przyczem Kkaty AOC,

COB maja sie do siebie, jak 1:2; obliczy¢ wszystkie katy, jakie powstaty
na rysunku.

Koto i okrag* kota.

§ 31. Wyobrazmy sobie, ze mamy dany pek prostych, kto-
rego wierzchotek oznaczmy literg O. Niech réwniez bedzie dany
dowolny odcinek r. Wiemy, ze na kazdej prostej, nalezacej do

naszego peku, mozemy odtozy¢, po-

r czynajgc od punktu O, po dwa

odcinki réwne odcinkowi r (np. OA,

OArlub OB, OB' na rys. 7). Dwa

takie odcinki lezg po przeciwnych

stronach punktu O [Pewnik lila].

Poniewaz w peku mamy nieskon-**

czenie wiele prostych, zatem otrzy-

mujemy nieskonczenie wiele takich

odcinkéw. Konce ich A, A' ByB'9C, C'... tworza figure, ktoérg

nazywamy okregiem kota. Punkt O nazywamy Srodkiem

kota, wszystkie zas$ rowne odcinki OA = OA'= OB=0OB'= OC=...
nazywamy promieniami kota.

Majac dany dowolny punkt M ptaszczyzny, mozemy go po-
taczy¢ z punktem O, przez co otrzymujemy prostg, nalezaca do
naszego peku. Na tej prostej istniejg dwa i tylko dwa punkty —
powiedzmy D i D' — takie, ze

OD=O0OD'=r.
Mozliwe sg trzy przypadki:
punkt M zlewa sie z D lub z D'f a wiec lezy na okregu Kkota;

punkt M jest punktem wewnetrznym odcinka OD lub odcinka
OD', czyli odcinek OM jest mniejszy od promienia r; powiadamy
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wowczas, ze punkt M lezy wewnatrz okregu Ilub

wewnatrz kota;
punkt M lezy zewnatrz odcinka DZ)'; odcinek OM jest woéwczas

wiekszy od promienia, o punkcie za§ M powiadamy, ze lezy
zewnatrz kota.

Jak widzimy, majac dane koto, mozemy twierdzié¢, ze kazdy
punkt plaszczyzny lezy albo na jego okregu, albo wewnatrz, albo
wreszcie zewnatrz okregu.

Mamy tedy nastepujace okreslenia i ptynace z nich wnioski:

Okreslenia. Okregiem kota nazywamy zbiér wszystkich
punktéw ptaszczyzny, rowno odleglych od jednego punktu, zwa-
nego $rodkiem kota.

Promieniem kota nazywamy odcinek, taczacy S$rodek kota
z dowolnym punktem okregu.

Cieciwva nazywamy odcinek, faczacy dwa punkty okregu.

Srednicg kola nazywamy odcinek, taczacy dwa punkty okregu
i przechodzacy przez $rodek kota.

KaZcLy punkt ptaszczyzny, kiérego odlegtos¢ od srodka kola
jest mniejsza od promienia, nazywamy punktem wewnegtrznym
kota, jezeli zas odlegtos¢ jego od srodka jest wieksza od promie-
nia, woéwczas punkt ten nazywa sie zewnetrznym wzgledem kotam

Kotem nazywamy zbiér wszystkich punktéw ptaszczyzny,
lezacych badZ na okregu, badz wewnatrz okregu.

tukiem kola nazywamy kazdg czes¢ okregu, zawada mie-
dzy dwoma jego punktami.

tuk, ktorego punkty koricowe sg zarazem koricami Srednicy,
nazywa sie potokiegiem.

Punkt, poruszajacy sie po ptaszszyznie w ten sposdb, ze odlegto$¢ jego
od pewnego innego, nieruchomego punktu pozostaje stata, kresli okrag kota,
ktérego Srodkiem jest 6w punkt nieruchomy. Na tern spostrzezeniu opiera sie
zastosowanie cyrkla do kreslenia kot

Whnioski. 1. Kolo jest wyznaczone, jezeli znamy jego $rodek
i promien.

Innemi stowy: z danego Srodka danym promie-
niem mozemy zawsze wykresli¢ koto, ale tylko
jedno.

2. Wszystkie promienie tego samego kota sg sobie réwne,
a wiec i wszystkie jego $rednice rownaja sie sobie.

%
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3. Kazda prosta, przechodzgca przez srodek kota, ma z okre-
giem dwa i tylko dwa punkty spdlne.

8§ 32. W dalszym ciagu bedziemy sie czesto postugiwali
symbolem (O)r w celu oznaczenia kota, zakreslonego ze S$rodka
O promieniem r. Tak samo symbol (O)A oznacza¢ bedzie koto,
zakreSlone ze $rodka O i przechodzace przez punkt A, czyli ma-
jace odcinek OA za promien.

§ 33. Wyliczylismy Kkilka cech charakterystycznych, Kktére
przypisujemy figurom, zwanym w zyciu codziennem kotami lub
okregami két. Nie wymieniliSmy jednak dotad dwoch z posréd
najwazniejszych cech. Jezeli np. zakreslimy cyrklem koto, woéwczas
nie ulega dla nas zadnej watpliwosci, ze linja, ktérg widzimy na
papierze, jest ciggta (czyli nie posiada przerw) i ze dzieli
ona ptaszczyzne na dwie <czes$ci: wewnetrzng i ze-
wnetrzng, ktoérych spoing granice stanowi okrag kota*).

W dotychczasowych rozwazaniach nie uwzgledniliSmy tych
dwu cech okregu i z naszych okreslen nie
wynika bynajmniej, zeby na okregu jakiego$
kota nie miata istnie¢ jedna lub wiecej przerw*
Jesli wiec mamy dane koto O, punkt ze-
wnetrzny M i punkt wewnetrzny N, nie lezacy
na prostej OM, woéwczas wiemy wprawdzie, ze
prosta OM przecina okrgg w dwoéch punk-
tach, nie mozemy jednak mie¢ pewnosci, czy
prosta MN spotyka okrag kota, gdyz mogtaby

ona natrafiat na przerwy w okregu, o ile takie przerwy istniejg*

*) Rrzecz jasna, ze granica nie moze posiada¢ przerw, nie wolno jednak
twierdzi¢, ze kazda linja ciagta, choéby nieograniczona, stanowi¢ moze granice
dwoéch obszaréw ptaskich, ze moze dzieli¢ ptaszczyzne
na dwie czesci. Np. na rys. 8. mamy linje tamana,
ktéra mozemy przedtuza¢ nieograniczenie, z tern tylko
zastrzezeniem, ze linja ta nigdzie samej siebie nie
przetnie; ot6z dostrzegamy odrazu, ze z kazdego
punktu ptaszczyzny mozemy przej$¢ do kazdego innego
(np. z A do B), nie przecinajagc nigdzie naszej tama-
nej, a wiec linja ta nie moze oddzieli¢, odgraniczy¢
zadnej czesci ptaszczyzny. Widzimy tedy, ze ciggtosc
linji, a zdolno$¢ dzielenia ptaszczyzny na czesci, sg to
istotnie dwie rézne cechy.
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Chcac tedy, zeby nasze okreslenia odpowiadaty temu, co
w doswiadczeniu codziennem nazywamy kotem, musimy uzupenic
je zapomoca dwoch nastepujacych pewnikdow:

Pewnik VI c. Jezeli punkt wewnetrzny kota potgczymy z punk-
tem zewnetrznym zapomoca odcinka prostej, wowczas odcinek ten
przetnie okrag kola w jednym i tylko w jednym punkcie.

Pewnik Vid. Jezeli punkt wewnetrzny kola potgczymy
z punktem zewnetrznym zapomoca tuku jakiegokolwiek innego
kotay wéwczas tuk ten przetnie okrag dany w jednym i tylko
w jednym punkcie.

§ 34. Przypus¢my, ze na okregu kota O, mamy dane dowolne dwa
punkty A, B. taczac je z punktem O, otrzymujemy kat AOB. W peku
prostych, majacym wierzchotek w punkcie O,
istniejg zaréwno potproste, lezace wewnatrz kata
®mCAOB, jak i potproste, lezgce zewnatrz tego
kata. Wobec tego na okregu naszego kota mamy
zaréwno punkty, lezgce wewnatrz Kkata AOB
(np. punkty K, L na rys. 10), jak i takie, ktore
lezg zewnatrz tego kata (np. punkty K\ K", L\ L").

Mamy tedy prawo twierdzi¢, ze kazde dwa
punkty A, B okregu dzielg ten okrag na
dwa tuki, ktére nie majag zadnych punk-
tow spélnych précz swych koncéw A, B.

Uwaga. Wynika stad, ze powiedzenie: ,tuk AB danego Kkota“ jest
dwuznaczne, gdyz mamy dwa #tuki, ktérych koricami sg punkty A, B. Wobec
tego tuk nalezy oznacza¢ trzema literami, wymieniajac dwa jego konce i jaki-
kolwiek trzeci punkt, na tym tuku lezacy, np. »uk AKB*" lug ,fuk AKB*“.

W celu oznaczenia tuku AKB bedziemy sie czasem postugiwali sym-
bolem AKB.

§ 35. Twierdzenie. Jezeli na ptaszczyZnie mamy dane dwa
okregiy przyczem jeden z nich prze-
chodzi przez punkt wewnetrzny
i przez punkt zewnetrzny drugiego
okregly wowczas okregi te maja dwa
i tylko dwa punkty spdlne.
Niech beda dane dwa okregi
O i O'. Przypusémy, ze punkt A
okregu O' lezy wewngtrz, punkt
za$ B tegoz okregu lezy zewnatrz
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kota O; powiadam, ze okregi O i Or majg dwa i tylko dwa
punkty spélne.

Istotnie, na okregu O' punkty A i B wyznaczajg dwa luki
(ACB i ADB), z ktorych kazdy #aczy punkt wewnetrzny A
z punktem zewnetrznym B, a wiec musi mie¢ z okregiem O je-
den i tylko jeden punkt spoiny [Pewnik Vid].

§ 36. Okres$lenie. Rownemi kotami (lub okregami) nazy-
wamy kota (lub okregi), zakreSlone réwnemi promieniami.

Z powyzszego okre$lenia i z wniosku (1) w § 31 (str. 19)
wynika, ze z kazdego punktu ptaszczyzny, jako ze Srodka, mo-
zemy zakresli¢ koto réwne danemu.

Cwiczenia Il. 1. Danym promieniem r wykresli¢ okrag- kota, przecho-
dzacy przez dany punkt A. lle takich két mozna wykres$li¢?

2. Jaka linje tworza S$rodki wszystkich két, o ktérych mowa w poprzedniem
¢wiczeniu? Wykresli¢ te linje, obierajac punkt A dowolnie w plaszczyznie ry-
sunku i ktadac r=5cm.

3. Majac dany okrag (O)r i punkt A na nim, wykreéli¢ z tego
punktu, jako ze $rodka, okrag kota, przechodzacy przez punkt O.
Dowies$¢, ze okregi (0)r i (¢4)0 muszg mie¢ dwa punkty spélne.
[Wskazéwka: czy mozemy wskaza¢ na okregu (;4)0 punkt, ktéry na pewno
lezy wewnatrz kota (0)r? czy mozemy na tym samym okregu (;4)0 wskazaé
punkt, ktéry na pewno lezy zewnatrz kota (0)r?].

4. Oznaczmy przez Mit punkty spdlne két (0)r i (;4)0 w poprzedniem
¢wiczeniu i potagczmy punkty O, (4, Mit M2 na wszelkie mozliwe sposoby zapo-
mocg odcinkéw prostych; czy $réd tych odcinkéw istniejg réwne sobie i ktére
mianowicie ?

5. Uogo6lni¢ ¢wiczenie 3-cie w nastepujacy sposob:

Mamy dane koto (O)r i punkt ¢4 na jego okregu; najpierw kreslimy
okrag (¢4)0 czyli (¢4)r, o ktérym juz wiemy, ze ma on dwa punkty spélne
z okregiem danym; nastepnie kreSlimy z punktu (4 okregi coraz wiekszemi
promieniami. Do jakiej granicy mozemy zwieksza¢ te promienie, jezeli mamy
mie¢ pewnos$¢, ze kazdy wykre$lony przez nas okrgg ma dwa punkty spélne
z okregiem danym (O)r?

Jezeli, przeciwnie, z punktu ¢4 kre$li¢ bedziemy okregi coraz mniejszym
promieniem, tak jednak, by mialy one po dwa punkty spélne z okregiem
(O)r, czy mozemy zmniejsza¢ promien nieograniczenie ?

6. Odpowiedzie¢ na takie same dwa pytania, jak w poprzedniem ¢wi-
czeniu, zakladajgc jednak, ze punkt /4 lezy nie na okregu (O)r, lecz wewnatrz
tego okregu.

1. Po okregu kota (materjalnego) nieruchomego (0)r toczy sie
koto, ktérego promien réwna sie r'. Jaka linje zakres$la $rodek toczgcego sie
kota: a) jezeli toczy sie ono po stronie zewnetrznej okregu (0)r? b) jezeli toczy
sie po stronie wewnetrznej tego okregu?

drug
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[Wykona¢ trzy rysunki, biorgc we wszystkich trzech r = 4 cm. Na
pierwszych dwéch rysunkach bierzemy / — 1,7 cm, przyczem pierwszy rysu-
nek powinien ilustrowa¢ przypadek (a), drugi rysunek — przypadek (b). Na
trzecim rysunku bierzemy / = 6¥* cm i zakladamy, ze koto nieruchome (O)r
lezy wewnatrz kota ruchomego. Na kazdym z tych trzech rysunkéw nalezy
wykresli¢ toczace sie koto przynajmniej w kilku réznych potozeniach i zaznaczy¢
wyraznie linje, ktérg zakresla jego $rodek].



KSIEGA 1.

O rownosci i symetrji figur ptaskich.

ROZDZIAL I
Pojecie o trojkacie. 0 rownosci trojkatow.

8 37. Niech beda dane trzy dowolne punkty A, B, C, byle
nie lezace na jednej prostej. Wyznaczajg one trzy odcinki ABYy
BC, CA i trzy katy <£ CAB, ABC, <$:BCA. Trzy te odcinki
tworzg linje famang zamknietg, ktora dzieli ptaszczyzne na dwa
obszary: wewnetrzny i zewnetrzy.

Okreslenie. Trojkatem ABC nazywamy figure, utworzong
przez wszystkie punkty ptaszczyzny, ktoére lezg czy to na tama-
nej zamknietej ABC, czy wewnatrz tej tamane;j.

Punkty A, B, C nazywamy wierzchol-
kami trojkata.
Odcinki AB, BCy CA sa to boki
tréjkata.
tamana zamknieta AB C stanowi kom
tur trojkata.
Sume trzech bokéw AB+ BC+CA
Rys. 12. nazywamy obwodem tréjkata
Katy CAB, ABCTf <fBCA, $a
to katy wewnetrzne tréjkata; przylegle do nich katy nazywamy
zewnetrznemi.

Boki i katy wewnetrzne trojkata nazywamy niekiedy jego

elementarni.
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Czesto, majac na mysli kat wewnetrzny tréjkata, moéwimy
poprostu: ,kat trojkata“; taki spos6b mowienia dopuszczalny jest
tylko wtedy, gdy nie moze wywota¢ nieporozumienia.

Wierzchotek, ktéry nie jest koricem danego boku trojkata,
nazywamy przeciwleglym temu bokowi. Np. o wierzchotku A po-
wiadamy, ze jest przeciwleglty bokowi BC.

Tréjkat ABC bedziemy czesto oznaczali symbolem A ABC.

Kazdy bok trojkata mozemy oznaczy¢ jedna matg litera,
obierajac w tym celu takg samg litere, jakg oznaczyliSmy przeciw-
legty wierzchotek. Np. na rys. 12 bok CA mozemy oznaczy¢ literg 0,
gdyz przeciwleglty temu bokowi wierzchotek oznaczyliSmy litera B.

§ 38. Pojecie trojkata daje sie z tatwoscia uogdlni¢. Niech
beda dane na plaszczyznie n punktow A\, A2, A3.. An, z kto-
rych zadne trzy nie lezg na jednej prostej. taczac pierwszy punkt
z drugim, drugi z trzecim,... ostatni z pierwszym, otrzymamy linje
tamang zamknieta.

Zbioér wszystkich punktow ptaszczyzny, lezacych badz na
tamanej zamknietej, bgdz wewnagtrz tamanej, nazywamy wielo-
katem (wielobokiem). tamana stanowi kontur wielokata.

Rozrézniamy dwa rodzaje wielokatow: wypukte i wkleste.

Wielokat nazywamy wypuktym, jezeli zaden jego bok9 ani
przedtuzenie zadnego boku nie przecina jego konturu, w prze-
ciwnym za$ razie wielokat nazywamy wklestym.

To samo datoby sie wyrazie innemi stowami: wielokat wypukty
lezy po jednej stronie kazdego swego boku.

Srod wielokgtéow wklestych zastuguja na uwage wielokaty zwigzane, t, j.
takie, w ktérych przecinajg si¢ dwa niesgsiednie boki.

W dalszym ciggu bedzie zawsze mowa o wielokgtach wy-
puktych, o ile nie uczynimy specjalnego zastrzezenia.

Punkty Ai, A2, —An nazywamy wierzchotkami wielokata.

Katy (wypukie) An A\ A2>*jMAi A2 A3, AnA\
nazywamy wewnetrznemi, przylegte zas katy nazywamy ze-
wnetrznemi.

Cwiczenia Il1l. 1. Rysujemy tréjkat ABC i na boku AC lub na przedtu-
zeniu tego boku obieramy dowolny punkt D. Wymieni¢ wszystkie trdjkaty, wy-
znaczone przez punkty A, By C, D.

Przypusémy, ze punkt D obraliSmy nie na boku AC, lecz wewnatrz tréj-
kata ABC; ile powstato przytem tréjkatéw i jakie mianowicie?

Zkolei obieramy punkt D zewnatrz tréjkagta ABC, lecz nie na przediu-
zeniu boku; wymieni¢ wszystkie trojkaty, wyznaczone przez punkty A, B, C, D.
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2. Nie patrzac na rysunek, wymieni¢ korice boku a w tréjkacie ABC
oraz kat, przeciwlegty temu bokowi. Powtérzy¢ to samo z dwoma drugiemi bokami.

3. W tréjkacie ABC przedtuzy¢é wszystkie boki: ile powstato katow ze-
wnetrznych? Czy niema $réd nich réwnych sobie?

4. Kat wewnetrzny tréjkata mozemy okresli¢, jako kat zawarty miedzy
dwoma bokami tréjkata. Czy mozna utworzy¢ analogiczne okreslenie dla kata
zewnetrznego ?

5. Wykresli¢ trzy proste, przecinajgce sie po dwie w punktach M\ N, L.
Wskazaé¢ kat, zawarty miedzy bokiem m a przedtuzeniem boku n; miedzy bo-
kiem n a przedtuzeniem boku m; miedzy n a przedtuzeniem boku I; miedzy
przedtuzeniami bokéw m, n Czy ten ostatni kat jest katem zewnetrznym?

6. Na ile obszaréw zostata podzielona ptaszczyzna przez trzy proste m,
n%/, o ktérych mowa w poprzedniem ¢wiczeniu ? Czy mozna wykresli¢ czwartg
prosta, przecinajaca dwa (i tylko dwa) z posrod tych obszaréw? Jaka jest naj-
wieksza liczba obszaréw, ktére ta prosta moze przecigé?

Kreslimy trzy proste, przecinajace sie po dwie w punktach A, B, C, nie
lezgcych na jednej prostej. Kazda z tych trzech prostych dzieli ptaszczyzne na

dwa obszary. Z dwoéch obszaréw, wy-

D znaczonych przez prosta ABY na-
zwijmy dodatnim ten, w ktérym
lezy punkt C (na ryst 13 obszar ten
zostat zaznaczony kreskami), drugi
za$ obszar nazwijmy ujemnym.

7. Wykresli¢ trzy proste, ja
na rys. 13 i zaznaczy¢ kreskami ob-
szary dodatnie, wyznaczone przez
proste ABy BCy CA.

W jaki sposdb okresli¢ mozna punkty wewnetrzne trojkata ABC? Jak
okresli¢ punkty, nalezace do katéw zewnetrznych DCBt ~MIEBC? Punkty,
nalezace do kata <£EBF?

8. Na rysunku, odpowiadajgcym c¢wiczeniu 5-emu, znalezé punkty, lezac
wewnatrz dwéch katéw zewnetrznych i jednego wewnetrznego.

§ 39. Okreslenie. Dwa trojkaty nazywamy réwnemi, jezeli
boki i katy jednego z nich réwnaja sie odpowiednim bokom i ka-

tom drugiego, przyczem od po-

B B . - . A
wie dniem i kgtami nazywamy
te, ktore leza naprzeciwko row-
nych bokéw, odpowiedniemi
A c A c bokami te, ktére lezg naprze-
Rys. 14. ciwko réwnych katow.

Jezeli np. tréjkaty /\ ABCy
£+AB'C' (rys. 14) réwnaja sie sobie, woéwczas musza zachodzié
nastepujace réwnosci:
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AB = A'B', £C = 5'C', GA = CA'
<£A = MAY, (KB~"B'y3:.C=3zC.

Réwnos¢ dwoch trojkatow oznaczamy symbolem =. Chcegc
tedy zaznaczyé, ze trojkaty ABC, A*B'C' sa sobie réwne, piszemy:

INABC=/SA'B'C"

Z okreslenia rdéwnosci trojkatéow wynika bezposrednio, ze
dwa tréjkaty, rowne trzeciemu, sodze réwne.

§ 40. Wiemy juz, ze gdy mowa o0 rownosci dwdch tréjka-
téw, mamy wiasciwie na mysli szes¢ rownosci, z ktorych trzy
zachodzg miedzy bokami, trzy zas miedzy katami trojkatéow. Zo-
baczymy jednak zaraz, ze chcac sprawdzi¢, czy dwa tréjkaty sa
sobie réwne, wystarczy stwierdzi¢, ze zachodza trzy réwnosci
odpowiednio dobrane zposrdd powyzszych sze$ciu*).
W ten sposéb otrzymamy t. zw. cechy réwnosci trojkatéow
czyli sposoby praktyczne poznawania tej réwnosci.

Pierwsza z tych cech mozemy oprze¢ na nastepujacem do-
Swiadczeniu. Wezmy siedem (lub wiecej) paskow tektury, dosta-
tecznie sztywnej. Paski te tgczymy zapomocag pluskiewek lub dru-
cikéw tak, by dwa potaczone z sobg paski mogly obracaé sie
dokota pluskiewki, jak na zawiasach. Z trzech paskéw tworzymy

trojkat, z pozostatych za$ czworobok (lub wogéle wieiobok), jak
na rys. 15.

*) Fakt ten wskazuje, ze miedzy bokami i katami trojkata istniejg jakie$
zwigzki, tak iz trzy, odpowiednio dobrane elementy tréjkata wyznaczajg pozo-
state trzy jego elementy. Zobaczymy np., ze katy trojkata sa w zupetnosci wy-
znaczone, gdy znamy trzy jego boki.



28 O réwnosci i symetrji figur plaskich.

Spostrzegamy odrazu, ze trojkat jest sztywny, natomiast
w czworoboku (lub w wieloboku) wszystkie boki swobodnie po-
ruszajg sie na zawiasach, tak, iz ksztatt tego czworoboku mozemy
dowolnie zmienia¢. Widzimy tedy, ze z trzech bok6w mozna
utworzy¢ (zbudowac) jeden tylko tréjkat i ze katy
W nim sa niezmienne, natomiast z czterech bokéw mozemy
zbudowa¢ dowolnie wiele czworobokéw.

Dochodzimy w ten sposob do nastepujacego pewnika:

§. 41. Pewnik HIf. (I cecha réwnosci trojkatéow). Jezeli
trzy boki jednego trojkata réwnaja sie trzem bokom drugiego,
wowczas i katy jednego trojkata réwnaja sie odpowiednim katom
drugiegof czyli trojkaty sa sobie réwne.

§ 42. Mozemy rdéwniez wypowiedzie¢ nastepujacy oczy-
wisty pewnik :
Pewnik Illg. Jezeli
c mamy dany tréjkat ABC,
a procz tego na dowolnej
prostej m mamy dany odci-
nek AB\ réwny bokowi AB
tego trojkata, woéwczas po
kazdej stronie prostej m
istnieje przynajmniej jeden
taki punkt C', e trgj-
kat A'B'C' rowna sie tréjkatowi ABC.

8§ 43. Samo przez sie hasuwa sie pytanie, w jaki sposéb
mozna faktycznie zbudowaé trojkat, o ktéorym mowa w pewniku
Ulg.? Mamy tedy do rozwigzania nastepujace

Zadanie. Po jednej stronie prostej m zbudowac trojkaty rowny
danemu trojkatowi ABC, tak, by jeden jego bok lezat na tej prostej.

Zadanie rozwigzemy w zupetnosci, jezeli potrafimy wyzna-
czy¢ trzy wierzchotki zgdanego tréjkata. Dwa z nich mozemy
znalez¢ odrazu. W tym celu wystarczy odtozyé na prostej m od-
cinek, réwny ktoremukolwiek bokowi trojkgta ABCf np. odci-
nek AB1l= AB (rys. 17). Pozostaje tedy do znalezienia trzeci
wierzchotek C'.

Wiemy, iz wierzchotek C' mysi by¢: 1) odlegty od wierz-
chotka A o0 odcinek réowny bokowi ¢trojkgta danego; 2) odlegty
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od wierzchotka B' o odcinek roéwny bokowi a. Otéz z okreslenia
okregu (8§ 31) wiemy, ze wszystkie punkty ptaszczyzny, odlegte
od punktu A o odcinek b, lezg na okregu kota {A)b, wszystkie
za$ punkty, odlegte od B*

0 odcinek a, lezg na okregu

(BYa i odwrotnie: wszystkie

punkty tych okregéw odlegte

sg od A i B‘ o odcinki b

1l a Pozostaje tedy wykre-

$li¢ te dwa okregi; spoiny ich

punkt, lezacy po wskazanej stronie prostej m, musi by¢ zadanym
wierzchotkiem C"

Tu jednak nasuwajg sie dwie watpliwosci:

1- o czy okregi te maja na pewno wspélny punkt?

2- 0 czy po wskazanej stronie prostej m istnieje jeden tak
punkt, czy tez okregi nasze maja dwa lub wiecej punktéw spél-
nych ? Rzecz jasna, ze gdyby tych punktéw byto kilka, nie wie-
dzieliby$my, ktory z nich wybrag.

Na pierwsze pytanie mamy gotowg odpowiedZz w pewniku
Ulg. Poniewaz, na mocy tego tego pewnika, istnieje punkt C, a punkt
ten musi leze¢ jednoczesnie na obu okregach (AY)b i (B)a, za-
tem okregi te na pewno majg bodaj jeden punkt spoiny.

Co sie tyczy drugiego pytania, to tatwo jest przekonac sie,
ze po jednej stronie prostej m okregi nasze maja
tylko jeden punkt spoiny.

Jakoz przypusémy, ze okregi nasze majg dwa spélne punkty
C4, C2 Potaczmy te punkty z punk-
tami A4 B' i porébwnajmy z sobg troj-
katy AC\B' i AC\B4 (rys. 18).

Majg one spoiny bok AB", aoprécz
tego AL\ = ACN\ (dlaczego?) B'C\ =
B'C2, zatem A AB'0,4= A AB'CZA

Ale to jest niemozliwe. Istotnie,
odpowiadajgce sobie katy

(SZC"AB' i ~z C2ZA'B' oraz
A C\B'A‘ i A CZBA') tych tréjka-
tow nie moga roéwnaé sie sobie, jezeli punkt (7/ nie zlewa sie
z punktem C2\

Widzimy, ze przypuszczenie, jakoby okregi nasze miaty po
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jednej stronie prostej m dwa punkty spdlne, prowadzi do niedo-
rzecznego wniosku. Wynika stad, ze okregi te majg tylko jeden
punkt spoiny C\ ktory jest wierzchotkiem zgdanego trojkata
A ABC"

§ 44. Za przypadek szczegélny poprzedniego zadania mozna
uwaza¢ nastepujace

Zadanie. Po jednej stronie danej prostej zbudowac kat, rowny
danemu katowi.

Istotnie, jezeli mamy dany A, mozemy na jego ramionach
obra¢ dwa dowolne punkty M, N, a nastepnie zbudowaé przy
prostej m trojkat, réwny trdjkgtowi MAN.

Rzecz prosta, ze zaoszczedzimy sobie pracy przy rysowaniu,
jezeli punkty M, N tak zostaly obrane, ze MA = NA. To spo-
strzezenie prowadzi do nastepujacego rozwigzania:

z wierzchotka A kreslimy dowolnym promieniem koto, prze-
cinajgce ramiona kata danego w punktach M, N; z punktu A' na
prostej m kreslimy tym samym promieniem koto, przecinajace
prostg m w punkcie M\ a nastepnie z punktu M*‘ kreslimy dru-
gie koto promieniem, rownym MN. Dwa te kota majg po jednej
stronie prostej m spoiny punkt N fgczgc N z A4 otrzymamy

A AM'N= N\NANM (dlaczego? na mocy ktérego pewnika?),
a wiec NAM= NAM.

§ 45. Zadanie. Dany kat podzieli¢ na potowy.

Niech bedzie dany dowolny kat BAC (rys. 20). Z wierz-
chotka A, jako ze $rodka, kreslimy dowolnym promieniem okrag
kota, przecinajagcy ramiona kata w punktach M, N; z punktéw
My Ny jako ze $rodkéw, kreslimy dwa nowe okregi promieniem
rownym odcinkowi MN.
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Te dwa okregi maja, po jednej stronie prostej MN, spoiny
punkt K (dlaczego? porown. ¢wiczenie Il, 3, str. 22); powia-
dam, ze pétprosta AK dzieli kat ~ BAC na potowy.

Istotnie A AMK = ANK,
gdyz AM = AN, MK = NK,

odcinek za$ AK jest spélnym bokiem tych tréjkatéw, a ponie-
waz w rownych trojkatach katy
MAK, KAN lezg naprzeciwko
rownych bokéw MK, NK, zatem sg
sobie réwne.
Pélprosta, dzielaca kat na poto-
wy, nazywa sie dwusieczng tego kata.

§ 46. Twierdzenie (Il cecha
rownosci tréjkatow). Jezeli dwa
boki i kat miedzy niemi zawarty jednego trijkata rownaja sie
odpowiednio dwom bokom i kagtowi miedzy niemi zawartemu
drugiego tréjkata, wowczas trojkaty te sg sobie réwne (czyli po-
zostate ich elementy odpowiednio réwnajg sie sobie).

Niech beda dane dwa tréjkaty A ABC i/\A'E C, w ktérych
AB = A'B', AC= AC oraz BAC= <€EAC.
Powiadam, ze woéwczas musi byc¢
& ABC=z/\A'B'C.

Jakoz na mocy pewnika Illg wiemy, ze po tej samej stro-
nie prostej A C, po ktorej lezy wierzchotek E, musi istnie¢ taki
punkt X, ze

(xATC = &ABC,
przyczem <£E BAC = <€ XAC, AB= AX AC= AIC.

Pozostaje dowie$¢, ze punkt X musi zlewaé sie z punktem E .
Istotnie, punkt X nie moze leze¢ ani wewnatrz kata
NEAC, ani zewnatrz tego kata (rys 21), gdyz wobwczas kat
X'AC nie réwnatby sie katowi BAC, zatem X lezy na
ramieniu EA.
Ale w takim razie X musi zlewaé¢ sie z punktem E, gdyz
inaczej (rys. 21) bok A X' trojkata A AXC nie rownatby sie
bokowi AB tréjkata A ABC.
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§ 47. Twierdzenie (Il cecha réwnosci tréjkatéow). Jezeli
dwa katy i przylegly do nich bok jednego trojkata réwnajg sie
odpowiednio dwom katom i przylegtemu do nich bokowi drugiego

tréjkata, wowczas oba trojkaty sa sobie réwne (czyli pozostate
ich elementy réwnaja sie sobie).

Niech bedg dane (rys. 21) trojkaty A ABC, A ABC,
w ktorych

AC = AC\ <ECAB = C'AB', » BCA = B'CA";
powiadam, ze musi by¢ réwniez
A ABC= A AB'C".
Zastosujemy doktadnie takie same rozumowanie jak w twier-
dzeniu poprzedniem.

Na mocy pewnika Illigc wiemy, iz po tej stronie prostej
AC\ po ktérej lezy wierzchotek Bf musi istnie¢ taki punkt X,

ze NAXC = AABC,
przyczem XA'C = BAC, XCA —BCA.

Pozostaje dowies¢, ze punkt X zlewa sie z punktem B'.

Jakoz X nie moze leze¢ ani wewnatrz, ani zewnagtrz kata

BIAC (rys. 21), gdyz wdéwczas kat XAC’ nie réwnalby sie
katowi BAC. Zatem X lezy na ramieniu AB'.

Dalej, A" nie moze leze¢ ani wewnatrz, ani zewnatrz odcinka
AB' (rys. 21), gdyz w takim razie Kkat XCA nie réwnatby
sie katowi BCA.

Widzimy tedy, ze X musi zlewaé¢ sie z punktem B', czyli
¢ \NAEC jest whasnie owym trojkatem, rédwnym trdjkgtowi A ABC,
o ktérym mowa w pewniku Il g.

Cwiczenia IV. 1. Mamy dany czworobok przegubowy, t. j. taki, ktérego

boki sa statej dtugosci, ale moga sie obraca¢ dokota wierzchotkéw; cZy mozna
usztywni¢ go zapomoca dodatkowego (piatego) preta?
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To samo pytanie w zastosowaniu do pieciokata przegubowego.

2. W pieciokacie przegubowym, ktérego wierzchotki ponumerowalismy
kolejno od 1 do 5, tgczymy zapomoca dodatkowych pretéw pierwszy wierzcho-
tek z trzecim i drugi z pigtym; czy pieciobok jest teraz sztywny?

3. Czy wielokaty przegubowe, przedstawione na rys. 22, sa sztywne? He
zbytecznych potaczen Wytworzy
sie¢ w kazdym z nich, jezeli na
wszelkie mozliwe sposoby potg-
czymy wierzchotki dodatkowemi
pretami ?

4. Czy wielokaty przegu-
bowe, przedstawione na rys. 23,
sg sztywne ? Jezeli tak, to czy nie
majg zbytecznych usztywnien ? Je-
zeli nie, to jak usztywni¢ je zapomoca mozliwie najmniejszej liczby pretéow?

5. Jaka jest najmniejsza liczba pretéw, zapomoca ktérych mozna potgczy¢
4, 5, 6, 7, 8,.. punktéw, z ktérych zadne trzy nie lezg na jednej prostej, tak, by
otrzymac¢ wielokat sztywny?

6. Zbudowa¢ troéjkat, ktérego wszystkie trzy boki réwnatyby sie danemu
odcinkowi a. lle takich tréjkgtéw zbudowa¢ mozna po jednej stronie danego
odcinka a?

7. Mamy dany /\ABC\ na dowolnej prostej m odktadamy
odcinek A‘B‘'= AB, poczem z punktu A' jako ze S$Srodka, kreslimy

Rys. 23.

koto promieniem réwnym a z punktu za$ B/kre$limy drugie koto
promieniem réwnym b. Czy okregi tych két majg punkt spoiny?
lle majg punktéw spélnych? W szczegdélnosci: czy po jednej stro-
nie prostej m okregi te moga mie¢ wiecej niz jeden punkt spoiny?

lle wobec tego rozwigzan posiada zadanie, o ktérem byta
mowa w § 43?

8. Niech bedg dane dwa katy przylegte ABC i <£ CBD; zbudowaé
ich dwusieczne BX i BY. Jak wielki jest kat ACXBY?

9. Niech bedzie dany kat wypukiy CAOB; zbudowac¢ jego
dwusieczng, przedituzy¢ jag po drugiej stronie wierzchotka O
i dowiesé, ze to przedituzenie jest dwusieczng kata wklestego

AOB; iodwrotnie: przedtuzenie dwusiecznej kata wklestego
NAOB jest zarazem dwusieczng kata wypuktego <f£ AOB.

Geometrja elementarna.
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10. Mamy dane dwa katy wierzchotkowe "CAOB, COD; wykresli¢ dwu-
sieczng kata “A O B idowie$¢, ze jej przedtuzenie jest dwusieczng kata COD.

11. Mamy dane dwa katy wierzchotkowe AOB, COD; wykresli¢
ich dwusieczne i dowieé¢, ze tworza one jedna prosta.

12. Zbudowaé¢ tréjkat, majac dane dwa boki a, b i kat C. lle mamy
rozwigzan ?

13. Zbudowaé¢ tréjkat, majac dane: A, B i bok c. lle mamy
rozwigzan ?

14. Majac dany A ABC, zbudowac¢ réowny mu A DAE tak, by kat "iBAC
pierwszego tréjkata byt wierzchotkowy wzgledem kata DAE drugiego troéj-
kata. lle mozna zbudowa¢ tréjkatéw /\DAE, odpowiadajgcych warunkom zadania?

15. Dowiesé¢, ze kazdy kat ~ A mozna podzieli¢ na potowy w nastepu-
jacy sposob:

na ramionach kata okltadamy, poczynajac od wierzchotka, po dwa réwne
odcinki, np. AB= AC, BD = CE, poczem taczymy B z E oraz C z D; jezeli
przez M oznaczymy punkt przeciecia sie prostych BE, CD, woéwczas poélprosta
AM musi by¢ dwusieczng kata danego <£ BAC.

16. Dwa czworoboki sg sobie réwne, jezeli trzy boki i dwa katy miedzy
niemi zawarte jednego czworoboku réwnajg sie odpowiednio trzem bokom
i dwom katom miedzy niemi zawartym drugiego czworoboku.

17. Dwa czworoboki réwnajg sie sobie, jezeli katy przy trzech kolejnych
wierzchotkach i dwa miedzy niemi zawarte boki jednego czworoboku réwnajg
sie odpowiednim katom i bokom drugiego czworoboku.

ROZDZIAL 1l
Trojkat réwnoramienny.

§ 48. Okre$lenia. Trdjkat nazywamy réwnoramiennym9
jezeli ma dwa réwne boki. Trzeci bok takiego trojkata bedziemy
czesto nazywali jego podstawa.

Trojkat, ktérego wszystkie trzy boki rownajg sie sobie, na-
zywamy réwnobocznym albo foremnym.

MAsokoscig trojkata nazywamy odcinek, poprowadzony
z wierzchotka prostopadle do przeciwleglego boku lub dojego prze-
diuzenia. Punkt, w ktérym wysoko$¢ spotyka bok tréjkata (lub
jego przedtuzenie), nazywa sie spodkiem wysokosci.

Srodkowa tréjkata nazywamy odcinek, taczacy wierzchotek
tréjkata ze Srodkiem przeciwleglego boku.

Narysuj trojkat roéwnoramienny; co mozesz powiedzieé
o dwdch jego katach, lezacych przy podstawie: czy one sg réwne
sobie? jezeli nie, to ktéry z nich jest wiekszy?
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Wytnij z papieru trojkat réwnoramienny i sprawdZz na nim
swoje przypuszczenie. Opowiedz doktadnie, w jaki sposéb wy-
konate$s swoje doswiadczenie. Czy otrzymates przytem jakas nowa
linje, ktdrej nie bylo w pierwotnym trojkacie? Czem jest ta linja
dla kata przy wierzchotku tréjkata réwnoramiennego? Jak lezy
ona wzgledem podstawy trojkata réwnoramiennego? Na czem
opierasz swoje twierdzenie?

Odkrytes przypuszczalnie nowe wiasnosci trojkgta row-
noramiennego ; sformutuj je w postaci twierdzen.

§ 49. Twierdzenie. W trojkacie réownoramiennym katy, prze-
ciwleglte rownym bokom, sg sobie réwne.

§ 50, Twierdzenie, W trdjkacie rownoramiennym dwusieczna
kata, zawartego miedzy réwnemi bokami, jest zarazem wysokoscig
i Srodkowa.

Obu tych twierdzern mozemy dowie$¢ razem, a to w naste-
pujacy sposéb.

Niech bedzie dany trojkat réwnoramienny A ABC, w kto6-
rym mianowicie AB = AC; powiadam, ze

1) <€ ABC = <£ ACBYy
2) BI) = DC,
3) AD X BC.
Aby dowies¢ tych trzech wlasnosci
trojkata rownoramiennego, postepuje tak, jak
n doswiadczeniu, t. j. kresle
dwusieczng AD kata, zawartego miedzy
rownemi bokami, i otrzymuje dwa réwne
tréjkaty
A BAD = A ADC.

Istotnie, trdjkaty te maja spoiny bok AD; procz tego
AB —ACy katy zas§ <tBAD i DAC sa sobie réwne.
Z rownosci trojkatow A BAD, A ADC wynika, iz
NZABC=":ACB (dlaczego?),
BD = DCy
<£ADB = "ADC,
a poniewaz dwa ostatnie katy sg do siebie przylegte, zatem kazdy
z nich jest prosty i odcinek AD jest, istotnie, prostopadty do

BCy czyli jest wysokoscig tréjkata A ABC.
3*
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Whniosek. W tréjkacie réwnobocznym : 1) wszystkie katy sa
sobie rowne; 2) dwusieczna kazdego z trzech katow jest zarazem
zuysokoscig i Srodkowa.

§ 51. Z powyzszych wiasnosci trojkata réwnoramiennego wy-
nikajg rozwiagzania trzech bardzo waznych zadan konstrukcyjnych.

Zadanie. Dany odcinek podzieli¢ na potowy.

W tym celu wystarczy na danym odcinku, jako na podsta-
wie, zbudowa¢ jakikolwiek tréjkat réownoramienny i poprowadzi¢

w tym tréjkacie dwusieczng kata
przeciwlegtego podstawie. Ponie-
waz tréjkat réwnoboczny umiemy
juz budowaé¢ (éwiczenia 1V, 6r
str. 33), mamy tedy nastepujgce
rozwigzanie:

z konicow A, B danego od-
cinka (rys. 25) kreslimy kota pro-
mieniami réwnemi temu odcin-
kowi; okregi tych kot majg dwa
spolne punkty C, C' lezace po
dwoch roznych stronach prostej

AB; w trojkacie réwnoramiennym /\ACB prosta CC' jest dwu-
sieczng kata *jzACB (dlaczego?), a wiec dzieli odcinek AB
na potowy w punkcie O.

§ 52. Zadanie. Dana jest prosta m i na niej punkt O; wy-
stawi¢ w tym punkcie prostopadta do prostej m.

Zadanie da sie rozwigza¢ zapomocg tej samej konstrukcji*
ktéra stosowalismy w § 51, o ile uczynimy punkt O S$rodkiem
jakiegokolwiek odcinka, lezacego na prostej m.

Mamy tedy rozwigzanie nastepujgce: po obie strony punktu
O odktadamy na prostej m dwa dowolne, lecz réwne sobie od-
cinki OA~ OB; z punktow A i By jako ze $rodkéw, kreslimy
okregi (™)#i (B)A; prosta CC\ {gczaca spélne punkty tych okre-
géw, jest zadang prostopadta, gdyz na mocy poprzedniego zada-
nia przechodzi przez punkt O, na mocy za$ twierdzenia § 50 jest
prostopadta do prostej m.

8§ 53. Zadanie. Dana jest prosta m ipunkt Cnie lezacy na
niej; z C poprowadzi¢ prostopadta do prostej m.
Przygladajac sie rysunkowi 26, widzimy, ze zadanie bedzie
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rozwigzane, jezeli potrafimy zbudowac trojkat réwnoramienny
ISCAC' tak, by prosta m byla w nim dwusieczng kata, przeciw-
legtego podstawie CC'. To znéw da
sie osiagna¢, jezeli po dwu stronach
prostej m potrafimy zbudowaé¢ dwa
rowne sobie (zresztg dowolne) trdjkaty
A ACB = A ACB, gdyz w takim
razie bedziemy mieli zaréwno AC = AC,
jak <€ CAB=  BAC".

To spostrzezenie prowadzi do na-
stepujacej konstrukcji (rys. 27):

na prostej m obieramy dowolny
punkt A i kreslimy okrag (A)C> prze-
cinajacy prosta m w punktach D i D*;
z punktu Dy jako ze $rodka, kreslimy
okrag (P)C9 ktory z poprzednim okregiem ma dwa spdlne punkty
C i C'; prosta CC' jest zadang prostopadtg. (Skad wiemy, ze
~NC'AD = ~cCAD?)

Rys. 27.

Uwaga. Poniewaz wiemy (éwiczenia IV, 9, str. 33), ze dwusieczna kata
wklestego *£ CAC, jest zarazem dwusieczng kata wypukiego CAC\ zatem
zamiast budowaé, jak w powyzszem rozwigzaniu, DAC' = DAC> mogli-
by$smy zbudowa¢ CAD'= CAD".

Innemi stowami : zamiast kresli¢ okrag
kota (D)C, mogliby$Smy réwnie dobrze
wykresli¢ okrag (D')C.

Cwiczenia V. 1. Dany jest od-
cinek AB i na nim punkt P; po jednej
stronie tego odcinka budujemy do-
wolne, ale réwne sobie katy

APM = <*BPN, nastepnie za$ pro-

wadzimy dwusieczng kata MPN;
dowies¢, ze dwusieczna ta jest prosto-
padta do AB w punkcie P.

2. Majac dane: sume a dwoéch niewiadomych odcinkéw x, y oraz réznice
ich ¢, znalez¢ x, y.

3. W tréjkacie réwnoramiennym /SABC, w ktorym AB = AC, wykresli¢
Srodkowe BB\ CC i dowie$s¢, ze BB'= CC'.

4. W tym samym trojkacie wykresli¢ dwusieczne BBif CCX katéw we-
wnetrznych i dowie$¢, ze BBX— CCt.

5. Czy wilasnosé, o ktérej mowa w CEwiczeniu poprzedniem, mozna uogo6l-
ni¢ na dwusieczne katéw zewnetrznych? Jak nalezatoby ja w takim razie
sformutowac ?
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6. Na bokach tréjkata réwnobocznego A ABC odkladamy w tym samyr
zwrocie *) trzy réwne odcinki AK — BL = CM; dowie$¢, ze A KLM jest
réwnoboczny.

Czy twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli odktadane odcinki sg wigksze
od boku trdjkgta danego A ABC? Czy moznaby odktada¢ je nie na bokach,
lecz na przedtuzeniach bokéw tréjkata?

Dowies¢, ze dwa trojkaty /NABC%A A'B C' sa sobie rowne, jezeli maja
odpowiednio réwne nastepujace odcinki i katy;**).

7. a, b,sa. 8. Ua, dc, >(c, dc). 9. a,sh, (a, h).
10. A, ¢, (c, sb) 11. o0, by sc [Wskazéwka: przedtuzyé
srodkowe obu tréjkatéow i na przedtuzeniach odtozy¢ odcinki, réwne $rodko-

wym sc, sc,. Jak wielki jest odcinek, #aczacy B z koncem przedtuzenia
Srodkowej?].

Zbudowaé¢ trojkat A ABC, majgc dane:**)

ra> rb’he- 17.  ra>B, C. 22. b, sb, £Db).
1B rae- K- 18. ra, he.C. 23. b,V (sa, b).
14 < rb< A- 19. ¢ a c). 24. b, C, b).
V he, <(hc, b). 20. A, dA, rb. 25. a, B, dB.
ra, B(AC. b). 2T ¢, B, <£(c, sa). 26. ua* dO ~ (dO ¢).
27. Dany jest kat A i wewnatrz niego punkt M; przez M poprowsa

dzi¢ prosta BC tak, by otrzymacé tréjkat réwnoramienny A ABC, w ktérym
AB = AC.

Zbudowa¢ tréjkat réwnoramienny A ABC1 majac dane:**)
28. Cyhc. 29. hcy C. 30" ¢, B. C, dc.

32. Podana w § 52 konstrukcja zawodzi, jezeli mamy wystawi¢ prosto
padta w koncu odcinka i jezeli odcinka tego nie wolno przedtuzaé. W takim
razie mozna zastosowa nastepujace rozwiazanie, znalezione przez Herona
z Aleksandrji: jezeli w koncu A odcinka danego AB mamy wystawi¢ prosto-
padtg, wéwczas na AB obieramy dowolny punkt C, wystawiamy w nim prostopadta»
na niej odktadamy CD = CA, w punkcie D wystawiamy znéw prostopadig do
CD, wreszcie prowadzimy dwusieczng kata "CDCA. Niech E bedzie punktem

*) Wyobrazmy sobie, ze obchodzimy kontur tréjkata A ABC, poczynajac
od wierzchotka A. Mozemy to uczyni¢ w dwojaki sposob: albo idac od A przez
B do C i z powrotem do A, albo tez od A przez C do B i z powrotem do A.

Odpowiednio do tego rozrézniamy na konturze tréjkata dwa wprost sobie prze-
ciwne zwroty.

**) Co sie tyczy oznaczen, poréwn. spis | i Il na str. 2.
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przeciecia sie dwusiecznej z prostopadlg, wystawiong w punkcie D; prosta AE
jest zadanag prostopaditg. Dowiesé tego*) (rys. 28).

§ 54. Twierdzenie. Z punktu, lezgcego na prostej, mozna
poprowadzi¢ do tej prostej tylko jedng
prostopadta.
Jezeli prosta AB jest w punkcie A
prostopadta do prostej danej DD (rys.
29), woéwczas zadna inna prosta, prze-
chodzgca przez punkt A, nie moze
byé prostopadta do m. Jakoz, kazda
inna prosta (np. AC lub AE) musi
leze¢ albo wewnatrz kata BAD
(i wierzchotkowego Kkata B'AD"), Rys. 28.
albo wewnatrz kata ~ BAD" (i wierz-
chotkowego kata DAS'), a wiec nie moze tworzy¢é z prostg m
kata prostego. Istotnie, gdy proste AB, AC byly obie prosto-
padte do DD', woéwczas mielibySmy dwa katy proste BAD,
CAD nie réwnajace sie sobie, co przeczy
pewnikowi Ule. .C
8§ 55. Twierdzenie. Z punktu, nie le- E\
Zacego na prostej, mozna poprowadzi¢ do D
tej prostej tylko jedng prostopadia.
Jakoz przypusémy, ze z punktu A, nie
lezacego na prostej m, mozna do tej prostej
poprowadzi¢ prostopadte: AB i AC. Wy- B
kazemy, ze takie, przypuszczenie prowadzi Rys. 29.
do sprzecznosci.
Na prostopadtej AB odtéozmy po drugiej stronie prostej m
odcinek BA' = BA i potaczymy A' z C
Rzecz oczywista, ze A ABC = A CBA', gdyz maja one
spoiny bok BC, a oprécz tego
AB = BA' i <£ ABC = <€ CBA, (dlaczego?)
Z réwnosci tych trojkatéw wynika, ze
ACB = ~ ACB (dlaczego?),
a poniewaz przypuscilismy, ze ACB jest
prosty, zatem i kat <€ ACB musi by¢ prosty.
Widzimy tedy, ze linja ACA nie moze by¢ A
(jak na rys. 30) tamana, lecz musi by¢ prosta. Rys. 30.

*) Pézniej poznamy inne, dogodniejsze rozwigzania tego zagadnienia.
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Ot6z wniosek ten jest niedorzeczny, gdyz w takim razie dwie
rozne proste ABA\ ACA* miatyby dwa punkty spélne, co prze-
czy pewnikowi la.

Przypuszczenie, ze z punktu A mozna wykresli¢c do prostej
m dwie prostopadte, prowadzi do wniosku niedorzecznego, a wiec
musimy uzna¢ za prawde, ze przez punkt A przechodzi tylko
jedna prosta, prostopadta do m.

8§ 56. W dwdch ostatnich twierdzeniach, jak réwniez w niektérych po-
przednich (np. w 8§ 46, 47), stosowaliSmy dowo6d, zwany sprowadzeniem do
sprzecznosci lub do niedorzecznosci (reductio ad absurdum). Poniewaz w mate-
matyce czesto uciekamy sie do takich dowoddéw, musimy przejrze¢ sie nieco
blizej ich budowie.

Kazde twierdzenie matematyczne ujg¢ mozna w forme zdania warunko-
wego. Np. twierdzenie ostatnie (§ 55) da sie wypowiedzie¢ w nastgpujacy sposob:

Jezeli punkt nie lezy na danej prostej, woéwczas przez
punkt ten mozna poprowadzi¢ tylko jedng prostopadtg do
danej prostej.

Zdanie warunkowe (a wiec i kazde twierdzenie matematyczne) sklada
sie z dwoch czesci: z zatozenia i z wniosku*). W powyzszym przykia-
dzie zalozenie rozpoczyna si¢ od wyrazu: ,jezeli“, wniosek za$ od wyrazu:
Jwowczas“. Mamy wiec zatozenie: ,punkt nie lezy na danej prostej“, wnio-
sek: ,przez punkt ten mozna poprowadzi¢ tylko jedng prostopadta do danej
prostej“.

Ot6z dowodd przez sprowadzenie do niedorzecznosci polega na wykazaniu,
ze kto zgadza sie z zalozeniem twierdzenia, musi zgodzi¢ sie z wnioskiem,
gdyz popadtby w sprzeczno$¢ czyto z tern samem zatozeniem, czy z jaka$
inna, poprzednio ustalong prawda. Jezeli np. w § 55 odrzucimy wniosek twier-
dzenia, staniemy w sprzecznosci z pewnikiem: ,dwa punkty wyznaczajg prosta“;
tak samo w § 54 stajemy w sprzecznoéci z pewnikiem: ,wszystkie katy proste
sg sobie réwne“.

Chcac tedy zastosowaé ten spos6b rozumowania, winnismy zachowaé
bez zmiany zatozenia twierdzenia, lecz zaprzeczy¢ wnioskowi, przez co z twier-
dzenia, ktérego prawdziwosci chcemy dowie$¢, tworzymy nowe twierdzenie (prze-
czace poprzedniemu) i dowodzimy, ze to nowe twierdzenie jest niedorzeczne.
Chcemy np. dowies¢, ze

sezeli punkt lezy na danej prostej, wéwczas przez punkt ten mozna
poprowadzi¢ do danej prostej tylko jednag prostopadiy”;

w tym celu tworzymy nowe twierdzenie:

sezeli punkt lezy na danej prostej, woéwczas przez punkt ten mozna
poprowadzi¢ do danej prostej nietylko jednag prostopadta (a wiec co naj-
mniej dwie)”

*) Wiasciwie twierdzenie moze mie¢ kilka zatozen, jak sie o tern wkrotce
przekonamy, ale fakt ten nie wplywa na metode rozumowania, o ktdrej obecnie
moéwimy.
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i dowodzimy, ze to nowe twierdzenie przeczy znanej prawdzie o réwnosci
katéw prostych.

Przy zastosowaniu tej metody nalezy zachowa¢ pewng ostrozno$¢. Mia-
nowicie zdarza sie czesto, ze po odrzuceniu wniosku jakiego$ twierdzenia mamy
do wyboru kilka mozliwych przypuszczen; w takim razie musimy je zbadaé
wszystkie bez wyjatku; gdybysmy opuscili chociaz jedno z tych mozliwych
przypuszczeri, dowdd nasz nie bytby przekonywujacy. Rzecz prosta, ze w takim
wypadku z twierdzenia danego tworzymy nie jedno nowe twierdzenie, lecz tyle
nowych twierdzen, ile réznych przypuszczehh mozna uczyni¢ po odrzuceniu wniosku
w twierdzeniu danem.

Np. w § 46 dowiedlismy, ze

jezeli AB = AB', AC= AC, < BAC= < BAC,
woéwczas A ABC= A ABC.

W tym celu, zachowujgc bez zmiany zalozenie twierdzenia, odrzuciliSmy
whniosek, mianowicie przypuscilismy, ze A A'B'C nie réwna sie tréjkatowi
A ABC. Poniewaz z pewnika Illg. wiedzieliSmy o istnieniu takiego punktu X,
ze A AX'C A ABC, zatem staneliSmy wobec czterech mozliwos$ci: punkt X
mogt leze¢ 1) wewnatrz kata B A C, 2) zewnatrz tego kata, 3) najego ramieniu
pomiedzy B i A, 4) na ramieniu zewnatrz odcinka A B . Rzecz jasna, ze zadne
inne potozenie punktu X nie da sie pomys$leé¢. Wypadto tedy zbadaé
pokolei kazde z tych czterech przypuszczen i wykazaé, *ze kazde z nich jest
niedorzeczne.

8 57. Twierdzenie. W kazdym kacie istnieje tylko jedna
dwusieczna.

Istotnie, majgc dany dowolny kat wypukly ~ A, mozemy odtozy¢ na
jego ramionach réwne odcinki AB = AC, przez co otrzymujemy trdjkat réwno-
ramienny A ABC. Dwusieczna kata <£ A jest za-
razem prostopadta do odcinka BC (§ 50); gdyby
wiec kat A posiadat wigcej niz jedng dwusieczna,
woéwczas z punktu A mozna byloby poprowadzié¢
do prostej BC wiecej niz jedng prostopadta — co
przeczytoby twierdzeniu § 55.

Twierdzenie nasze jest prawdziwe i dla ka-
tow wklestych, gdyz np. dwusieczna kata wklestego
<E BAC (rys. 31) jest zarazem dwusieczng kata

P . Rys. 31.
wypuktego <XBAC (¢wiczenie 1V, 9, str. 33).

8 58. W § 55 poznaliSmy twierdzenie, ze w tréjkacie row-
noramiennym dwusieczna kata, zawartego miedzy réwnemi bo-
kami, jest zarazem wysokos$cia i $rodkowa tego tréjkata. Obecnie
wiemy juz, ze z danego wierzchotka mozna poprowadzi¢ w tréj-
kacie tylko jedna dwusieczng kata wewnetrznego (8 57), tylko
jednag wysokos$¢ (8§ 55) i tylko jedng S$rodkowa, jak réwniez, ze
w $Srodku boku mozna wystawi¢ tylko jednag prostopadta (8 54).
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Mamy wiec prawo twierdzi¢, ze w trdjkacie réwnoramiennym te
cztery linje, o ile sg poprowadzone do podstawy trojkata, zlewajg
sie zawsze w jedna catos¢, czyli mozemy wypowiedzie¢ na-
stepujace:

Twierdzenia odwrotne (wzgledem tw. § 50). I. W trgj-
kacie réwnoramiennym wysokos$¢, poprowadzona do podstawyy
jest zarazem S$rodkowa i dwusieczna.

Il. W tréjkacie réwnoramiennym sSrodkowa, poprowadzona
do podstawy, jest zarazem dwusieczng i wysokoscia.

lll. Prostopadta, wystawiona w $rodku podstawy trojkata
réwnoramiennego, przechodzi przez wierzchotek i jest dwusieczng
kata miedzy réwnemi bokami.

§ 59. Jezeli miedzy dwoma twierdzeniami zachodzi taki zwiazek, ze zato-
zenie pierwszego jest w drugiem twierdzeniu wnioskiem, wniosek za$ pierwszego
twierdzenia jest w drugiem twierdzeniu zalozeniem, wowczas jedno (ktérekol-
wiek) z tych twierdzeh nazywamy prostem, drugie za$ odwrotnem.

W ten spos6b z twierdzenia:
JJezeli suma a-\~b dwéch odcinkéw jest mniejsza od trzeciego
edcinka ¢, wowczas kazdy z odcinkéw a b jest mniejszy od
edcinka c“

otrzymujemy twierdzenie odwrotne:

Jezeli kazdy z odcinkéw a b jest mniejszy od odcinka c, wéwczas
suma ich a+ 6 jest tez mniejsza od odcinka c*“.

Jak widzimy na tym przyktadzie, twierdzenie odwrotne moze nie by¢
prawdziwe, mimo ze twierdzenie proste jest prawdziwe. Stad wynika potrzeba
specjalnego badania twierdzenn odwrotnych.

Moze sie zdarzyé, ze jakie$ twierdzenie posiada dwa lub wiecej zatozen;
w takim razie mozna z niego utworzy¢ tyle twierdzeh odwrotnych, ile mamy
zatozen. Dla przyktadu wezmy nastepujace twierdzenie, posiadajace dwa zatozenia:

Zatozenie I: jezeli mamy dany tréjkat rownoramienny

Zatozenie Il: i jezeli pewna prosta jest w nim wysoko$cig, po-
prowadzong do podstawy.

Whniosek: wéwczas prosta ta jest zarazem $rodkowg.

Mozemy utworzy¢ z niego dwa twierdzenia odwrotne. Jezeli mianowicie
przestawimy wniosek z zalozeniem |Il, otrzymamy twierdzenie odwrotne, dowie-
dzione w poprzednim paragrafie. Jezeli jednak przedstawimy wniosek z zatoze-
niem |, otrzymamy nastepujace, nowe twierdzenie odwrotne, ktérego czytelnik
z tatwosc/a sam dowiedzie:

§ 60. Twierdzenie odwrotne: Jezeti $Srodkowa tréjkata jest zarazem jego
wysokoscig, wowczas tréojkat jest rownoramienny (a mianowicie: bok, do ktérego
ta $rodkowa zostata poprov'adzona, jest podstawa tréjkata réwnoramiennego).
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8§ 61. Twierdzenie odwrotne (wzgledem tw. § 49). Je-
zeli dwa katy trojkata sa sobie rowne, wowczas przeciwlegle im
boki réwnajg sie sobie.
Niech bedzie dany ABCy w ktérym
1=<£2 (rys. 29); powiadam, ze wodwczas

AB=AC.
Jakoz po drugiej stronie prostej BC zbu-
dujmy trojkat BCA'= BCA tak, by 1= HtA

i <€£2 = <iy. (Porbéwn. ¢wiczenie 1V, 10).
W réwnych tréjkatach naprzeciwko réwnych
katow leza réwne boki, a wiec

AB = BA' i AC=CA'y
gdyz 1= fii «<E2 = <Eyy Rys. 32.
ale zarazem mamy
AB = CAr i AC= 5A", gdyz <£1= i <£2 = 3zp.
Z tych réwnosci wynika, ze musi by¢
AB = AC.

COwiczenia VI. 1. He zalozen posiada nastepujace twierdzenie: jezeli
a b5oraz 6<3, to a-j-b<[8“? lle mozna utworzy¢ twierdzen odwrotnych?
Czy sg one prawdziwe?

2. lle zatozeh posiada twierdzenie: ,jezeli a i b sa liczbami dodatniemi,
to ab jest tez liczbg dodatnig"? Ile wobec tego utworzy¢ mozna twierdzen
odwrotnych i jakie mianowicie? Zbada¢ i:h prawdziwos¢.

3. ,Jezeli mianownik utamka nie zawiera innych czynnikéw précz 2 i 5,
mozemy ten utamek napisa¢ w postaci utamka dziesietnego skonczonego“. Jak
brzmi twierdzenie odwrotne? Czy jest ono prawdziwe?

4. Twierdzeniu: ,w tréjkacie réwnoramiennym dwusieczna kata, zawartego
migdzy réwnemi bokami, jest zarazem wysokos$cig“ nada¢ posta¢ zdania warun-
kowego i uwidoczni¢, ze ma ono 2 zalozenia. Utworzy¢ i zbada¢ twierdzenia
odwrotne.

5. Znang witasno$¢ katéw przylegtych mozna sformutowaé¢ w sposéb na-
stepujacy: ,jezeli katy “cAOB,"CA'OB lezg po przeciwnych stronach spélnego
ramienia OB i jezeli ramiona ich OA, OA' tworza jedna prosta, wéwczas suma
tych dwu katéw réwna sie katowi potpetnemu®. Ile mamy tu zatozen? Jak
brzmig twierdzenia odwrotne? Czy sg prawdziwe?

6. Sformutowac i zbadac twierdzenie odwrotne wzgledem ¢éwicz. 1V, 5 (str. 33).

7. Matematyk arabski an-Nairizi (w. IX po Chr.) w nastgpujacy spo-
s6b dowodzi twierdzenia § 61: jezeli w A ABC mamy ~CB = C i chcemy
dowie$¢, ze AB — AC, woéwczas odktadamy na tych bokach réwne (zreszta do-
wolnej wielkosci) odcinki B L = CK, poczem dowodzimy, ze A BLC~ A BCK
oraz A ABKs ACL. Przeprowadzi¢ szczegétowo ten dowod.
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8. Czy w zadaniu poprzedniem mozna odtozy¢ odcinki BL i CK réwne
sobie, lecz wieksze od bokéw AB i AC?

9. Po dwéch stronach prostej AB dane sg dwa punkty X iY. Znalez¢ na
prostej AB taki punkt Z, zeby byto AZX — AZY. [Najpierw rozwazy¢
przypadek, gdy X i Y tak sg potozone, ze prosta AB jest prostopadta do od-
cinka XY i dzieli go na potowy. lle mamy wtedy rozwigzan? Dalej mozemy
rozwazy¢ przypadek, gdy XY nie jest prostopadty do AB. Czy mozna sprowa-
dzi¢ ten przypadek do poprzedniego? lle teraz mamy rozwigzan? Wreszcie mo-
zemy zastanowi¢ sie nad przypadkiem, gdy prosta AB jest wprawdzie prostopadta
do XYy lecz nie dzieli tego odcinka na potowy. Czy teraz potrafimy rozwigzac
zadanie ?].

ROZDZIAL Il

Kat zewnetrzny. Klasyfikacja trojkatow. Cechy
réwnocci tréjkatéw prostokatnych.

8 62. Twierdzenie. Kat zewnetrzny trojkata jest wiekszy od
kazdego z dwoch wewnetrznych, do niego nieprzyleglych.
Niech bedzie dany tréjkat
ABC i kat jego zewnetrzny
~ZACD; powiadam, ze cACD
jest wiekszy zaréwno od kata
<ZBACf jak od kata *®ZABC.
Chcac tego dowies¢, pro-
wadzimy sSrodkowg BE i na jej
przedtuzeniu odkladamy odci-

Rys. 33. nek EF —BEy wreszcie taczymy
F z C
Poniewaz EA = EC, EB = EFy<£1 = 2,
zatem /\ ABE=/\ ECFy
wobec czego 2 BAC — NZACF.
Ale <€ ACF < "ZACD %),
zatem BAC < ACD.

*) Nieréwno$¢ te mozna uzasadni¢ w nastepujacy sposéb: punkty F i B
leza niewatpliwie po przeciwnych stronach prostej <4C, ale zarazem punkt F,
jako potozony na przedtuzeniu $rodkowej BE, lezy wewnatrz kata ABC (§18).
Wobec tego punkt F musi leze¢ wewnatrz kata ACD, czyli kat SACF musi
by¢é mniejszy od -~CACD.
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Czytelnik sam dowiedzie drugiej czesci twierdzenia, miano-
wicie tego, ze

~ ABC < ~ ACDy

Whniosek. W tréjkacie, zu ktérym jeden kat jest prosty lub
rozwarty, drugie dwa katy sg ostre.

Istotnie, jeSli mamy dany trdjkat B
A ABC (rys. 34), w ktdrym =& ™ jest prosty,
wowczas kat zewnetrzny ~ BAD musi byc¢
tez prosty; ale na mocy powyzszego twier-
dzenia kat BAD jest wiekszy od kazdego
z dwoéch katéw wewnetrznych B i <£C.

Czytelnik sam wuzasadni ten wniosek
w przypadku, gdy w trdjkacie /\KLM Kkat

LRM jest rozwarty.

§ 63. Z powyzszego wniosku wynika
bezposrednio, ze wszystkie trojkaty mozemy Rys. 34.
podzieli¢ na trzy kategorje: na trojkaty
rozwartokagtne, prostokagtne i ostrokatne, zaleznie od
tego, czy majg one jeden kat rozwarty, czy jeden kat prosty, czy
tez wszystkie trzy ich katy sa ostre. W trojkacie prostokgtnym
bok, przeciwleglty katowi prostemu, nazywa sie przeciwprosto-
katng, dwa drugie jego boki nazywamy przyprostokgtnemi.

§ 64. Procz trzech cech rdéwnosci trdjkatéw, ktére pozna-
lisSmy poprzednio, przy badaniu trdjkgtow prostokatnych bywa
czesto potrzebna nastepujgca cecha:

Twierdzenie (cecha rdéwnosci trdjkatdw prostokgtnych).
Jezeli przyprostokatna i przeciwprostokagtna jednego tréjkata
rownaja sie odpowiednio przyprostokatnej i przeciwprostokagtnej
drugiego trojkata, wowczas dwa te tréjkaty sa sobie réwne.

Niech bedg dane dwa trojkaty A ABC, A A'B'C\ w ktérych
katy Hc A i A' niech bedg proste. Jezeli mamy AB = AB
oraz B C =B 'C wdéwczas powiadam, ze A ABC= A ARC.

Aby tego dowie$¢, buduje na boku AB, po stronie prze-
ciwlegtej wierzchotkowi C, tréjkat \NABCIli= /\ A ‘B‘C™).

*) Gdyby$Smy mieli do czynienia z figurami materjalnemi, np. wycigetemi
z papieru, powiedzielibySmy poprostu: do tréjkata A ABC przystawiamy
A A'BX4 tak, by réwne przyprostokatne AB, A8B4 przystaty do siebie; woéwczas
z tych dwu tréjkatéow tworzy sie jeden trojkat réwnoramienny.
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Odcinki AC, ACU le-
Zza na jednej prostej (dla-
czego?), a wiec figura
CBC" jest trojkatem réw-
noramiennym (mianowicie
BC = BC“y w ktorym AB
jest wysokos$cig, poprowa-
dzonag do podstawy. Wiemy,
(8 58, str. 42), ze wysokos$¢

zarazem dwusieczng kata GBC'y a wiec

N\CBA &BAC*
i, co za tern idzie, A CBA A A'B‘C\

Owiczenia VIL 1. Wymieni¢ wszystkie katy na rys. 33, ktore sa na pewno
wieksze od kata A. Wszystkie katy wigksze od F. Wszystkie katy, ktdre
sg na pewno mniejsze od kata AEF. Wszystkie katy mniejsze od kata
<£ AEB.

2. Jezeli w dowolnym tréjkacie /\ABC poprowadzilismy dwusieczng kata
wewnetrznego A i jezeli dwusieczna ta przecina bok BC w punkcie D,
woéwczas <€ ADC > DAC oraz <$ ADB > <$DAB.

3. Narysowa¢ dowolny tréjkat ABC i, wykresliwszy przy dwoch jego
wierzchotkach po jednym kacie zewnetrznym, zbada¢, czy suma tych dwu katéw
moze roéwnac¢ sie katowi poétpetnemu. Czy moze ona by¢ mniejsza od kata
pétpetnego ?

4. Z punktu zewnetrznego nie mozna poprowadzi¢ do danej prostej wiecej, niz
dwa réwne odcinki. [Wskazdédwka: dowdd przez sprowadzenie do niedorzecznosci].

5. Dowie$¢, ze suma dwoéch katdw wewnetrnych tréjkata jest mniejsza
od dwoéch katéw prostych. [Wskazdédwka: chcac dowiesé, ze suma
jest mniejsza od kata péipetnego, prowadzimy z C dowolng prosta, przecinajaca
bok AB w punkcie D i rozwazamy katy, ktére powstaty przy D\.

6. Wewnatrz tréjkata ABC obra¢ dowolny punkt O i zbadaé, ktéry
z dwoch katéw jest wiekszy: "CBAC czy ~cBOC?

7. Wykresli¢ tréjkat ostrokatny ABC i w nim wysoko$¢ BD. Co dzieje
si¢ z punktem Z), gdy zwigkszamy stopniowo kat BAC, przyczem bok AB
pozostaje bez zmiany? W szczegdlnosci, gdzie lezy punkt Z), gdy <€ BAC staje
prosty? gdy ~ BAC staje sie rozwarty? Co wobec tego powiedzie¢ mozemy
o potozeniu wysokos$ci w tréjkacie ostrokatnym? Jak wzgledem konturu tréjkata
lezg wysokosci w tréjkacie rozwartokatnym ?

Sformutowaé te spostrzezenia w postaci twierdzenia i dowies¢ go, stosujac
metode sprowadzenia do niedorzecznosci.

8. Mamy dany /\ABC, w ktérym A jest rozwarty; prowadzimy wy-
soko$¢ BD, z punktu D prowadzimy prostopadta DE do boku AB i przediu-
zamy ja do przeciecia sie w punkcie F z bokiem BC. W ten sposéb otrzymujemy
czworobok AEFC. Dowie$¢, ze jego kat zewnetrzny przy wierzchotku C jest
wiekszy od kazdego z trzech katéw wewnetrznych nieprzylegtych.
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Czy twierdzenie bytoby prawdziwe, gdybySmy zamiast prostopadiej DE
poprowadzili pochytg?

9. Wzorujac sie na § 64, dowie$¢ nastepujacej cechy réwnosci troj-
katow prostokatnych: dwa trojkaty prostokatne sg sobie réwne, jezeli
przyprostokatna i przeciwleglty jej kat ostry jednego tréjkata réwnaja sie przy-
prostokatnej i przeciwlegtemu katowi ostremu drugiego tréjkata.

10. Wzorujac si¢ na § 64, dowie$¢ nastepujacej cechy réwnosci
tréjlcatow' prostokatnych: dwa trojkaty prostokatne sa sobie réwne,
jezeli przeciwprostokatna i kat ostry jednego tréjkata réwnajg sie przeciwpro-
stokatnej i katowi ostremu drugiego tréjkata. [Wskazéwka: jezeli = <€A\
katy za$ C, Cr sa proste i jezeli zestawiamy trojkaty tak, by otrzymac
trojkat réwnoramienny A BAB" wdéwczas nalezy dowie$¢ przedewszystkiem, ze
boki a i a' musza leze¢ na jednej prostej],

11. W tréjkacie réwnoramiennym wysokosci, poprowadzone do réwnych
bokéw, sa sobie réwne.

fi? Jezeli dwie wysokos$ci tréjkgta sa sobie réwne, woéwczas trojkat jest
réwnoramienny, a mianowicie réwnaja sie sobie boki, do ktérych te wysokosci
zostaty poprowadzone.

Zbudowa¢ tréjkat prostokatny A ABC, majac dane*):
13. A, rb. 14. a, dc. 15N A, dA. 16. b, sb. 17. 6, sa.

Dowies¢ réwnosci dwoéch tréjkatow A ABC, A A'B'C't w ktérych wymie-
nione ponizej odcinki i katy jednego tréjkata réwnajg sie odpowiednim odcinkom
i katom drugiego®*).

18. a, ha, B. 19. A,B, hc. 20. A, B, ha.
21. a, hb, hc. 22. KV 23. a, sa, < (v ha)
24. ra’ he< < (V u) 23. C, dc, <A C, b)

ROZDZIAL V.

0 nieréwnych elementach w troéjkacie.

§ 65. Twierdzenie. Jezeli dwa boki trojkata nie réwnajag sie
sobie, woéwczas kat, przeciwlegly wiekszemu bokowi, jest wiekszy.
Niech bedzie dany ABC, w ktérym

) Co sie tyczy symboléw, poréw, spisy | i Il na str. 2 i 3.
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AB > BC;
powiadam, ze musi byc¢ C > A.

Zastosujemy te samg metode, zapo-
mocg ktérej dowiedliSmy w 8§ 50, ze katy,
przeciwlegte rownym bokom, sg sobie
rowne. Poprowadzimy mianowicie w kacie

B dwusieczng BD, odtozymy odcinek
BO = BC, wreszcie potgczymy O z 2)*).
W ten sposéb mamy réwne trojkaty

A BCD = A BCD,

wobec cze?o BOD = BCD.
Ale AOD > BAC (8 62 str. 44), a wiec
musi by¢ 5CD > ~ BAC.

§ 66. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 65). Jezel: dwa
katy trojkgta nie réwnajga sie sobie, woéwczas bok, przeciwlegly
wiekszemu katowi, jest wigkszy.

Niech bedzie dany A ABC, w ktérym <Z A > ~Z B; powia-
dam, ze musi by¢ a > h.

Zastosujemy metode sprowadzenia do niedorzecznosci. Gdyby
bok a nie byt wiekszy od boku b, woéwczas musiatoby by¢ jedno
z dwojga:

albo a= b, albo a< b

W pierwszym przypadku trojkat A ABC bytby réwnoramienny,
co przeczytoby zatozeniu, ze *# A > B. W drugim przypadku
mielibySmy na mocy poprzedniego twierdzenia nieréwnosé

A < B, co znéw przeczy zatozeniu twierdzenia.
Wobec tego musimy uznaé, ze istotnie a > b.
§ 67. Dwa twierdzenia nazywamy przeciwnemi sobie, jezeli zatozenie

iwniosek jednego z nich sa zaprzeczeniem zatozenia i wniosku drugiego twierdzenia.
Np. z twierdzenia:

Jjezeli trzy boki jednego tréjkata réwnaja sie trzem bokom drugiego, woéwczas
i katy ich sg sobie réwne*,
utworzy¢ mozna twierdzenie przeciwne:

Jjezeli trzy boki jednego tréjkata nie réwnajg sie trzem bokom drugiego, wéwczas
i katy ich nie sa sobie réwne“.

*) Gdyby$my mieli do czynienia z figurg materjalna, powiedzieliby$Smy,
ze przetamujemy trojkat A ABC wzdtuz dwusiecznej BD, wskutek czego tréjkat
A BCD przybiera potozenie BOD.
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Widzimy na tym przykladzie, ze twierdzenie przeciwne moze by¢ fatszywe,
mimo ze twierdzenie proste bylo prawdziwe.

Miedzy twierdzeniem odwrotnem a przeciwnem zachodzi bliski zwigzek,
ktéry najlepiej wyjasnimy sobie na przykiadzie.

Z twierdzenia prostego (éwiczenie VII, 11, str. 47):
sjezeli dwa boki tréjkata réwnajg sie sobie, woéwczas wysokosci do nich popro-

wadzone réwnajg sie sobie“, tworzymy
twierdzenie odwrotne (¢wiczenie VII, 11, 12):
Jjezeli dwie wysokosci trojkata réwnajg sie sobie, woéwczas boki, do ktérych
wysokosci zostaty poprowadzone, réwnaja sie sobie”,

jak réwniez twierdzenie przeciwne:

JJezeli dwa boki tréjkata nie roéwnajg sie sobie, woéwczas wysokosci do nich
poprowadzone nie réwnaja sie¢ sobie,

oraz twierdzenie odwrotne do przeciwnego:

Jjezeli dwie wysokosci trojkata nie réwnaig sie sobie, woéwczas i boki, do
, V ktéorych one zostaty poprowadzone, nie sg sobie réwne*“.

Wypiszemy te cztery twierdzenia w postaci nastepujacego schematu
tatwego do zapamietania:

tw. proste tw. przeciwne

tw. odwrotne tw. odwrotne do przeciwnego#

Twierdzenia potgczone w tym schemacie kreskami, sa zawsze jednocze$nie
prawdziwe lub tez jednocze$nie fatszywe. W szczeg6lnosSci mozemy wypowie-
dzie¢ nastepujaca, bardzo wazng zasade:

Zasada |. Twierdzenia: odwrotne i przeciwne sg albo oba prawdziwe, albo
oba fatszywe.

Istotnie, jezeli np. z réwnosci dwdch wysokosci wynika réwnos$¢ dwdéch
bokéw trojkata, woéwczas trojkat, nie majacy réwnych bokéw, nie moze tez mie¢
rownych wysokosci.

Wobec tego, skoro tylko twierdzenie proste zostato dowiedzione, mozemy
bada¢ dowolnie, czy to twierdzenie przeciwne, czy odwrotne: z prawdziwosci
lub mylnosci jednego z nich wyniknie prawdziwo$¢ lub mylno$¢ drugiego.

Powyzszg zasade mozna uogdlni¢ w nastepujacy sposoéb:

Zasada Il. Dajmy na to, ze o jakim$ przedmiocie uczyni¢ mozemy tylko
trzy przypuszczenia, ktore sie nawzajem wylaczaja, i ze z tych trzech przy-
puszczen wyptywajag trzy wnioski, ktére réwniez wytaczajg sie wzajemnie; jezeli
te dwa warunki sa spetnione, woéwczas wszystkie te trzy twierdzenia mozemy
odwréci¢:

Np. w 88 49, 65 poznali$my nastepujace twierdzenia:

jezeli a=b , to b= <E,
» a>b , to<4><5,
” a<b , to A < B.

Geometrja elementarna. 4
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Zatozenia tych twierdzen wylaczaja sie wzajemnie, to znaczy, ze jezeli
jedno z nich, np. pierwsze a= b jest prawdziwe, to dwa inne musza by¢ fat-
szywe To samo powiedzie¢ mozna o wnioskach, a wiec twierdzenia mozemy
odwrécié, czyli musi byé prawda, ze

jezeli , to a=b
N A>"B ) to a>b
ICACSCB to ac<h

Jak widzimy, opierajac sie na tej zasadzie mozna bylo nie podawac spe-
cjalnego dowodu prawdziwos$ci twierdzen §§ 61 i 66.

Oczywista rzecz, ze zasada powyzsza pozostanie stuszng, jezeli zamiast
trzech wyltaczajgcych sie twierdzen mozna o jakim$ przedmiocie wypowiedzie¢
4, 5, 6... takich twierdzen *).

§ 68. Twierdzenie* Suma dwu bokéw trojkata jest wieksza
od trzeciego boku, réznica za$ mniejsza od trzeciego boku.

Niech bedzie dany ¢\ ABC i niech AB
bedzie najwiekszym jego bokiem; powiadam,
ze suma AC + CB jest wieksza od AB.

Aby sie o tern przekonaé, wprowadzamy
do rysunku sume bokéw AC + CB> mianowi-
cie na przedtuzeniu boku AC odkiadamy od-
cinek CD —CB.

W ten spos6b mamy AD = AC + CB.

Pozostaje wykazaé, ze AD > AB. W tym
celu zwré¢my uwage na to, ze trdjkat CBD

Rys. 37. jest réwnoramienny, a mianowicie ~1 = "~ 2;

wobec tego w tréjkacie ADB zachodzi nie-
rownosé ABD > <t ADB,

zatem AD > AB.

Drugiej czesci twierdzenia czytelnik dowiedzie sam, wprowa-
dzajac do rysunku réznice dwoéch bo-
kéw trojkata i opierajac sie na twier-
dzeniu § 49-go i na wniosku § 21.

§ 69. Okreslenie. Rzutem punktu

B — na dang prostg nazywamy spodek pro-

Rys. 38. stopadtej, poprowadzonej z tego punktu
do prostej.

Rzutem odcinka A Aj na dang prostg nazywamy odcinek BB\

*) Uktad twierdzen, spetniajagcych warunki w tej zasadzie wyrazone, na-
zywa sie zwykle uktadem zamknietym.



O nieréwnych elementach w tréjkacie. 51

zawarty miedzy rzutami punktéow A, A' na te prostg (zwana osig
rzutow.

§ 70. Twierdzenie. Jezeli z punktu zewnetrznego poprowa-
dzono do prostej wszelkie mozliwe odcinki, wéwczas

1) odcinek prostopadly jest najmniejszy,

2) dwa odcinki pochyte sg sabie réwne, jezeli majg réwne rzuty,

3) z dwdch nieréwnych odcinkéw pochytych ten jest wiekszy.
ktéry ma wiekszy rzut.

Niech bedzie dana prosta m i punkt zewnetrzny P.

1 Jezeli PA jest prostopadtg, wowczas w trojkacie A PAB
musi byé PB > PA, gdyz bok PA lezy naprzeciwko kata ostrego,
bok zas PB naprzeciw kata
prostego (8§ 62, wniosek).

Il. Jezeli na tym ry-
sunku mamy BA = BA,
woéwczas pochyte PB, PB'
rownajag sie sobie, gdyz
tréjkat A PBB' jest réwno-
ramienny (§ 60).

lll. Jezeli wreszcie ma-
my AC > AB, wdwczas musi by¢ réwniez PC > PB. W rzeczy
samej, w trojkacie A PAB kat wewnetrzny PAB jest mniejszy
od zewnetrznego PBC, awiec kat ~ PBC musi by¢ rozwarty.
Wobec tego w tréjkacie A PBC bok PC, jako przeciwlegly ka-
towi rozwartemu, musi by¢ wiekszy od boku PB, przeciwlegtego
katowi ostremu § 62, wniosek),

P

§ 71. Okres$lenie. Odlegtoscig punktu od prostej nazywamy
odcinek prostopadty poprowadzony z tego punktu do prostej.

Cwiczenia VIII. Dowie$¢ twierdzenia, ze suma dwoch bokéw tréjkata
jest wieksza od trzeciego, nie przedtuzajgc boku tréjkata. Nalezy mianowicie
w tym celu

a) albo wykresli¢ wysokos¢,

b) albo wykresli¢ dwusieczna.

2. Jezeli w tréjkacie réwnobocznym MKL potaczyliSmy K z dowolnym
punktem N na boku ML, woéwczas odcinek KN jest mniejszy od KM, lecz
wiekszy zaréwno od MN, jak od NL.

3. Jezeli w trojkacie A ABC oznaczymy przez sc $rodkowa, poprowa-
dzong do boku c, wéwczas muszg zachodzi¢ dwie nastepujace nieréwnosci:

a-j-b —c< 2sc < a-4 b
4+
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4. W kazdym tréjkacie A ABC zachodza dwie nieréwnosci:
a-f- b -f- ¢ ,
2 < sat s6+ sc < a-f-b-fc
5. Jezeli w trojkacie A ABC dowolny punkt wewnetrzny M potaczymy
z A i z B, wéwczas musi byé

MA + MB < a + b.

6. Jezeli w trojkacie A ABC dowolny punkt wewnetrzny M potaczymy
z trzema wierzchotkami, woéwczas musi by¢

2 N~ MA -+ MB -f- MC <a — b £+ c

7. Z punktu zewnetrznego A poprowadzono do prostej m prostopadig
AB oraz pochyte AC, AD, AE..., ktérych dtugosci rosng wcigz o staty odcinek.
Dowies¢ ze odcinki BCy CD, DE... maleja.
Wskaz 6wka: zwrdci¢c uwage na to, ze
AC — 12(AB -j- AD), nastepnie« poprowadzi¢
w A ABD $rodkowg AK i oprze¢ sie na dru-
giej nieréwnosci, dowiedzionej powyzej w ¢éwi-
czeniu 3-em].
8. Jezeli w tréjkacie A ABC mamy
woéwczas wysoko$¢ hc tworzy wiekszy kat z bo-
kiem a, niz z bokiem b.

9. Jezeli w tréjkgcie ~ ABC mamy a > b, woéwczas Srodkowa sctworzy
wiekszy kat z bokiem b, niz z bokiem a. [Wskazéwka: na przedtuzeniu
$srodkowej odktadamy réwny jej odcinek].

10. W tréjkacie ABC mamy a> b. Niech $rodkowa, wysoko$¢ i dwu-
sieczna, poprowadzone z wierzchotka C, przecinajg bok ¢ odpowiednio w punk-
tach S,C,D. Zbada¢, w jakim porzadku muszg nastepowaé¢ po sobie punkty
A, B, S, C, D.

1. Dowies$¢, ze jezeli dwa trojkaty prostokatne ABC, AiB'C\
majag réwne przeciwprostokatne c= ¢, ale miedzy przyprosto-
katnemi zachodzi nieréwnoé¢ a<a, woéwczas musi by¢ b > b'e
[Wskazéwka: po drugiej stronie przeciwprostokatnej AB budujemy
INABC" = A ABC itaczymy punkty C" i C*)].

12. Jezeli jedna przyprostokatna tréjkata pozostaje stata, druga za$ rosnie,,
woéwczas i przeciwprokatnia rosnie.

13. Jezeli jedna przyprostokatna pozostaje stata, lecz przeciwprostokatna
rosnie, wéwczaz i druga przyprostokatna rosnie.

14. Wykaza¢, ze w § 70 mamy wiasciwie nie jedno twierdzenie, lecz.
uktad zamkniety twierdzen (poréw, odsytacz na str. 50) i ze zatem wszystkie
twierdzenia tego uktadu mamy prawo odwrdcic.

15. Niech bedzie dany tréojkat ABC (rys. 40), w ktérym, jak wiemy,

*) Twierdzenie to mozna wystowi¢ inaczej, mianowicie: jezeli w tréjkacie
prostokatnym przeciwprostokatna pozostaje stata, lecz jedna z przyprostokatnych
ro$nie, wéwczas druga maleje.
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AB < BC -f- CA. Budujagc na boku AC tréjkat ACD, otrzymujemy czworobok
ABCD. Poréwnaj w nim bok AB z suma bokéw BC + CD + DA.

Na boku AD budujemy nowy tréjkat ADE. Jaka otrzymamy figure?
Poréwnaj bok AB z sumg bokéw BC + CD -f- DE -i- EA.

Czy mozemy w ten sposéb otrzyma¢ wielokat o dowolnej liczbie bokéw,
a przytem wielokat dowolnego ksztattu? Czy dostrzezona wiasnos$¢ bokéw wie-
lokgta pozostanie prawdziwa, jezeli, postepujac jak poprzednio, zwiekszymy liczbe
jego bokéw o 1, 0 2, 0 3, it. d?

Jakie wobec tego mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie o0 wszystkich
wielokatach?

ROZDZIAL V.

Teorja réwnolegtych.
A. 0 prostych réwnolegtych.

§ 72. Jezeli dwie jakiekolwiek
proste, lezace w jednej ptaszczyznie,
przetniemy trzecig prostg, otrzymamy
osiem katéw, ktore w dalszych rozwa-
zaniach bedziemy grupowali parami,
nadajgc im nastepujgce nazwy:

Rys. 41.
katy 3 6 lub 4 i 5 nazywajg sie naprzemianlegte wewnetrzne;
, 1 8lub 2i7 ” » haprzemianlegle zezunegtrzne;
., 1 5 3i7,2i6lub4i8 , odpowiadajgce sobie;
, 3 5lub4i6 " ,» Jjednostronne wewnetrzne;
, 1 7 1lub 2i8 » Jjednostronne zewnetrzne;

§ 72. Okres$lenie. Dwie proste, lezace w jednej ptaszczyznie
nie przecinajace sie, nazywamy rownlegtemi.

Chcac zaznaczyé, ze proste AB, CD sa do siebie réwno-
legte, piszemy AB//CD.

§ 73. Twierdzenie. Dwie proste, ktore z trzecig prosta tworzg
katy naprzemianleglte wewnetrzne réwneysa do siebie réwnolegle*).

*) Jezeli okreslamy jakie§ nowe pojecie, winniSmy zawsze wykazaé¢, ze
nie jest ono pustym dzwigkiem, ze naprawde istnieje przedmiot, o kto6-
rym mowa w okre$leniu. W danym wypadku powinnismy wykazaé, ze na-



54 O réwnosci i symetrji figur ptaskich.

Przypusémy, ze proste dane my n tworza z trzecig prostg
AB katy naprzemianlegte wewnetrzne réwne, a mianowicie

Nl o= N2,

Powiadam, ze proste m, n
nie moga przecigé sie. Istotnie,
gdyby proste te spotkaty sie np.
po prawej stronie poprzecznej AB
w punkcie Xy woéwczas powstatby
trojkat 4 AXBy w ktérym Kkat

2 bytby zewnetrzny, kat za$
1 bytby wewnetrzny, nieprzy-
legty do kata 2. Wobec tego kat ™ 2 powinienby by¢ wiekszy
od kata <E 1, co przeczy zatozeniu, ze katy te réwnaja sie sobie-

Whnioski* 1. Jezeli dwie proste, przeciete trzecigy tworza katy
odpowiadajace sobie réwne, albo katy naprzemianlegle zewnetrzne
réwney wowczas proste sg do siebie rownolegte.

2. Jezeli dwie proste zostaly przeciete trzecig takf ze katy
jednostronne wewnetrzne (lub zewnetrzne) speklniajg sie, wowczas
proste te sg do siebie réwnolegte.

3. Dwie prostef prostopadte do tej samej trzeciej prostej, sa
do siebie réwnolegle.

§ 74. Wiemy juz, iz po ustaleniu jakiego$ twierdzenia na-
lezy zbadaé¢ twierdzenie odwrotne (lub przeciwne), gdyz zdarza
sie, ze sg one falszywe, mimo, ze twierdzenie proste byto prawdziwe.
Ot6z badania uczonych wykazaty, ze twierdzenia przeciwnego (ani
odwrotnego) do twierdzenia § 73 dowies¢ nie mozna, mimo, ze
prawdziwo$¢ jego jest dla kazdego oczywista. Wobec tego nic
innego nie pozostaje, jak uznaé za pewnik owo twierdzenie przeciwne.

Pewnik VI (zwany pewnikiem Euklidesa*). Jezeli
dwie proste tworza z poprzeczng katy naprzemianlegte wewnetrzne

prawde istnieja proste, ktdre nie przecinajg sig, mimo, ze leza w jednej pta-
szczyznie. Otdéz najtatwiej przeprowadzimy dowdd istnienia figury, jezeli poka-
zemy, w jaki sposéb figure t¢ mozna zbudowaé. Taki wiasnie jest sens niniejszego*
twierdzenia: wskazuje ono sposéb zbudowania dwoéch prostych
rownolegtych i przez to samo stanowi dowéd istnienia takich
prostych.

*) Od imienia stynnego matematyka greckiego, ktéry nauczat w Aleksan-
drji okoto 300 r. przed Chr. Dzieto Euklidesa p. t. 2xoixs»a czyli ,Elementy“*
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nieréwne, woéwczas prosie te nie sg do siebie rownolegle (zatem
przecinajg sie).

8§ 75. Twierdzenie. Przez dany punkt mozna poprowadzi¢
jedna tylko réwnoleglta do danej prostej.

Jakoz przypusémy, ze przez punkt A przechodzi prosta AB
rownolegta do danej prostej MN. Jezeli poprowadzimy poprzeczng
AK, woéwczas na mocy powyzszego
pewnika musi by¢

N BAK = MKA.

Gdyby jakakolwiek inna prosta,
przechodzaca przez ten sam punkt A,
np. CA, byla roéwnolegta po MN,
woéwczas mielibySmy na tej samej za-
sadzie réwnos¢
CAK = MKA.

Ale te dwie réwnosci nie moga by¢ jednoczesnie prawdziwe,
gdyz katy CAK, BAK nie sg sobie réwne.

Whnioski. 1. Jezeli prosta przecina jedna z dwoéch réwno-
leglych, woéwczas przecina i druga.

Istotnie, jezeli mamy dane dwie réwnolegte m, n i jezeli
prosta p przecina prosta m w punkcie A, wléwczas musi przecigé
i prosta n, gdyz w przeciwnym razie bylaby réwnolegta do n,

a wiec — wbrew powyzszemu twierdzeniu — przez punkt A
przechodzityby dwie proste m, p réwnolegte do n.
2. Dwie proste, rownolegte do tej samej trzeciej prostej, sa

do siebie réwnolegle.

Jezeli proste m, n sg réownolegte do prostej p, wéwczas sg
do siebie roéwnolegte; gdyby bowiem przecinaty sie w jakims
punkcie A, woéwczas przez punkt X przechodzityby dwie proste
rownolegte do p.

stanowi najdawniejszy ze znanych nam podrecznikéw naukowych geometrji.
U Euklidesa pewnik powyzszy brzmi nieco inaczej, mianowicie uznaje on za
pewnik twierdzenie przeciwne do wniosku 2-go w § 73 1 powiada: jezeli dwie
proste tworza z trzecig prosta katy jednostronne wewnetrzne, ktérych suma nie
rowna sie katowi poétpetnemu, woéwczas proste te przecinajg sie, a mianowicie
przecinaja sie po tej stronie poprzecznej, po ktérej suma katéw jednostronnych
wewnetrznych jest mniejsza od kata pétpetnego.
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3. Poprzeczna, prostopadta do jednej z dwu prostych réwno
leghych, jest prostopadta i do drugiej.

§ 76. Twierdzenie. Jezeli ramioéna jednego kata sg réwnolegte do ra-
mion drugiego, woéwczas katy te réwnaja sie sobie, o ile majg ten sam zwrot,
natomiast katy speiniaja sig, o ile majg zwroty przeciwne.

W celu rozpoznania zwrotu katow
ponumerujmy ich ramiona

Przedewszystkiem zauwazmy, ze je-
zeli dwie rownolegte, oznaczone na rysunku

numerami lii', zostaly przeciete trzecig
prosta, ktdra oznaczamy numerem 2,woéwczas
katy réwne a, g 7, majag wszystkie ten

sam zwrot, natomiast spetniajgce sie z niemi
katy, jak ~ 6, <):'s maja zwot przeciwny.
Twierdzenie zatem jest dowiedzione w przy-
Rys. 44. padku, gdy dwa katy o réwnolegtych ra-
mionach tak sa potozone, ze na pewnej
prostej lezy jedno ramig pierwszego kata i jedno ramig¢ drugiego.
Przypadek og6lny da si¢ sprowadzi¢ do poprzedniego.

Jezeli mamy dane (rys. 45) katy a,
g o tym samym zwrocie i réwnolegtych
ramionach, woéwczas mozemy ktérykolwiek
z nich zastgpi¢ przez réwny mu kat ™ 7,
majacy ten sam zwrot, a woéwczas stanie

sie oczywistem, ze«™Na = «NY ==
Jezeli chodzi o poréwnanie katéw
a i ~ S majacych zwroty przeciwne,
woéwczas zastepujemy <$ a przez réwny mu

kat <€ X, majacy z nim ten sam zwrot.

Rys. 45. § 77. Twierdzenie. Jezeli ramiona
jednego Kkata sa prostopadte do ramion
drugiego, przyczem katy maja ten sam zwrot, wéwczas katy réwnajg sie sobie;
ezeli natomiast katy majg zwroty przeciwne, woéwczas spetniajg sie.
\% Wystarczy zbada¢ przypadek, gdy
\ 1 dwa katy o ramionach odpowiednio do sie-
bie prostopadtych majg spoiny wierzchotek.
Istotnie, gdyby chodzito o katy SC a, SC7,
nie majgce spoélnego wierzchotka, woéwczas
przy wierzchotku kata a zbudowalibySmy
~ p o ramionach réwnolegtych do ramion
kata <£ 7 i majacy z nim spoiny zwrot; na
mocy poprzedniego twierdzenia mielibysmy
<P = ~"T7.
Rys. 46. Szczegbtowy dowdd pozostawiamy
czytelnikowi. Zauwazmy tylko, ze katy a
g, ktérych ramiona oznaczyliSmy numerami 1, 2 oraz T, 2r, majg ten sam
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zwrot, natomiast Kkat, ktérego ramionami sa potproste Ir i 2 , ma zwrot
przeciwny.

§ 78. Twierdzenie. Odcinki réwnolegle, zawarte miedzy pro-
stemi rownolegtemi, sg so-
bie réwne.

Jezeli mamy
ABI/CD oraz BC/IAD,
woéwczas musi by¢

AB = CD

Jakoz tgczac A z C,
otrzymujemy dwa tréj-
katy A ~™P(7, A ADC,
ktére réwnajg sie sobie,
poniewaz 1 = 2,
N 3= H'4, bok zas AC
majg spoiny.

Whnioski. Jezeli mamy dane dwie proste réwnoleglte, wowczas:
1. Wszystkie punk-
ty jednej prostej sa row- n p / p
no odlegle od drugiej (np.
na rys. 48 PM = P\
gdzie P, P sg dowolnemi
punktami na prostej r);
2. Odlegtos¢ punk-
tow pierwszej prostej od M M
drugiej rowna sie odle- Rys. 48.
glosci  punktéw  drugiej
prostej od pierwszej (gdyz np. odcinek PM moze byé uwazany za
odlegtos¢ punktu P od prostej r lub tez za odlegtos¢ punktu M
od prostej ).

§ 79. Twierdzenie. Jezeli najednej z dwu przecinajgcych sie
prostych odtozymy, poczynajac od ich punktu przeciecia, dowolng
ilos¢ rownych odcinkéw i przez konce tych odcinkéw poprowa-
dzimy réwnoleglte, wéwczas na drugiej prostej otrzymamy tylez
rézanych sobie odcinkow.

Jezeli na prostej m odtozyliSmy kolejne odcinki OA = OB
~BC=CD—...ijezeli AAjjBBjiCCIDD'l/...., wowczas powiadam,
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ze na prostej p mamy tylez odcinkéw, przyczem OA = OB —
RC* =

Aby tego dowie$¢, wystarczy przez punkty B, C,... popro-
wadzi¢ odcinki BK, CL.. roéwnolegte do prostej p, przez co
otrzymamy szereg rownych tréjkatéow

A OAA'= A OBB4= A = A CLD=

Istotnie, np. OB = i?C, <£:l = <t2 i 3 = <£4, jako od-
powiadajgce sobie, a wiec
A OBR = A BKC.
Stad wynika, <ze
OK = BK = RCf
(na mocy § 78).

W taki sam sposo6b
dowodzimy réwnosci innych
odcinkéw.

Whnioski. 1. Jezeliprzez
srodek D boku AB tréjkata

poprowadzimy réwnolegla do boku BCy przejdzie ona przez $ro-
dek E boku AC, przyczem odcinek DE
rowna¢ sie bedzie potowie boka BC
(rys. 50).

Poniewaz przez punkt D mozemy
poprowadzi¢ ty 1ko jedng réwnolegta
do BC iponiewaz istnieje jedentylko
srodek boku AC, zatem réwnolegta,
o ktérej mowa w powyzszym wniosku,

Rys. 50. jest tozsama z prostg, t3czaca
srodki D, E bokoéw trojkata. To daje
nam moznosc odwrdcenia powyzszego twierdzenia. Mamy wiec:
2. Odcinek, taczacy srodki dwoch
bokow trojkata, jest réwnolegly do trze-

ciego boku i réwna sie jego potowie.

A

§ 80. Zadanie. Dany odcinek po-
dzieli¢ na jakagkolwiek zgoéry zadang ilos¢
czesci réwnych.

Jezeli np. chcemy podzieli¢ odcinek
AB na trzy roéwne czesci, prowadzimy
przez A dowolng prostg, na niej odkladamy trzy dowolne, byle

Rys. 51.
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rowne sobie, odcinki AAl= AXA2= A2A3 tgczymy A3z B, przez
punkty za$ Ar i A2 prowadzimy réwnolegte do prostej A3B.

§ 81. Twierdzenie. Trzy $rodkowe trjkata przecinajg sie
w jednym punkcie taky ze odcinek miedzy wierzchotkiem a punk-
tem przeciecia jest dwa razy wiekszy od odcinka miedzy tym
punktem a bokiem tréjkata.

Niech bedzie dany O ABC i dwie
jego Srodkowe AD, BE. Proste te nie-
watpliwie przecinajg sie, gdyz pierwsza
z nich taczy dwa punkty A, D, lezace
po dwoch stronach drugiej  prostej.

Oznaczmy przez G ich punkt przeciecia

i poprowadzmy prosta DFjjBE. Ponie-

waz w [ EBC punkt D jest Srodkiem

boku BC, zatem F musi by¢ srodkiem boku EC. Mamy tedy
EF = XEC = *2AE,

a wobec tego musi by¢ réwniez GD — X2AC (8 79).

Jezeli teraz wykreslimy trzecig S$rodkowg (ktérej brak na
rysunku), podzieli ona srodkowg AD na dwa odcinki, z ktorych
jeden, zawarty miedzy wierzchotkiem A i punktem przeciecia, musi
by¢ dwa razy wiekszy od drugiego. Poniewaz istnieje tylko jeden
punkt G, dzielacy w ten sposob srodkowa AD, zatem wszystkie
trzy Srodkowe spotykaja sie w punkcie G.

Punkt G nazywa sie $rodkiem ciezkosci trojkata.

82. Twierdzenie. Suma katow wewnetrznych trojkata
rowna sie dwom katom prostym.

Przez wierzchotek C trojkata /\ ABC ¢
prowadzimy prostg CD réwnolegltg do boku
AB. Mamy wowczas
<£1 = 4, 2 = <£5,
awiec <M + <£2 + <3 = «£4 + «£:3+ <£5 = A B
katowi potpetnemu. Rys. 53.

Whniosek. Kat zewnetrzny trojkata
rowna sie sumie dwoch katéw wewnetrznych do niego nieprzylegtych.
§ 88. Twierdzenie. Suma katéw wewnetrznych wielokata
wypuktego wyraza sie wzorem 2 6 (n— 2), gdzie 6 oznacza kat
prosty, n zas liczbe bokéw wielokata.
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Jezeli wielokat ma n bokdéw (a wiec i n wierzchotkéw),
woéwczas z dowolnego wierzchotka mozna poprowadzié n — 3
przekatne, ktére dzielg wielokagt na n— 2

trojkaty. Suma katéw kazdego z tych

tréjkatéw réwna sie 2 d, a wiec suma ka-

tow wewnetrznych wielokata = 2 6 (n—2).

Whniosek. Jezeli przy kazdym wierz-
chotku wielokgta wypukiego utworzymy
po jednym kacie zezunetrznym, woéwczas

Rys. 54. suma wszystkich tych katéw = 4 06 bez
wzgledu na to, ile bokéw ma wielokat.

Cwiczenia I1X. 1. Jezeli katy naprzemianlegte wewnetrzne sg sobie réwne,
wowczas a) katy naprzemianlegte zewnetrzne réwnajg sie sobie, b) katy odpo-
wiadajace réwnajg sie sobie, c¢) katy jednostronne (zaréwno wewnetrzne, jak
zewnetrzne) spetniajg sie.

2. Jezeli katy jednostronne wewnetrzne Ilub zewnetrzne spelniaja sie,
woéwczas katy naprzemianlegte wewnetrzne sa sobie réwne.

3. Przez punkt A poprowadzi¢ réwnolegtg do danej prostej m, postugujac
sie¢ wihasnosciami: 1-0 katéw naprzemianlegtych wewnetrznych, 2-o0 naprzemian-
legtych zewnetrznych, 3-0 odpowiadajgcych sobie.

4. Jezeli w katach przylegtych  ABC, DBC poprowadzono dwusieczne
i jezeli prosta, réwnolegta do AD przecina te dwusieczne odpowiednio w punk-
tach E, F, ramie za§ BC przecina w punkcie K, woéwczas musi by¢ EK = KF.

5. Jezeli przez punkt W, w ktérym przecinajg sie dwusieczne katéw A,

B trojkata ABC, poprowadzimy réwnolegta do boku AB i jezeli réwno-
legta ta przetnie boki AC, BC odpowiednio w punktach M, N, wéwczas
MN = AM + BN.

Czy twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli réwnolegta poprowadzili$my
przez punkt przeciecia sie dwusiecznych katéw zewnetrznych?

Czy mozna odwr6ci¢ (i na ile sposob6éw) twierdzenie, zawarte w po-
przedniem ¢wiczeniu?

7. W tréjkacie ABC dwusieczna kata *¥B przecina bok AC w punkcie
B'. Przez B' poprowadzimy réwnolegtg do BC, przecinajacag bok AB w punkcie
C . Co mozna powiedzie¢ o odcinkack B'C i BC'?

8. W tréjkacie ABC poprowadzi¢ odcinek BXCXHBC tak, by jego korce
Bu CL lezaly odpowiednio na bokach AB, AC i zeby byto:

(1) B.C{ = B,B; (2) ACt = CtC; (3) = BX + CyC;
(4) BXC, = ByB — QC.

9. Opierajac sie na wihasnosci katéw odpowiadajacych sobie, dowies¢, ze
dwie proste, réwnolegte do trzeciej prostej, sa do siebie réwnolegte.

10. Jezeli konhce odcinka AB lezg na dwéch réwnolegtych
prostych i jezeli przez $rodek O tego odcinka poprowadzimy
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dowolny odcinek CD, ktérego konce lezg na tych samych réwno-
legtych, wéwczas musi by¢ CO= OD.

11. Jezeli w tréjkacie réwnoramiennym /\ABC (w ktérym AB — AC)
poprowadzimy z dowolnego punktu M podstawy rownolegte do bokéw AB, AC
i jezeli proste te przecinaja boki AB, AC odpowiednio w punktach N, P, wéwczas
suma odcinkéw MN -f- MP jest wielkoscig stala.

Jakiej zmianie ulegnie powyzsze twierdzenie, jezeli punkt M, poruszajac
sie po prostej BC, znajdzie sie w jednym z wierzchotkéw B lub C? Jezeli M
znajdzie sie na przedtuzeniu BC?

12. W danym Kkacie a umiesci¢ dany odcinek h w taki sposéb, zeby
oba jego korice lezaty na ramionach kata i zeby odcinek ten byt prostopadly
do jednego ramienia kata a-

Zbudowa¢ tréjkat (\ABC, majac dane
13. A, b, hb. 14. A, hb, B. j5. A, hc, ra. 16. C, hb, dc.
17. A, hb, hc. 18. B, hc, <(sc, a).

Zbudowac tréjkat réwnoramienny A ABC, majac dane
19. C, hQ 20. A, hb.

21. W danym kacie umiesci¢ dany odcinek k tak, by oba jego korice
lezaly na ramionach Kkata i zeby odcinek ten byt réwnoleglty do danej prostej
m. (Czy zadanie to jest uog6lnieniem zad. 127?)

22. Dana jest prosta m i punkt X, nie lezacy na niej. Poprowadzi¢ przez.
X prostg, ktéraby z prosta m tworzyta kat, réwnajacy sie katowi danemu <Ia.

23. Zbudowa¢ tréjkat réwnoramienny ;\ABC, majgc dane A, dA.

Zbudowa¢ trojkat prostokatny A ABC, majac dane:
24. A, h. 25. rb, <(a, h). 26. A, dc.

Zbudowac¢ tréjkat /\ABC, majac dane:
27. A, dA, B. 28. rc, A, B. 29. B, A, b 30. B, dc, <(c, dc).

31. Matematyk wioski XVI w. N. Tart agi ia podaje nastepujacy spséb
kreslenia réwnolegtych: jezeli do
prostej danej LD (rys. 55) chcemy P EI>'
przez P poprowadzi¢ réwnolegts, = 00 0TTTTTTTTTTTTTTTTTTTOTOS -
woéwczas prowadzimy dowolng po-
przeczng PA, odkladamy AB PA,
taczymy B z dowolnym punktem C
na prostej LL\ wreszcie na prostej
BC odktadamy CD = BC; prosta PD
jest zadang réwnolegta. Dlaczego? u

32. Dowie$¢, ze dany odcinek £
MN mozna w nastepujacy sposéb po- Rys. 55.
dzieli€ na trzy czesci réwne: na
MN budujemy tréjkat réwnoboczny A MNP, prowadzimy dwusieczne Kkatow

M, ~CN, przecinajgce si¢ w punkcie |; przez | prowadzimy réwnolegte do

bokéw PM, PN. Roéwnolegte te dziela bok MN na trzy czesci réwne.
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33. Dany jest kat a i punkt A, wewnatrz niego lezacy; poprowadzi
przez A prostg tak, by punkt A byt Srodkiem odcinka tej prostej, zawartego
miedzy ramionami kata <”a. [Wskazéwka: Wykres$li¢c od reki figure, odpo-
wiadajaca, mniej wiecej, warunkom zadania; niech O bedzie wierzchotkiem kata
<a; Mi N niech bedg koricami zgdanego odcinka. Czy zadanie bytoby rozwia-
zane, gdybysmy znali dtugos$¢ odcinka ON?]

34 Dany jest kat ~ a i punkt A, zewnatrz niego lezacy; przez A po-
prowadzi¢ prostg, przecinajaca ramiona kata w punktach M, N tak, ze AM — MN.

35. Dany jest stalty kat "CMON oraz staly punkt A, lezacy na ramieniu
OM w odlegtosci a od wierzchotka kata. Przez A przechodzi ruchoma prosta,
ktéra obraca sie dokota A. Oznaczmy przez K punkt (zmienny), w ktérym ta
prosta przecina ramie ON. Na prostej ruchomej AK odkltadamy w kazdem jej
potozeniu odcinek KX = AK. Jakie jest miejsce geometryczne punktu X?
[Wskazéwka: gdzie lezy punkt X, gdy prosta AK pada na ramie OM?
Wykreséli¢ prosta AK w kilku réznych potozeniach i za kazdym razem wyzna-
czyé punkt X],

36. Jezeli z punktu, obranego dowolnie na boku tréjkgta réwnobocznego
poprowadzimy prostopadte do dwu drugich bokéw, woéwczas suma ich réwna
sie wysokosci tréjkata.

37. Uogolni¢ poprzednie twierdzenie, obierajac punkt wewnatrz tréjkata
réwnobocznego i prowadzac prostopadte do wszystkich bokoéw.

Jak nalezy zmieni¢ wystowienie twierdzenia (albo jaka wprowadzi¢ umowe),
zeby pozostato ono prawdziwe nawet i woéwczas, gdy punkt zostal obrany
zewnatrz tréjkata?

38. W trojkacie rownoramiennym A ABC. w ktorym AB — AC, taczymy
dowolny punkt D, lezagcy na boku AC, z wierzchotkiem B i przez $rodek F
odcinka BD prowadzimy réwnolegta do BC. Jezeli réwnolegta ta przecina boki,
AB, AC w punktzch G, H, wéwczas GH = BDIt gdzie Dx jest spodkiem pro-
stopadtej, poprowadzonej z D do BC. [Wskaz6éwka: prowadzimy DEUCB
i dowodzimy, ze BDX= 12 (ED -f- BC)].

Zbudowac¢ tréjkat A ABC, majac dane:

39. sa, sh, <£(*,, sh). 40. sh, <(a, SC).

41. Czy suma dwdch katéw tréjkata moze réwnaé sie trzeciemu katowi?
czy moze by¢é mniejsza od trzeciego kata?

42. Dwusieczne katéw jednostronnych wewnetrznych sga do siebie
prostopadte.

43. W tréjkacie réwnoramiennym /\ABC, w ktérym AB = AC, dwu-
sieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku A jest réwnolegta do podstawy BC.

Sformutowac i zbadac twierdzenie odwrotne.

44. W tréjkacie prostokatnym poprowadzi¢ przez wierzchotek kata prostego
poprzeczng tak, by podzieli¢ dany tréjkat na dwa tréjkaty réwnoramienne.

45. Opierajac sie na poprzedniem zadaniu, znalezé¢ sposéb wystawienia
prostopadtej w koricu odcinka, ktérego nie mozemy przedtuzyé. (Rozwigzanie
takie podat w XV w. matematyk niemiecki Regiomontanus czyli Jan Muller
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z Krélewca we Frankonji. Poréw, rozwigzanie tego samego zadania przez He-
rona — c¢wiczenie V, 31).
46. Jak wielki jest kat tréjkata réwnobocznego?

Jezeli w tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych jest dwa
razy wiekszy od drugiego, woéwczas przyprostokgtna przeciwlegta mniejszemu
katowi jest dwa razy mniejsza od przeciwprostokatnej. [Wskazdéwka: zestawic¢
dwa tréjkaty prostokatne tak, by utworzy¢ z nich jeden nowy tréjkat].

47 b. Sformutowaé i zbadaé twierdzenie odwrotne do poprzedniego.

47 c. Podzieli¢ kat prosty na trzy czesci réwne.

47 d. Jezeli na kazdym boku tréjkata réwnobocznego, ktérego bok = a,
odtozymy w tym samym zwrocie, poczynajac od wierzchotka, odcinek =

a
g , woéwczas otrzymamy nowy tréjkat réwnoboczny, ktérego boki beda prosto-

padte do bokdéw danego tréjkata.

47e. W tréjkacie rownoramiennym A ABC prowadzimy do podstawy BC
lub do jej przedtuzenia taki odcinek AD, zeby bylo <EADC — | 5; wykazac,
ze AD —DC -pBD Ilub AD — DC —BD i zbada¢, kiedy mianowicie mamy
sume, kiedy za$ r6znice odcinkow.

47/. Zbudowac¢ tréjkat réwnoboczny, majac dang jego wysokosc.

48. W trdojkacie A ABC przedluzamy bok AB poza wierzcholek B, na
przedtuzeniu odktadamy BD = BC i tgczymy C z D. Wykaza¢, ze mamy
woéwczas AD — a + ¢, CDA — <£ CBA.

Zbudowacé tréjkat A ABC, majac dane:

49. a -)- ¢, b, A. 50. a + ¢, A, hc. 51. a -f- ¢, A, oraz warunek, ie a— b
52. a -f- ¢,A,hb. 53. a+ ¢ B, hc. 54. a ¢, A, <$(dB, b).

55. Na rys. 36 (str. 48) wykaza¢, ze AC' —c — a, %ODA — <$C —<£EA.

Zbudowa¢ tréjkat A ABC, majac dane:

56. ¢ —a, C, ua. 57. ua, uc, C —A. 58. uc, A, c —a

59. Dowie$¢ wzoru na sume katéw wielokagta wypuktego, taczac dowolny
jego punkt wewnetrzny ze wszystkiemi wierzchotkami.

60. Mamy dany tréjkat A ABC, w ktérym C jest prosty. Nie wyjmu-
jac trdjkata z jego plaszczyzny, obracamy go dokota wierzchotka C, dopoki
przeciwprostokatna c nie przejdzie przez wierzchotek A wiekszego z dwdch jego
katéw ostrych. Oznaczmy tréjkat nasz w tern nowem potozeniu symbolem
A A'B'G. Jezeli D jest punktem przecigcia sie boku a' z bokiem c, woéwczas
~"XADC”=3 <ABC.

61. Majac dane katy <E A, <£ B, C tréjkata, obliczy¢ kat:

1- o miedzy dwusiecznemi katéw wewnetrznych A

2- 0 miedzy dwusiecznemi katéw zewnetrznych, utworzonych przy wier:
chotkach A i B,
3- 0 miedzy dwusieczng kata wewnetrznego A i dwusieczng kat

zewnetrznego przy wierzchotku B;

4- o miedzy wysokos$cig hb i dwusieczng dA\

5- o0 miedzy wysokosciami ha i hb;

~6-0 miedzy wysokoscig hb i dwusieczng kata zewnetrznego przy wierz-
chotku”
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62. Kat miedzy wysokoscig ha i dwusieczng dA réwna sie potowie réznicy
katow B i <EC.
63. Jezeli w A ABC bok BC jest najwiekszy i jezeli na nim odtozymy

BA'= BA oraz CA" = Ci4, woéwczas musi byc¢ o444t == ~ N A —

64. Niech bedzie dany A ABC, w ktorym AB ~ AC oraz ABC =
3 ZMC. Jezeli pétproste BK, BL dzielg kat ABC na trzy réwne czesci,
woéwczas trdjsieczne te wyznaczajg w danym tréjkacie trzy nowe tréojkaty
réwnoramienne.

65. Jezeli w tréjkacie réwnoramiennym A ABC, w ktérym AB — AC,
mamy A-BAC — | d wodwczas dwusieczna kata przy podstawie dzieli trojkat
ABC na dwa roéwne trojkaty réwnoramienne.

66. Dowies¢, ze jezeli przyjmiemy jako pewnik, iz ,przez dany punkt do
danej prostej mozna poprowadzi¢ tylko jedng réwnolegty”, woéwczas wyniknie
z niego, ze ,dwie proste nie sg réwnolegte, jezeli tworza z poprzeczng katy na-
przemianlegte wewnetrzne nieréwne*.

67. Dowies¢, ze jesSli przyjmiemy jako pewnik, iz ,suma katéw tréjkata
réwna si¢ katowi pétpetnemu, woéwczas wyniknie z niego, ze ,przez dany punkt
do danej prostej mozna poprowadzi¢ tylko jedng réwnolegtg“. [Wskazoéwka:
przy wierzchotku A budujemy katy naprzemianlegte wewnetrzne 2z katami
< B i Cl.

B. 0 rownolegtobokach.

§ 84. W rozdziale niniejszym bedzie mowa tylko o czworo-
bokach wypuktych. *

Dwa boki czworoboku, nie majace spo6lnego wierzchotka,
nazywamy przeciwlegtemi.

Okreslenia. Czworobok, ktérego dwa przeciwlegte boki sg d
siebie réwnolegle, nazywamy trapezem. Dwa réwnolegte boki tra-
pezu nazywamy jego podstawami, drugie dwa poprostu bokami.

Réwnoleglobokiem nazywamy czworobok, ktory ma dwie
pary réwnolegtych bokow.

Jak widzimy, réwnolegtobok mozna uwazaé¢ za szczeg6iny
rodzaj trapezu.

§ 85 Twierdzenie. Przeciwlegte boki rownolegtoboku réwnaja
sie saobie.

Wynika odrazu z § 78.

Twierdzenie. Przeciwlegle katy réwnolegtoboku réwnajg sie
sobie9 kolejne zas spekniajg sie.
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§ 86. Twierdzenie. Przekatne réownolegloboku dzielg sie na
potowy.

Istotnie, ~ AOB = COD, po-
niewaz mamy

AB = CA <£1 = 2, 3=7 4,
Stad wynika, ze
,40 = OC, BO = OD,

§ 87. Okreslenie. Rombem nazywama rownolegltoboku kté-
rego dwa sagsiednie boki sg sobie réwne.

Wobec tego wszystkie boki rombu réwnajg sie sobie
(dlaczego?).

Twierdzenie. Przekatne rombu:
1- 0) dzielg sie na potowy,
2- 0) sg dwusiecznemi katéw rombu,
3- 0) sg do siebie prostopadie.
Pierwsza wlasno$¢ wynika z tego, ze romb jest szczeg6lnym
rodzajem rownolegtoboku. Druga i trzecia
wiasnos¢ wynikajg z tego, ze trojkgt  ABD
jest réwnoramienny (AB = AD) i ze punkt
0 jest srodkiem jego podstawy BDy a wiec
AQO, bedac Srodkowa, musi byé dwusieczng
1 wysokoscig trojkata.
§ 88. Okreslenie. Prostokatem nazy-
wamy réownolegloboku majacy jeden kat Rys*
prosty.
Wynika stad, ze wszystkie cztery katy prostokgta réwnajg
sie sobie (dlaczego?).

Twierdzenie. Przekatne prostokata:
1- o) dzielg sie na potowy,
2- 0) réwnaja sie sobie.
Pierwsza wiasnos¢ wynika z tego, ze prosto- pys 53
kat jest réwnolegtobokiem. Co sie tyczy drugiej
wilasnosci, to wynika ona z rownosci trojkatéow /\ ABD = A ACD.

§ 89. Okreslenie. Kwadratem nazywamy réwnolegioboku
ktérego boki i katy rownajg sie sobie.
Z okredlenia tego wynika, ze kwadrat jest jednocze$nie
5

Geometrja elementarna.
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rombem i prostokatem, a wiec musi posiada¢ wszystkie wlasnosci
obu tych figur, wyliczone w §§ 87, 88.

éwiczenia X. 1. Sformutowaé i zbadaé twierdzenia odwrotne wzgladem
twierdzen §§ 85, 86. Jakie stad wynikajg sposoby poznania, czy dany czworo-
bok jest, czy nie jest réwnolegtobokiem ?

2. Sformutowaé i zbadac twierdzenia odwrotne wzglagdem § 87. Jak poznad,
czy dany rownolegtobok jest, czy nie jest rombem?

3. Sformutowac i zbada¢ twierdzenie odwrotne wzglagdem § 88. Jak pozna,
czy dany réwnolegtobok jest prostokgtem?

4. Punkt przecigcia sig przekatnych roéwnolegtoboku jest
§rodkiem kazdego odcinka, ktéry przechodzi przez ten punkt
i ktorego konce lezg na bokach réwnolegtoboku (poréwn. c¢wiczenie
IX 10, str. 61).

Punkt ten badziemy z tego powodu nazywali Srodkiem rdéwnolegtoboku.

5. Kazda prosta przechodzaca przez Srodek réwnolegtoboku, dzieli réwno-
legtobok na dwie figury réwne.

6. Jezeli na dwoch przeciwlegtych bokach réwnolegtoboku odtozymy, po-
czynajac od przeciwlegtych wierzchotkéw, dwa rdéwne sobie odcinki, woéwczas
prosta, taczaca konce tych odcinkéw, musi przejs¢ przez $rodek réwnolegtoboku.

7. Wierzchotki réwnolegtoboku nie mieszczg sig na rysunku, tak, iz mamy
wykres$lone tylko czasci czterech jego bokéw; znalez¢ $rodek réwnolegtoboku.

Okreslenie. Jezeli dwa wielokaty tak zostaty zbudowane, ze wszystkie
wierzchotki jednego z nich lezg na bokach drugiego, woéwczas pierwszy wielokat
nazywamy wpisanym w drugi, drugi za$ nazywamy opisanym na pierwszym.

8. W dany réwnolegtobok wpisa¢ dowolny réwnolegtobok i dowiesé, ze
majg one spoiny $rodek (poréwn. déwiczenie 6).

9. Srodki bokéw kazdego czworoboku sg wierzchotkami réwnolegtoboku,
wpisanego w ten czworobok.

Jaka figura otrzymamy, taczac $rodki bokéw réwnolegtoboku? rombu?
prostokata? kwadratu?

9a. W kazdym czworokacie odcinki KL, MN, taczace $rodki przeciwlegtych
bokéw, oraz odcinek PR, #aczace $rodki przekatnych, przecinajg sia w jednym
punkcie i dzielg sig w tym punkcie na potowy.

10 W czworoboku ABCD potaczyliSmy $rodki bokéw i otrzymalismy
prostokat; czy mozna twierdzi¢, ze ABCD jest rombem ?

Jezeli $rodki bokéw czworoboku ABCD tworza romb, czy wolno twierdzic,
ze ABCD jest prostokatem?

Jezeli $rodki bokéw czworoboku ABCD tworzg kwadrat, czy wolno
twierdzi¢, ze ABCD jest kwadratem?

11. Jezeli prostokat dany przetniemy dwiema prostemi, réwnolegtemi
do jednej przekatnej i jednakowo do niej odlegtemi, wodwczas otrzymamy nowy
prostokat, wpisany w dany i majacy obwéd réwny sumie przekatnych prostokata
danego. Czy mozna uogdélni¢ to twierdzenie na dowolny réwnolegtobok ?



O réwnolegtobokach. 67

r 12. Prowadzimy dwusieczne katéw wewnetrznych i zewnetrznych réwno-
legtoboku; dowiesé, ze: 1-o punkty przeciecia sie tych dwusiecznych sg wierz-
chotkami prostokatéw; 2-o0 ze przekatne tych prostokatéw przechodzg przez
Srodki bokéw réwnolegtoboku; 3-0 ze przekatna wiekszego prostokagta réwna sie
sumie dwdch kolejnych bokéw réwnolegtoboku.

Rys. 59. Rys. 60.

jak wielka jest przekatna mniejszego prostokata?

13. Przez wierzchotek réwnolegtoboku prowadzimy dowolng prostag MN,
nie przecinajaca rownolegtoboku i z trzech pozostatych wierzchotkéw prowadzimy
prostopadte do tej prostej. Dowie$¢, ze prostopadia ze Srodkowego wierzchotka
réwna sie sumie dwu drugich prostopadtych.

jak zmieni sie twierdzenie, jezeli prosta NM prze-
cina réwnolegtobok?

14. Jezeli w tréjkacie ;)\ ABC poprowadzimy dwu-
sieczng kata A i przez punkt jej przecigcia sie z bokiem
a poprowadzimy réwnolegte do bokéw 6, c, otrzy-
mamy romb.

Czy mozna uog6lni¢ to twierdzenie na dwusieczne
katéw zewnetrznych ?

15. Na kazdym boku réwnolegtoboku budujemy
nazewnatrz kwadrat; dowie$¢ ze $rodki tych czterech
kwadratéw sg wierzchotkami nowego kwadratu.

16. Rysunek 59 przedstawia schemat wagi do
listbw. Opisaé sposdb dziatania wagi i wyjasni¢, dlaczego
pret, podtrzymujacy szalke, jest zawsze pionowy?

17. Rysunek 60 przedstawia schematycznie t. zw.
wage Robervala. Wyjasni¢, dlaczego szalki wagi pozostaja
zawsze poziome.

18. Cztery sztywne prety AD, FB, EF, ED osa-
dzamy na zawiasach w punktach E, F, C, D (rys. 61).
Jak nalezy dobra¢ dtugos$¢ pretéw i gdzie umiesci¢ zawias C, zeby przy rozsu-
waniu punktéw A, B prosta FD byla zawsze réwnolegta do AB i zeby punkty
E, C kreslity prostopadtg do AB?

Rys. 61.
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19. Rysunek 62 przedstawia schematycznie (w przekroju) regulator ma
chiny parowej. Opisa¢ spos6b dziatania przyrzadu i wyjasni¢, jak wielkie powinny
by¢ prety i jak nalezy umiesci¢ zawiasy, zeby unikna¢ zbytecznego tarcia piers-
cienia LN o pret CHI1

Rys. 63 przedstawia taki sam regulator, widziany zboku.

20. Odcinek #gczacy S$rodki dwoéch bokéw trapezu, jest réwnolegty do
obu jego podstaw i réwna si¢ potowie ich sumy.

20a. Odcinek, taczacy $rodki dwoch przekatnych trapezu, jest réwnolegty
do obu podstaw trapezu i réwna sie potowie ich roéznicy.

21. Jezeli kazda z przekatnych trapezu dzieli na potowy jeden jego kat
woéwczas trapez ma trzy réwne sobie boki.

Zbudowaé réwnolegtobok, majac dane:

22. e/, 23. 0, 0 & (o, N)* 24. (/> d).
25 .d < @A V)- 26-A°* V 27. A> Vv

28. Dane sg dwa punkty A, B i prosta m; zbudowaé prostg réwnolegty
do m i przechodzacg w réwnej odlegtosci od punktéw A i B.

29. Dane sa trzy punkty A, B, C, nie lezagce na jednej prostej; przez A
poprowadzi¢ prostg tak, by odcinki, poprowadzone do tej prostej z punktéw
By C i jednakowo do niej nachylone, byly sobie réwne.

Czy zadanie jest mozliwe, jezeli A, B, C leza na jednej prostej?

30. Dane sa trzy punkty A, B, C, nie lezace na jednej prostej; zbudowac

*) Wysokoscig roéwnolegtoboku nazywamy odlegto$¢ jednego jego boku
od boku przeciwlegtego. Wobec tego réwnolegtobok ma, wogéle méwigc, dwie
rézne wysokosci.
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prosta rowno odlegta od wszystkich trzech punktéw. Ile rozwigzan posiada
zadanie?
Zbudowa¢ romb, majac dane:

31. e f. 32. a, (a, e). 33. A, ha, 34. e («» €).

35. Zbudowa¢ kwadrat tak, by jedna jego przekatna lezata na danej
prostej i jeden bok przechodzit przez dany punkt. lle rozwigzan posiada zadanie?
Jaki warunek moznaby doda¢ tak, by zadanie posiadato 1 rozwigzanie?

36. Dane sg trzy punkty A, M, N, nie lezace na jednej prostej; zbudowacd
kwadrat ABCD tak, by punkt M lezat na boku a (lub na jego przedtuzeniu),
punkt za§ N na boku c (lub na jego przedtuzeniu).

Cwiczenia XI. Wszystkie zadania konstrukcyjne rozwigzywaliémy zapo-
moca dwoch przyrzadéw: linjatu i cyrkla. Mozna jednak postugiwaé sie innemi
przyrzadami, np. ekierka i linjatem Ilub tez dwiema ekierkami.

Ekierka, jest to deseczka, majaca ksztalt trojkata prostokatnego. Nadaje
sie ona specjalnie do kreslenia prostopadtych
i rownolegtych. Kreslenie prostopaditych nie
wymaga specjalnych wyjasnien; co sie tyczy
kreslenia réwnolegtych, to mozemy postapic¢
w spos6b nastepujacy:

Chcac przez punkt M poprowadzié¢
réownolegta do prostej A B, przykladamy
brzeg ekierki do tej prostej, do drugiego
brzegu ekierki przyktadamy linjat i przesu-
wamy ekierke wzdtuz linjatu (rys. 64), az
natrafimy na punkt M.

Postugujgc sie wytgcznie linja-
tem i ekierka (a wiec 'kre$lac proste,
proste réwnolegte i proste prostopadie), Rys. 64.
rozwigza¢ nastepujgce zadania:

1. Na prostej m dany jest odcinek AB\ wykresli¢ odcinek réowny AB
i réwnolegty do niego.

la. Przy tern samem zatozeniu, co w poprzedniem zadaniu, odtozy¢ na
prostej m odcinek réwny AB.

W szczegdlnosci podwoié, potroié,... odcinek AB.

2. Podzieli¢ dany odcinek AB na 3 réwne czesci.

3. Zbudowacd tréjkat réwnoramienny.

4. Podwoi¢ kat dany.

Nastepujagce trzy zadania wymagajg znajomosci figur symetrycznych lub
tez wilasnosci katéM, wpisanych w koto.

5. Zbudowaé¢ punkt symetryczny z punktem A wzgledem danej osi m.
[Wskazowka: na m obieramy dowolnie punkty B, D, wykreslamy réwnolegto-
bok ABCD, przez C prowadzimy p\m> wreszcie AA" J_ p\

6. Podzieli¢ kat dany na potowy.

7. W koncu danego odcinka AB poprowadzi¢ prosta m i na niej odtozy¢
AX=AB.
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ROZDZIAL V.

0 figurach symetrycznych.

§ 90. Jezeli punkty A, ASlezg po dwdch stronach prostej
m tak, ze prosta m jest prostopadta do odcinka AA' i dzieli go
na potowy, woéwczas powiadamy, ze punkty A, A' sg z soba sy-
metryczne wzgledem osi m. Jezeli majac dany punkt A i o0$
symetrji m, budujemy symetryczny z nim punkt A\ wodwczas po-
A wiadamy, ze przeksztatlcamy A na punkt
A, symetryczny z nim wzgledem osi m.
Rzecz jasna, ze jezeli A zostat prze-
ksztatcony symetrycznie na A, woéwczas
mozemy tez odwrotnie uwazaé A za prze-
A ksztatcenie symetryczne punktu A . Punkt A
Rys. 65. nazywamy niekiedy obrazem symetrycznym

punktu A'f i odwrotnie.

Okreslenie. Dwie figury nazywamy symetrycznemi wzgledem
osiy jezeli kazdemu punktowi jednej figury odpowiada punkt dru-
giej figury, symetryczny z nim wzgledem tej osi.

Zauwazmy, ze jesli mamy dany dowolny punkt A i 0$ sy-
metrji, wowczas istnieje tylko jeden punkt Aj syme-
tryczny z punktem A wzgledem tej osi. Spostrzezenie
to pozwoli nam z tatwoscia odwracaé twierdzenia, ktére zaraz
poznamy.

§ 91. Twierdzenie. Jezeli dwie pdlproste, wychodzace z tego

A samego punktu na osi, lezg po dwoch

stronach tej osi i sg do niej jednakowo

nachylone, woéwczas pétproste sg z sobg
symetryczne wzgledem tej osi.

Istotnie, jezeli z dowolnego punktu

A jednej potprostej poprowadzimy pro-

stopadtg AK do osi m, otrzymamy

trojkat réwnoramienny /\NAO A

(gdyz wysokos¢ jego OK jest zarazem

dwusieczng kata AOA), musi wiec by¢ AK=KA i punkty
A, A *muszg by¢ z sobg symetryczne wzgledem osi m.

Poniewaz dla kazdego punktu istnieje tylko jeden punkt
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symetryczny z nim wzgledem danej osi m, zatem musi by¢
prawdziwe nastepujgce twierdzenie przeciwne:

Twierdzenie przeciwne. Zaden punkt ptaszczyzny, nie le-
zacy na polprostej OA\ nie moze by¢ symetryczny z jakimkol-
wiek punktem potprostej OA.

Mamy tedy prawo twierdzi¢, ze obrazem symetrycznym pot-
prostej OA wzgledem osi m jest potprosta OAr tak potozona, ze
<£ AOK = A'OK.

§ 92. Twierdzenie. Obrazem symetrycznym odcinka jest
réwny mu odcinek. Twierdzenie jest oczywiste dla odcinkéw ta-
kich, jak OA lub OA" ktorych jeden koniec lezy na osi symetrji.
Chcac dowies¢ twierdzenia w przypadku ogélnym, wystarczy za-
uwazyé¢ (rys. 66), ze AB — AO — BO = A'0 — BO —AB".

§ 93. Twierdzenie. Obrazem symetrycznym prostej réwno-
leglej do osi jest druga prosta réwnolegla do osi i lezaca po dru-
giej jej stronie w tej samej od niej odlegtosci, co i pierwsza prosta.

§ 94. Twierdzenie. Obrazem symetrycznym trojkata jest
réwny mu trojkat.

Kazde dwa odcinki, majgce spoiny
koniec, musza sie przeksztatcaé na dwa
odcinki o spélnym koncu, zatem obra-
zem trojkata jest tréjkat. Na mocy
twierdzenia § 92 mamy

AB = AB1 AC = A'C, BC = BC,

a wiec ABC = AB C. -

Whniosek. Obrazem symetrycznym Rys. 67.
wielokata jest réwny mu wielokat.

§ 95. Istnieje inny jeszcze rodzaj symetrji. Jezeli mianowicie
punkt O dzieli na potowy odcinek A A, wodwczas powiadamy, ze
punkty A, A sa symetryczne z soba wzgledem s$rodka O.

Dla kazdego punktu istnieje tylko jeden punkt syme-
tryczny z nim wzgledem danego Srodka O.

8 96. Twierdzenie. Jezeli odcinek przeksztatcimy symetrycz-
nie wzgledem S$rodka, otrzymamy rowny mu odcinek.
Niech bedzie dany odcinek AB i Srodek symetrji O. Lg-
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czac punkty A, B ze Srodkiem O i odkladajgc OB'= OB, OA'= OA,
otrzymujemy odcinek AB'. Powiadam, ze odcinek ten l-o0 réwna
sie odcinkowi AB i 2-0 jest z nim symetryczny wzgledem punktu O.

I-o Istotnie OA = OA', OB'= 05", AOB = <£ 05",
zatem A AOB= A AOB' i (5 = {'Z?".

2-0 Jezeli przez punkt C, obrany dowolnie na jednym od-
cinku, poprowadzimy prostg CO,
przetnie ona drugi odcinek w
punkcie C (gdyz lezy ona w kacie
~ AOBy a wiec i w wierzchot-
kowym kacie <€: A'OB"), przyczem
musi by¢ OC = OC, poniewaz
mamy

AOC = < ,'OC,
<£ECAO = CAO, ON = OA,

czyiAfOC = AN'OC".

§ 97. Twierdzenie. Figura symetryczng z danym tréjkatem
wzgledem danego $rodka jest rowny mu tréjkat.
Wynika z powyzszego twierdzenia i z pewnika 11/.

§ 98. Pomiedzy temi dwoma rodzajami symetrji istnieje
bliski zwiazek, o ktorym moéwi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Jezeli figure przeksztatcimy kolejno wzgledem
dwu prostopadtych do siebie osi symetrji, wéwczas punkt przecie-
cia tych osi bedzie srodkiem symetrji
dla pierwszej i dla ostatniej figury.
Niech bedg dane dwie prosto-
padte do siebie osie m i m'. Jezeli
punkt A' przeksztatcimy (wzgledem osi
m) na punkt A", ten za$ przeksztat-
cimy (wzgledem<osi m) na punkt A",
woéwczas A' i AiU musza by¢ z sobag
symetryczne wzgledem $rodka O.
Jakoz mamy odrazu

OA = OA" = OA™.
Pozostaje wykazaé, ze OA i OA" tworzg jedng prosta.
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Istotnie, <$1=<£2, <43 = <4
a wiec 1+ £:4 = <fc2 + <3 = katowi prostemu,
skad 41 +<72 + ~c3 + 4= katowi potpetnemu.

§ 99. MowiliSmy dotad o dwdch figurach symetrycznych
z sobg. Zdarza sie jednak, ze jaka$ figura skilada sie z dwoch
czesci rownych i tak wzgledem siebie potozonych, ze jedna z nich
jest do drugiej symetryczna wzgledem pewnej osi lub tez wzgle-
dem S$rodka. Przyktadami takich figur moga by¢ trdjkat réwnora-
mienny (w Kktérym osig symetrji jest dwusieczna kata miedzy
rownemi bokami) i réwnolegtobok (w ktérym Srodkiem symetriji
jest punkt przeciecia sie przekgtnych).

Osie i $rodek symetrji nazywamy elementami symetrji danej
figury.

Uwaga. tatwo jest przekona¢ sie doswiadczalnie, ze dwie (materjalne)
figury symetryczne wzgledem osi, pomimo ze sa sobie réwne, nie dadza sie
jednak doprowadzi¢ do przystania, jezeli porusza¢ je bedziemy w ich pta-
szczyznie: musimy jedng z nich wyja¢ z ptaszczyzny i odwréci¢ na drugg strone.
Natomiast dwie figury symetryczne wzgledem $rodka doprowadzi¢ mozemy do
przystania, jesli jedna z nich obrécimy ,(w jej ptaszczyznie) dokota s$rodka sy-
metrji o kat pétpeiny.

Cwiczenia X11.4) 1. Dana jest 0é symetrji m i punkty A, B po jednej jej
stronie oraz punkt A> symetryczny z”*A. Znalez¢ punkt symetryczny z B. [Wska-
zéwka: odwr6ci¢ spos6b budowania dwusiecznej, podany w ¢wicz. IV, 12 na
str. 34].

2. Dane sg dwie pary punktéw A, A oraz B, B* symetrycznych z sobg
wzgledem tej samej osi; wykresli¢ 0§ symetrji.

3. Czy dwie pary punktéw symetrycznych wystarczajg do rozwigzania
poprzedniego zadania, jezeli proste AB> AB* sa do siebie réwnolegte?

4. Dane sg: 0§ symetrji m, prosta b oraz dwa punkty A, A , symetryczne
z sobg (przyczem A nie lezy na prostej b); zbudowaé prosta 6', symetrycznag
zb. [Wskaz6éwka: dowolne dwa punkty prostej b przeksztalcamy symetrycznie].

5. Dany jest érodek symetrji O i dwie proste a, a', wzgledem niego sy-
metryczne; zbudowaé prostg ¢', symetryczng wzgledem O z dang prostg b.

6. Dany jest Srodek symetrji O i dwie proste a, a' wzgledem niego sy-
metryczne; zbudowaé punkt P', symetryczny wzgledem O z danym punktem P.
[Wskazéwka: przez punkt P prowadzimy dwie dowolne proste i przeksztat-
camy je symetrycznie].

7. Jakie sg elementy symetrji odcinka? dwoch réwnolegtych do siebie

*) Zadania Nr. 1—6 nalezy rozwigza¢ zapomocag linjatu; nie wolno
tedy postugiwaé sie w tych wypadkach cyrklem.
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odcinkéw? dwéch odcinkéw réwnolegtych i réwnych sobie? dwéch prostych
réwnolegtych? dwoéch prostych przecinajgcych sie?

8. Jakie sg elementy symetrji trojkgta réwnoramiennego? tréjkata réwno-
bocznego ?

9. Jakie sg elementy symetrji réownolegtoboku? rombu? prostokgta? kwa-
pratu? trapezu réwnoramiennego?

10. Dany jest réwnolegtobok i prosta m, przecinajgca dwa jego sasiednie
boki; wpisa¢ w niego drugi réwnolegtobok tak, by jeden bok tego nowego
réwnolegtoboku lezet na prostej m*).

11. Na danym réwnolegtoboku opisa¢ drugi réwnolegtobok tak, by jeden
jego wierzchotek lezat w danym punkcie P.

12. Dany jest réwnolegtobok i prosta m, nie przecinajgca jego konturu;
wykreéli¢ réwnolegta do m.

13. W dany trapez réwnoramienny wpisa¢ romb, jezeli mamy zaznaczony
na rysunku S$rodek jednego z nieréwnolegtych bokéw trapezu.

14. Dany jest prostokat wraz z swemi osiami symetrji i prosta m, nie
przechodzaca przez zaden wierzchotek prostokagta. Wykresli¢ romb. ktdrego je-
den bok lezatby na m i ktéry miatby obie osie symetrji spdlne z prostokatem.

15. W dany romb wpisa¢ prostokat tak, by jeden jego wierzchotek lezat
w danym punkcie [Wskazéwka: poréwn. zadanie 1].

ROZDZIAL VII.
0 pojeciu miejsca geometrycznego.

$ 100. Okreslenie. Miejscem geometrycznem punktéw, ma-
jacych pezung wlasnos¢, nazywamy figure, ktéra spetnia dwa na-
stepujace warunki:

1- o kazdy punkt tej figury posiada owg wtasnosc,

2-0 zaden punkt, nie lezacy na naszej figurze, nie posiada
tej wiasnosci.

Mozemy np. okrgg kolta nazwa¢ miejscem geometrycznem
punktow ptaszczyzny, réwno odiegtych od jednego punktu, zwa-
nego $rodkiem kota, gdyz: 1) wszystkie punkty odlegte sa od
$rodka o promien; 2) zaden inny punkt ptaszczyzny nie jest od-
legly od Srodka o promien.

Chcac tedy dowies¢, ze jakas figura jest miejscem geome-
trycznem punktéw majacych taka a taka wilasnos¢, musimy
dowie$s¢ dwoch twierdzen: prostego i przeciwnego.

*) Przy rozwigzaniu zadan Nr. 10— 15 wolno postugiwaé sie tylko
linjatem.
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Oczywista rzecz, ze zamiast twierdzenia przeciwnego mozemy do-
wie$¢ twierdzenia odwrotnego, poniewaz oba te twierdzenia sa
zawsze jednocze$nie prawdziwe lub jednoczesnie fatszywe*).*

§ 101. Twierdzenie. Miejscem geometrycznem punktéw pla-
szczyzny, rowno odleglych od koricow danego odcinka, jest oS sy-
metrji tego odcinka.

Jezeli prosta m jest osig odcinka AB, woéwczas

1) powiadam, ze jakkolwiek obierzemy na osi punkt C, zawsze
musi by¢ AC—CB, gdyz  ABC jest rowno- K
ramienny (dlaczego)?

2) powiadam, ze dla punktéw, nie le- I/
zacych na osi, réwnos¢ ta zachodzi¢ nie e
moze, a mianowicie dla kazdego punktu K L
ptaszczyzny, lezace z tej strony osi, z kto-
rej znajduje sie punkt A, musi zachodzi¢
nier6wnos¢ KA < KB.

Istotnie, jezeli poprowadzimy KL pro- Rys. 70.
stopadle do AB, woéwczas musi by¢ ATL//CD,

a wiec punkt L musi leze¢ po tej samej stronie osi, po ktorej
znajduje sie koniec A od-
cinka. Wobec tego mamy

AL < LB,
a wiec (§ 70)
KA < KB.
§ 102. Twierdzenie.
Miejscem geometrycznem
punktéw ptaszczyzny, réw-
no odleglych od ramion ka-
ta, jest dwusieczna tego kata.
Niech bedzie dany kat MAN i jego dwusieczna AC i niech
bedg CE X AM, CD J_AN.
I-o Dla kazdego punktu C tej dwusiecznej musi by¢ EC—CD,
gdyz A AEC= ACD (dlaczego?).

*) Zgodnie z tem moznaby nieco inaczej okres$li¢ miejsce geometryczne,
a mianowicie w nastepujacy spos6b: miejscem geometrycznem ounktéw posiada-
jacych pewng witasnos¢é, nazywamy figure, ktora spetnia dwa nastepujace warunki:
I-o kazda punkt figury posiada te wiasnos¢, 2-o kazdy punkt, majacy owa
wihasnosé, lezy na naszej figurze.
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2-0) Jezeli punkt C ptaszczyzny jest réwno odlegty od obu
ramion kata, wowczas punkt ten lezy na dwusiecznej, gdyz w troj-
katach prostokatnych ECA, ;)\ DCA

EC = CD, bok AC jest wspoiny,
a wiec £+tECA=N\DCA i "IEAC= <£CAD.

Whniosek. Miejsce geometryczne punktow ptaszczyzny, réowno
odleglych od dwoch przecinajacych sie prostych, skiada sie z dwoéch
dwusiecznych katéw, zawartych miedzy temi prostemi-

CGwiczenia XIII. 1. Miejsce geometryczne punktéw ptaszczyzny,
ednakowo odlegtych od danej prostej m, sktada sie z dwéch
prostych réwnolegtych do niej i symetrycznie wzgledem niej po-
tozonych.

2. Miejscem geometrycznem punktéw ptaszczyzny, jednakowo odlegtych
od dwoch prostych réwnolegtych, jest trzecia prosta, réwnolegta do nich i stano-
wigca ich 0§ symetrji.

3. Dany jest punkt A i prosta m, nie przechodzaca przez ten puukt;
znalez¢ miejsce geometryczne $rodkéw wszystkich odcinkéw, poprowadzonych
z punktu A do prostej m.

4. Z punktu A prowadzimy proste, przecinajgce prostg dang m w punktach
Bl, Bit B:i,... Na tych prostych odktadamy (po jednej, ktérejkolwiek stronie prostej
m) odcinki BIClI = 3ABX B>C2— 3/4Z?, AC3= 3ABU.. Jakie jest miejsce
punktéw Cu C2 C3,...?

5. Na ramieniu danego kata odktadamy, poczynajac od wierzchotka, do-
wolne odcinki kolejne, na drugiem za$ ramieniu odkfadamy (poczynajac réwniez
od wierzchotka) kolejne odcinki odpowiednio réwne poprzednim, wreszcie przez
konce réwnych odcinkéw prowadzimy réwnolegte do ramion kata. Jakie jest
miejsce geometryczne punktéw przeciecia sie tych réwnolegtych?

6. Mamy cztery prety, ktére tworzg réwnolegtobok ABCD. Prety AB,
AD pozostajg nieruchome, prety za$§ BC, CD przesuwamy tak, by l-o figura
ABCD byta zawsze rownolegtobokiem, 2-o zeby odcinki AB, AD zmianialy sie

zawsze w tym samym stosunku*). Jakie
jest miejsce geometryczne punktu C?
7. Réwnolegtobok  przegubowy
ABCD (rys. 72) poruszamy tak, iz bok
AB pozostaje nieruchomy, wierzchotek
za$ D kresli okrag kota. Jaka linje za-
kresla wierzchotek C? Czy takg samag
linje kresli kazdy punkt na boku CD?
na przedtuzeniu tego boku?
Czy przy kotach parowozu istnieje podobny mechanizm i do czego stuzy?

*) To znaczy, ze jesti odcinek AB wzrést (lub znalazt) n razy, wéwczas
odcinek AD musiat wzrosng¢ (lub zmale¢) n razy.
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ROZDZIAL VIII.

0 trdojkatach nieréwnych.

§ 103. Twierdzenie. Jezeli dwa boki jednego trdjkata réw-
najg sie odpowiednio dwom bokom drugiego, lecz katy miedzy
niemi zawarte nie sg sobie réwnef wowczas trzecie ich boki nie
sg rowne, a mianowicie wiekszy jest ten bok, ktéry lezy naprze-
ciwko wiekszego kata.

Rys. 73.

Niech bedg dane trojkaty A ABC, A A B'C takie, ze
AB = ABj BC= B'C\ ale ABC > AB'C \ powiadam, ze
woéwczas musi by¢ AC > AC".

Jakoz zbudujmy po drugiej stronie boku BC tréjkat
A CBA"= /\ C'B’A*). taczac punkty A i A j otrzymamy tréjkat
réwnoramienny A ABA' tak, iz dwusieczna jego BD musi by¢
osig odcinka AA". Ale dwusieczna ta lezy niewatpliwie wewngtrz
kata CBA (dlaczego?), wobec czego punkty C i A’ lezg
po jednej stronie osi symetrji odcinka AA™",
a wiec musi by¢ (8 101) AC > CA"
lub, co na jedno wychodzi, AC > A'C".

§ 104. Wezmy pod uwage dwa trojkaty A ABC, A ABC
w ktérych b = b', ¢ = c. Twierdzenia dowiedzione w 8§ 46 i 103,
powiadajg, zef

*) Gdyby$my mieli do czynienia z figurami materjalnemi, powiedzielibysmy:
przysunmy tréjkat A B40 do trojkata ABC tak, by réwne ich boki BACr
i BC przystaty do siebie.
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jezeli mamy A = /1', o musi by¢ a= aj
» o] N =£/4, w , a a9
” ” <tA4< <£ 4, , , , a<a.

Mamy tu znéw przykiad t. zw. ukladu zamknietego twierdzen
(str. 50). Istotnie, poréwnywujac z sobg katy i <€EA]j mo-
zemy uczyni¢ o nich tylko trzy przypuszczenia: alb©® A > A j
albo A<jAj albo A = A'. Wszystkie te trzy przypuszczenia na-
wzajem wylaczajg sie, a ptynace z nich wnioski réwniez wylaczaja
sie wzajemnie. Wobec tego, na mocy zasady Il o odwraca-
niu twierdzen (str. 49— 50), mamy prawo wypowiedzie¢ na-
stepujace

Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 103). Jezeli dwa boki
iednego tréjkata rownaja sie dwom bokom drugiego, lecz trzecie
ich boki nie sg sobie réwne, wéwczas kat przeciwlegly wiekszemu
bokowi jest wiekszy.

Owiczenia XIV. 1. Powtérzyé dowodd twierdzenia § 103-go w przypadku,
gdy suma katéw ABC -f- OBIA jest wieksza od kata pdétpetnego.

2. Dowie$¢, ze w réwnolegtoboku przekatna, taczaca wierzchotki katéw
ostrych, jest wieksza od przekatnej, taczacej wierzchotki katéw rozwartych.

3. W czworoboku ABCD mamy AB = CD, ale przekatna BD jest wigksza
od przekatnej AC\ dowies¢, ze DCZ? > <£ CBA.

4. W czworoboku ABCD mamy AB = CD, ale zarazem <“(BAD > ~"CADC;
dowie$é, ze woéwczas musi by¢ kat BCD > CBA.

5. W trojkacie A ABC, w ktérym AB < ~MC, poprowadzono $rodkowg AD ;
dowies¢ ze kat ADB jest ostry.

6. W poprzedniem zadaniu obieramy na $rodkowej AD dowolny punkt E
i taczymy go z wierzchotkami B, C; ktéry z dwéch odcinkéw : BE czy CE jest
wiegkszy ?

ROZDZIAL IX

0 kole.

A. 0 réznych potozeniach prostej wzgledem kota.

§ 105. Twierdzenie. Srednica, prostopadta do cieciwy, dzieli
ja na potowy.

Niech bedzie dana cieciwa AB i srednica OC do niej pro-
stopadta w punkcie D\ powiadam, ze AD —DB.
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Istotnie, kréjkat /\ AOB jest réwnoramienny, przyczem
OA = OBy a wiec wysoko$¢, poprowadzona z wierzchotka O,
musi by¢ zarazem Srodkowa.

§ 106. Powyzsze twierdzenie posiada dwa zatozenia, mozna

mu mianowicie nada¢ posta¢ nastepujaca: c
zatozenie 1. jezeli prosta prze-

chodzi przez srodek kota,
zatozenie II. jezeli prosta ta jest

prostopadta do cieciwy,

wniosek: woOwczas prosta dzieli
cieciwe na potowy.

Muszg wobec tego istnie¢ dwa twier-
dzenia odwrotne:

Twierdzenie odwrotne (wzgledem
§ 105). | Prostopadia, wystawiona w $rodku cieciwy, przechodzi
przez Srodek kota.

Il Srednicat dzietaca ciecive na potowy, jest do tej cieciwy
prostopadia.

Prawdziwos¢ obu twierdzenn odwrotnych wynika z faktu, ze
A AOB (rys. 74) jest réwnoramienny. [Poréwn. § 58, str. 42].

Whniosek. Kazda $rednica jest osig symetrji okregu.

§ 107. Twierdzenie. Wszystkie punkty cieciwy9 z wyjatkiem
jej koricowy leza wewnatrz kota, wszystkie za$ punkty, lezace na
przedtuzeniu cieciwy, znajduja sie zewnatrz kota.

Istotnie, jezeli D jest Srodkiem cieciwy AB i jezeli M jest
dowolnym punktem cieciwy, byle
roznym od jej koncow, wowczas
mamy

MD<DBYy
a wiec OAf< GB (na mocy § 70).

Wobec tego punkt M lezy
wewnatrz Kkota.

Jezeli natomiast punkt K
lezy na przedtuzeniu cieciwy,
wéwczas DK>DB (dlaczego?), a wiec i OK> OB} czyli
odlegtosé punktu K od $rodka kota jest wieksza od promienia,
wobec -czego K lezy zewnatrz kota.
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§ 108. Twierdrenie. Srednica jest wieksza od kazdej innej
cieciwy.
Istotnie, w  ABO (rys. 75) mamy
AO + OB>ABf
ale suma AO + OB réwna sie $rednicy kota.

§ 109. Twierdzenie. Prosta, przechodzaca przez dowolny
punkt wewnetrzny kota, przecina jego okrag w dwoch punktach.

Niech bedzie dane koto, kunkt wewnetrzny A i dowolna
prosta m, przechodzaca przez ten punkt.

Po obu stronach punktu A odktadamy odcinki AB, AB* rowne
srednicy kota. Punkty B, B‘ lezg niewatpliwie zewnatrz kota, gdyz
Srednica jest wieksza od kazdej cieciwy, przechodzacej przez punkt
A. Mamy tedy na prostej m dwa odcinki AB, AB\ ktore taczg
punkt A, lezacy wewnatrz kota, z punktami zewnetrznemi B, Z7,

a wiec na mocy pewnika Vic
kazdy z tych odcinkéw musi przecigé
okrgg w jednym punkcie.

$ 110. Twierdzenie. W tem sa-
mem kole (lub w réwnych kotach)
cieciwy, jednakowo odleglte od Srodka,
sgq sobie rowne.

Jezeli poprowadzimy ze Srodka
kota prostopadte OZ), OC do dwéch
danych cieciw i jezeli OD = OC, wéw-
czas A AOC= /N\OBD (dlaczego?),

zatem BD = AC. Ale BD i ,40 sg to potdwki cieciw BB* i ,4,4'
skoro wiec potéwki réwnajg sie sobie, to i cieciwy BB' i ,4,4'
musza by¢ sobie réwne.
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§ 111. Twierdzenie. Z dwodch cieciw tego samego kota (lub
réwnych koéb) wieksza jest ta, ktérej odlegtos¢ od srodka kota jest
mniejsza.

Jezeli do danych cieciw AA', BB* poprowadziliSmy ze $rodka
kota prostopadie OC, OD i jezeli OC> OD,
wowczas powiadam, ze musi by¢ AA < BB'".

Jakoz poréwnajmy z sobg dwa troj-
katy prostokagtne : OCA", ODB'. Maja
one réwne przeciwprostokatne (OA — OB'),
ale OC > OD, zatem na mocy ¢wiczenia
VI, 11, str. 52, musi by¢ CA' < DB'. Stad
wynika, ze AA* < BB"

§ 112. W dwdch poprzednich twier-
dzeniach mamy znéw przykiad ukladu za-
mknietego. Istotnie, oznaczajac przez a i a' cieciwy, przez h i h'
ich odlegtosci od Srodka kota, mamy:

jezeli h— W,wéwczas a = a,
» hy* h, " a< a,
” h< K, a> a'\.

O odlegtosciach h, W mozna uczyni¢ tylko trzy wymienione
przypuszczenia, ktdre sie wzajemnie wylgczajg; tak samo wyla-
czajg sie nawzajem wnioski z nich plynace, a wiec na mocy
zasady Il o odwracaniu, twierdzen (str. 49—50) musza
byé prawdziwe nastepujgce twierdzenia odwrotne.

Twierdzenia odwrotne (wzgledem 88110, 111). . W tem
samem kole (lub w réwnych kolach) réwne cieciwy sg jednakowo
odlegte od srodka kota.

Il. W tem samem kole (lub w réownych kotach) wieksza
cieciwa lezy blizej srodka kota

§ 113. Okreslenie. Prosta, majaca z okregiem kola tylko
jeden punkt spoiny, nazywa sie styczng do kota (lub do okregu).

Musimy, oczywiscie, wykaza¢ mozliwos¢ istnienia takiej pro-
stej ; w tym celu najlepiej postapimy, jezeli podamy sposob bu-
dowania prostej, majacej z okregiem tylko jeden punkt spoiny.
Taki whasnie jest sens nastepujacego twierdzenia.

§ 114. Twierdzenie. Prostopadia do promienia, poprowadzona
przez jego koniec, jest styczng do kota

Geometrja elementarna. 6
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Niech bedzie dany promien OA i prosta m, prostopadta do
niego w jego kohcu A. Punkt A niewatpliwie lezy na okregu
kota, natomiast kazdy inny punkt tej pro-

stopadtej, np. By musi leze¢ poza kotem,

gdyz OB jest pochytg, OA za$ prosto-

padia do m, awiec musi by¢ OB > OA.

§ 115. Twierdzenie. Prosta, ktorej
odlegtos¢ od srodka jest mniejsza od pro-
mienia, przecina okrag w dwoéch punktach.

Jezeli mamy dang takag prostg my ze
prostopadta OA, poprowadzona do nigj
ze Srodka kota, jest mniejsza od promie-

nia, wowczas punkt A lezy wewnatrz kota, a wiemy juz (§ 109),
ze kazda prosta, przechodzgca przez
punkt wewnetrzny kota, przecina jego
okrag w dwodch punktach.

§ 116. Twierdzenie. Jezeli od-
leglos¢ prostej od Srcdka kola jest
wieksza od promienia, wowczas prosta
nie ma z okregiem ani jednego punktu

Rys. 80. spolnego.
Jezeli prostopadta OA, poprowa-
dzona ze $Srodka kota do prostej m, jest wieksza od promienia,
wowczas punkt A lezy zewnatrz kota.
B A Kazdy inny punkt tej prostej, np. punkt
B, tern bardziej lezy zewnatrz kota, gdyz
OB > OA (dlaczego?).

Okreslenie. Prosta, przecinajgca
okrag w dwoch punktach, nazywa sie
sieczna.

§ 117. Powyzsze trzy twierdzenia

tworza znéw uktad zamkniety. Oznaczmy

przez (O)r okrag danego kota, przez m

dang prosta, przez h odlegtos¢ jej od

srodka kota. Trzy twierdzenia, o ktérych mowa, mozemy tak
sformutowad:
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jezeli h —r, wobwczas( pi mmajg punkt
. h>r, ” (0)r i m nie majg wcale punktéw
« h< g ( i m maja dwa punkty spoétne.

Rzecz prosta, ze h=r, A> r, A< r sg to jedyne trzy przy-
puszczenia, jakie mozna uczyni¢ o odlegtosci prostej od Srodka
kota; wszystkie te trzy przypuszczenia wylgczajg sie nawzajem,
jak réwniez trzy ptyngce z nich wnioski, a wiec na mocy za-
sady I o odwracaniu twierdzen (str. 49—50) mamy
prawo wypowiedzie¢ nastepujgce trzy twierdzenia odwrotne:

Twierdzenia odwrotne. I. Styczna odlegla jest o promierh od
srodka kota. Albo innemi stowami: styczna jest prostopadta do
promienia, poprowadzonego do punktu stycznosci.

Il. Jezeli prosta nie ma punktéow spélnych z kotem, wowczas
odlegtosc jej od Srodka kola jest wieksza od promienia.

. Jezeli prosta ma dwa punkty spélne z okregiem, wowczas
odlegtos¢ jej od srodka kota jest mniejsza od promienia.

§ 118. Zadanie. Z punktu zewnetrznego poprowadzi¢ styczng
do danego kota.

Mozna z tatwoscig przewidzie¢, ze o ile zadanie posiada rozwigzania, musi
ich mie¢ dwa. Istotnie, prosta OP (rys. 82) jest osig symetrji figury danej, jesli wiec
istnieje styczna po jednej stronie osi, to musi istnie¢ symetryczna styczna po drugiej
stronie osi. Tak wiec z punktu P mozna poprowadzi¢ parzysta liczbe stycznych.
Ale dostrzegamy odrazu, po jednej stronie osi moze istnie¢ tylko jedna styczna.

Istotnie, niech précz stycznej PC istnieje druga styczna PX. Przypusémy,
ze X lezy na mniejszym z dwoch tukéw CD, t j. lezy wewnatrz zaréwno kata

COD, jak i kagta & CPO. W takim razie XOP < < COP, XPO < < CPO,
zatem * XOP+ * XPO < * COP+ * CPO.

Czy wobec tego katy -K OCP i OXP moga by¢ oba proste?

Niech bedzie dany okrag (O)r i punkt zewnetrzny P (rys. 82).
Zadanie bytoby rozwigzane, gdybysmy potrafili znalez¢ punkt
stycznosci C. Aby to uczyni¢ zauwazmy, ze trojkat OCP jest
prostokatny, jesli wiec utworzymy réwny mu tréjkat A CPA, otrzy-
mamy tréjkat rownoramienny A OPA, ktorego podstawa OA prze-
cina okrgg dany w poszukiwanym punkcie C.

Rozwigzemy tedy zadanie, jezeli potrafimy zbudowaé tréjkat
rownoramienny A OPA. Ot6z dwa jego wierzchotki O i P sg nam
dane, trzeci za$ wierzchotek A lezy: 1) na okregu (P)0, 2) na
okregu, zakreslonym z O promieniem dwa razy wiekszym od pro-
mienia kota danego (dlaczego?). Zadanie nasze ma tyle roz-

6~
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wigzan, ile punktéw wspélnych posiadajg dwa okregi (P)0 i(O) 2r.
tatwo dostrzec, ze tych punktéw wspélnych majg one zawsze dwa.

Istotnie, jezeli przedtuzenie promienia OP przecina w punkcie
B okrag (P)0, wéwczas mamy OB > 2r, skoro tylko OP> r. Tak
wiec punkt B lezy zewnatrz kota (0)2r, natomiast punkt O lezy
wewnatrz tegoz kola, a wobec tego okrgg (P)O, igczacy punkt
O z punktem B, przecina w dwéch punktach okrag (O) 2r (8§ 35,
str. 21). Nazwijmy te punkty przeciecia A i A'. taczac je z O,
otrzymamy dwa punkty stycznosci C i Cr.

Uczen sam sformutuje spos6b budowania stycznej z punktu

zewnetrznego.
8 119. Okreslenia. Normalng do kota (lub do okregu) nazywamy

kazdy odcinek, prostopadly do stycznej w jej punkcie stycznosci.
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Wobec tego kazdy promien kofa jest normalna, poprowadzong
ze srodka kota. Z kazdego innego punktu, nie lezacego na okregu,
mozna poprowadzi¢ dwie normalne: sg to mianowicie dwa odcinki,
lezace na $rednicy, przechodzacej przez ten punkt. Np. z punktu P
(rys. 83) mozemy przeprowadzi¢ normalne PA, PB. Z nich jedna,
PB przechodzi przez Srodek kota; przedtuzenie drugiej normalnej,
PA réwniez przechodzi przez $rodek kota.

§ 120. Twierdzenie. Z posrdéd wszystkich odcinkéw, jakie
mozna poprowadzi¢ z danego punktu do okregu kola, najwiekszym
odcinkiem jest normalna, przechodzgca przez srodek kotay najmniej-
szym zas normalna, ktérej przedtuzenie przechodzi przez srodek kota.

Niech bedzie dane koto O i punkt/~zewnetrzny lub wewnetrzny).
Niech PA, PB beda dwie normalne, PC za$ dowolna sieczna.

Z tréjkata A POC mamy OP 4- OC > PC,
ze za§ OC = OB, zatem PB > PC.

Z tego samego trojkata mamy

OC— OP < PC, jezeli punkt P lezy wewnatrz kota,

OP— OC < PC, jezeli punkt P lezy zewnatrz kota.

Poniewaz zas OC = OA, zatem w obu przypadkach mamy
PA < PC.

Cwiczenia XV. 1. Prosta nie moze mie¢ z okregiem wiecej niz dwa punkty spéine.

2. Na rysunku mamy dane koto, lecz nie znamy jego $rodka; znalez¢ ten Srodek.

3. Z dowolnego punktu P (lezacego wewnatrz lub zewnatrz kota) popro-
wadzono dwa réwne odcinki PA, PB, ktérych korice A, B lezg na okregu danego
kota; dowieé¢, ze dwusieczna kata <c APB przechodzi przez $rodek kota.

3a. Opierajac sie na poprzedniem zadaniu, znalez¢ $rodek danego kota.

4. Jezeli dwie réwne cieciwy przecinajg sie, woéwczas odcinki na jednej
z nich réwnajg sie odcinkom na drugiej.

5. Jezeli dwie réwne cieciwy przecinajg sie, woéwczas sg symetryczne
wzgledem $rednicy, przechodzacej przez ich punkt przeciecia.

6. W kole mamy dane dwie réwnolegte cieciwy AA’, BB'; dowiesé, ze
jesli proste AB, A'Br przecinajg sie w punkcie P, proste za§ AB', AB w punkcie
(2, woéwczas prosta PQ przechodzi przez srodek kota.

Oprze¢ na tern spos6b wyznaczania $rodka kota zapomoca linjatu i ekierki.

7. Daie jest koto O, $rednica MON, cieciwa AB oraz punkt A, syme-
tryczny z A wzgledem tej $rednicy. Postugujac sie tylko linjatem, poprowadzi¢
przez A cieciwe réwng AB.

8. Jezeli dwa kota sg spétsrodkowe (t.j. zostaty wykreslone z tego samego
$rodka), woéwczas na kazdej siecznej, przecinajacej oba kota, otrzymujemy dwie
pary réwnych odcinkéw.

9. Dane jest koto O, odcinek a i prosta m; poprowadzi¢, cieciwe, réwno-
legta do m i réwna odcinkowi a
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10. W poprzedniem zadaniu poprowadzi¢ cieciwe, prostopadtg do m i réwna n.

11. W poprzedniem zadaniu poprowadzi¢ cieciwe, nachylong do m pod
danym katem =€ a i réwng danemu odcinkowi a.

12. Przez dany punkt wewnetrzny kota poprowadzi¢ najkrotsza cieciwe.

13. Dane jest koto O, érednica AOB oraz dwa punkty C, D na okregu;
poprowadzi¢ przez te punkty cieciwy, jednakowo nachylone do $rednicy AOB.
Rozrézni¢ dwa przypadki: 1-o gdy C i D sa z sobg symetryczne wzgledem danej
$rednicy; 2-0 gdy nie sa symetryczne.

14. Do danego kota O poprowadzi¢ stycznag

a) jezeli jest dany punkt stycznosci *S

b) jezeli styczna ma by¢ réwnolegta do danej prostej m,

c) jezeli styczna ma by¢ prostopadta do danej prostej m,

d) jezeli styczna ma by¢ nachylona do danej prostej m pod danym katem

Zbudowa¢ tréjkat A ABC, majac dane: *)

15. a, r, h. 16. a.k. A. 17. h ,s, B.
18. a, ra, rb. 19. a, 20. a ¢ rb. crQ
21. a, ra, (a, sa). 22. 23. 0o, ryasfsc, c)

24. Zbudowa¢ troéjkat, majac dane a, 6, B.
Na dowolnej prostej odktadamy odcinek BC = a; znamy juz dwa wi-erz
chotki B, C trojkata; zadanie bedzie rozwigzane, jezeli znajdziemy trzeci wierz

Rys. 86.

chotek A. Otdéz ten trzeci wierzchotek lezy na ramieniu kata, zbudowanego przy
punkcie B i réwnego danemu katowi, a zarazem lezy w odlegtosci od wierzchotka C,
réwnajacej sie odcinkowi b. Stad wynika nastepujace
rozwigzanie: przy punkcie B budujemy kat réwny da-
nemu, a z punktu C, jako ze S$rodka, kreslimy koto

promieniem = b; wierzchotlek A musi by¢ punktem
przecigcia sie tego okregu z ramieniem kata - B.
Badanie, -0 Jezeli b > a, okrag nasz prze-
cina ramie kata (lub jego przedtuzenie) w dwdch
Rys. 87. punktach A} A'; otrzymujemy tedy dwa tréjkaty

*) W kazdem z tych zadan trzeba starannie zbada¢, ile mamy rozwigzan.
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/S CBA CBA, ale tylko pierwszy z nich odpowiada warunkom zadania, gdyz
< CBA' nie réwna sie katowi danemu — chyba, ze katy ~ CBA, CBA sa
proste (rys. 85 i 86).

2- o Jezeli b— a (rys. 84), woéwczas kat dany B musi by¢ ostry (d1
czego?) i mamy jedno rozwigzanie.
3- o Jezeli b < a (rys. 87), wowczas kat dany =B musi by¢ ostry (dl

czego?). Mamy w tym wypadku jedno lub dwa rozwigzania, lub wreszcie nie mamy
wcale rozwigzan, zaleznie od tego czy b— hc, czy tez b> hc, lub b < hc.
Streszczajac tedy wyniki powyzszego badania i oznaczajac kat prosty
literg 3, mamy:
I-0 jezeli by a oraz -c B~ 3, wowczas istnieje 1 rozwigzanie,
» b>a NE = 8 N 2 rozwigzania,

2- o jezeli b= & B < §, » 1 rozwigzanie,
., b—a *B> d, niema rozwigzan,
3- o jezeli b < & £j> 8 , w
n b<a * B < 8§ istnieje 1 rozw. przy b — hc

, 2rozw. przy b > hc
niema rozwigzan przy b < hc

Zbudowa¢ trojkat ABC, majac dane:
25. a, C, sb. 26. b, sb, * (a, sbh). 27. a, 0, (6, 5fc).
28. a, ua, C. 29. C, dO wua. 30. a, 5,

31. Dane jest koto O i punkt ~4; poprowadzi¢ w danem kole $rednice
ktérej odlegtos¢ od punktu A réwnataby sie danemu odcinkowi b.

32. Z kazdego punktu wewnetrznego mozna poprowadzi¢ do okregu dwa
rowne sobie odcinki; jezeli jednak z jakiego$ punktu mozna poprowadzi¢ wiecej
niz dwa réwne odcinki, wéwczas punkt ten jest Srodkiem kota. [Wskazdwka,
sprowadzenie do sprzecznosci].

33. Jezeli dwie cieciwy, przecinajac sie, dzielg sie na polowy, woéwczas sa
one obie S$rednicami.

34. Na mocy poprzedniego twierdzenia dowies$¢, ze jesti réwnolegtobok ma
nieréwne przekatne, woéwczas wierzchotki jego nie moga leze¢ na okregu kota.

35. Jezeli dwie przecinajgce sie cieciwy nie sg symetryczne wzgledem
$rednicy, poprowadzonej do ich punktu przeciecia, wéwczas cieciwy nie sg sobie
réwne, a mianowicie wiekszg jest ta, ktéra tworzy mniejszy kat ze S$rednica.

MIEJSCA GEOMETRYCZNE.

36. Znalez¢ i wykresli¢ miejsce geometryczne punktéw, odlegtych o dany
odcinek a od danego okregu. [Od pow.: sktada sie z dwoéch okregéw spétsrod-
kowych z danym. Czy zawsze?]

37. Jakie jest miejsce geometryczne S$rodkéw koét, przechodzacych przez
dwa dane punkty?
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37a. Wszystkie okregi, ktorych $rodki leza na danej prostej m i ktére
przechodzg przez dany punkt A, przechodzg jeszcze przez drugi staly punkt.

38. Znalez¢ miejsce geometr. $rodkéw két, stycznych do danej prostej
w danym jej punkcie.

39. Znalezé miejsce $rodkéw réwnolegtych cieciw w danem kole.

40. Znalez¢ w danem kole miejsce geom. $rodkéw réwnych cieciw.

41. Znalez¢ miejsce geom. $rodkéw kot, stycznych do dwu danych prostych.

42. Dane sg dwie proste przecinajgce sie iodcinek r; promieniem réwnym
r wykresli¢ koto styczne do obu danych prostych.

43. Mamy dane koto, a w niem stalg Srednice AB oraz réwnolegtg do
niej cieciwe CD. Niech M, N beda odpowiednio punktami przecigecia sie prostych
CB, AD, oraz prostych AC, BD. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw M,
N, jezeli cieciwa CD przesuwa sig, pozostajagc réwnolegta do AB?

B. 0 kotach, przechodzacych przez trzy punkty lub stycznych
do trzech prostych.

8§ 121. Twierdzenie. Trzy punkty, nie lezgce na jednej pro-
stej, wyznaczaja okrag kota

Innemi stowy: przez trzy punkty, nie lezace na prostej, prze-
chodzi zawsze okrag kota i zawsze tylko jeden okrag.

Istotnie, jezeli dane punkty A, B, C
nie lezg na jednej prostej, wdwczas osie
symetrji odcinkéw AB, BC muszg sie prze-
cig¢ (gdyz w przeciwnym razie linja ABC
nie bylaby tamana); niech O bedzie tym
punktem przeciecia. Punkt O jest réwno
odleglty od wszystkich trzech punktéow Ay
By C, poniewaz pierwsza 0$ symetrji jest

Rys. 88. miejscem geometrycznem punktéw rdéwno
odlegtych od A i B, druga za$ o$ jest
miejscem punktéow réwno odlegtych od B i C.

Whniosek. Dwa okregi nie mogg mie¢ wiecej niz dwa punkty
spolne.

§ 122. Okredlenia. Opisanym na wielokacie nazywamy
okrag kota, przechodzacy przez wszystkie wierzchotki wielokata.
Wpisanym w wielokgt nazywamy okrag kotay styczny do wszyst-
kich bokéw wielokagta. Wobec tego powyzsze twierdzenie da sie
jeszcze wystowi¢ w nastepujacy spos6b: na kazdym trojkacie
mozna opisa¢ koto, ale tylko jedno.
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|

§ 123. Twierdzenie. Dwusieczne katéw wewnetrznych trdj-
kata przecinajg sie w jednym punkcie. Punkt ten jest srodkiem
kota, wpisanego w tréjkat.

Niech bedzie dany ABC. Poprowadzmy dwusieczne ka-
tow ABC, <£ BAC. Przedewszystkiem powiadam, ze dwusieczne
te przecinaja sig, gdyz suma katéw jednostronnych wewnetrznych

WBA + BAW jest mniejsza od dwoéch katéw prostych
(dlaczego?).

Dalej, dwusieczna BW jest miejscem geometrycznem punk-

tow rowno odlegtych od bokéw a i ¢ tréjkata; tak samo dwu-

sieczna AW jest miejscem punktéow réwno odlegtych od bokdéw
c i by a wiec punt Wy w ktdorym przecinajg sie dwusieczne, musi
by¢ rowno odlegly od wszystkich trzech bokdw tréjkata.

Wynika stad: |-o0 ze dwusieczna trzeciego kata musi przejsc¢
przez punkt W, gdyz na niej leza wszystkie punkty réwno odle-
gte od bokéw a i b;

2-0 ze jesli z punktu W poprowadzimy prostopadtg do kto-
regokolwiek boku i odcinkiem, réwnym tej prostopadiej, zakre-
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slimy koto, wowczas koto to musi byé styczne do wszystkich
trzech bokéw tréjkata.

§ 124. Twierdzenie. Dwusieczne katéw zewnetrznych przy
ktorychkolwiek dwéch wierzchotkach trojkata i dwusieczna kata
wewnetrznego przy trzecim wierzcholku przecinajg sie w jednym
punkcie, ktory jest srodkiem kota stycznego do boku tréjkata i do
przedtuzenia dwu drugich bokdw.

Np. dwusieczne BWa, CWaoraz AWa spotykaja sie w jed-
nym punkcie. Dowdéd przeprowadzi czytelnik sam, wzorujgc sie na
dowodzie poprzedniego twierdzenia.

Uwaga. Powyzsze dwa twierdzenia mozna uja¢é w jedno nastepujace.

Twierdzenie. Miejsce geometryczne punktéw ptaszczyzny, réwno odlegtych
od trzech prostych, ktére przecinajg sie parami w trzech punktach nie lezgcych
na jednej prostejy sktada sie z czterech punktéw.

Sg to na rys. 89 punkty W, Wa, Wb, Wc.

Okreslenie. Trzy kota, o ktérch mowa w twierdzeniu niniejszego pa-
ragrafu, nazywamy zawpisanemi w tréjkat ABC.

8§ 125. Przygladajgc sie rysunkowi 89, dostrzegamy ciekawy
fakt. W trojkacie A Wa Wb Wc odcinki AWa BWh CWc sg wyso-
kosciami (dlaczego?); przed chwilg widzieliSmy, ze przecinajg
sie one w jednym punkcie W, gdyz sg zarazem dwusiecznemi
w tréjkacie A ABC. Jezeli na tym samym rysunku wezmiemy pod
uwage jakikolwiek inny tréjkat, np. rozwartokatny A ~ MW, do-
strzezemy réwniez, ze trzy jego wysokosci przecinajg sie w jednym
punkcie, mianowicie w punkcie Wx¥*).

Powstaje pytanie, czy dostrzezona wiasno$¢ jest ogoélna ?
czy w kazdym tréjkacie trzy wysokosci przecinajg sie w jednym
punkcie ?

Dowiedziemy zaraz, ze odpowiedz na to pytanie wypada
twierdzgco.

§ 126. Twierdzenie. Trzy wysoko$ci trojkata przecinajg sie
w jednym punkcie (ktéry nazywa sie ortocentrem tréjkagta)-

W trojkacie danym A ABC prowadzimy dwie wysokosci
AAtL i BB\ taczymy punkty A i Bri budujemy katy <€ BB'C’
i~ AAC, odpowiednio réwne katom BBIA/ i <€ AAB\
W ten sposéb otrzymujemy tréjkat A AB'Cr.

Przedewszystkiem dowiedziemy, ze wierzchotek C4tego tréj-

8§ Nalezy zbada¢ inne tréjkaty na tym samym rysunku.
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kata lezy na prostej AB. Istotnie, w trdjkacie A A'B'C prosta
AA' jest dwusieczng wewnetrzna, prosta zas AC, jako prostopadta
do dwusiecznej wewnetrznej BB,
musi by¢é dwusieczng zewnetrzna.
Na mocy twierdzenia § 124 przez
punkt A musi przejs¢ dwusieczna
kata zewnetrznego przy wierz-
chotku C\

Tak samo BB' jest dwu-
sieczng wewnetrzng, a BC dwu-
sieczng zewnetrzng, a wiec przez
B musi przej$¢ dwusieczna kata
zewnetrznego przy wierzchotku
C. Jak widzimy, dwusieczna tego kata zewnetrznego przechodzi
jednoczesnie przez A i przez B, a wiec zlewa sie z prostg AB
i wierzchotek C' musi leze¢ na tej prostej.

Jezeli teraz poprowadzimy dwusieczng kata wewnetrznego

A'C'B’, musi ona przejs¢ zaréwno przez,// (8 123), jak przez

C (8 124), a pr6cz tego musi by¢ prostopadta do AB, zatem
jest ona zarazem trzecig wysokoscig w tréjkacie ABC.

Tak wiec wszystkie trzy wysokosci przecinajg sie w jednym
punkcie H.

Przytaczamy tu inny jeszcze dowéd, podany przez matematyka nie-
mieckiego Gaussa.

Przez wierzchotki tréjkagta A ABC poprowadzmy réwnolegte do przeciw
leglych bokéw. Tworza one nowy tréjkat
A A'B4C', przyczem punkty A, B, C, sa A
Srodkami bokéw nowego trojkata.

Istotnie, figura ABCB' jest réwno-
legtobokiem, a wigc B'C=AB. Ale figura
ABA'C jest tez réwnolegtobokiem, zatem
AB = CA', skad B'C = CA'. W taki sam
sposéb dowiedziemy, ze B i A sg Srodkami
bokéw A C' oraz C'B"

Jezeli teraz w punktach A, B, C wy-
stawimy prostopadte do bokéw tréjkata
A AB'C, muszag one przecig¢ sie w jednym punkcie, a to na mocy twierdzenia
§ 121. Ale te same prostopadte sg zarazem wysokosSciami w tréjkacie A ABC
(dlaczego?), zatem wysokosci trdjkata przecinaja sie w jednym punkcie.

c

§ 127. W ten spos6b poznaliSmy juz cztery rodzaje punktéw osobli-
wy ch tréjkata:
Srodek ciezkosci G, t. j. punkt przeciecia sie trzech $rodkowych (§ 81)
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ortocentr H, t. j. punkt przecigcia sie trzech wysokosci (§ 126);

Srrdek kota opisanego O, t.j. punkt przecigcia osi symetrji bokéw (§ 121):

Srodek kota wpisanego W, t.j. punkt przecigcia dwusiecznych wewnetrznych
(8 123);

3 drodki kot zawpisanych Wa, Wb, Wc, z ktérych kazdy jest punktem
przecigcia dwéch dwusiecznych zewnetrznych i jednej wewngtrznej (§8 124).

W celu tatwiejszego porozumienia sie bedziemy je stale oznaczali temi
samemi literami.

Cwiczenia XVI. 1. Zbudowaé tréjkat, majac dane na rysunku spodki
trzech jego wysokosci.
2. Zbudowaé tréjkat, majac dane na rysunku S$rodki trzech jego bokoéw.

Zbudowa¢ tréjkat ABC, majac dane:
3. A, byp. 4. A, By p. 5 A, hb.p

6. Suma odlegtosci trzech wierzchotkéw tréjkata od dowolnej prostej, nie
przecinajacej konturu tréjkata, jest trzy razy wieksza niz odlegto$¢ Srodka ciez-
kosci tréjkata od tej samej prostej.

Jak nalezy zmieni¢ wystowienie twierdzenia, aby pozostato ono prawdziwe
i woéwczas, gdy prosta przecina kontur tréjkata?

7. Jezeli w ABC ze $rodka kazdego boku poprowadziliSmy prosto-
padte do dwu bokéw, woéwczas I-o0 prostopadie te przecinajg sie parami na wy-
sokosciach tréjkata /\ ABC; 2-0 prostopadie, poprowadzone do tego samego
boku, sa sobie réwne i kazda z nich réwna sie potowie odpowiedniej wysokosci
trojkata ABC; 3-0 punkty przeciecia sie prostopadltych sa punktami
Eulera*) w trojkacie ;A ABC.

C. 0 potozeniu dwoch kot wzgledem siebie.

§ 128. Okreslenie. Linja srodkow dwoch kot bedziemy na-
zywali prostg, tgczacqg ich. srodki.

Odlegtoscia srodkow dwdch kot bedziemy nazywali odcinek,
taczacy ich Srodki.

§ 129. Poniewaz kazda $rednica jest osig symetrji kota, za-
tem linja Srodkow dwu kot jest osig symetrji obu tych két. Stad
wynika bezposrednio prawdziwo$¢ nastepujgcego twierdzenia.

Twierdzenie. Jezeli dwa okregi maja spoiny punkty lezacy
po jednej stronie linji Srodkéw, woéwczas maja drugi jeszcze punkt

spoiny, symetryczny z pierwszym wzgledem linji srodkow.

*) Punktem Eulera nazywamy punkt, ktéry dzieli na potowy cze$¢ wyso-
kosci, zawartag miedzy ortocentrem trojkagta a wierzchotkiem.
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§ 130. Twierdzenie. Jezeli dwa okregi majg punkt spoing
lezacy na linji Srodkdw, wowczas nie majg zadnych innych
punktéw spolnych.

Istotnie, gdyby okregi dane O, O' mialy punkt spoiny A,
lezacy na linji $Srodkéw, a précz tego inny jeszcze punkt B> nie
lezacy na tej linji, wéwczas (na mocy poprzedniego twierdzenia) mia-
tyby jeszcze trzeci punkt spoiny B\ symetryczny z punktem 5,
a wiec nie mogtyby by¢ dwoma rdznemi okregami, lecz musiatyby
zlewaé sie (na mocy jakiego twierdzenia?).

Jezeli natomiast przypuscimy, ze kota O, O' majg dwa punkty
spélne A, B, lezace oba na linji $Srodkéw, woéwczas majg spoing
Srednice AB, a wiec zlewajg sie.

Okreslenie. Jezeli dwa okregi majg tylko jeden punkt spoiny,
powiadamy, ze sg one do siebie styczne, przyczem rozroz-
niamy dwa rodzaje stycznoS$ci: wewnetrzng i ze-
wnetrzng stosownie do tego, czy jeden z tych okregéw lezy
wewnatrz drugiego, czy tez k&zdy z nich lezy zewnatrz drugiego
(rys. 93 i 95).

§ 131. Twierdzenie. Jezeli odlegtos¢ srodkéw dwoéch okre-
géw jest wieksza od sumy
ich promieni, wéwczas okre-
gi nie maja wcale punktow
spolnych.

Niech bedg dane dwa
kota O, O'. Oznaczmy ich
promienie przez r, r, od-
legtos¢ za$ Srodkoéw przez RYS 92*
s. Przypusémy réwniez, ze
linja Srodkéw przecina nasze kota odpowiednio w punktach A,
B oraz A B"

Zgodnie z zatozeniem mamy :

S>r+r,

a wiec: OA4—s —rl> r

Widzimy tedy, ze punkt A lezy zewnatrz kota O‘ a ponie-
waz OA jest normalna, poprowadzona z O do okregu O\ zatem
kazdy inny punkt O' tego okregu lezy tern bardziej zewnatrz
kota O, gdyz: OA < 0OC'.



94 O réwnosci i symetrji figur ptaskich.

§ 132. Twierdzenie. Jezeli odlegtos¢ Srodkéw dwoch okre-
géw roéwna sie sumie promieni, woéwczas okregi sg do siebie ze-
wnetrznie styczne.

Jezeli Ss=r4r,
wowczas okregi majg spoiny punkt A na linji srodkéw, a wiec sg
do siebie styczne.

Jezeli na okregu O' obierzemy dowolny punkt C', bedziemy

mieli nieréwnos¢ OA < OC'
(dlaczego?), okregi sa tedy
istotnie zewnetrznie styczne.

§ 133. Twierdzenie. Je-
zeli odlegtos¢ Srodkoéw jest
mniejsza od sumy9 lecz wigksza
od rdznicy promieni, wowczas
okregi majga dwa punkty spélne
(czyli przecinajg sie).

Zatozmy, ze r> r ize r—r < s< r+r.

Z pierwszej nieréwnosci
wynika, ze s+ r > r
czyli OO'+ OB'"'= OB> 19
zatem punkt B okregu O' lezy
zewngtrz kota O.

Z drugiej nieréwnosci
mamy s—r<r
czyli00' — O'A" — OA < 1,
zatem punkt A okregu O' znaj-
duje sie wewnatrz kota O.

Poniewaz okrag O' taczy dwa punkty A 9B, z ktérych je-
den lezy wewnatrz, drugi zewnagtrz okregu O, zatem okregi te

maja dwa punkty spélne (8 35, str. 21).

§ 134. Twierdzenie. Jezeli odle-
gtos¢ srodkéw rowna sie réznicy promieni,
wowczas okregi sg wewnetrznie do sie-
bie styczne.

Jezeli s=r—n
czyli r—s+ r — 00" O'A'y woéwczas
punkt A\ w ktorym linja srodkéw przecina

okrag Ofy musi leze¢ na okregu kola O.



O potozeniu dwéch ko6t wzgledem siebie. 95

Wszystkie inne punkty okregu O' muszg leze¢ wewnatrz
kota O, gdyz odlegtos¢ ich od punktu O jest mniejsza od nor-
malnej OA .

§ 135, Twierdzenie. Jezeli odlegtos¢ Srodkéw jest mniejsza
od roznicy promieni, wowczas okregi nie majg punktow spolnych
i jeden okrag zawiera sie catkowicie we-
wnatrz drugiego.

Jezeli s< r—r czyli OOKOA—O'A\
woéwczas mamy

OO0 + OA < K

a wiec punkt A lezy wewnagtrz kota O.

Poniewaz OA jest normalng, przechodzacg

przez sSrodek kota O' zatem 2z posrod Rys. 96.
wszystkich punktéw okregu O punkt A

jest najbardziej odlegty od punktu O. Stad wynika, ze wszystkie
inne punkty okregu O' tern bardziej muszag leze¢ wewnatrz kota O.

§ 136. Poréwnywujgc odlegtos¢ Srodkéw dwoéch kot z ich
promieniami, dowiedliSmy pieciu nastepujacych twierdzen:

jezeli s> t+ r, kazdy okrag lezy zewngtrz drugiego;

s= r+ r okregi sg zewnetrznie styczne do siebie;

r4r > s> r—r, okregi przecinajg sie w diuoch punktach;
. S—r—r, okregi sa wewnetrznie do siebie styczne;

s< r—r, jeden okrag lezy catkowicie wewnatrz drugiego.

Jak widzimy, wyczerpaliSmy tu wszelkie mozliwosci: innych
przypuszczern co do odlegtosci srodkéw dwu két uczynié nie mozna.
Poniewaz zaréwno wszystkie zatozenia naszych twierdzen, jak i pty-
nace z nich wnioski wylgczajg sie nawzajem, zatem wszystkie piec
twierdzen mamy prawo odwrdcic.

Czytelnik sam sformutuje te twierdzenia odwrotne.

§ 137. Mozemy teraz rozwigza¢ zasadnicze zadanie kon-
strukcyjne, dotyczace budowania tréjkatow.

Zadanie. Zbudowaé tréjkat tak, by boki jego réwnaly sie
trzem danym odcinkom a, 6, c.

UstaliliSmy poprzednio (8 68), ze kazdy bok tréjkata jest
mniejszy od sumy dwu drugich jego bokoéw, lecz wiekszy od ich
roznicy. Zadanie byloby niemozliwe do rozwigzania, gdyby dane
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odcinki a, b, ¢ nie spetlnialy tego warunku; przypusémy tedy, ze
warunek ow jest spetniony.
Na dowolnej prostej odktadamy odcinek a. W ten sposob
mamy juz wierzchotki B, C tréjkata. Z wierzchotkéw tych, jako
ze sSrodkéw, kreslimy kota (B)c
oraz (C)b. Na mocy § 133 okregi
tych kot przecinaja sie w dwéch
punktach, lezgcych symetrycznie
wzgledem linji $rodkéw B C.
Mamy tedy tréjkaty A 22A C
oraz A BA Cy lezace po dwoch
stronach linji Srodkéw i réwne
sobie; kazdy z nich odpowiada
warunkom zadania.

Uwaga. W 8§ 68 dowiedliSmy, ze w tréjkacie kazdy bok musi
by¢ wiekszy od roéznicy, lecz mniejszy od sumy dwu drugich bo-
kéw. PoznalisSmy wdéwczas warunek konieczny istnienia
tréojkata: o ile trzy jakie$ odcinki nie spetniajg tego warunku,
nie mozna z nich zbudowaé trojkata.

Pozostawato jednak do rozstrzygniecia pytanie: czy z kazdych
trzech odcinkdéw, spetniajacych powyzszy warunek, mozna zbudo-
waé trojkat? Innemi stowy: czy jest to zarazem warunek wy-
starczajacy do istnienia tréjkata, czy tez sg jeszcze jakie$ inne
warunki, ktorym muszg czyni¢ zados$¢ boki trojkata?

Konstrukcja niniejszego zadania wykazata, ze zadnych do-
datkowych warunkéw niema, ze wiec nieréwnosci

b—c<a<dé+ ¢

sg warunkiem koniecznym i wystarczajgcym do
istnienia trojkata.

Cwiczenia XVII. 1. Przez punkt dany na okregu poprowadzi¢ cieciwe,
rowng danemu odcinkowi

2. Z danego punktu zewnetrznego poprowadzi¢ sieczna, na ktérej koto O
wyznaczytoby cieciwe, réwng danemu odcinkowi a

3. Jakie jest miejsce geometryczne $rodkéw két o promieniu r, stycznych
do danej prostej AB?

4. Jakie jest miejsce geometryczne Srodkéw kot, zakreslonych promieniem
r i stycznych do danego kota O?

5. Dane sg dwa okregi O, O'; wykresli¢ trzeci okrag, styczny do dwu
danych i majacy promien réwny danemu odcinkowi r.
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6. Dany jest okrag O i prosta m; promieniem, réwnym danemu odcin-
kowi r, wykresli¢c okrag, styczny do danego okregu i do danej prostej. Zbadac
szczegbtowo zadanie w zaleznosci od potozenia prostej m i od wielkosci pro-
mienia r.

7. Dana jest prosta m i punkt A, nie lezacy na niej. Wykresli¢ okrag,
przechodzacy przez A i styczny do prostej m. lle takich okregow wykresli¢
mozna? Gdzie lezg ich $rodki? Dodaj jeszcze jeden warunek tak, by zadanie
stato sie oznaczone.

8. Wykresli¢ okrag, przechodzacy przez dany punkt A i styczny do da-
nego okregu O. Sproébuj uczyni¢ to zadanie oznaczonem.

9. Jakie jest miejsce geometryczne S$rodkéw kot, stycznych do danego
okregu w danym jego punkcie?

10. Dany jest okrag O, na nim punkt A oraz drugi punkt B, nie lezacy
na okregu; wykres$li¢c taki okrag, ktéry przechodzitby przez punkt B i byt
w punkcie A styczny do okregu O [Wskazowka: jakie jest miejsce Srodkow
kot, przechodzacych przez A i B7\.

11. Dwa kota, styczne do siebie wewnetrznie tub zewnegtrznie w punkcie
A, majg w tym punkcie wspdlng prosta styczna.

12. Dany jest kat Hca i koto O, wpisane w ten kat; wpisa¢ w ten sam
kat drugie koto, ktére bytoby zarazem styczne do kota O.

13. W dany odcinek kotowy wpisaé koto tak, by dotykato ono cieciwy
w jej $rodku. (Okreslenie odcinka kotowego w § 138).

Zbudowaé trojkgt A ABC, majac dane:

14. a, C, sC. 15. a, ua, dc . 16. a, b, sc. 17. 0, s6, sc.
Zbudowa¢ réwnolegtobok ABCD, majac dane:

18. a, bf c. 18a. a, e, j.

19. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw takich, ze styczne popro-
wadzone z nich do danego okregu, réwnajg si¢ danemu odcinkowi a?

20. Zbudowa¢ miejsce geometryczne, o ktérem mowa w poprzedniem za-
daniu, majac dane: promien r kota i dtugo$¢ stycznej m.

21. Dane jest koto O i w niem cieciwa AB\ na przedtuzeniu tej cieciwy
znalez¢ taki punkt Af, zeby styczne, poprowadzone z tego punktu, réwnaty sie
danemu odcinkowi d.

D. 0 katach w kole i o tukach.

§ 138, Okreslenia. Katem 3$rodkowym nazywamy kat
(wklesty lub wypukly), utworzony przez dwa promienie tego sa-
mego kota. Wycinkiem kotowym nazywamy figure, ograniczong
przez dwa promienie kola i przez tuk, zawarty miedzy temi pro-
7

Geometrja elementarna.
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mieniami. Odcinkiem kotowym nazywamy figure, ograniczong
przez tuk kola i przez cieciwe, podpierajacg ten tuk*).

§ 139. Okre$lenia. ROwnemi tukami tego samego okregu
(lub rownemi wycinkami tego samego kota) bedziemy nazywali
kazde dwa jego tuki (lub wycinki)y ktére zawieraja sie miedzy
ramionami réwnych katéw srodkowych.

Jezeli w tem samem kole mamy dane nieréwne katy $rod-
kowe, woéwczas tuky zawarty miedzy ramionami wiekszego katay
nazywac¢ bedziemy wiekszym.

Z okreslenia naszego wynika bezposrednio, ze Srednica dzieli
okrag na dwa réwne Iluki (t. zw. po6tokregi), kolo za$ na dwa
rowne wycinki (t. zw. poétkola).

§ 140. Twierdzenia. W tem samem kole: 1) réwnym ka-
tom Srodkowym wypuktym (a wiec i réwnym tukom) odpowiadajg
réwne cieciwy ; 2) wiekszemu katowi $rod-
kowemu wypukiemu (a wiec i wiekszemu
tukowi) odpowiada wigksza cieciwa,
Jezeli mamy (rys. 98)

<fl = «£2,
wowczas /\ OAA = OBB' (dlacze-
go?); jezeli natomiast mamy
<£3><£2,

woéwczas, zwazywszy, ze boki OAy OA

tréjkata  .4CM7 réwnaja sie bokom OC,
OC\ ale katy miedzy temi bokami nie sg réwne sobie, musi byc¢
(na mocy § 103)

CC' > AAT

8 141. Twierdzenia, zawarte w poprzednim paragrafie, two-
rza uklad zamkniety (co czytelnik szczegétowo wykaze), a wiec
twierdzenia odwrotne sg prawdziwe.

Twierdzenie odwrotne. W tem samem kole réwnym cieci-
wom odpowiadajg réwne katy srodkowe wypukte (i rowne tuki)y
wiekszej zas cieciwie odpowiada wiekszy kat srodkowy wypukty
(i wiekszy tuk).

*) O cieciwie, taczacej konce tuku, powiadamy, ze podpiera ten tuk.
O kacie $Srodkowym, zawierajgcym miedzy ramionami dany tuk, moéwimy niekiedy,
ze wspiera sie na tym tuku.
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§ 142. Okredlenia. Jesli dwa tuki AMB\\ BNC tego sa-
mego kola nie maja punktéw spolnych, oprocz konca B, wow-
czas tuk ABC nazywamy sumg tamtych
dwu tukoéw.

Analogicznie, r6znicg dwu #tukow
ABC — BNC nazywamy taki tuk AMB, ktory
po dodaniu do odjemnika BNC daje odjem-
ng ABC.

§ 143. Twierdzenie. Kat miedzy styczng
i cieciwg, przechodzaca przez punkt stycznosci,
réwna sie potowie kata Srodkowego, opieraja-
cego sie na tuku, zawartym miedzy ramionami pierwszego kata
Niech bedzie dane koto O, w niem cigciwa DA i styczna
BAC. Powiadam przedewszystkiem, ze A
<$zDAB = %<~AOD.
Jakoz poprowadzmy OE J_ BA.
W tréjkacie prostokatnym A AEO katy
<fc2 i ~3 dopetniajg sie do kata

prostego, ale tak samo i <2 do-
petniajg sie (dlaczego?), a wiec
*1 = /\3*).

Powiadam dalej, ze <~cCAD réwna
sie potowie kata wklestego &AOD.

Istotnie, promien OF, bedacy przedtuzeniem dwusiecznej
OE, jest dwusieczng kata wklestego <¥AOD. Wystarczy tedy
dowies¢, ze ~"cCAD = zAOF%*).

Ot6z rownosé ta jest oczywista, gdyz

CAD + <£1 = FOA -f <3 = katowi pdtpetnemu,
a poprzednio dowiedliSmy, ze C1 = 3.

§ 144. Okreslenie. Katem wpisanym nazywamy kat wy-
pukly, utworzony przez dwie cieciwy, ktérych punkt przeciecia
lezy na okregu.

Twierdzenie/ Kat wpisany réwna sie polowie kata srodko-
wego, opierajgcego sie na tym samym tuku.

Niech bedzie dany kat wpisany ZBAC' Powiadam, ze

<EBAC= "BOC.

*) Oczywiscie, rownos¢ ta wynika réwniez ze spostrzezenia, ze katy ™ 1
i ~ 3 maja ten sam zwrot, a ramiona ich sg odpowiednio do siebie prostopadte

(8 77). To samo dotyczy katéw ** CAD i A OF.
1*
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Aby tego dowie

na Juku BEC. Tak

§ 145. Twierdze
cinajagcemi sie wewnat
sanych, wspierajacych
ramionami pierwszego

B’

8¢, wystarczy przez punkt A poprowadzic¢
styczng DA i zauwazy¢, ze mamy
Hfc/MC = ~zD AC- <EDAB.
Na mocy poprzedniego twierdzenia katy
cDAC i *$zDAB sa dwa razy mniej-
sze od katéw Srodkowych, opierajgcych
sie odpowiednio na Jukach ABC i AFBr
a wiec réznica ich jest dwa razy mniej-
sza od kata S$rodkowego, opierajacego
sie na réznicy tukbw ABC — AFB czyli
wiec istotnie <€ BAC = 7~ ~Z BOC\

nie. Kat miedzy dwiema siecznemi, prze*
rz kota, réwna si¢ sumie dwu katow wpi-
sie na lukach, ktére sa zawarte miedzy
kata i przedtuzeniami tych ramion.

Niech beda dane dwie sieczne AA'y
BB\ przecinajgce sie wewnatrz kota w punk-
cie M.

W tréjkacie AMB kat 1 jest
zewnetrzny,

a wiec <zl = <£2 + <13,

te za$ dwa katy sa oba wpisane i opierajg
sie: jeden na tuku ACB', drugi na tuku
BCAT.

§ 146. Twierdzenie. Kat miedzy dwiema siecznemiy ktore

przecinaja sie w punk

cie zewnetrznym, roéwna sig¢ réznicy dwodch

katéw wpisanych, opierajacych sie na lukach, zawartych miedzy

ramionami pierwszego kata.

Jezeli mamy dwie sieczne MAA\
MBB' i jezeli polgczymy punkty A i B\
woéwczas w tréojkacie AMB' kat ¥Z3
jest zewnetrzny, mamy wiec

<£3 =<g2 + Ny,
zatem NZIl = *$z23 — *$22,
katy za$ *$22 i $z3 sg oba wpisane i opie-
rajg sie: jeden na tuku ACB, drugi na
A'C'B".
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* 147. Wyniki, osiggniete w trzech ostatnich paragrafach
(8 144, 145, 146) dadzg sie stresci¢ w nastepujacy sposoéb:
Jezeli na odcinku AB, jako na cieciwie, wykreslimy tuk,
woéwczas jakikolwiek obralibyésmy punkt C na tym luku, zawsze
kat wpisany <& 1 musi byé¢ staty, gdyz E
rowna sie on potowie statego kata Srodko-
wego AOB*¥ Jezeli natomiast obierze-
my dowolny punkt b wewngtrz kota lub
dowolny punkt e zewngtrz kota, otrzyma-
my katy N2 i 3, z ktérych pierwszy
jest wiekszy od kata wpisanego ~ ACB,
drugi za$ jest mniejszy od tego samego
kata wpisanego. Rys. 104.
Mamy tedy znow uklad twierdzen
zamkniety. Twierdzenia odwrotne musza by¢ prawdziwe, wobec
czego mamy prawo wypowiedzie¢ nastepujace

Twierdzenie, Miejsce geometryczne punktéw plaszczyzny,
z ktérych dany odcinek wida¢ pod danym katem, skiada sie
z dwéch réwnych tukéw koét, potozonych symetrycznie wzgledem
danego odcinka i obejmujacych dany kat*) c

Np. na rys. 105 miejsce geom. punktéw,
z ktérych wida¢ odcinek AB pod ka-
tem ~ca, skltada sie z dwoch tukéw ACB
i ACB.

W szczegélnosci mamy nastepujacy
whniosek, ktéry czesto bywa potrzebny w roz-
maitych zagadnieniach:

Whniosek. Miejscem geometrycznem
punktéw, z ktéorych dany odcinek widac¢ pod
katem prostym, iest okrag kota, wykresSlony

na tym odcinku, jako na $rednicy.

§ 148. Zadanie. Na danym odcinku
AB wykreslié¢ tuk, obejmujgcy dany kat <"C.
Przy koricu A danego odcinka budujemy ~piBAD = C,

*) O tuku ACB powiadamy, ze obejmuje on kat staly ACB.
**) Jezeli punkt C nie lezy na prostej AB, wodwczas powiadamy, ze
z punktu C wida¢ odcinek AB pod katem ACB.
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wystawiamy prostopadig AE AD i prowadzimy 0$ odcinka AB.
Punkt O w ktérym ta o$ przecina prosta AE, Jest Srodkiem szu-
kanego kota. Pozostaje juz tylko wykresli¢ kolo (O) A i obra¢ na
niem tuk po odpowiedniej
stronie cieciwy AB.
tatwo przekonac sie,
ze wykrestony tuk istotnie
obejmuje kat dany C.
Poniewaz mamy;4Zt.JL40,
zatem AD jest styczna
do kota, awiec kat mie-
dzy AD icieciwg AB (czyli
kat  BAD— C) row-
na sie potowie kata Srod-
kowego <€ AOB; ale potowie tego samego kagta Srodkowego
rowna sie kazdy kat, wpisany w tuk AMB.

Cwiczenia XVIIl. 1 tuki, zawarte miedzy dwiema réwnolegtemi cieci-
wami, sg sobie réwne.

2. Dany #tuk podzieli¢ na potowy.

3. Jezeli dwa okregi sa do siebie wewnetrznie lub zewnetrznie styczne
w punkcie A, woéwczas kazda sieczna, przechodzaca przez punkt A, wyznacza
na tych okregach tuki podobne (t. zn. tuki, obejmujace taki sam Kkat).

4. Kota O, O' sg do siebie wewnetrznie styczne w punkcie 71, przyczem
koto O' ma za $rednice promien OM pierwszego kota; dowies¢, ze mniejsze
koto dzieli na potowy kazda cieciwe wiekszego kota, przechodzaca przez punkt 71/

4a. Wypowiedzie¢ i udowodni¢ twierdzenie odwrotne.

4b. Powyzsze dwa twierdzenia 4 i 4a (proste i odwrotne) ujg¢ razem,
postugujac sie pojeciem miejsca geometrycznego.

5. Czy twierdzenie 4 pozostaje prawdziwe, jezeli koto O' przechodzi
wprawdzie przez $rodek O pierwszego kota, nie jest jednak styczne do niego
i jezeli punkt 71/, z ktérego prowadzimy sieczne, lezy na okregu kota O’ i jest
w niem koricem linji $rodkéw OO'?

6. Dwa okregi O, O’ przecinajg sie w punktach K, L ; jezeli poprowadzimy
$rednice LOM, LO'N> woéwczas punkty 71, K> N leze¢ musza na jednej prostej.

7. Przez staty punkt A, lezacy wewngtrz danego kota, prowadzimy ru-
chomg cieciwe; co kresli jej $rodek, gdy cieciwa obraca sie dokota punktu A ?

8. Dany jest pek prostych z wierzchotkiem w punkcie A oraz punkt B;
jakie jest miejsce geometryczne spodkéw wszystkich prostopadtych, poprowa-
dzonych z B do prostych peku?

8a. Co stanie sie jezeli zamiast prostopadtych prowadzi¢ bedziemy po-
chyte, tworzace z prostemi peku kat ~fl?

Sb. W tréjkacie ;S LMN bok MN jest staly, natomiast wszystkie inne
jego elementy sa zmienne; co kreslg spodki trzech wysokosci tréjkata?
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9. W trojkacie prostokagtnym A ABC przeciwprostokagtna AB jest stala,
dwa drugie za$ boki sa zmienne; co kresla $rodki przyprostokatnych?

[Wykona¢ rysunek, biorac AB —8 cm.; obra¢ kilka réznych potozen
wierzchotka C kata prostego, wykresli¢ trojkat A ABC, odpowiadajacy kazdemu
z tych potozen, a w kazdym z tych tréjkatéw wyznaczy¢ potozenie $rodka M
przyprostokatnej AC].

10. Prowadzac w danem kole dwie réwnolegte cigciwy AB, CD, otrzy-
mujemy trapez réwnoramienny ABCD, wpisany w koto. Co kreslg $rodki jego
bokéw i Srodki przekatnych, jezeli wierzchotki A, B trapezu pozostajg nieruchome,
wierzchotki za§ C, D poruszajg sie po okregu (tak jednak, ze figura pozostaje
trapezem réwnoramiennym) ?

11. Na trojkacie A ABC opisujemy koto i prowadzimy dwusieczna kata
~ BAC; dowies¢, ze gdy wierzchotek A porusza sie po okregu, dwusieczna
przecina okrag w statym punkcie.

1la. W tréjkacie A ABC 08 symetrji boku BC przecina dwusieczng kata
~ BAC w punkcie D, lezagcym na okregu kota, opisanego na A ABC.

11b. Jezeli w A ABC bok BC oraz kat A sg state, inne za$ elementy
tréjkata sa zmienne, woéwczas punkt D, w ktérym dwusieczna cig przecina o0$
symetrji boku BC, jest staly.

12. Jezeli w trojkacie A ABC S$rodkowa sc réwna sie potowie boku c,
woéweczas trojkat jest prostokatny, a mianowicie kat C jest prosty.

12a. W A ABC, w ktérym kat s A jest prosty, kreslimy koto styczne
do bokéw a, b i majace Srodek na boku c; koto to przecina bok ¢ w punkcie
M i jest styczne do przeciwprostokatnej w punkcie D. Jezeli na przedtuzeniu
boku b odtozymy CE = AC, wobwczas punkty M, E, D muszg leze¢ na jednej
proste;j.

13. Po dwdch stronach spélnej cieciwy AB lezg dwa tuki (nalezace do
dwu réznych kot). Na jednym z nich obieramy dowolny punkt C i prowadzimy
z niego proste CA, CB, ktére przecinajg drugi tuk w punktach D, E. Dowies¢,
ze tuk DE pozostaje staty, gdy punkt C porusza sie po pierwszym tuku.

14. Z punktu zewnetrznego A prowadzimy do danego kota styczne AB
AC; punkt D jest dowolnym punktem okregu. Dowie$¢, ze suma katéw

ABD + ACD jest stata, dopdki D, poruszajac sie na okregu, znajduje
sie zewnatrz tréjkata A ABC. Co zajdzie, gdy punkt D znajdzie sie w wierzchotku
tréjkata? wewnatrz tréjkata?

15. Dane sa trzy punkty A, B, C, nie lezgce na jednej prostej; nie znaj-
dujac $rodka kota ABC, wyznaczy¢ dowolng ilo$¢ punktéw, lezacych na okregu
tego kota.

16. Dwa kota sg wewnetrznie styczne w punkcie A. Niech cigciwva NM
wiekszego kota bedzie styczna do mniejszego kota w punkcie S; dowiesc,
ze * MAS = NAS.

17. Jezeli w tréjkacie réwnobocznym A ABC dwusieczne katéow - A, B
przecinajg okrag kota opisanego w punktach A', B', woéwczas boki CA, CB
dzielg na trzy réwne czesci cieciwe A'B'.

18. Jezeli dwa réwne kota O, Or przecinajg sie wedlug cieciwy AB,
woéwczas okrag, wykreslony na AB, jako na $rednicy, jest miejscem geome-
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trycznem $rodkéw wszystkich odcinkéw, wyznaczonych przez kota O, O' na
prostych peku, majacego wierzchotek w A (lub B).

19. Uzasadni¢ nastepujacy (najprostszy ze znanych) sposéb kreslenia styczn
w danym punkcie na okregu:

majagc dany okrag O i na nim punkt P, obieramy dowolny punkt A na
okregu i kreslimy koto (A) P, ktére przecina koto O w punktach P, R. Nastepnie
kreslimy koto (P) Ry ktére przecina koto (A) P w punkcie S; prosta PS jest
zadang styczna.

Zbudowa¢ tréjkat A ABCy majac dane:

20. a, A, ha. 21. a, A, sa. 22. a, ha, * (b, sQ.

23u ra’ r6>C- 24. a, A, hc. 25. a,™ (b, sa), < (c,sQ).

26. ¢, C, * (c, sc). 27. a, ¢, <* (6, sc). 28. byhc, * (c, ,*).

29. U, Wy C (poréwn. zadanie 11). 30. (a, sc), -fc (> 5C), sc. [Jezeli

Srodkowg CCr przedtuzymy i na przedtuzeniu odtozymy C'C" = CC', otrzy-
mamy réwnolegtobok ACBC"].
31. a "™a, ™ (a, sc). 32 a, i4,

33. W tréjkacie ABC przedtuzamy bok ™MC i odktadamy CD = Ci3:
jezeli bok AB jest nieruchomy, wierzchotek za§ C porusza sie po plaszczyznie
tak, ze kat ACB pozostaje staty, co woéwczas kre$li punkt D ?

34. Zbudowacl troéjkat, majac dane ¢, a-|- 6, C.

Zbudowa¢ rownolegtobok ABCDy majgc dane:

35. e 7, A 36./, 14, * (e, /). 37. a * (6,¢€), * (4, 7). [Wska-
z6wka: poréwnaj zadanie 35 na str. 62].

38. Przez dany punkt A poprowadzi¢ sieczng tak, by odcig¢ na danym
okregu tuk, réwnajacy sie V4 czesci tego okregu. Ogélniej: tuk, obejmujacy
dany kat a.

39. Dane jest koto; znalez¢ taki punkt zewnetrzny My by z dwéch tukéw,
zawartych miedzy stycznemi MA, MB, ten #tuk, ktdérego strona wklesta zwro-
cona jest ku M, byt dwa razy wiekszy od drugiego tuku.

40. Przez punkt A przeciecia sie¢ dwoch kot poprowadzi¢ sieczng BAC
tak, by bylo BA — AC.

41. Znalez¢ na ptaszczyznie punkt, z ktérego wszystkie trzy boki tréjkata
bytoby wida¢ pod réwnemi katami.

42. Zbudowaé trapez réwnoramienny, majac dane dwie jego podstawy
i kat miedzy przekagtnemi.

43. Dowolny tuk AB zostat podzielony na ilekolwiek, np. na 10 réwnych
czeéci w punktach Cx, C2 .. C9 Drugi punkt podzialu C2 tgczymy =z ostatnim
C9 i przedtuzamy cieciwe C2C9 az do przecigcia sie w punkcie J z prostag AB.
Dowie$¢, ze mamy CY = ;4C9.

44. Uogo6lni¢ poprzednie zadanie. Jak nalezy tgczy¢ punkty w tréjkacie
A AJCKk, zeby przy J otrzyma¢ kat 2, 3, 4... razy wiekszy niz przy A.

45. Z punktu zewnetrznego M prowadzimy do danego kota styczng MP
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i sieczng MAB. Punkt C niech bedzie punktem przecigecia sie dwusiecznej kata
APB z sieczng MAB. Dowie$¢, ze MP = MC.

46. Dwusieczna kazdego kata trojkata jest zarazem dwusieczng kata
miedzy $rednicg kota opisanego i wysokoscig, poprowadzonemi z tego samego
wierzchotka.

47. Dany jest okrag i na nim punkty DySyW\ wpisa¢ tréjkat tak, by dwu-
sieczna, $rednica kota i wysokos$¢, poprowadzone z jednego wierzchotka, prze-
chodzity odpowiednio przez punkty Z), S, W.

E. O czworobokach wpisanych i opisanych.

§ 149. Twierdzenie. W czworoboku wpisanym w koto suma
dwu przeciwleglych katéw rowna sie katowi po6hpetnemu.
Aby sie o tem przekonaé, wystarczy
z wierzchotka A czworoboku poprowadzié
styczng do kota iszauwazy¢, ze na mocy
8§ 143 i 144, str. 99,

= <£2, <£3 = <£4,
a wiec
< BCD + $zBAD = <2+ <f4+ "BAD=
katowi potpetnemu.

u8 150. Twierdzenie przeciwne. Jezeli
czworobok nie daje sie wpisa¢ w koto, wowczas suma dwu prze-
ciwleglych katéw nie rowna sie katowi pot-
petnemu.

Przez wierzchotki A, By D prowadzi-

my okrag kota; wierzchotek C musi sie zna-
lez¢ albo wewnatrz, albo zewngtrz tego
kota. Potgczmy, jak poprzednio, A z C i po-
prowadzmy styczng w punkcie A. Jezeli
punkt C lezy wewnatrz kota (jak na rys. 108),
mamy <€ 1 > <22, ~ 3 > N 4 (dla-
czego?), a wiec *$iBCD + *$:BAD> 26,
gdzie 6 oznacza kat prosty. Czytelnik przeprowadzi sam odpo-
wiedni dowo6d w przypadku, gdy wierzchotek C lezy zewnatrz
kota ABD.

§ 151. Twierdzenie. W czworoboku opisanym suma jednej
pary bokoéw przeciwleglych réwna sie sumie drugiej pary.
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Jezeli By Fy Gy H sg punktami stycznosci bokéw czworo-
boku ABCD z okregiem wpisanym, mamy

wowczas
BE = BF
EA = AH
CG = CF
GD = DH.
Dodajac do siebie te cztery réwnosci,
mamy

BA + CD = BC + AD.

§ 152. Twierdzenie odwrotne (wzgle-
dem § 151). Jezeli suma jednej pary przeciwlegltych bokéw réwna
sie sumie drugiej pary, wéwczas w czworobok mozna wpisac koto.

B Niech bedzie dany czworo-
bok ABCDy w ktérym
AB + CD = BC+ AD.
Zatézmy, ze CD > BC.
Mamy
CD —BC = AD —AB.
Odtézmy na bokach c, d odcinki
CB' = CB oraz AB" = AB.
Otrzymamy trojkaty A BAB"y
A B"DEy A BCBYy ktére sg
wszystkie  trzy réwnoramienne
(dlaczego?). Wobec tego, jezeli poprowadzimy dwusieczne ka-
tow <£ A, C, ~ D w czworoboku, musza one by¢ osiami
symetrji odcinkéw BB", BB', B'B", a poniewaz trzy te odcinki
tworza trojkgt A BB'B", zatem trzy osie symetrji muszg przeci-
na¢ sie w jednym punkcie W.
Ten punkt W jest rowno odleglty od bokéw czworoboku,
a wiec jest srodkiem wpisanego w czworobok kota. Istotnie, dwu-
sieczna AW jest miejscem punktéw réwno odlegtych od bokéw
a, d; dwusieczna CW jest miejscem punktéw réwno odlegtych od
bokéw b, ¢; dwusieczna DW jest miejscem punktéw réwno od-
legtych od bokéw c, d.

Cwiczenia XIX. 1. W czworoboku wpisanym prowadzimy obie prze-
katne i w ten sposéb otrzymujemy osiem Kkatéw, zawartych miedzy bokami
i przekatnemi; dowie$¢, ze wsréd tych o$Smiu katéw mamy cztery pary katéw
réwnych.
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2. Sformutowaé i uzasadni¢ twierdzenie odwrotne do poprzedniego.
3. Obliczy¢ katy czworoboku wpisanego ABCD, jezeli mamy
d B=2A, C=3A. 3 B=1A, A=2C. yyA :B:C=1:2:3.

4. Na jakich réwnolegtobokach mozna opisa¢ kota? Na jakich trapezach?

5. Jaka wiasnos$¢ posiada czworobok wpisany, jezeli a) dwa przeciwlegte
jego boki sa do siebie réwnolegte; (3) dwa sasiednie boki sg sobie réwne;
7) dwa przeciwlegte boki sg sobie réowne?

6. Jezeli w dowolnym czworoboku poprowadzimy dwusieczne katéw we-
wnetrznych, wyznacza one, przecinajac sie, czworobok wpisany.

Czy mozna uog6lni¢ to twierdzenie na dwusieczne katéw zewngtrznych?

7. Jezeli w danem kole punkt A jest Srodkiem tuku, podpartego przez
cieciwe BC i jezeli dwie dowolne sieczne AD, AE przecinajg te cieciwe w punk-
tach B', C', wowczas na czworoboku B'C'ED mozna opisa¢ koto.

8. W czworoboku wpisanym prowadzimy dwusieczne dwoch przeciw-
legtych katéw, przecinajgce okrag kota w punktach E, F. Dowie$é, ze odcinek
EF jest $rednicg tego Kkota.

9. Jezeli w tréjkagcie A ABC oznaczymy przez Alt Blt spodki jego
wysokosci, woéwczas A AiBICI nazywa sie ortocentrycznym wzgledem
trojkata danego A, ABC.

Dowies¢, ze wysokosci tréjkata danego /\ABC sg dwusiecznemi wewnetrz-
nemi w tréjkacie ortocentrycznym.

9a. Jak nalezy zmieni¢ wystowienie poprzedniego twierdzenia, jezeli troj-
kat A ABC jest rozwartokatny ?

10. Jezeli w tréjkacie ostrokatnym A ABC poprowadzimy trzy wysokosci,
przecinajgce koto opisane w punktach A', B', C', wéwczas:

1- o wysokosci trojkata A ABC sg dwusiecznemi wewnetrznemi w tré
kacie A A'B'C'\
2- o boki tréjkata A AIB'C"' sa roéwnolegte do bokéw tréjkata ortocer

trycznggo A AIB)C1li sg dwa razy od nich wieksze.

11. Jezeli na bokach a, h, ¢ tréjkata obierzemy dowolnie punkty A', B', C',
woéwczas kota, opisane na tréjkatach A A'B'C, A B'C'A, A A'C'B, musza prze-
cigé sie w jednym punkcie (zwanym punktem Steinera). [Wskaz6éwka:
Jezeli kota, opisane na pierwszych dwu tréjkatach, przecinajg sie w punkcie M\
woéwczas badamy czworoboki A'MBX, AB‘MO\.

12. Z punktu zewnetrznego P prowadzimy dwie dowolne sieczne, przeci-
najace okrag w punktach A, B oraz A\ B\ Jezeli przez Af, M\ N, NJ ozna-
czymy odpowiednio $rodki odcinkéw PA, PA', PB, PB', wowczas na czworoboku
MNN'M* mozna opisa¢ koto.

13. Jezeli w czworoboku wpisanym przedtuzymy dwa przeciwlegte jego
boki az do spotkania, wéwczas dwusieczna kata miedzy niemi musi by¢ réwno-
legta do dwusiecznej kata miedzy przekatnemi czworoboku.

14. Jezeli przekatne czworoboku wpisanego ABCD sa do siebie prosto-
padie i przecinajg sie w punkcie E, wdéwczas

I-0 prosta, tgczaca E ze $rodkiem boku czworoboku, jest prostopadta do
przeciwlegtego boku, i odwrotnie;
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2- 0 cztery proste, o ktérych mowa, przecinajg boki czworoboku w osn
punktach, ktére wszystkie lezg na jednym okregu;
3- o0 rzuty punktu E na boki czworoboku ABCD wyznaczajg nowy czwv

robok, posiadajacy podwéjng wiasnosé: daje sie on zaréwno wpisaé w koto, jak
i opisa¢ na kole.

Zbudowa¢ czworobok wpisany, majac dane:

15. a, b, A, R. 16. ¢, R, A, B. 17. a, b, A, B.
18. ¢, B, a, c. 75! a, 6, R, N (e, /). 20. a, 6, /, <€ (e, b).

21. Jezeli na kole opisaliSmy wielokat o parzystej liczbie bokéw i ponu-
merowali$my kolejno jego boki, woéwczas suma bokéw o numerach parzystych
réwna sie sumie bokéw o numerach nieparzystych.

22. W wielokacie wpisanym, majacym parzystg liczbe wierzchotkéw, suma
katow o numerach parzystych réwna sie¢ sumie katéow o numerach nieparzystych.

Zbudowa¢ czworobok opisany, majac dane:

23. a, b, A, B. 24. b, ¢, d, e 25. a, d, e, * (b, e).
26. p, Ay By C. 27. a, fy p, A. 28. a, p, A, C.

29. Na stole utozono cztery monety tak, ze kazda dotyka dwoéch sa-
siednich. Dowies$¢, ze punkty stycznosci sg wierzchotkami czworoboku wpisanego,
Srodki za$ monet — wierzchotkami czworoboku opisanego.

30. Jezeli, majac czworobok wpisany, wykre$limy na kazdym jego boku
jako na cieciwie tuk kota, woéwczas tuki te przetng sie parami w czterech
punktach, ktére sg wierzchotkami nowego czworoboku wpisanego.

31. W trojkacie prostokagtnym ABC taczymy wierzchotek kata prostego C
ze Srodkiem M kwadratu, wykreslonego na przeciwprostokatnej; dowie$¢, ze CM
jest dwusieczng kata prostego ACB.

W tréjkacie /\ ABC oznaczamy $rodki bokéw odpowiednio przez A , B', C\
przez O i H $rodek kota wpisanego i ortocentr, przez Aflt M,, M3 s$rodki odcin-
akéow AHy BHy CH.

32. Dowies¢, ze czworobok M™M7AB* jest prostokatem.

33. Na =zasadzie poprzedniego twierdzenia dowies¢, ze S$rodki bokoéw
A\ B\ C\ spodki wysokosci Alr A, Ct oraz punkty MIt A/2, 4/3 lezg na jednym
okregu kota (tak zwane koto dziewieciu punktéw albo tez koto Feuer-
bach a).

34. Srodek N kota dziewieciu punktéw jest $rodkiem odcinka OH (zwa-
nego odcinkiem Eulera). [Wskazdwka: $rodek N musi leze¢ na osiach
symetrji odcinkéw A Aiy Z?'A].
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35. Promien kota dziewieciu punktéw réwna sie potowie promienia kota
opisanego.

36. Jezeli z punktu K, dowolnie obranego na okregu kota opisanego”™
poprowadzimy prostopadte do trzech bokéw tréjkgta A ABC (lub do ich prze-
dtuzen), woéwczas spodki tych prostopadtych leze¢ musza na jednej prostej
(t. zw. prosta Simsona).

37. Przez wierzchotki tréjkata A ABC prowadzimy réwnolegte do jego
bokéw, ktére wyznaczajg t. zw. trojkat dopetniajacy A ABfC (przyczem
A lezy naprzeciwko A). Donie$¢, ze koto dziewieciu punktéw tréjkata A ABC
jest styczne do ko6t dziewigciu punktéw tréjkatow A ABC, A &CA, A C'AB,
przyczem punkty stycznosci sa $rodkami bokéw BC, CA, AB. [Wskazowka:
niech H i HJ beda ortocentrami tréjkatow A ABC, AB'C\ D niech bedzie
Srodkiem tuku AC. Oznaczmy przez Q i Q' $rodki odcinkéw BH, B'H\ Do-
wies¢, uwzgledniajgc symetrje figury, ze DQ, DQ sa Srodkami kot dziewieciu
punktéw i ze D, Q, Q' leza na jednej prostej].

Cwiczenia z geometrji praktycznej.

Wiele ciekawych zagadnien geometrji praktycznej rozwigza¢ mozna nawet
przy tym skromnym zasobie wiadomosci, ktéry dotad zdobyliSmy. Przyrzady,
potrzebne do tego celu, sg jak najskromniejsze: sznur do mierzania odlegtosci,
pewna ilo$¢ drazkéw, ktére nam stuzy¢ beda do wytykania
linij prostych, oraz wegielnica.

Wegielnica, w najprostszej swej postaci, jest to prosto-
katna lub kwadratowa deseczka, umocowana na dowolnej
podstawie (czyli na ,pachotku®, jak méwili nasi geometrowie
XVII w.). Na deseczce tej zaznaczone zostaty w ten lub
w inny sposéb (np. wykres$lone lub naciete) dwie przecina-
jace sie proste. Proste te moga przecina¢ sie pod dowol-
nym katem, dogodniej jest jednak wykresli¢ dwie prosto-
padte do siebie proste. Aby ulatwi¢ wyznaczanie prostych zapomoca tego przy-
rzadu, dodajemy jeszcze t. zw. celownice, ktéra, jak na rysunku 111, zastgpic¢
mozna przez stalowe igly, niegietkie i dobrze umocowane. Przy wszystkich po-
miarach umieszczamy deske- wegielnicy poziomo.

Postugujac sie sznurem, drazkami i (w razie potrzeby) wegielnicg, roz-
wigza¢ nastepujgce zadania:*)
1. Dana jest prosta m (t. zn. wytknieta zapomocg drazkéw); w oznaczo

nym jej punkcie A wystawi¢ do niej prostopadtg (t. j. wytknaé zapomoca
drazkéw i wegielnicy lub drazkéw i sznura).

*) Rzecz jasna, ze o kreSleniu kot nie moze byé mowy w tych kon-
strukcjach, mamy natomiast prawo prowadzenia prostych w dowolnych Kie-
runkach, prowadzenia prostopadtych i odkltadania na danej prostej odcinkéw
dowolnej diugosci.
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2. Przez punkt A poprowadzi¢ réwnolegta do danej prostej b,
gujac sie tylko: l1-o sznurem i drazkami, 2-0 wegielnica.

2a. Dostepne sg tylko konce A, B pewne-
go odcinka; przez punkt O poprowadzi¢ réwno-
legta do prostej AB, postugujac sie tylko sznu-
rem i dragzkami. [Wskazéwka: witasnosci réwno-
legtoboku].

3. Rozwigza¢ zadanie 1, jezeli punkt A nie
lezy na prostej m. ’

4. Dane sg dwie proste; podwoi¢ kat mieg-
dzy niemi zawarty.

5. Dany kat podzieli¢ na potowy.

6. Dany odcinek podzieli¢ na potowy.

7. Chcemy wytkng¢ prostg AB, przyczem
na przedtuzeniu odcinka AB znajduje sie przeszko-
da (np. las, dom lub t. p.); w jaki sposéb omi-
na¢ te przeszkode? [Wskazéwka: oprzeé sie
na wiasnosciach réwnolegtoboku lub, w szczegél-
nosci, prostokatal.

8. Rozwigza¢ poprzednie zadanie, opierajac sie na wiasnosciach wyso-

kosci trojkata (rys. 112).

9. Przez punkty A i B, miedzy ktéremi znajduje sie przeszkoda, popro-

wadzi¢ prosta.

10. Dane sa dwie proste, kto-
rych punkt przecigcia sie jest nie-
dostepny; poprowadzi¢ dwusieczng
kata, zawartego miedzy temi prostemi.

11. Dane sa dwie proste m,
n, ktérych punkt przecigcia sig¢ X jest
niedostepny i niewidoczny. Przez
dany punkt C poprowadzi¢ prostg
CX. Poda¢ kilka rozwigzan.

12. W pewnej ksigzce fran-
cuskiej *) znajdujemy nastepujace roz-
wigzanie poprzedniego zadania: wy-
obrazmy sobie, powiada autor, ze
dwie drogi AO, BO krzyzujg sie
w lesie (rys. 113); punkt C, lezacy
na skraju lasu, chcemy potaczy¢ prosta
drogg z punktem O. W tym celu
wytykamy proste CD LLAO, CE// BO,
prowadzimy dowolne poprzeczne mn,
m*n* na ich przedtuzeniach odkta-

damy np= mn, rip'= min* proste pO* // CD, p*0* // CE przecinajg sie
w takim punkcie O', ze OICO jest linjg prostag, a préocz tego CYC— OC.

*) G. Longchamps:

Géométrie de la regle et de Iéquerre. Paris 1890.

post
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Uzasadni¢ powyzsze rozwigzanie.

13. Zmierzy¢ szeroko$¢ rzeki, ktoérej
jeden brzeg- jest dostepny.

14. Wyjasni¢ i uzasadni¢ przedsta-
wiony na rys. 114 sposéb znalezienia po
drugiej stronie rzeki punktu B\ lezacego
na przedtuzeniu prostej AB. Zakladamy
przytern: I-o ze wyspa zastania nam widok,
2-0 ze brzegi rzeki sg do siebie réwno-
legte, a przynajmniej, ze mozemy wytknaé
dwie réwnolegte po obu brzegach rzeki.

111



Dodatek do ksiegi |.

I. Przykiady poszukiwania miejsc geometrycznych.

§ 153. MieliSmy juz do czynienia z zadaniami, w ktérych chodzito o zna-
lezienie miejsca geometrycznego (innemi stowy: o znalezienie linji, ktérg zakresla
punkt, poruszajacy sie po plaszczyznie wediug pewnego prawa). Ze wzgledu na
wielkg doniosto$¢ teoretyczng i praktyczng tego rodzaju zagadnien, podajemy tu
do rozwigzania pewng ich ilos¢.

Zapomocag elementarnych wiadomosci, ktére dotad zdobyliSmy, potrafimy
rozpoznac¢ tylko takie miejsca geometryczne, ktére sa albo linjami prostemi, albo
okregami kot.

Wobec tego pierwsze pytanie, ktére musimy sobie postawi¢ przy rozwia-
zywaniu ponizszych zadan, powinno brzmieé: czy punkt ruchomy, o ktérym
mowa w zadaniu, kre$li prostg czy okrag kota?

Jesli odpowiedZz na to pytanie nie nasuwa sie nam odrazu, jako prosty
wniosek ze znanych twierdzen, woéwczas dobrze jest wykresli¢ przynajmniej trzy
rézne potozenia ruchomego punktu; z rysunku mozemy zazwyczaj domysli¢ sie,
czy szukanem miejscem geometrycznem jest prosta, czy okrag kota*). Nalezy
tylko pamietaé, iz miejsce geometryczne moze skiadaé¢ sie z kilku prostych lub
odcinkéw, jak réwniez z kilku okregéw lub tukéw kot

Rzecz jasna, ze nie poprzestajemy na takim domys$le, lecz zadajemy sobie
drugie pytanie: w jaki sposéb mozna dowies$¢, ze jaka$ linja jest
prosta lub okregiem kota?

Na zasadzie dotychczasowych naszych wiadomosci mozemy w trzech wy-
padkach rozpozna¢, czy jakas linja jest prosta. A mianowicie linja jest prosta, 1) je-
zeli odcinek, taczacy dowolne dwa punkty tej linji, lub przedtuzenie tego odcinka
tworzy staty kat z jaka$s prosta dang; 2) jezeli odcinki, taczace dowolne

*) Jezeli figura zmienia¢ si¢ moze tylko w pewnych granicach, woéwczas
wykreslenie skrajnych potozen ruchomego punktu daje nieraz cenng wskazéwke
co do rodzaju szukanego miejsca. Précz tego nalezy zastanowi¢ sie, czy owo
miejsce geometryczne jest, czy nie jest symetryczne, co zawsze daje sie zgéry
przewidzie¢.
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punkty tej linji, sa zawsze réwnolegte do jakiej$ danej prostej; 3) jezeli
linja ta jest miejscem punktéw réwno odlegtych od ramion danego kata Nato-
miast linja ptaska jest okregiem lub czeScig okregu, jesli 1) albo wszystkie jej
punkty lezg w tej samej odlegtoSci od pewnego statego punktu, 2) albo ze
wszystkich jej punktéw wida¢ pod tym samym katem pewien staty odcinek.
P6zniej spotkamy inne sposoby poznawania prostych i okregéw kot

Zadanie 1. Statym promieniem r kre$limy kota, styczne do danej prostej m,
a do kazdego z tych koét prowadzimy styczne, tworzace z prostg m kat dany.
Jakie jest miejsce geometryczne punktéw stycznosci tych stycznych®).
Wykreslamy trzy lub cztery takie
kota i widzimy, ze miejsce geom. skiada
sie prawdopodobnie z dwéch prostych
rownolegtych do m, odpowiednio do dwu
stycznych, ktére mozemy poprowadzi¢ do
kazdego kota.
Z tatwoscia mozemy dowie$¢ stu-
sznosci tego przypuszczenia. W tym celu
dowiedziemy najpierw, ze odcinek KB,
prostopadty do m, ma statg dtugosc.
Jakoz w tréjkacie BOL bok BO
i kat < 1 sg zawsze tej samej wielkosci
(dlaczego?), awiec i wielkos¢ boku BL
musi by¢ stata. W trojkacie BLK bok BL i kat ~ BLK sa stale, a wiec
i bok BK musi by¢ statej dtugosci.
Tak wiec punkty B, BIt B.,,. leza niewatpliwie na prostej réwnolegtej
do m; aby jednak stwiedzi¢, ze prosta ta jest miejscem geometrycznem punktu B,
musimy jeszcze dowie$¢ twierdzenia odwrotnego (ze kazdy punkt tej prostej
jest punktem stycznos$ci prostej ruchomej BL i kola ruchomego O) albo tez
twierdzenia przeciwnego, Dowdd pozostawiamy czytelnikowi.

Zadanie 2. Po ptaszczyznie porusza sie, nie zmieniajac ksztattu ani wiel-
kosci, trojkat prostokatny ABC, przyczem wierzchotki A, B katéw ostrych
$lizgaja sie po dwoéch nieruchomych i prostopadtych do siebie prostych OX,
OY. Co kre$li wierzchotek C kata prostego? Co kre$li $rodek przeciwprosto-
katnej AB?

*) To samo zadanie trzeba tak wyrazi¢: wzdtuz prostej nieruchomej m
przesuwa sze druga prosta. nachylona do m pod statym katem. Ta druga prosta
toczy przed sobg po prostej m koto o statym promieniu; co kreéli punkt stycz-
nosci kota i ruchomej prostej?

Uczen powinien w podobny sposéb kazde zagadnienie, dotyczgce miejsc
geometrycznych, wyraza¢ zapomoca pojecia ruchu. Pouczajaca rzeczg bywa row-
niez budowanie odpowiednich mechanizméw, zwilaszcza przegubowych, w celu
zilustrowania ruchu, o ktérym mowa w zadaniu; w wielu razach mechanizm taki
daje sie z tatwoscig zbudowac.

Geometrja elementarna. 8
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Wykreslenie trzech potozen punktu C wskazuje, ze punkt ten prawdopo-
dobnie porusza si¢ po prostej. Ze tak jest istotnie, dowodzimy w spos6b na-
stepujacy:

Czworobok OBCA jest wpisany (dlaczego?), zatem COA = ABC.

Ale kat ~ ABC jest staly, jako nalezacy do
tréjkata, ktoéry nie zmienia ksztattu, zatem
i kat <€ COA jest staly.

Punkt C, jak widzimy, porusza sie tak,
ze prosta, tgczaca go z nieruchomym punktem O,
tworzy z nieruchoma poétprosta O X staty kat.
Wobec tego torem punktu C musi by¢ prosta
(lub czes$¢ prostej), przechodzaca przez O i na-
chylona do OX pod katem, rownym katowi ~C B
tréjkata danego.

Z kolei nalezatoby rozstrzygna¢ pytanie,
czy C porusza sie po odcinku prostej OL, czy
tez po calej prostej? Wykreslenie skrajnych
potozen tréjkata ruchomego moze nam nasunaé
odpowiedZ na to pytanie.

Przedewszystkiem zauwazmy, ze (rys. 116)
zaréwno kat BOAyjak <CBCA sg proste, zatem przy kazdem potozeniu rucho-
megc/tréjkata staty odcinek BA jest $rednicg kota, opisanego na czworoboku OBCA,
wobec czego odlegto$¢ wierzchotka C od O moze co najwyzej réwnac sie $red-

nicy czyli odcinkowi AB. Przypadek
ten zachodzi tylko wéwczas, gdy czwo-
robok OBCA jest prostokatem czyli,
gdy przyprostokgtna BC jest réwno-
legta do OX (potozenie A2B2C2 na
rys. 117). Przy kazdem innem poto-
zeniu tréjkgta mamy OC AB.
Dwa skrajne potozenia tréjkata
zostaly oznaczone na rys. 117 literami
AIBICi oraz A2B2C2. Jezeli tréjkat,
znajdujacy sie w potozeniu AI1BICIf
porusza¢ bedziemy tak, by wierzcho-
tek B zblizat sie do O, wdwczas
kat -C CBO, ktéry poczatkowo row-
nat sie katowi B tréjkata (a wiec
byt ostry), rosngé¢ bedzie wcigz. Przy
potozeniu A2B2C2 kat ten staje sie
prostym, nastepnie za$ rozwartym coraz wigekszym, az wreszcie staje sie réwny
katowi rozwartemu CoY".

Aby zorjentowaé sie, w jaki spos6b porusza sie punkt C, przypomnijmy
sobie, ze koto, opisane na czworoboku OBCA, porusza si¢ wprawdzie wraz
z tréjkatem ABC, ale wielkosci swej nie zmienia. W kole tern kat wpisany

CBO wspiera sie na cieciwie OC, jesli wiec kat CBO ros$nie i z ostrego
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staje sie stopniowo prostym, potem za$ rozwartym, to cieciwa OC z poczatku
rodnie, az stanie sie réwng S$rednicy (potozenie A2B2C2 trojkata), potem za$
maleje.

Jak widzimy, punkt C porusza sie¢ po prostej OL od punktu C, do C2
i z powrotem do C3 Najmniejsza odlegtos¢ od C do O rdéwna sie mniejszej
przyprostokatnej, najwieksza réwna sie przeciwprostokatnej tréjkata danego*).

Chcac jednak twierdzi¢, ze miejscem geometrycznem punktu C jest od-
cinek CXC2 musimy dowie$¢, ze kazdy punkt tego odcinka mozemy uwaza¢ jako
pewne potozenie ruchomego punktu C, innemi stowy: Zze punkt C, poruszajac
sie po CXC2 nie przeskakuje zadnego punktu tego odcinka**).

W tym celu wykazemy, ze jeSli dowolny punkt odcinka CtC2 uwazac
bedziemy jako wierzchotek kata prostego, wéwczas bedziemy mogli w taki sposéb
zbudowa¢ tréjkat prostokatny réwny danemu, ze wierzchotki katéw ostrych
znajdg sie na potprostych OX, OY.

Istotnie, z dowolnego punktu C" odcinka CtC2 kreslimy okrag promie-
niem a. Niech B’ bedzie punktem jego przeciecia si¢ z pétprostag OY. W punkcie C*
wystawiamy prostopadtg do C'B'; prostopadta ta nie moze by¢ réwnolegto do OA
(dlaczego?), przetnie wiec te polprosta w jakim$ punkcie A. Powiadam, ze
A A B C roéwna sie danemu tréjkatowi A ABC.

*) UstaliliSmy fakt, ze punkt C nie moze porusza¢ sig¢ po calej prostej
OL, lecz jedynie po odcinku CrC2 Dowo6d przeprowadziliSmy bezposrednio, by
pokazaé, jak pozyteczng rzecza bywa wykreslanie skrajnych potozen figury. Mo-
glisSmy jednak dowd6d ten pomina¢, gdyz przy badaniu twierdzenia odwrotnego
(t. j. przy badaniu, czy kazdy punkt prostej OL nalezy do poszukiwanego miejsca
geometrycznego) wyszloby samo przez sie najaw, ze C porusza sie tylko po
odcinku CtC2

**) Takie przeskakiwanie jest nieprawdopodobne, lecz nie jest, teore-
tycznie rzecz biorgc, niemozliwe. Gdyby takie przeskakiwanie punktéw zacho-
dzito, nie mogliby$my zbudowaé¢ zadnego mechanizmu, wyobrazajgcego ruch
epunktu C. *
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Jakoz czworobok OB'C'A' jest wpisany (dlaczego?), a wiec

<t C'B'A' = <$COA' = < B,
B'C = a = BC,
zatem A A'B'C' = A ABC.

Jak widzimy, istnienie tréjkgta A A'B'C zalezy od tego, czy okrag (C"a
ma punkty spélne z pétprostg OY. Oznaczajac przez C K prostopadtg, poprowa-
dzong do OY (rys. 118), mamy;
jezeli a < CK, wéwczas okrag (C')a i prosta OY nie majg punktéw spélnych

i tréjkat A A'B'C' nie istniegje;
jezeli a = CK, wodwczas okrag (Ca i OY maja jeden punkt spoiny, istnieje

wiec jeden tylko tréjkat A A'B'C’;
jezeli CK < a < CO, wobwczas okrag (C)a i potprosta OY majg dwa punkty

spélne, istnieja wiec dwa tréjkaty A A'B'C;
jezeli CK < a oraz CO < a, wéwczas okrag (C')a i potprosta OY majg jeden

punkt wspoélny, istnieje wiec jeden tréjkat A A'B'C.

Pierwszy z tych czterech przypadkéw nie moze zachodzi¢, jezeli C lezy
na odcinku Q C (dlaczego?); co sie tyczy ostatniego przypadku, to fatwo
dostrzec, ze punkt C nie moze leze¢ miedzy O i Ct, gdyz wtedy wierzchotek
A' nie mogtby leze¢ na poétprostej 0X (dlaczego-?).

Tak wiec istnieje zawsze przynajmniej jeden trojkat A A'B'C' o ile C
lezy miedzy CtC2 jezeli zaé C lezy miedzy C3i C2 to mamy dwa réwne sobie
tréojkaty A A'B'C’', co zgadza sie w zupetnosci z wynikami, do ktérych doszlismy
poprzednio.

Co sie tyczy miejsca geometrycznego $rodka Z przeciwprostokatnej AB, to
wystarczy zauwazy¢, ze odcinek OZ (na rysunku nie zaznaczony) réwna sie \ AB,
a wiec jest staly. Punkt Z kresli wobec tego okrag (O)r, w ktorym r = \AB.

Zadanie 3. Znalezé miejsce geome-
tryczne punktéw, z ktérych dane koto (0)r
wida¢ pod danym katem a*).

jezeli X jest punktem, nalezgcym do
szukanego miejsca geometrycznego, woéwczas
kat AXA' pomiedzy stycznemi réwna sie
danemu katowi a.

Potowa tego kagta musi by¢ réwniez
stata, czyli kat OXA musi by¢ staty, ze
za$ w tdjkacie prostokatnym A OXA przy-
prostokatna OA = r jest stala, zatem i prze-
ciwprostokatna OX rtiusi by¢ stata.j

Punkt O jest nieruchomy, punkt X,
znajduje sie od niego w statej odlegtosci

a wiec X lezy na okregu kota, ktérego Srodkiem jest punkt O.
Aby mie¢ prawo twierdzi¢, ze okrag ten jest miejscem punktu X, czy-
telnik dowiedzie albo twierdzenia odwrotnego (kazdy punkt rzeczonego okregu

*) Jezeli z punktu zewnetrznego P poprowadziliSmy styczne PA, PA do
kota, woéwczas powiadamy, ze z punktu P widzimy koto pod katem ~ APA.
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moze by¢é uwazamy jako punkt X; innemi stowy: z kazdego punktu tego okregu
wida¢ koto (0)r pod danym katem), albo tez twierdzenia przeciwnego (z zadnego
innego punktu ptaszczyzny nie wida¢ kota (0)r pod katem danym.

Zadanie 4. Dane sga dwa kota (O)r i (0')r. Prowadzimy w nich pro-
mienie OA, 0 /4', przecinajace sie w punkcie B pod stalym katem. Jakie jest
miejsce geometryczne $rodka X odcinka AA'?

Wida¢ odrazu, ze tern miejscem geometrycznem musi by¢ linja, ktdrej osig
symetrji jest prosta OOQO', gdyz punkt X przybiera¢é moze po dwu stronach tej
prostej potozenia symetryczne. WykreSlenie kilku potozen punktu X wskazuje,

ze mamy do czynienia z linjg krzywa, a wiec miejsce skiada sie prawdopodobnie
z tukéw kot, symetrycznych wzgledem 00, albo tez jest okregiem kota, ktérego
Srodek znajduje sie na prostej 00"
Przekonamy sig, ze to drugie przypuszczenie jest prawdziwe. Zbudujmy
réwnolegtoboki OAXM, 0'A'X'M'. Mamy wdwczas
OM = O'AT,
a poniewaz odcinki te sg do siebie réwnolegte, wiec réwniez
COM = <* CO'M't CMO = < CM'O\
czyli 1 /X OMC = o'M'C
i co za tern idzie OoC= 0'C, CM= CM".
Punkt wiec C jest $rodkiem statego odcinka 00', a odcinek XC jest
srodkowg w trojkacie A MXM"'.
Zauwazmy teraz, ze MXM" jest staty, gdyz réwna sie statemu katowi
<f£ OBO\ a oprécz tego mamy
MX=0A =, M'X = O'A' = r|
zatem trojkgt A MXM' zmienia swe potozenie (mianowicie obraca sie dokota
punktu C), lecz nie zmienia ani ksztattu, ani wielkosci (Il cecha réwnosci tréjkgtow).



118 Dodatek do ksiegi I

Widzimy wiec, ze punkt X lezy zawsze na okregu kota, ktérego Srodkiem
jest punkt C, promien za$ réwna sie Srodkowej takiego tréjkgta, w ktérym dwa
boki réwnajg sie promieniom két danych, kat zas miedzy temi bokami réwna
sie katowi statemu OBO'.

Dow6d twierdzenia odwrotnego nie przedstawia trudnosci. Budujemy mia-
nowicie tréjkat /S MXMr tak, by punkt C byt Srodkiem boku MM"' i zeby byto
MX = r, M'X — /, a zarazem, zeby kat MXMr réwnat sie danemu katowi;
wierzchotek X znajduje si¢ woéwczas na kole, bedgcem domniemanem miejscem
geometrzycznem. Pozostaje poprowadzi¢ promienie OA, O'A réwnolegte do M X,
M'X i dowie$é, ze AX — A'X.

Zadanie 5. Dane sa dwa punkty nieruchome ¢4; G; przez O prowadzimy
wszelkie mozliwe proste i wzgledem kazdej z nich znajdujemy punkt Ar syme-
tryczny z A. Jakie jest miejsce geometryczne punktu A ?

Prosta AO musi by¢ osig symetrji
a: X szukanego miejsca geometrycznego (dla-
’ czego?). Jezeli poprowadzimy prostg
K O X prostopadtg do AO, wéwczas obraz
\ m/ symetryczny punktu A wzgledem osi OX
/ \V znajdzie sie w punkcie At. Jezeli prosta
/ " OX, obracajgc sie dokota O, zbliza sie
do AO, obraz punktu A zbliza si¢ do
A 0 A tego punktu; gdy wreszcie OX zlewa
sie z AOy obraz punktu A zlewa sie
z samym punktem A.
Rys. 121 Tak wiec miejsce geometryczne
jest linjg, przechodzaca przez A i At
i symetryczng wzgledem prostej OA; stad wnosimy, ze wedle wszelkiego prawdo-
podobienstwa miejscem geometrycznem punktu A jest okrag kota, ktérego
Srednicg jest AAV

Przypuszczenie to tatwo sprawdzié. Niech OK (rys. 121) bedzie dowolng
prosta, przechodzaca przez O i niech M bedzie rzutem punktu A na o$ OK,
punkt zas A niech bedzie obrazem symetrycznym punktu A wzgledem tej samej
osi. Laczymy A z Al.

Poniewaz AM = MA\ AO = OAt,
zatem OM /I ArAX
czyli kat @C A AAt jest prosty.
Miejscem wiec punktu A jest istotnie okrag (O)A¥*).

Zadanie 6. W trojkacie réwnoramiennym ABC (CA = CB) prowa-
dzimy dowolng prostg CL, znajdujemy obraz symetryczny Bfpunktu B wzgledem
osi CL i taczymy Brz A. Niech proste AB', CL przecinajg sie w punkcie X.
Znalez¢ miejsce geometryczne punktu X.

*) W tym wypadku niema potrzeby dowodzi¢ twierdzenia odwrotnego,
gdyz wiemy, ze miejscem wierzchotka kata prostego, ktdrego ramiona przechodza
przez dwa state punkty A, At, jest okrag, zakres$lony na $rednicy AAt.
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Jezeli prosta CL zlewa sig z bokiem CB, woéwczas Br (a wiec i X) zlewa
sie z B. Jezeli CL przybiera potozenie CK AB, wowczas Br zlewa si¢ z A,
a wiec i X zlewa sie z A. Wreszcie,
jezeli CL staje sie dwusieczng kata
zewnetrznego DCB, woéwczas B’
zlewa sie z D (o ile, jak na rysunku,
DC = CB), a X zlewa sie z C.

Tak wigc miejscem geome-
trycznem jest prawdopodobnie okrag,
opisany na tréjkacie A ABC. Jezeli
przypuszczenie nasze jest prawdziwe,
to czworobok ACXB musi by¢ wpi-
sany bez wzgledu na potozenie punktu
X. Tak jest istotnie. Jakoz wiemy,
ze czworobok KCMB jest wpisany
(dlaczego?), zatem

«£l = < 2.

Ale w tréjkacie A ABIB
pnnkty K, M sa $rodkami dwoch
bokéw, zatem KM // AB', czyli

<2=<3, i
a wiec <1 =<3 Rys. 122.
i czworobok ACXB jest wpisany.

Ze wzgledu na twierdzenie § 147 dowod twierdzenia odwrotnego jest
zbyteczny.

Cwiczenia XX. 1. Dany jest okrag (0)r i staly punkt A; znalezé miejsce
Srodkéw odcinkéw, poprowadzonych z A do punktéw okregu.

2. W tr6jkacie A ABC podstawa c jest nieruchoma, a réznica dwu
drugich bokoéw jest stata (== m). Znalezé miejsce spodkéw prostopadtych, po-
prowadzonych z wierzchotkébw A i B do dwusiecznej kata zmiennego ~ C
[Wskazéwka: wykresli¢c kota (A)m i (B)m].

3. W czworoboku ABCD boki a, b, d i przekatna e sg statej diugosci.
Znalez¢ miejsce geometryczne:

1- o $rodka X przekatnej f;

2- o srodka Z odcinka XY, gdzie X i Y sa $rodkami przekatnych f, e.

4. Do danego kota O prowadzimy dwie styczne PS, PS' tak, ze
«C SPS' — f § Znalez¢ i wykresli¢ miejsce geometryczne:

1- o $rodka kota wpisanego w tréjkat A PSS'.

2- o $rodka kota opisanego na trdjkacie A PSS'.

5. W tréjkacie A ABC bok AB jest nieruchomy, kat za$ C zacho-
wuje stalg wielkos¢. Jakie jest miejsce geometryczne:

1- o $rodka W kota wpisanego?

2- o Srodkéw Wa, Wb, Wc kot zawpisanych?

3- o0 ortocentru//?
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6. W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna jest nieruchoma; dtu-
gosci dwoch przyprostokatnych sg zmienne. Co kreéli jego $rodek ciezkoSci?

7. Kat prosty porusza sie tak, ze ramiona jego pozostajg styczne do
dwoéch kot spotsrodkowych; znalezé miejsce

1- o wierzchotka kata,

2- o S$rodka odcinka, taczacego punkty stycznosci.

8. Dane jest koto (0)r; danym promieniem rTokreslimy koto, wyznacza-
jace w kole (0)r cieciwe danej diugosci. Jakie jest miejsce geometryczne Srodka
tego drugiego kola?

9. Dane jest koto (0)r; z dowolnych punktéw Alt A2, A3.. okregu pro-
wadzimy réwne sobie i réwnolegte do siebie odcinki A1BI, A2B2f A3B.3.; jakie
jest miejsce punktu B?

10. Dane jest koto i czworobok wpisany ABCDy w ktérym bok AB jest
nieruchomy, bok za$§ CD jest ruchomy lecz statej ditugosci. Co kredlag punkt
przeciecia prostych BCy DA oraz punkt przeciecia sie prostych AC,BD?

11. Dane sa dwa kota zmiennej wielkosci, styczne do siebie w punkcie X,
a précz tego styczne do nieruchomej prostej m w statych punktach A, B. Co
kresli punkt X ?

12. Dana jest prosta m i na niej staty punkt A. Prowadzimy wszystkie
kota, styczne do m w punkcie Aydo kazdego za$ z tych két prowadzimy styczna,
réwnolegta do innej danej prostej /. Znalezé miejsce geometryczne punktu
stycznosci X tych stycznych i wykre$lonych przez nas koét.

13. Dany jest kwadrat ABCD. Z punktu A promieniem AB kreslimy
koto, a do tuku, zawartego wewnatrz kwadratu, prowadzimy dowolng styczna,
ktéra przecina boki BCy CD odpowiednio w punktach K, L. Znalezé miejsce
geom. Srodka kota, opisanego na tréjkacie AKL.

14. Dane jest koto O, a w niem dwie prostopadie do siebie i nieruchome
$rednice AOA\ BOB'. Prowadzimy dwa prostopadte do siebie, lecz ruchome,
promienie OX9 OY, a przez ich konce kreslimy proste, réwnolegte do $rednic
OAy OB. Jakie jest miejsce geometryczne punktu Z, w ktérym przecinaja sie
te dwie proste?

15. Dane sga dwa kota 0'y O", styczne do siebie wpunkcie A; niech m
bedzie spoina ich styczng w tym punkcie, m zasi m" niech beda dwie styczne,
réwnolegte do m. Po m porusza sie punkt Mt z ktérego prowadzimy styczne
do obu kot, przecinajace proste m'y m” w punktach M'yM". Znalezé miejsce
punktu Xy w ktérym przecinaja sie proste MrOry M "0".

16. Na plaszczyznie dane sg dwie przecinajgce sie proste a, b i punkt P\
lezagcy na a. Z punktu zmiennego X prowadzimy réwnolegtag do b, ktéra prze-
cina prosta a w punkcie Y. Jakie jest miejsce punktu X, jezeli mamy stale
XY = YP?

17. Co kresli wierzchotek C tréjkata /S ABCy w ktéorym bok AB jest
nieruchomy, $érodkowa za$ sa ma statg dtugos¢?

18. Dwa kota zmienne sg styczne w statych punktach Py Pr do dwoéch
nieruchomych i przecinajgcych sie prostych, a oprécz tego sa styczne do siebie
w punkcie X. Znalez¢ miejsce geometryczne punktu X.

19. W tréjkacie ABC katy sa state, wierzchotek A jest nieruchomy,
wierzchotek B porusza si¢ po prostej danej m. Co kres$li trzeci wierzchotek?
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Wskazowka: wykre$lajagc rézne potozenia punktu C, uwzgledni¢ to potoze-
nie, przy ktérem bok a lezy na prostej m].

20. W trojkacie prostokatnym [, ABC, ktérego przeciwprostokagtna AB
jest nieruchoma, na przedtuzeniu boku a odktadamy CD = a i punkt D tgczymy
ze $rodkiem O kota opisanego. Znalez¢ i wykresli¢c miejsca geometryczne

1- o punktu Z);

2- 0 punktu E, w ktérym prosta DO przecina bok b.

21. Dany jest staty kat ABC, wewnatrz niego staty punkt M, wreszcie
kat a, ktérego wierzchotek lezy w punkcie M. Kat a obraca sie dokota
M, pozostajac zawsze réwny sobie. Niech ramiona obu katéw przecinajg sie
w punktach K, L; z punktu M prowadzimy odcinek MS | KL. Znalez¢ miejsce
punktu S. [Wskazéwka: poprowadzi¢ MDtJ_AB oraz MD2 CB i polaczy¢
DI i D.2: punktem E].

22. Przez punkt C przeciecia sie dwéch kbt prowadzimy sieczng nieru-
chomg ACA i sieczng ruchomg BCB'. Niech P bedzie punktem przeciecia sie
prostych AB, A'B'. Znalez¢ i zbudowa¢ miejsce geometryczne punktu P..

23. Na odcinku AB, jako na $rednicy, kreslimy pdtokrag; dowolny punkt
C tej krzywej taczymy z A i z B, na przedtuzeniu odcinka AC odktadamy
A X — CB. Znalez¢ miejsce punktu X. [Wskazdéwka: w punkcie A wysta-
wiamy prostopadtg do $rednicy i odktadamy na niej AD == AB],

24. W kole O mamy dane dwie nieruchome i prostopadte do siebie $red-
nice AOAr, BOB'. Na c¢wiartce AB okregu obieramy dowolny punkt M, przez
ktéry prowadzimy styczna, przecinajaca w punkcie K przedtuzenie érednicy AOA'.
Niech W bedzie $rodkiem kota wpisanego w [ OMK. Dowie$¢, ze gdy M prze-
suwamy po okregu, punkt W przesuwa sie po bokach kwadratu, wpisanego
w koto O.

Zbada¢ szczeg6towo ruch punktu W w zaleznosci od ruchu punktu M.
Czy W moze znalez¢ sie w wierzchotku kwadratu? w $rodku boku kwadratu?
Jak nalezy zmieni¢ warunki zadania, zeby punkt ruchomy wykreslit caty kontur
kwadratu? [Wskazéwka: O OWA = OWM],

25. Przy tych samych zalozeniach, co w poprzedniem zadaniu, zbadad
ruch $rodkéw WIly W2, W3 két zawpisanych, stycznych odpowiednio do bokéw
OM, MK, OK.

26. Dane jest koto O i w niem promiei nieruchomy OA. Kre$limy pro-
mien zmienny OB i prowadzimy BC J_ OA. Znalez¢ miejsce geometryczne $rodka
W kota, wpisanego w tréjkat [ OBC.

[Od po w.: cztery tuki, obejmujgce kazdy po f 5].

"21) Po przedtuzeniu S$rednicy kota O porusza sie punkt A; z punktu tego
prowadzimy styczng i na niej odktadamy AB AO. Co kresli punkt B, gdy A
porusza si¢ po OA?

28. Dokota wierzchotka A tréjkata statego [, ABC obraca sie prosta,
ktéra przecina w punkcie A koto opisane na tym tréjkacie, a w punkcie E
przecina prostag BC. Niech koto CDE przecina prosta AC w punkcie F, a prostg
BF w punkcie G. I-o dowie$é, ze prosta GE obraca sie dokota statego punktu;
2-0 znalez¢ miejsce punktu G.

29. Znalez¢ miejsce geometryczne $Srodkéw wszystkich réwnolegtobokéw,
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wpisanych w dany czworobok ABCD i majacych boki réwnolegte do prze-
katnych, AC, BD.
30. Z punktu statego P prowadzimy do danego kota sieczng PAB, w punk

tach za$ A, B prowadzimy styczne AC, BC. Jakie jest miejsce geometryczne
ortocentru H trojkata A ABC, jezeli sieczna obraca si¢ dokota punktu P?

[Wskazéwka: punkt symetryczny z ortocentrem H wzgledem boku AB
lezy na okregu kota, opisanego na A ABC\.

I. 0 rozwiazywaniu zadan konstrukcyjnych.

A. Przykiady analizy geometrycznej.

§ 154. Zadania, z ktéremi dotad mieliSmy do czynienia, byty
tak zgrupowane, ze rozwigzania ich wynikaty nieraz bezposrednio
z twierdzen podanych i dowiedzionych w tekscie, lub z innych
zadan, uprzednio rozwigzanych. W praktyce jednak zwigzek mie-
dzy danem zagadnieniem a znanemi twierdzeniami geometrji bywa
zwykle dos¢ odleglty. Aby ten zwigzek odnalez¢, postepujemy
w sposéb nastepujacy.

Zakltadamy najpierw, ze zadanie zostato juz rozwigzane,
innemi stowami: kreslimy figure mniej wiecej zblizong do poszu-
kiwanej i zaktadamy, ze spelnia ona wszystkie warunki zadania.
Nastepnie, kreslac w razie potrzeby linje pomocnicze, staramy sie
wykazaé, ze nasze zadanie byltoby rozwigzane, gdyby sie udato
rozwigza¢ pewne inne zadanie. Dalej wykazujemy, ze to drugie
zadanie byloby rozwigzane, gdybysmy umieli rozwigzac¢ trzecie
jakie$ zadanie i t. d. Postepujagc w ten sposdéb, dochodzimy
wreszcie do zadanig, ktérego rozwigzanie jest nam znane.

Postepowanie to nosi nazwe analizy geometrycznej. Na czem
ono polega, zrozumiemy najlepiej na przyktadach.

§ 155. Zadanie |I. Dane sa dwa kota (O)r, (0)r\ przeci-
najace sie w punkcie A; poprowadzi¢ przez ten punkt sieczng
w taki sposdb, zeby suma cieciw, wyznaczonych na niej przez
oba kota, rownata sie danemu odcinkowi m.

Przypusémy, ze r > r i ze kola oraz odcinek BBj przed-
stawione na rys. 123, odpowiadajg warunkom zadania. Je$li po-
prowadzimy ze $rodkéw O, O' prostopadte do cieciw, otrzymamy
odcinek CC', ktory rowna sie */2™ jest wiec znany. Odcinek ten
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jest zarazem odlegtoscia miedzy dwiema rdéwnolegtemi do siebie
prostemi oc, o'c'. Tak wiec zadanie nasze byloby rozwigzane,
gdyby sie udato rozwigza¢ nastepujace

Zadanie pomocnicze l|. Przez dwa dane punkty O, O' popro-
wadzi¢ dwie réwnolegte tak, zeby
odlegto$¢ miedzy niemi rownata sie
danemu odcinkowi X2 m.
Jezeli teraz poprowadzimy ze
srodka mniejszego kota réwnolegla
do prostej c c 'y woéwczas otrzymamy
trojkat prostokatny /\ 00 'Dfw kto-
rym przyprostokagtna op réwna sig
V2 m. Zadanie tedy pomocnicze by-
toby rozwigzane, gdybysmy potrafili zbudowaé tréjkat 00'Dp
czyli gdybysmy rozwigzali nastepujace

Zadanie pomocnicze w. zbudowa¢ trékat prostokatny ;~ 00 'D,
majac danag przeciwprostokatng 00" iprzyprostokatng O D = X2m.

To drugie zadanie rozwigza¢ mozemy, o ile tylko 0 0' > X2m.
Istotnie, na oo, jako na $rednicy, kreslimy poétkole, z punktu
zas O kreélimy koto promieniem réwnym 1/2°n; punkt przeciecia
sie tych kot jest wierzchotkiem b trojkata.

Chcac teraz otrzyma¢ rozwigzanie zadania |1, przedtuzamy
bok o b trojkata i z punktu A prowadzimy prostopadta do prostej
0 D; prostopadia ta jest zadang sieczna.

Istotnie ob = cc' = 1¥2m, ze zZaS BC — CA, C'B' = C'A,
zatem BB' = m.

Jak widzimy, zadana sieczng potrafimy zbudowaé wtedy
1 tylko wtedy, gdy 00" > 1/2m —czyli, gdy zadana suma cieciw
jest mniejsza od podwojonej odlegtosci srodkéw obu kot

§ 156. Zadanie Il. Poprowadzi¢ spdélne styczne do dwéch
danych nieréwnych két (O)r i (O)r .

1. Przypusémy znéw, ze r > r i ze kota wraz ze styczng SS*
na rysunku 124 odpowiadajg warunkom zadania. Promienie os,
0'S" sg prostopadte do stycznej ss*, a jezeli przez o poprowa-
dzimy rownolegtg do stycznej, przecinajgcg w punkcie T promien
wiekszego kota, otrzymamy tréjkat prostokatny A 00
w ktorym o'T = r —r (dlaczego?).
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Zadanie nasze rozwigzemy, o ile potrafimy rozwigza¢ naste-
pujace
Zadanie pomocnicze: Zbudowac trojkat prostokatny, w kté-
rym mamy dang przeciwprostokatna, oraz przyprostokatng, réwna-
jaca sie réznicy promieni r' — r.
Trojkat taki zbudowac¢ umiemy.
Po zbudowaniu go wystarczy prze-
dtuzy¢é bok o T az do przeciecia
sie z okregiem w punkcie S\ przez O
poprowadzi¢ promien o s réwnolegly
do o s' i potaczyé punkty s, s'.
Rzecz prosta, ze mozemy zbu-
dowa¢ dwa trojkaty takie, jak
A 00'Ty potozone symetrycznie
wzgledem linji Srodkéw 00'; po-
winnismy tedy otrzymac¢ dwie styczne, takie jak ss'. Styczne te
nazywamy zewnetrznemi.
Wynik ten byt tatwy do przewidzenia, gdyz linja srodkéw 00"
jest osig symetrji figury, ztozonej z dwéch két (O)r i (0")r\
Rozwigzanie nasze wymaga, zeby byto

00" > OTeczyli 00" > r—r (dlaczego?).

Innemi stowy: zeby zadanie bylo mozliwe do rozwigzania,
kota dane albo nie powinny mie¢ wcale punktéw spélnych, albo
powinny by¢ zewnetrznie do siebie styczne, albo wreszcie powinny
sie przecinad.

We wszystkich tych trzech przypadkach kota maja dwie
spdlne styczne zewnetrzne.

W przypadku granicznym, gdy mamy

o0'=r-r,

czyli, gdy kota sg wewnetrznie do siebie styczne, tréjkat A 00'T
nie istnieje, lecz wtedy prosta, prostopadita do 00' w punkcie
stycznosci kot, jest spoing styczng zewnetrzna danych koét.*)

*) Uczen wykresli wspoélne styczne zewnetrzne dla kilku par ko6t o tych
samych promieniach r, r' i przekona sie, ze gdy odlegto$¢ $rodkéw stopniowo
maleje, tak, iz koto (0)r stopniowo przechodzi w koto styczne wewnetrznie do
kota (Oy, obie styczne spélne coraz bardziej zblizajg sie do siebie. Co dzieje
sie z temi stycznemi w chwili, gdy mniejsze koto staje sie wewnetrznie styczne
do wiekszego?
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Il. Mozemy wyobrazi¢ sobie jeszcze inng figure, odpowia-

dajaca warunkom zadania, mianowicie taka, jak na rysunku 125.
Kreslimy znéw promienie

osy o s\ prostopadte do spolnej

stycznej ss\ przedtuzamy pro-

mien 0'S'y z punktu zas O pro-

wadzimy réwnolegtg do stycz-

nej, a wiec prostopadtg do pro-

stej o's".
W ten sposob otrzymuje- Rys. 125.
my tréjkat prostokatny A OOrly
w ktorym oT = r -f r (dlaczego?). Stwierdzamy znoéw, ze

zadanie nasze byloby rozwigzane, gdybysmy potrafili rozwigzac
nastepujace

Zadanie pomocnicze. zbudowaé tréjkat prostokaty A 00°'T 9
majac dana przecizuprostokatng 0 0 ' i przyprostokatng 0'T —
r+ r\

Zadanie to rozwigza¢ umiemy. Po rozwigzaniu go wypadnie
tylko poprowadzi¢ os/ioT i poltgczy¢ s z s .

W ten sposéb otrzymujemy spoinag styczng wewnetrzna
dzuéch kot.

Oczywista rzecz, ze musi istnie¢ druga jeszcze styczna
wewnetrzna, symetryczna z prostg ss* wzgledem osi 00'.

Rozwigzanie nasze wymaga, zeby byto

00> oT czyli oo > r+ 1.

Innemi stowy: kota dane nie powinny mieé¢ wcale punktéw
spolnych; otrzymujemy wéwczas dwie styczne wewnetrzne.

W przypadku granicznym, gdy oo '= r - r\ trojkat A oo ‘T
przestaje istnie¢; kola sg wowczas zewnetrznie do siebie styczne,
a prosta, prostopadta do osi 00", jest jedyng ich spoing styczng
wewnetrzng. *).

§ 157. Zadanie Ill. zbudowaé¢ tréjkat prostokatnyy majac

dang przeciwprostokatna C i promien Q kota wpisanego.

*) Uczen znéw przekona sie, ze gdy kota (0)r, (0')r' zblizaja sie do sie-
bie, styczne wewnetrzne coraz mniej réznig sie od siebie. Co dzieje sie w chwili
gdy kota stajg sie zewnetrznie do siebie styczne?
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Analiza. Przypusémy, ze zadanie jest rozwiazane i ze
/\ ABC na rysunku 126 przedstawia zgdang figure. Niech W be-
dzie Srodkiem kota wpisanego, AIf BIf Ci niech beda punktami
stycznosci tego kota z bokami, a, b, ¢ trdjkata.
Jezeli poprowadzimy pro-
mienie  WAU WBU zauwazymy
odrazu, ze

CAX= CBi — Q (dlaczego?).
Zwazywszy, iz
ABX—ACD BAiI = BC\y
mamy a = BCl+ &
AC\ + Q
zatem a+ b= c+ 27
Rys. 126. czyli mamy dana sume dwoch
przyprostokatnych.

Jak widzimy, zadanie nasze daloby sie rozwigza¢, gdybysmy
umieli rozwigza¢ nastepujagce

b

Zadanie pomocnicze |: zbudowa¢ tréjkat prostokatny, ma-
jac dana przeciwprostokatng i sume dwoéch orzyprostokatnych
a+ b

Jezeli przedtuzymy bok a, na przedtuzeniu jego odtozymy
CC2= b i potaczymy A z C2 otrzymamy trojkat /\ ACZBy
w ktérym znamy boki BC2D AB oraz kat »~ BG2A = {2d (dla-
czego?). Po zbudowaniu takiego trojkata znajdziemy odrazu
punkt C. Istotnie, punkt ten, jako wierzchotek kagta prostego,
powinien leze¢ na okregu, ktdérego $rednica jest bok AB.

Tak wiec zadanie nasze potrafimy rozwigza¢, gdyz umiemy
rozwigza¢ nastepujace

Zadanie pomocnicze Il: zbudowa¢ tréjkaty majac dane dwa
boki i kat przeciwlegty jednemu z nich (Cwiczenie XV, 23, str.
85 — 87).

Konstrukcja. Budujemy kat, rowny 12”; na jednem jego
ramieniu odktadamy odcinek CB = a+ 6 = c+ 2q i z punktu B
kreslimy koto promieniem, réwnym odcinkowi c¢. Punkt A, w kto-
rym to koto przecina drugie ramie kata, tgczymy z punktem By
poczem na ABf jako na S$rednicy, kreslimy koto, przecinajgce
prosta BC2 w punkcie C. Trdjkat A ABC jest zadany.
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Badanie. Zadanie nasze ma co najwyzej tyle rozwigzan,
ile ich posiada zadanie pomocnicze Il, gdyz koto, zbudowane na
Srednicy A B, przeciaé moze tylko w jednym punkcie prostg BcC2.

W zadaniu pomocniczem mamy AB < Bc?2 katzaS Ac2B
jest mniejszy od prostego, zachodzi
tu wiec przypadek, o ktérym byla
mowa pod numerem 3-0 na str. 88
przy rozwigzywaniu ¢wiczenia 24-go.

Jezeli poprowadzimy BK 1 coa,
przekonamy sie, ze zadanie pomo-
cnicze ma
jedno rozwigzanie, gdy ¢ = BK,
dwa rozwigzania, , C€> BK,
niema rozwigzan, , c¢< BK.

PowiedzieliSmy wyzej, ze nasze
zadanie moze mie¢ co najwyzej tyle
rozwigzan, ile ich ma zadanie pomocnicze. Istotnie, gdyby Kkoto,
zakreslone na Srednicy AB, nie przecieto wcale odcinka BcC2,
zadanie nasze nie datoby sie rozwigzat. Otéz przypadek ten
mogtby zajs¢ wowczas, gdyby kat c28A byt prosty lub roz-
warty, ale to jest niemozliwe.

Istotnie, gdyby Kkat <€ c2sA byt prosty, wowczas trojkat
A coaB bylby réwnoramienny (dlaczego?) i mielibySmy

AB = BC2
czyli c= c+ 2q
co jest niedorzeczne. Gdyby kat c28 A byt rozwarty, wowczas
mieliby$my

<£EBAC2< AC2B (dlaczego?)
i, co za tern idzie AC2< AB,
czyli c+ 2¢< ¢

co znéw jest niedorzeczne.
Tak wiec zadanie nasze ma dokladnie tyle rozwigzan, co
i zadanie pomocnicze.

§ 158, Zadanie IV. zbudowaé tréjkat, majac dane trzy jego
Srodkowe.

Niech trojkat A ABC bedzie tréjkatem zadanym; AA',BB\
CC' niech beda jego $rodkowe, przecinajace sie w punkcie G.
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Oczywista rzecz, ze znamy odcinki, wyznaczone na $rodko-
wych przez Srodek ciezkosci G (§ 81, str. 57). Wobec tego, jesli
przedtuzymy Srodkowag A A i na przedtuzeniu odtozymy Al' = A‘'G
to otrzymamy tréjkat /\ GC1, w ktérym

Cl- GB=fs6 CG= 8sc, G/=fsa

Umiemy zbudowaé ten tréjkat, gdyz mamy dane wszystkie trzy
jego boki.
Po zbudowaniu tego trojkata, mozemy z tatwoscig kilkoma spo-
sobami otrzymac tréjkat zadany A ABC.
Uczenn znajdzie sam konstrukcje.
Jak widzimy, zap6mocg analizy
sprowadziliSmy nasze zadanie do roz-
wigzania nastepujgcego

Zadania pomocniczego. Majac
dane odcinki sa, S6, SC, zbudowa¢ troj-
kat o bokach § sa, §sb, 8§ sc.

tatwo przekonac sieg, ze z kazdego
tréjkata CGI mozemy trzymac jeden

tylko trojkat ABC, zatem zadanie nasze ma tylez rozwigzan,
co i zadanie pomocnicze, t. j. dwa, ktore zresztg rdznig sie tylko
potozeniem, sg mianowicie symetryczne wzgledem prostej Al
(poréwn. § 137, str. 95).

Z powyzszych przykitadéw widzimy, ze analiza geometryczna
o tyle prowadzi do celu, o ile zadanie dane potrafimy zastgpic¢
przez zadanie tatwiejsze lub poprzednio juz rozwiazane. Zalezy
tu wiele od umiejetnego wyboru linij pomocniczych, ktére mamy
wykreslié. Nie mozemy w tym wzgledzie poda¢ zadnych regut
og6lnych: trafno$¢ wyboru zalezy od wprawy i od znajomosci
roznych zwigzkéw geometrycznych.

Cwiczenie XXI. Jezeli w zadaniu chodzi o zbudowanie tréjkata i jezeli
mamy dang sume Ilub réznice dwu jego bokéw, woéwczas nalezy te sume lub
réznice wprowadzi¢ do rysunku, kierujac sie np. wskazéwkami, zawartemi w ¢éwi-
czeniach IX, 50—57, na str. 62. To samo dotyczy przypadku, gdy mamy dany
obwdd tréjkata lub sume (czy tez ro6znice) innych jakichkolwiek odcinkoéw.

1. Zbudowa¢ A ABC, majac dane a-f-b -f-c oraz A, B.

[Wskazéwka do analizy: na prostej AB odktadamy nazewnatrz troéj-
kata A ABC odcinki AK = ACy BL = BC i tworzymy tréjkat A KCL. Zbada¢
jego katy i sformutowaé zadanie pomocnicze, do ktérego sprowadzamy rozwig-
zanie zadania danego].
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2~ Zbudowaé A ABC, majac dane b, rb — ra, B, przyczem A < 8.

3. ” ” ” — , B.

[Wskazéwka do analizy: jezeli CD jest wysokoscig oraz BE = rQ—rb,
woéwczas badamy katy w tréjkacie A CBE¥*)].

4. Zbudowaé¢ A ABC, majac dane: a, 6, ra— rb, przyczem A <£ 5.

1 » * » » a) » o »
6* » » » » A, ra—rb,
7- - » » » ra ' A—B. »

[Wskazéwka do analizy: jezeli CD jest wysokoscia, DE = DA = rb,
woéwczas badamy tréjkat A CBE].

8. Zbudowa¢ A ABC, majac dane: a, b, sc.

9- » » » » a, ha, < (a, sc ).

10. » » N N ¢, sa. [Wskazéowka do
analizy: uzupelniamy tréjkat A ABC tak, by otrzymaé¢ réwnolegtobok, w kto-
rym sa bytoby potowg przekatnej].

11. Zbudowaé tréjkat A ABC, majgc dane: A, b —c, sa.

Oznaczmy przez Da, Db, Dc punkty, w ktérych koto wpisane (I")p dotyka
bokéw a, b, ¢ trojkata. Tak samo punkty, w ktérych koto zawpisane (U )pa ,
lezace w kacie <£A, dotyka bokéw tréjkata lub ich przedtuzeh, oznaczymy
symbolami Aa, Ab, Ac . Z tatwosciag dowiedzie czytelnik nastepujacych zwiaz-
kéw, w ktérych symbol 2p oznacza obwdd tréjkata A ABC:

1. ADh= ADC= pP_—-,

BDa= BDC= p — b,
CDa= CDh==p —c.
1. AAb= AAC= P
BBa = BEC= P,
cca= ccb= p
Zbudowac¢ tréjkat A ABC, majgc dane:

12. 2p, @ fc m 13. 2P, C, . 14. 2P> pada-.
11 2p> pc . V fo6. 2p, C, K 17. p> A A' B 1 odcinek WA.
18.p—c, a P f9. p —c, P ea 20. p~-uG A, ha.
2l.p—c, ¢, P& -" 7% 22. p—¢, C p. 23. P~-c, A, pa.

W nastepujacej grupie zadan mamy dane badz poszczegdlne boki tréjkata,
badZz sume lub réznice dwéch bokéw. Uczen oprze analize tych zadan na figurze
podobnej do tej, ktéra data nam rozwigzanie zadan grupy poprzedniej, a mia-
nowicie na figurze, ztozonej z tréjkata A ABC, z kot (W)p, (WQ)po, (Wb )pb,
(IVc )pc oraz (wrazie potrzeby) z kota opisanego (O) R.

*) Zaréwno w tern, jak i we wszystkich innych zadaniach nalezy stara¢
sie przedewszystkiem o jasne sformulowanie zadann pomocniczych, do ktérych
sprowadzamy rozwigzanie zadania danego.

Geometrja elementarna. 9
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Zbudowaé tréjkat / ABC, majace dane:
24. ¢, C, p. 25. ¢, C, pc. 26. ¢, /?. p.
27. ¢, A, pa . 28. « + Pa * P& » 29. a+ 0, C, Pc.
30. a-j-A P R 31. a+ b, pc — p. 32.a+ b c, m—,. .
33. a—byp, pc. 34. a- b, B, p 35. a—by hayp.

36. Majac dany tréjkat A ABC, wykresli¢c z jego wierzchotkéw, jako ze
srodkoéw, trzy kota, z ktérych kazde bytoby styczne do dwu drugich.

37. Dane jest koto (O) A, na przedtuzeniu za$ s$rednicy OA dany jest
punkt iB; znalezé na prostej AB taki punkt X, zeby styczna XC réwnata sie
odcinkowi XB.

[Wskazdéwka: przedtuzamy BC az do przeciecia sie z kotem w punkcie D
i badamy katy tréjkata A DOB].

38. Dany jest trojkat A ABC i wewnatrz niego punkt K\ wpisa¢ w tréjkat
réwnolegtobok tak, by punkt K byt Srodkiem réwnolegtéboku. [Wskazdéwkal
jezeli poprowadzimy KLIZ/AB oraz KM BC, woéwczas, znajac punkty L, M na
boku b, bedziemy mogli z tatwoscia wyznaczy¢ wierzchotki D, E roéwnolegto-
boku, lezagce na tym samym boku b].

39. Zbudowa¢ czworobok ABCD, majac dane w ptaszczyznie rysunku
Srodki M, N dwéch przeciwlegtych bokéw oraz cztery odcinki, réwnajace sie
odpowiednio bokom a, b, ¢, ci. [Wskazdédwka: jezeli A, L sa Srodkami prze-
katnych, to KLMN jest réwnolegtobokiem, w ktéorym znamy dtugosci bokéw
(dlaczego?): jezeli P, S sa $rodkami dwu innych bokdéw czworoboku, wow-
czas PLSK jest tez réwriolegtobckiem o znanych bokach, a oprécz tego réwno-
legtoboki KLMN, PLSK majg spoiny $rodek].

40. Na ptaszczyznie dane sg cztery punkty; wykresli¢ okrag réwno odlegty
od wszystkich czterech pupktéw.

41. Dany jest okrag kota ina nim dwa punkty A, B\wpisa¢ w to koto
trojkat A ABC tak, zeby byto A — B= &

42. Dany jest kat AOBY ktérego wierzchotek Okzy poza granicami
rysunku. Majac dany punkt C na ramieniu AO, znalezé nadrugiem ramieniu
taki punkt B, zeby bytlo QA = OB.

43. Zbudowaé tréjkat A ABC, majagc dane a b , po, . [Wska-
zowka: na dowolnej prostej m odktadamy odcinek a-j- b i w jego koncach
kreslimy promieniami danemi kota, styczne do prostej m].

B. Metoda miejsc geometrycznych.

§ 159. Zapomocg analizy geometrycznej mozemy kazde za-
danie konstrukcyjne sprowadzi¢ do typu nastepujgcego:

»Znalez¢ punkt X, ktory jest wyznaczony przez dwa znane
nam warunki

Niech bedzie dane np. do rozwigzania
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Zadanie I. Danym promieniem r zakresli¢ kolo styczne do
prostej danej m, ktére byloby zarazem zewnetrznie styczne do
danego kola (0)r\

Rzecz oczywista, ze zadanie bedzie rozwigzane, skoro tylko
znajdziemy $rodek zadanego kota. Tak wiec niewiadomym (po-
szukiwanym) punktem X jest w naszem zadaniu S$rodek kota,
ktore mamy wykreslic.

Rys. 129.

Zatozmy, ze rys. 129 przedstawia zadang figure. Skoro koto
(O) r ma by¢ zewnetrznie styczne do kota szukanego (X)r, od-
legto$¢ ich Srodkéw powinna réwnac sie sumie promieni, czyli
musi by¢
OX=r+r.

Poniewaz, dalej, koto (X) ma by¢ styczne do prostej my
zatem odlegtos¢ punktu X od prostej m winna réwna¢ sie pro-
mieniowi kota.

W ten sposOb zadanie nasze sprowadziliSmy do nastepuja-
cego zadania pomochiczego:

Zadanie pomocnicze. Znalez¢ punkt X, spelniajacy jedno-
czesnie dzua warunki: 1) odlegtos¢ OX réwna sie sumie promieni
r+ r'; 2) odlegtos¢ punktu X od prostej m réwna sie r.

Aby rozwigzaé to zadanie pomocnicze, bierzemy najpierw
pod uwage pierwszy warunek.

1) Poniewaz punkt O jest dany, a miejscem geometrycznem
punktéw, odlegtych od punktu O o odcinek r+ r\ jest okrag

o
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zakreslony z O promieniem r+ r\ zatem punkt X musi leze¢ na
tym okregu.

2) Przechodzimy teraz do warunku drugiego. Miejscem ge:
ometrycznem punktéw, odlegtych od prostej m o dany odcinek r\
jest uklad dwoch prostych, réwnolegtych do m i lezacych syme-
trycznie wzgledem niej w odlegtosci r* od tej prostej. Wobec
tego nalezy punktu X szuka¢ na tych rownolegtych, a poniewaz
lezy on jednocze$nie na kole, zakre$lonem z punktu O promie-
niem r+ r\ zatem moze leze¢ tylko w punkcie przeciecia sie
tego kota z jedng lub druga z powyzszych réwnolegtych.

llos¢ rozwigzan zalezy od ilosci punktéow przeciecia sie obu
miejsc geometrycznych. Uczen zbada szczeg6towo wszystkie moz-
liwe przypadki.

Jak widzimy, postepowanie nasze polega na tern, ze uwzgled-
niamy najpierw tylko pierwszy warunek, ktéremu winien czynic
zado$¢ punkt X, i w ten sposéb wyznaczamy jedno miejsce geo-
metryczne tego punktu; nastepnie, uwzgledniajac tylko drugi wa-
runek, znajdujemy drugie miejsce geometryczne tego samego
punktu X. Wobec tego punkt szukany X znajdziemy, wykresliwszy
oba jego miejsca geometryczne.

§ 160. Zadanie Il. Wewnatrz danego kata MAN znalezé
taki punkt X, zeby dane odcinki AB, ACy lezgce na ramionach
kata9 wida¢ bylo z punktu X pod danemi katami <€ a, p.

Rys. 130.

Jezeli rys. 130 przedstawia figure zadana, czyli jezeli punkt X
na tym rysunku spetlnia dwa nastepujgce warunki:
*4 BXA = a, <£ AXC = p,
woéwczas punkt X lezy 1) na tuku, wykreslonym na cieciwie AB
i obejmujgcym Kkat 2) na tuku, wykreslonym na cieciwie AC
i obejmujacym kat <£ p.
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Zadanie posiada jedno i tylko jedno rozwigzanie, jezeli tuki
te maja précz punktu A drugi jeszcze punkt spoiny, czyli jezeli
figura ABXC jest czworobokiem, Innemi stowami, aby zadanie
posiadato rozwigzanie, trzeba i wystarcza, zeby zachodzita nie-
réwnos¢

Ht BAC + <c BXC <46,
czyli < BAC + Ma + M:pcdo.

§ 161. Czasem dopiero diluzsza analiza moze wskaza¢é nam
0w punkt X9 do znalezienia ktdérego sprowadza sie rozwigzanie
zadania. Jako przykiad podajemy nastepujace

Zadanie Ill. Zbudowac trojkat ABCy majac dane ha, s , dA.
Niech trojkat ABC na rys. 131 bedzie zadany i niech

ADy AEy AF beda odpowiednio wysokos$cig, dwusieczng i Srodkowa.
Przedewszystkiem zauwazmy,

ze tréjkat prostokatny ADE daje

sie z tatwoscig zbudowag, gdyz znamy

jego przyprostokatng AD i przeciw-

prostokgtng AE. To samo powie-

dzie¢ mozna o trojkacie /S ADE.

Po zbudowaniu tych dwoch troj-

katéw znalibySmy wierzchotek A

zadanego trojkata, prosta, na ktorej

lezy bok af oraz S$rodek F tego

boku. Pozostate dwa wierzchotki By C

trojkata dalyby sie tatwo znalezé,

gdybysmy umieli wykresli¢  koto,

opisane na trdjkacie szukanym ZS ABC. Otéz koto to potrafimy

wykresli¢, jezeli znajdziemy jego Srodek Xf gdyz musi ono prze-

chodzi¢ przez znany nam punkt A.
Tak wiec zagadnienie nasze sprowadziliSmy do nastepujacego

Zadania pomocniczego. Znalez¢ Srodek kola, opisanego na
niewiadomym trojkacie Z\ ABC, majac dane na rysunku troj-
katy Zs ADEj Zs ADFy ktore wysokos¢y dwusieczna i Srodkowa
tego niewiadomego trojkata tworzga z bokiem jego a.

Aby rozwigza¢ to zadanie pomocnicze, musimy znalez¢ dwa
miejsca geometryczne dla punktu X.
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Jedno z tych miejsc znamy oddawna: jest to 0§ symetrji
boku a, ktdorg mozemy wykresli¢, gdyz znamy S$rodek F tego
boku i prostg DF, na ktorej lezy bok a

Co sie tyczy drugiego miejsca geometrycznego, to znajdziemy
je zapomoca dalszej analizy.

Niech ~4X4' bedzie Srednica szukanego kota. Na rysunku
131 musi byé¢ 1 = <£ 2 (dlaczego?), a poniewaz trdjkaty /\ ABP,
/INAA'C sg oba prostokatne, zatem pozostate ich katy ostre muszg
rownaé¢ sie sobie, czyli musi by¢

*$BAD = "AAC (1)

ZatozyliSmy, ze AE jest dwusieczng kgta <€ BAC czyli,
ze mamy

-i BAD + DAE = < EAA' + ARAC (@)

Z rownosci (1) i (2) wynika, ze

DAE = < £A4\

Tak wiec, majgc dany trdjkat /\ ADE, podwoimy jego
kat <€ DAE i otrzymamy prosta AA' na ktérej musi lezec
$rodek 2Cszukanego kota.

Wykonanie konstrukcji pozostawiamy uczniowi.

Cwiczenia XXII. 1. Majac dane promienie r, r, zakresli¢ niemi dwa kota,
styczne do siebie i do danej prostej m. [Uwzgledni¢ rézne rodzaje stycznosci!].

2. Dane sa na plaszczyznie punkty A, A\ B, B'; wykresli¢ dwa kota
spotsrodkowe tak, by jedno przechodzito przez A i A\ i drugie przez B i B\

3. Dane sg dwa kota spétsrodkowe (0)r, (0)rJoraz punkt A; zbudowaéd
trzecie koto, przechodzace przez A i styczne do obu danych.

4. Zbudowa¢ dwa kota, styczne do siebie i do danej prostej m, przyczem
$rodek jednego koto winien leze¢ w danym punkcie O, promien za$ drugiego
powinien réwnac¢ sie danemu odcinkowi r.

5. Dane sa na ptaszczyznie trzy réwne sobie kota; wykresli¢ czwarte
koto, styczne do wszystkich trzech.

6. Dany jest tréjkat ABC; znalezé¢ punkt, z ktérego wszystkie trzy
boki tréjkata wida¢ pod tym samym katem.

7. Zbudowa¢ czworobok ABCD, majac dane: a, A, eyf oraz warunek,
zeby na tym czworoboku mozna byto opisa¢ koto.

8. Na danym tréjkacie réwnobocznym AMN opisa¢ kwadrat tak, by
jeden jego wierzchotek lezat w punkcie A, boki za$ b i ¢ przechodzity przez
punkty M i N. [Wskazéwka do analizy: poprowadzi¢ przeka'ng AC].

9. W dane koto wpisa¢ tréjkat prostokatny ABC tak, by przyprosto-
katna a réwnata sie danemu odcinkowi i zeby przedtuzenie drugiej przyprosto-
katnej b przechodzito przez dany punkt M, lezacy zewnatrz kota. [Wska-
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zéwka do analizy: czy wielko$¢ przyprostokatnej b jest wyznaczona, jezeli
znamy a i promien kota opisanego?].

10. W dane koto wpisaé¢ tréjkat prostokatny tak, by dwa ramiona kata
prostego przechodzity odpowiednio przez punkty M, N. Zbada¢ przypadki: 1) gdy
oba punkty lezg wewnatrz kota; 2) gdy jeden lezy wewnatrz, drugi zewnatrz
kota; 3) gdy oba lezg zewnatrz kota.

11. Danym promieniem r wykreéli¢ koto, ktéreby na dwu danych prostych
wyznaczato cieciwy, réwnajace sie danym odcinkom a, b.

12. Dane sa koto O i prosta m; wykresli¢ sieczng tak, by jeden jej ko-
niec lezat na prostej m, zewnetrzna jej cze$¢ réwnata sie danemu odcinkowi a
i zeby cieciwa, wyznaczona przez te sieczng, réwnata sie danemu odcinkowi b.
[Wskazéwka do analizy: jakie jest miejsce $rodka cieciwy, wyznaczonej
przez te sieczng? Jak sieczna nasza lezy wzgledem tego miejsca geometrycznego?].

13. Przez punkt przecigcia si¢ dwdch kot poprowadzi¢c w jednem z nich
cieciwe tak, by drugie koto podzielito jg na potowy.

14. Przez dany punkt A poprowadzi¢ do danego kola sieczng tak, by
cieciwa, wyznaczona na tej siecznej, zostata poJzielona na potowy przez danag
prosta m. [Wskazéwka do analizy: poprowadzi¢ promien, prostopadly do
siecznej].

15. Dany jest trojkat prostokatny /\ABC\ miedzy ramionami kata pro-
stego umiesci¢ dany odcinek p tak, zeby korice jego lezaly na ramionach tego
kata, S$rodek za$ na przeciwprostokatnej. [Wskaz6wka do analizy: jezeli
odcinek DF odpowiada warunkom zadania, punkt za$ E jest jego S$rodkiem,
wowczas taczymy E z wierzchotkiem C kata prostego. Czy odcinek CE jest
nam znany?].

16. Dany jest trojkat ABC i punkt M na boku a\ wykresli¢ koto,
styczne do boku a w punkcie M i wyznaczajace réwne cieciwy na bokach 6, c.

17. Wykresli¢ koto, przechodzace przez dany punkt A i wyznaczajgce na
dwu danych réwnolegtych cieciwy, réwnajace sie danemu odcinkowi m.

18. Zbudowacé tréjkat ABC} majac dane A, B, p.

19. » w w " A.a, p.
EQ) ” 9 w - A+ B pc
21. t w . A, dA, p.

22. W plaszczyznie danego kota znalez¢ taki punkt X> by suma stycznych
XA -j- XA' réwnata sie siecznej, poprowadzonej z punktu X przez Srodek kota

23. W dane koto wpisa¢ trojkat A ABC, majac dany bok a, oraz dtugosé
odcinka AA\ gdzie przez A' oznaczyliSmy punkt przeciecia sie kota opisanegp
z przedtuzeniem dwusiecznej wewnetrznej dA .

24. Na danym czworoboku ABCD opisa¢ kwadrat. [Wskazéwka do
analizy: uwzgledni¢ miejsce geom. § 147 oraz fakt, ze przekatna kwadrat,
jest dwusieczng jego kata],

25. Zbudowaé trojkat prostokatny tak, by przyprostokgtne o, b (lub ich
przedituzenia) przechodzity odpowiednio przez dane punkty L, Mydwusieczna za$
kata prostego (lub jej przedtuzenie) przechodzita przez punkt dany K i zeby
przyprostokatna CA réwnata si¢ danemu odcinkowi b.

26. Dane sa cztery punkty A, B, C, D\ wykresli¢ kwadrat, ktérego boki
przechodzityby odpowiednio przez te punkty.
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27. Z danych dwoéch punktéw Ot, 02, jako ze $rodkéw, wykres$lié dwa
rowne kota tak, by spoina styczna tych ko6t przechodzita przez dany punkt M.

28. Dane jest koto (O)r, punkty A, B, nie lezace na niem i prosta m.
Przez A i B poprowadzi¢ okrag kota tak, by spoina cieciwa tych dwu két byta
prostopadta do prostej m.

29. Znalez¢ taki punkt X, by styczne, poprowadzone z niego do dwu
danych kot, réwnaty sie danym odcinkom m, m!.

30. W danem kole (0)r poprowadzi¢ cieciwe, nachylong pod katem a
do danej prostej m i rownajaca sie danemu odcinkowi o.

31. Z danego punktu A zakresli¢ koto tak, by styczna, poprowadzona
z innego danego punktu B, réwnata sie danemu odcinkowi a.

32. Z danego punktu O zakres$li¢ koto tak, by z innego danego punktu A
wida¢ je bylo pod katem ayPoréwn. uwage na str. 115].

33. Dane sa dwa kota (0)r, (0 /r/; wykresli¢ prostg tak, by przecieta ona
oba kota i wyznaczyta w nich cieciwy, réwnajace sie odpowiednio odcinkom
danym a, a

34. W danem kole poprowadzi¢ $rednice tak, by z danego punktu A
~Nyida¢ ja bylo pod danym katem a-

*> 35. Dane sa dwie réwnolegte m, m', punkt A na prostej m i punkt K,
nie lezacy na zadnej z tych prostych. Przez K poprowadzi¢ poprzeczna, prze-
cinajgca proste m, m! w takichdwu punktach B, B', ze AB AB'.

36. W dane koto wpisa¢kwadrat tak, by przez danypunkt M przecho-
dzit bok tego kwadratu (lub przedtuzenie boku). [Wskazéwka do analizy
czy mozna wyznaczy¢ koto, wpisane w szukany kwadrat?]

37. Dane sa dwa kota (0O)r, (0')r\ w wnetrznie do siebie styczne
w punkcie A; w wiekszem z tych ko6t poprowadzi¢ cieciwe prostopadta do OA
tak, zeby cze$¢ cieciwy, zawarta miedzy prosta OA i okregiem wiekszego kota,
zostata podzielona na potowy przez mniejszy okrag.

38. Dane sg trzy punkty A, B, C; danym promieniem r zakresli¢ koto
tak, by styczne, poprowadzone do niego z tych trzech punktéw, réwnaty sie sobie.

39. W dane koto wpisa¢ trojkat tak, by przez dany punkt K przechodzit
bok a tréjkata (lub jego przediuzenie) i zeby katy A, B réwnaty sie da-
nym katom

iiL Zbudowa¢ tréjkat A ABC, majac dane boki o, b oraz warunek, ze
musi by¢ A= 2 B.

41. Zbudowaé¢ prostokat ABCD, majac dang sume a+ b oraz kat >

[Wskaz 6wka do analizy: na dwusiecznej kata 0) odktadamy
E*= \k (a+ 6)].

42; Dane sa trzy proste, réwnolegte do siebie; zbudowaé tréjkat réwno-
boczny tak, by wierzchotki jego lezaty na tych trzech prostych. [Wskazdéwka
do analizy: na tréjkacie opisa¢ koto].

43. Na danym tréjkacie ABC opisac¢ trojkat A A'BC\ majac dane katy  A’,
SCB\ i bok ¢

44. Dane sg dwa kola (O)r, (0")r'; wykresli¢ odcinek AA', réwnolegty
do danej prostej BC, réwny danemu odcinkowi m i potozony tak, ze punkt A
znajduje sie na jednym okregu, punkt zas A' na drugim.

45. Zbudowa¢é¢ czworobok ABCD, majac dane A, C, e, f, w.
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46. W dany kwadrat wpisa¢ drugi dany kwadrat.

47. Dane jest koto i w niem cieciwa AB; wykres$li¢ druga cieciwe CD
tak, by Srodek jej E lezat na AB i zeby réwnata si¢ ona danemu odcinkowi m.

48. Z danego punktu O wykresli¢ koto, przecinajgce ramiona danego kata
w takich punktach A i B, Zze prosta AB jest réwnolegta do danej prostej m.

49. W dane koto wpisa¢ czworobok ABCD, majgc dane a b, ¢+ d.
[Wskazéwka do analizy: czy kat -3CD jest wyznaczony?]

50. Zbudowa¢ tréjkat A ABC, majgc dane A, sQ, ha. [Wskazéwka:
jezeli A A jest Srodkowg, woéwczas na jej przedtuzeniu odktadamy AA* = sa;
czy potrafimy zbudowaé¢ A ABC, jezeli uda sie zbudowa¢ A ABA"?]

51. Dane sa dwa kota spétsrodkowe i w nich dwa promienie; wykresli¢
styczng do mniejszego kota tak. by wieksze koto podzielito na potowy odcinek
tej stycznej, zawarty miedzy dwoma danemi promieniami.

C. Metody przeksztatcen.

8 162. zZapomoca analizy sprowadzamy rozwigzanie danego
zadania do rozwigzania zadania pomocniczego, czyli konstrukcje
figury szukanej sprowadzamy do konstrukcji figury pomocniczej.
Ot6z zdarza sie nieraz, ze figura pomocnicza znajduje sie w bar-
dzo prostym zwiazku z figurg szukang, ze daje sie¢ ona otrzymaé
Z niej zapomocag tatwego przeksztatcenia. Do najprostszych prze-
ksztalcen naleza: przesuniecie (catej figury lub pewnych jej ele-
mentc’)w), obrét i symetrja wzgledem osi.

I. Przeksztalcenie przez przesuniecie.

8§ 163. Okreslenie. Jezeli przez wszystkie punkty Alf A>, A3,
An... danej figury poprowadzimy réwnolegte i na nich odtozymy
réwne sobie odcinki AXBi = A>B2= A;BZ— ...AnBn= ..~ wo6w-
czas konce tych odcinkéw B9
B ly B>... utworza nowa figure, Al Aa
o ktoérej powiadamy, ze zo-
stala otrzymana z danej za-
pomoca przesuniecia.

Twierdzenie l. po prze-
sunieciu otrzymujemy z da-
nego odcinka nowy odcinek,
rowny mu i do niego rézu-

nolegty.
Twierdzenie Il. po przesunieciu otrzymujemy z danego kata
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nowy kat, majacy ramiona odpowiednio roéwnolegte do ramion
danego kata.

Uczen dowiedzie sam tych dwu twierdzen, Kierujac sie np.
zatgczonemi rysunkami. Z twierdzen tych wyplywa

Whiosek. Po przesunieciu tréjkata otrzymujemy tréjkat réwny
Aj Bi danemu i majacy boki odpowiednio
réwnolegte do bokézu danego tréjkata.
Twierdzenie Ill. po przesu-
nieciu kota (O) A lotrzymujemy réwne
mu koto (1)8,.
Jakoz z promieni OA, OA>...
otrzymujemy po przesunieciu, réwne
im, a wiec réwne sobie odcinki
IBU IB,...
Roéwnie tatwo dowie$¢ mozna twierdzern odwrotnych do po-
przednich. Teraz mozemy pojecie przesuniecia zastosowa¢ do
zadan konstrukcyjnych.

8 164. Zadanie |. zbudowaé trapezy majac dane cztery jego
boki af by c, d.

Jezeli z punktu B poprowadzimy BEN\CD (czyli jezeli ,prze-
suniemy“ bok cD do wierzchotka B)y otrzy-
mamy, jako figure pomocniczg, tréjkat A ABE,
w ktorym znamy wszystkie trzy boki, gdyz

AB = @ BE =¢, AE =d - b
Po zbudowaniu trojkata ABE czy-
telnik sam zbuduje zadany trapez.

8 165. Zadanie Il. Réwnolegte a, b
zostaty przeciete dwiema
drugiemi réwnolegtemi a,
b'. Przez dany punkt K
poprowadzi¢ poprzecznag
tak, by odcinek LMywy-
znaczony na niej przez
pierzusza pare roéwnole-
gtych, rézunat sie odcin-
kowi L‘M\ zoyznaczone-

mu przez druga pare.

Niech figura na rys. 135 odpowiada warunkom zadania.
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Dwie dane pary réwnolegtych tworzg réwnolegtobok CDEF. Jezeli
odcinek LM ,przesuniemy“ do punktu C, drugi jego koniec
znajdzie sie na prostej b. Tak samo, jezeli L*M* przesuniemy do
punktu C, drugi koniec tego odcinka znajdzie sie na prostej b4
Ale oba odcinki, otrzymane skutkiem przesuniecig odcinkéw LM>
LM 4 musza zlewa¢ sie w jeden odcinek, gdyz sa sobie réwne
(poniewaz LM — LM 4 wedtug zatlozenia) i oba sa réwnolegte do
tej samej prostej LKL'. Poniewaz, dalej, koniec tego odcinka
lezy, jak widzieliSmy, na prostych b i ¢', zatem odcinkiem, otrzy-
manym z przesuniecia odcinkéw LM i LM4 jest przekgtna CE
rownolegtoboku.

Rozwigzanie jest teraz oczywiste: przez punkt K prowadzimy
rownolegta do jednej lub do drugiej przekatnej rownolegtoboku CDEF'

Cwiczenie XXIII. 1. Zbudowaé trapez ABCD, majac dane podstawy b} d
i przekatne e,/. [Wskazdéwka: przesungé przekatng].

2. Zbudowaé¢ czworobok, majac dane a, b} c, dikat (6, d) miedzy prze-
dtuzeniami dwoéch bokéw przeciwlegtych. [Wskazéwka: przesunaé bok c lub a].

3. Zbudowaé¢ réwnolegtobok, majac dane & b, 0. [Wskazéwka: prze-
suwamy jedng z przekatnych].

4. Zbudowaé trapez, majac dane a, w i przekatne e, f.

5. Zbudowa¢ czworobok ABCD, majac dane A, B, C, a, c.

6. Zbudowac ABC, majac dane sa,
suwamy k 1.

7. Zbudowaé¢ réwnolegtobok, majac dane a, ha, hb.

8. Dane sg dwa kota (O)r, (0')r/ i punkt P lezacy zewnatrz obu kot
Przez P poprowadzi¢ sieczng tak, by kota wyznaczyly na niej dwie réwne cie-
ciwy. [Wskazowka do analizy: przesuwamy koto (O')/-' réwnolegle do szu-
kanej prostej tak, by réwne cieciwy przystaty do siebie; jezeli Ox jest nowem
potozeniem $rodka O\ woéwczas OO0Ox0J daje sig¢ tatwo zbudowac].

9. Zbudowaé czworobok, majac dane o, 6, ¢, d oraz odcinek m, taczacy
$rodki dwoch przeciwlegtych bokéw a, c. [Wskazéwka do analizy: prze-
suwamy boki by d do Srodka boku c; konce tych dwu przesunietych odcinkéw
leza na jednej prostej ze Srodkiem boku o].

, h£ . [Wskazdéwka: prze-

Jezeli chodzi o zbudowanie tréjkata A, ABC, woéwczas nastepujace prze-
ksztatcenie bywa pomocne przy analizie zadania:

Przesuwamy bok ¢ do wierzchotka C, bok a do wierzchotka A, przez cc
otrzymujemy réwnolegtobok ABCB'; jezeli teraz przesuniemy bok b do punktu C
tak, ze zajmie on potozenie CA', woéwczas powstanie trojkat A BBAJI Trojkat
ten ma, miedzy innemi, nastepujgce wiasnosci, ktérych czytelnik dowiedzie sam:

1) boki nowego tréjkata sa dwa razy wigksze od $rodkowych tréjkata /\ABC,
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2) punkt C jest Srodkiem ciezkosci tréjkata A BB'A’; 3) katy przy punkcie C

réwnajg sie katom tréjkata A ABC albo tez spetniajg sie z niemi; 4) katy
miedzy bokami a $rodkowemi réwnajg sie sobie
w obu tréjkatach i t. d.

Zbudowa¢ tréjkat A ABC, majac dane:

10. sa, sb, ha. 11- *0o, *6. < (a, sC ) =
12. A, 13. ha, sb.
14. a, ), <$(6, sc).
15. (a, sc).
16.

i dwa punkty C, D na jednym potokregu; zna-

lez¢ na drugim potokregu taki punkt E, by
proste CE, DE wyznaczyly na $rednicy AB odcinek danej diugosci EG — m.
[Wskazéwka: przesuwamy EG do punktu C].

2. Obrot.

§ 166. Okreslenie. Majac dana jakgkolwiek figure F, po-
taczmy wszystkie jej punkty Aly A2 As.. ze statym punktem O,
a nastepnie poprowadzmy z punktu O odcinki

OB, = OAif OB, = OA2 OB3= OAs....

przyczem niech wszystkie odcinki drugiej grupy beda jednakowo
nachylone do odpowiednich odcinkéw pierwszej grupy, t j.
niech bedzie

<£ A10B1 = A20B2 = <£AsOBz= .. = <fa

Korice Bu B2 drugiej grupy odcinkéw tworzg nowg
figure F'; powiadamy, ze powstata ona przez obrot figury F do-
kotla srodka jobrotu O.

8 167. Twierdzenie. Wskutek obrotu linji prostej powstaje prosta.
Niech bedzie dana prosta a. Ze

Srodka obrotu O prowadzimy do niegj

prostopadig OA, i obracamy te

prostopadtg o kat <£ a czyli budu-

jemy A,OB, = <£a i odkladamy na

jego ramieniu odcinek OB, = OA,, Je-

zeli teraz przez punkt Bx poprowadzimy

prosta b prostopadle do OBly wéwczas

tatwo bedzie przekonaé sie, ze jest ona

wynikiem obrotu prostej a o kat a dokota sSrodka obrotu O.
W tym celu musimy dowie$¢ dwoéch prawd: 1) ze kazdy

D
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punkt na prostej b powstat skutkiem obrotu odpowiedniego punktu
prostej a o0 kat c1; 2) ze obracajac o kat a dowolny punkt
prostej a, otrzymamy punkt na prostej b.

1) Odiézmy na a odcinek dowolny A\AZ na b za$ réwny
mu odcinek BX82. Tréjkaty A QuAd,a Otf.g réwnajg sie
sobie (dlaczego?), zatem

OA2=
oraz <£ A>OAY= w;
i co za tem idzie, AO£fa=<Ef

2) Jezeli z punktu O
poprowadzimy dowolny od-
cinek OA2 i wykreslimy

$ZB20A2=
woéwczas musi  by¢ réwniez

N -ACbA = -~BiOB2%

ze za$ mamy

OA, = OBIf
zatem musi by¢

CM2= 0¢£2,
czyli punkt B2, lezacy na prostej 6, jest wynikiem obrotu punktu A,
o0 kat a dokota s$rodka O.

Whniosek. Wskutek obrotu odcinka powstaje réwny mu odcinek.

§ 168. Twierdzenie. Wskutek obrotu kola powstaje réwne
mu koto.

Uczen dowiedzie twierdzenia sam, kierujgc sie zalgczonym
rysunkiem 138-ym.

Twierdzenie. Wskutek obrotu kata
powstaje rowny mu kat.
§ 169. Zadanie |. Dane sg trzy
proste Ky /, m i punkt A na jednej
z nich; wykres$li¢ trgjkat réwnobocz-
ny /S ABC taky by wierzchotki jego
lezaly na tych prostych.
Rzecz prosta, ze wystarczy zna-
lez¢ drugi jeszcze wierzchotek tréjkata,
np. Cy poniewaz za$ wiemy, iz C lezy na prostej /, zatem wy-
starczy znalez¢ jakiekolwiek inne miejsce geometryczne tego wierz-
chotka. W tym celu zauwazmy, ze jeSli bok AB wraz z prostg
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m obrocimy dokota A o kat <E A = | 6, wowczas bok ten upadnie
na bok AC, punkt B upadnie na punkt C, z prostej zas m otrzy-
mamy prostg m, przechodzacg przez szukany punkt C.

Tak wiec, chcac wykresli¢ zadany tréjkat /\ ABC, kreslimy
najpierw AS J_m i obracamy te prostopadig dokota A o kat
réwnajacy sie §06, W ten spos6b otrzymujemy odcinek AS'. Kre-
Slimy teraz m J_ AS'; punkt przeciecia sie prostej m' z prostg /
jest drugim wierzchotkiem trdjkata. Aby otrzymaé trzeci wierz-
chotek B, wystarczy wykresli¢ koto (A) C.

§ 170. Zadanie Il. Zbudowa¢ kwadrat ABCD majac dane
w plaszczyZznie rysunku punkty O i A oraz znajgc odlegtosci
punktu O od wierzchotkézu B i D kwa-
dratu (np. OB = n, OD —A).

Rzecz jasna, ze kwadrat zbudujemy
odrazu, jezeli potrafimy znalez¢ drugi
jego wierzchotek, oprécz punktu A, np.,
jezeli znajdziemy wierzchotek B. Poniewaz
znamy odlegto$¢ OB = n, zatem punkt B
lezy na okregu (O)n. Zadanie sprowadza
sie tedy do znalezienia jeszcze drugiego
miejsca geometrycznego punktu B.

W tym celu zauwazmy, ze jesli tréjkat OAD obrécimy
0 kat prosty dokota punktu A, otrzymamy tréjkat O'AB taki, iz

e OA=O0A 0B=0OD-=r

Punkt O mozemy z tatwoscig wyznaczyc¢ : wystarczy w punkcie A
wystawi¢ prostopadta do OA i odtozy¢ na niej 0 A — OA. Majac
punkt O', kreslimy okrag (O )r, ktéry jest drugiem miejscem geo-
metrycznem punktu B ; punkt ten zostaje wyznaczony przez
przeciecie sie okregéw (O)n i (Ojr.

Rozwigzan otrzymamy tyle, ile te dwa okregi majg punktdw
spolnych. Tak wiec przy zatozeniu, ze r > n, zadanie ma rozwigzan

dwa, jezeli r— n< 004< r~ n;

Rys. 140.

jedno, . O01= r—n;
niema rozwigzan, jezeli OO4= r—n
lub O04< m+ 71

Zauwazmy, ze jesli na danym odcinku OA zbudujemy kwa-
drat, wéwczas OO4 musi by¢ przekatng tego kwadratu, tak, iz
majac dane odcinki n, r i punkty O, A, mozemy zgléry przewi-
dzie¢, czy zadanie da sie rozwigzac i ile posiada rozwiazan.
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Cwiczenia XXIV. 1. W dany kwadrat wpisaé tréjkat rownoboczny /\ A B'C.
tak, by jeden jego wierzchotek lezat w danym punkcie A na boku kwadratu.

2. W dany réwnolegtobok wpisa¢ kwadrat. [Wskazéwka do analizy:
gdzie lezy $rodek kwadratu? ile wierzchotkéw trzeba znaé, by moc wykresli¢
kwadrat?].

3. W dany tréjkat LMN wpisa¢ tréjkat réwnoramienny  ABC, jezeli
mamy dane: wierzchotek C na boku LM oraz kat <£ C.

4. Dane sg dwie proste m, n i punkt O, nie lezacy na nich. Z punktu O
zakresli¢ koto tak, aby suma cieciw, wyznaczonych na tych dwu prostych, réw-
nata sie danemu odcinkowi a. [Wskazéwka do analizy: obréci¢ prosta m
dokota O tak, by uczyni¢ ja réwnolegta do n].

5. Dane sg dwa kota (O)r i (G")r oraz punkt A; przez A poprowadzi¢
odcinek tak, by konce jego lezaly na danych okregach, punkt za$ A zeby byt
jego Srodkiem. [Wskazo6owka: obracamy jedno koto o kat potpeiny]

6. Przez punkt przeciecia sie dwéch danych két poprowadzi¢ sieczna tak,
by réznica cieciw, wyznaczonych na niej, réwnata si¢ danemu odcinkowi a.

7. W dany odcinek kotowy wpisa¢ trdéjkat réwnoramienny ABC, majac
dany punkt C na tuku oraz kat *£ C.

8. Wykresli¢ tréjkat réwnoboczny tak, by wierzchotki jego lezaly na
trzech danych okregach spétsrodkowych, przyczem potozenie jednego wierz-
chotka jest dane.

9. Dane sg dwie réwnolegte a, b oraz punkt C, nie lezacy na nich. Zna-
lez¢ na réwnolegtych takie dwa punkty X, Y, zeby bylo CX ~CY i zeby kat <€ XCY
byt prosty. [Wskazéwka: kat XCY obracamy dokota wierzchotka CJ.

3. Przeksztalcenie symetryczne.

§ 171. PoznaliSmy juz poprzednio (¢wiczenia XII, str. 72.)
szereg zadan konstrukcyjnych, dajacych sie rozwigza¢ zapomoca
przeksztalcenia symetrycznego, ze wzgledu jednak na doniostos¢
tej metody podajemy jeszcze kilka przyktadéw jej zastosowania.

Zadanie |. Dane sg dwa punkty
A, Bylezace po dwoch stronach
prostej m; znalezé na prostej m taki
punkt Xy by prosta ta byla dwu-
sieczng kata AXB.
Poniewaz dwusieczna m jest
osig symetrji kata, wystarczy prze-
ksztalci¢ jeden z danych punktéw,
np. A symetrycznie wzgledem tej osi; otrzymany w ten spos6b
punkt A wyznacza prostg BA, ktéra przecina prosta m w zg-
danym punkcie X.
Dowdéd pozostawiamy czytelnikowi.
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Zadanie Il. Dane sg dwa kota (0)r, (0 )r i prosta m, lezaca
miedzy niemi; wykresli¢ odcinek prostopadly do m, jezeli wia-
domo, iz korce jego musza lezec
na okregach kol danych, $rodek
za$ ma znajdowac sie na prostej m.
Zatézmy, iz LL jest zagda-
nym odcinkiem (rys. 142). Prosta
m jest, oczywiscie, osig symetrji
tego odcinka, jesli wiec koto (0O)r
przeksztatcimy symetrycznie wzgle-
dem tej osi, woéwczas otrzymamy
koto (0")r, ktére powinno prze-
chodzi¢ przez punkt L\ Punkt
wiec U jest wyznaczony, jako
punkt spoiny okregow (O)r
i (0>.
Liczba rozwigzan jest taka sama, jak liczba punktéw spol-
nych tych dwu okregéw.

Cwiczenia XXV. 2. Dane sg trzy proste m, n, p, przecinajace sie w punkcie
W, oraz punkt K, nie lezacy na zadnej z tych prostych. Zbudowaé¢ tréjkat A ABC
tak, zeby trzy dane proste byly dwusiecznemi jego katéw wewnetrznych, punkt
za$ K zeby lezat na boku a.

2. Zbudowa¢ tréjkat A ABC, majac dane na plaszczyznie dwa jego
wierzchotki A, B, punkt Pt lezacy na dwusiecznej zewnetrznej kata C, oraz
sume dwéch bokéw a b.

3. Dana jest prosta CD i dwa punkty A, B> lezace po jednej stronie tej
prostej; znalezé na CD taki punkt X, zeby réznica katéw CXA i -cDXB
réwnata sie danemu katowi a. [Wskazéwka do analizy: jezeli A jest
punktem symetrycznym z A wzgledem prostej danej, woéwczas nalezy zbadad
katy trojkata A AXB\.

4. Zbudowaé¢ kwadrat ABCD tak, by wierzchotek A lezat na danej pro-
stej m, wierzchotek C na danej prostej p, wierzchotki B, D na trzeciej danej
prostej q.

5. Na danej prostej m znalez¢ taki punkt X, zeby styczne, poprowadzone
z tego punktu do dwu danych két (O)r, (0)r', lezacych po jednej stronie pro-
stej /Ti, byly jednakowo nachylone do prostej m.

6. Dana jest prosta AB i punkty C, D, nie lezace na niej; znalez¢ na
prostej AB taki punkt X> zeby jeden z katow CXA} DXB byt dwa razy
wiekszy od drugiego. [Wskazéwka do analizy: jezeli kat < CXA jest
wiekszy, wowczas przedtuzamy CX, budujemy D'} symetryczny z punktem D
wzgledem osi AB, wreszcie badamy, jak lezy prosta XD4 wzgledem prostych
AB, CX\.

7. Zbudowa¢ tréjkat A ABC, majac dane: ¢, rQ, B —A.
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8. Na obwodzie danego czworoboku znalez¢ taki punkt zeby
dwa przeciwlegte boki a, ¢ widziane byly z tego punktu pod réwnemi katami.
He mozna znalez¢ takich punktéw? [Wskazdéwka: punkt przeksztatcamy
symetrycznie wzgledem prostej AD].

9. Przez dwa dane punkty A, B poprowadzi¢ koto, styczne do danej
prostej m. [Wskazéwka do analizy: jezeli S jest punktem stycznosci,
przeksztatlcamy B symetrycznie wzgledem prostej m, otrzymujemy punkt B'
i poréwnywamy kat ASB' z katem miedzy prosta m a prostg AB |

10. Przez dany punkt A poprowadzi¢ koto, styczne do dwoéch danych
prostych m, p. [Wskazdéwka: sprowadzi¢ do zadania poprzedniego].

11. Dane sa dwie réwnolegte a, b, poprzeczna k i punkt M, nie lezacy
na zadnej z tych trzech prostych. Znalez¢ na réwnolegtych takie dwa punkty
X, Y, zeby prosta XY byla réwnolegta do k i zeby bylo XM — YM.

12. Zbudowaé¢ czworobok ABCD, majac dane a, d, A, D, oraz warunek,
ze czworobok ma by¢ opisany na kole.

[Wskazdwka: jezeli punkty B, O sa symetryczne z B, C wzgledem
dwusiecznej kata <€ A, wowczas B'C' jest styczng do kota].

§ 172. Przeksztalcenie symetryczne bywa szczeg6lnie po-
mocne przy rozwigzywaniu zadan, w ktorych chodzi o znalezienie
najmniejszych lub najwiekszych odcinkéw, czyniacych zados¢
pewnym warunkom *). Na przyktadach najlepiej zrozumiemy, o co
w takich zadaniach chodzi.

Zadanie Ill. Dana jest prosta m i po jednej jej stronie dwa
punkty A, B. Znalez¢ na prostej m taki punkt X> zeby famana
AXB byla mozliwie najmniejsza.

Jezeli zatozymy, ze punkt X na
rys. 143 czyni zado$¢ *warunkom za-
dania, wéwczas tamana AXB powinna
by¢ mniejsza od kazdej innej tama-
nej AYBy ktérej wierzchotek Y lezy
na prostej m.

Gdyby punkty A, B lezaty po
roznych stronach prostej m, znalezienie najkrotszej drogi od
jednego punktu do drugiego nie przedstawiatoby trudnosci: bytby
nig odcinek, tgczacy te punkty. To nasuwa nam pomyst prze-
ksztatcenia symetrycznego. Przeksztatcamy tedy punkt A w punkt
A itaczymy A* z B; punkt X lezy na przecieciu sie prostych
AB i m.

Rys. 143.

*) Moéwiac ogdlniej: najmniejszych i najwiekszych wartosci éréd wielkosci
geometrycznych pewnego jakiego$ rodzaju, spelniajgcych pewne z géry zadane
warunki.

10
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Istotnie, jezeli jakikolwiek inny punkt Y prostej m potaczymy
z A, A'y B} wéwczas musi byé
AY = A'Y,

zatem AY 4“YB = AY 4 YB.
Tak samo mamy AX + XB = A X 4" XB.
Ale punkty A', Xy B leza na jednej prostej,
zatem AX 4 AB —AB,
punkty Ay Yy B sg wierzchotkami trojkata i mamy

AB<AY+ YB,
czyli AX 4- XB < AY 4 YB.

Zadanie V. dany kat AOB wpisa¢ trojkat/\ AB'C"
taky zeby jego obwodd byt mozliwie najmniejszy i zeby wierzcholek
C lezat w danym punkcie zcezunatrz kata <2 AOBY wierzchotki

zas Ay B* zeby lezaty na ramionach tego kata.
Jezeli C", C"' sg obrazami symetrycz-
nemi punktu C' wzgledem ramion kata da-
nego, wowczas prosta C"C"' przecina ra-
miona kata w zgdanych punktach A, B\
Istotnie,
AC‘'= AC\ B'C' = B‘C"\
zatem obwod trdjkata AB C' réwna sie
odcinkowi C"C4 Jezeli wpiszemy w ten
kat inny jakikolwiek trojkat ~ C&KLy wow-
czas musi by¢
KC4= KC"y LC"' = LC4
zatem obwod tego nowego trojkata réwna sie tamanej C"KLC44
i wskutek tego jest wiekszy od odcinka C"C"'.

Zadanie mozliwe jest tylko woéwczas, gdy prosta C4C 4 prze-
cina ramiona kata, nie za$ ich przedtuzenia, t.j. gdy prosta C4C 4
lezy miedzy punktami O i C4 Aby tak byto, trzeba i wystarcza
zeby kat <€ C40C/4 byl mniejszy od 2 6.

Otoéz C4A = AOCy C40B4= < BLOCYH
zatem c"oc™ = 2< AOB.

Wobec tego warunkiem koniecznym i dostatecznym mozli-
wosci zadania jest nieréwnosé

<£ AOB < 3

Cwiczenia XXVI. 1. Dany kat AOB przecig¢ prosta EF tak, zeby
w tréjkacie  EOF suma bokéw EO  OF réwnata sie danemu odcinkowi m i zeby
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bok EF byt mozliwie najmniejszy [Wskazdwka: przecinamy ramiona kata prosta
KL tak, zeby trojkat KOL byt réwnoramienny i zeby byto KO = OL =

poczem budujemy obraz punktu E wzgledem prostej KL\.

2. W dany kwadrat wpisa¢ kwadrat o mozliwie najmniejszym obwodzie.
[Wskaz 6wka: wykaza¢, ze jezeli ABCD jest danym kwadratem, AB'C'D’
szukanym, woéwczas AA + AD' jest wielkoScig stata, w jakikolwiek spos6b zostat
wpisany kwadrat. Po tern spostrzezeniu sprowadzi¢ zadanie do poprzedniego].

3. Dany jest trojkat /\ABC; przez wierzchotek A prowadzimy prostg m,
réwnolegta do BC\ znalez¢ na tej prostej taki punkt A zeby suma AB -f-AC
byta jak najmniejsza. Wskazéwka: przeksztalcamy B symetrycznie wzgledem
prostej m i tagczymy B‘ z Al.

4. Wewnatrz kata AOB dane sg punkty P i Q; znalez¢ na ramionach
kata takie dwa punkty A, B\ zeby linja tamana PA'B'Q byla mozliwie naj-
krétsza.

5. W dany czworobok ABCD wpisa¢ drugi czworobok o mozliwie naj-
mniejszym obwodzie tak, z"by jeden jego wierzchotek lezat w danym punkcie
P na boku AB.

6. Dany jest kat AOB i wewnatrz niego punkt C; na ramieniu OA
znalez¢ punkt M, ktéry bytby jednakowo odleglty od drugiego ramienia i od
punktu C. [Wskazéwka do analizy: przeksztalcamy ramie¢ OB wraz z pro-
stopadtym do niego odcinkiem MN symetrycznie wzgledem ramienia OA] *).

*) Uczniom, pragnacym zapozna¢ sie gruntowniej z metodami rozwigzy-
wania zadan konstrukcyjnych i przerobi¢ wiekszg ich ilos¢, polecamy klasyczne
dzietko:

J. Petersen: Metody i teorje. rozwiazywania zadah geometrycznych
konstrukcyjnych. Przettum. K. Hertz, Warszawa, 1881.

Liczne zagadnienia teoretyczne, zwigzane z teorjg konstrukcyj geome-
trycznych, zostaty gruntownie opracowane w ksiazce:

F. Enriques. Zagadnienia dotyczace geometrji elementarnej. Tom Il
Warszawa, 1917.

Niektére rozdzialy tej ksigzki dostepne sa dla os6b, nie znajacych mate-
matyki wyzszej.
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KSIEGA II.

O rownowaznosci wielokatow.

ROZDZIAL 1

Podstawowe twierdzenia i zadania o wielokgtach

rownowaznych.

§ 173. Okreélenie. Dwa wielokaty nazywamy roéwnowaz-
nemi, jezeli mozemy je podzieli¢ na jednakowa ilos¢ wielokatéw
odpowiednio réwnych sobie.

Wprowadzajac to nowe pojecie, musimy pokazaé, ze nie
zawiera ono sprzecznosci, czyli, ze naprawde istniejg wielokaty,

ktére, majac rézne ksztalty (a wiec nie bedac réwnemi), dajg sie
jednak podzieli¢ na jednakowsg ilos¢ czesci odpowiednio réwnych.
W tym celu wystarczy przytoczy¢ nastepujace przykiady.
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1- o. Niech bedzie dany czworobok ABCD (rys. 145), w kté-
rym Ky L sg $rodkami bokéw AB, BC, Przez jeden z tych punk-
téw, np. przez punkt K prowadzimy réwnolegta do przeciwlegtego
boku (a wiec do CD), ktoéra przecina w punkcie M przekatng
AC. Jezeli teraz potgczymy M z L, to podzielimy czworobok na
cztery czesci, z ktdrych mozna utozy¢ tréjkat  A'D'M' w sposéb
wskazany na rysunku. Tak wiec czworobok ABCD jest réwno-
wazny tréjkatowi A'D‘M.

Uczen wykona figure z tektury; zbada ruch, ktéry musza wykonaé¢ po-
szczegblne czesci czworoboku, gdy ukitadamy z nich tréjkat; wreszcie wykaze,
ze przy ukiadaniu tych czesci wedtug zatgczonego rysunku kontury poszczegdl-
nych czeéci doktadnie do siebie przystaja, wypetniajac caly obszar tréjkata. To
samo dotyczy nastepnego przykiadu.

2-0. Niech K, L, M, N beda srodkami bokéw czworoboku
ABCD (rys. 136). tgczymy K zL, M zN iw dowolnym punkcie
P prowadzimy spoing prostopadta PS do obu tych odcinkéw.

B

Rys. 146.

W ten spos6b czworobok dany zostal podzielony na cztery czesci,
z ktoérych utozy¢ mozna prostokat P'PAS"S'y zatem czworobok
ABCD jest rownowazny prostokgtowi P'P"S“S".

§ 174. Siecig bedziemy nazywali ukifad odcinkéw, dzielgcych
dany wielokat na czesci, z ktérych utozyé mozna drugi wielokat,
rownowazny pierwszemu. Np. na rys. 146 odcinki PS, KL, NM,
tworza w czworoboku sie¢ prostokatowa, cztery za$ odcinki,
schodzace sie wewnetrz prostokgta w punkcie E (tenze rysunek),
tworzg w prostokacie sie¢ czworobokowg. Tak samo na rys. 145
czworobok zostat pokryty siecig trojkatowa, ztozong z odcin-
kow AC, MK, ML.

§ 175. Dany czworobok mozemy przeksztatci¢ bgdZz w réw-
nowazny tréjkat, badz w prostokat — czyli mozemy utworzy¢ dwie
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figury (tréjkat i prostokat), rownowazne tej samej trzeciej figurze
(czworobokowi). Powstaje pytanie: czy te dwie figury mozemy
uwaza¢ za réwnowazne sobie?

Odpowiedz, rzecz prosta, wypadnie twierdzaca. Istotnie,
jezeli czworobok pokryjemy odrazu dwiema sieciami: trojkgtowa

i prostokatowa, wowczas podzielimy czworobok na pewna ilos¢
czesci (na rys. 147 na dziewie¢ czesci), z ktéorych mozemy utozy¢
zaréwno trojkat, jak i prostokat. Wobec tego trdjkat i prostokat
skladajg sie kazdy z tych samych wielokatéw (w naszym przy-
ktadzie z tych samych dziewieciu wielokatéw), sa wiec réwno-
wazne sobie.

Mamy tedy nastepujgce

Twierdzenie, Dzua wielokaty, réwnowazne trzeciemu, sg sobie
réwnowazne.

Oczywista rzecz, ze prostokat nasz mozemy bezposrednio
przeksztatci¢ w trojkat (lub odwrotnie); w tym celu wystarczy
np. pokryé prostokat dwiema sieciami: czworobokowa i tréjkatowa.

§ 176. Okreslenie. Jezeli dwa wielokaty lezg w tej samej
ptaszczyznie tak, ze majg cze$¢ konturu spoing, lecz zadnych wie-
cej punktéw spélnych nie majg, woéwczas wszystkie punkty obu
wielokgtéw tworza nowy wielokat, ktéry nazywamy suma tamtych
dwu. Oczywiscie mozemy rozszerzy¢ pojecie sumy na wiekszg
liczbe wielokatow.

Np. na rys. 146 czworobok ABCD uwazamy za sume tréj-
katow 3 i 4 oraz pieciokatéw 1 i 2

Z okreslenia rownowaznosci wielokatéw i z okreslenia ich
sumy wynika bezposrednio
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Twierdzenie. Sumy réwnowaznych wielokatéw sa sobie
réwnowazne.

§ 177. Twierdzenie. Rownolegtoboki o réwnych podstawach
i wysokosciach sa sobie réwnowazne*).

Jezeli dwa réwnolegtoboki majg spoing podstawe AB i réwne
wysokosci i jezeli oba leza po jednej stronie tej podstawy, wow-
czas boki CD, CD', przeciwlegte podstawie, znajdujg sie na jednej
prostej, roéwnolegtej do AB (rys. 148). Wyobrazmy sobie ze pas

ptaszczyzny, zawarty miedzy prostemi réwnolegtemi AB, CD, po-
kryliSmy dwiema sieciami, przyczem jedna z nich (linje przery-
wane) skilada sie z odcinkéw rownolegtych do AD i odlegtych
od siebie tak, jak AD od BC, druga zas sie¢ (linje kropkowane)
sktada sie z odcinkéw réwnolegtych do AD1i odlegtych od siebie
tak, jak AD‘ od BC".

Réwnolegtoboki dane skiadajg sie teraz z trojkata zakresko-
wanego A ABE oraz z szeregu roéwnolegtobokéw (na rys. 1, 2,
1', 2), ktore wszystkie sg sobie réwne, gdyz majg boki i katy
odpowiednio réwne. Roéwnolegtobokéw czastkowych powstato
w ABCD tyle, ile razy wysokos¢ trojkata zakreskowanego A AEB
miesci sie w wysokosci réwnolegtoboku ABCD. Oczywiscie mamy
tylez réwnolegtobokéw czastkowych w réwnolegtoboku ABCD',

*) Przypominamy (poréwn. uwage na str. 67), ze kazdy bok r nolegto-
boku mozemy nazwaé podstawg, a woéwczas wysokoscig nazywamy odlegtosé
tego boku od boku przeciwlegtego.
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Précz tego tworzg sie (w przypadku ogdlnym) pieciokaty (na
rys. 3 i 3) i trojkaty (4 i 4'), ktére sg sobie réwne, gdyz maja
boki i katy odpowiednio réwne*).

Tak wiec rownolegloboki ABCD, ABCD"' zostaly podzielone
na jednakowa liczbe czeSci parami réwnych sobie, a wiec sg
réwnowazne.

W szczeg6lnosci kazdy rézunolegltobok jest réwnowazny pro-
stokgtowi o tej samej podstawie i wysokosci.

Uwaga. W dowodzie naszego twierdzenia oparliSmy sie na
tern, ze jesli na prostej DC odktada¢ bedziemy kolejne odcinki,
réwnajace sie odcinkowi DC, woéwczas otrzymamy ostatecznie od-
cinek, ktorego koniec leze¢ bedzie albo w punkcie C, albo tez
pomiedzy D' i C*; innemi stowy: odktadajac na prostej dosta-
teczng ilos¢ razy odcinek DC, mozemy zawsze przekroczy¢ punkt D'.

Widzimy tedy, ze dowdd nasz opiera sie na pewniku Archi-
medesa dla odcinkéw (pewnik Via).

§ 178. Chcac powyzsze twierdzenie odwrocié, musimy wpro-
wadzi¢ nowy pewnik.

Pewnik V. Zaden wielokat nie jest réwnowazny swej czesci.

Innemi stowy : jezeli dany wielokgt W podzielimy w jakikol-
wiek spos6b na czesci i jedng z nich usuniemy, wdwczas z po-
zostatych czesci nie uda nam sie nigdy utozy¢ wielokagta réwno-
waznego wielokatowi W.

§ 179. Twierdzenie przeciwne (wzgledem § 177). Dwa
rownolegloboki, majace rdézane podstawy, lecz nieréwne wysokosci9

p E nie sg réwnowazne sobie.
Vv \r. £ Niech bedg dane dwa réwno-
D\*......... \7 ~7C legtoboki ABCDy ABEF, o spdlnej
\ / podstawie ABYy lecz nieréwnych wy-
\ / \ / sokosciach i niech mianowicie wy-
\/____ \/ soko$¢ drugiego roéwnolegtoboku

A B bedzie wiegksza.

Rys. 149. W takim razie prosta DC

musi przecina¢ boki AFy BE odpo-
wiednio w punktach D', C'y przyczem (na zasadzie poprzedniego
twierdzenia) rownolegtobok ABCD jest rownowazny réwnolegtobo-

*) Uczen dowiedzie szczegdétowo réwnosci tych figur.
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kowi ABC'D‘yktdry stanowi czes¢ réwnolegtoboku ABEF\ Na mocy
pewnika V rownolegtobok ABEF nie jest réwnowazny ABC'D\
a wiec nie moze by¢ réwnowazny réwnolegtobokowi ABCD (gdyz
przeczytoby to twierdzeniu § 175).

§ 180. Twierdzenie. Trojkat jest réwnowazny réwnolegtobo-
kowiy majgcemu te samg podstawe, lecz dwa razy mniejsza
wysokos¢€.

Jezeli w trojkgcie A ABC potaczymy
srodki Dy E bokéw AB, BCy a przez C
poprowadzimy réwnolegta do ABY otrzy-
mamy réwnolegtobok ADFCy ktérego
wysokosé jest dwa razy mniejsza od wy-
sokosci trojkata A ABC.

Réwnolegtobok ten jest réwnowazny
trojkatowi danemu,
poniewaz A EBP A ECF.

Istotnie EB = EC, BD = CFy<€£ EBD = A ECF.

§ 177. Twierdzenie. Trapez jest réwnowazny réwnolegtobo-
kowiy majacemu te sama wysokos¢, podstawe zas réwna Sredniej
arytmetycznej podstaw trapezu (albo inaczej: podstawe rowng linji
Srodkowej trapezu).

W trapezie ABCD przez Srodek cC 0
E boku CD prowadzimy roéwnolegta
do boku AB i przedtuzamy podsta-
we BC. Otrzymujemy réwnolegtobok
ABGHYy ktérego wysokosé réwna sie H D
wysokosci trapezu, podstawa zas AH Rys. 151.
jest o tyle mniejsza od ADy o ile
jest wieksza od BCy zatem jest ich Srednig arytmetyczna.

Réwnolegtobok ten jest réwnowazny naszemu trapezowi,
gdyz A CEG=A EHD (dlaczego ?).

Cwiczenia XXVII. 1. Dowolny tréjkat A ABC podzieli¢ na trzy czesci
tak, by mozna z nich byto utworzy¢ prostokat.

la. Rozwigza¢ to samo zadanie, dzielgc tréjkat na cztery czesci.

1b. Dany prostokat przeksztatci¢ w réwnowazny tréjkat A ABC tak, zeby
wysokos$¢' ha trojkata réwnata sie wysokosci prostokata i zeby bok b tréjkata
réwnat sie danemu odcinkowi.

2. Podzieli¢ trapez na dwie czesci, z ktérych moznaby utworzy¢ réwn

wazny tréjkat.
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2a. Zadanie odwrotne: dany tréjkat przeksztatcic w réwnowazny trapez.

2b. Podzieli¢ trapez na trzy czesci, z ktérych moznaby utozy¢ tréjkat.

3. W trojkacie A ABC przez $rodki D, E bokéw AB, AC prowadzimy
dwie dowolne réwnolegte, ktére przecinajg trzeci bok w punktach F, G. Dowie$¢
zapomocag podziatu na czeéci réwne: l-o, ze réwnolegtobok DEFG jest réwno-
wazny potowie tréjkata A ABC; 2-o0, ze trojkat A ADE jest réwnowazny potowie
réwnolegtoboku DEFG.

4. W kwadracie ABCD $rodek M boku AB taczymy z dowolnym punk-
tem N na boku AD, przyczem kreslimy odcinek M'N’, symetryczny z MN wzgle-
dem s$rodka kwadratu. Jesli teraz na MN obierzemy dowolny punkt S, potgczymy
go z M' i N, a na przedtuzeniu tych dwu prostych odtozymy M'P  M'S oraz
N'R = N'S, woéwczas otrzymamy tréjkat A <SPR réwnowazny kwadratowi ABCD.

5. Dany réwnolegtobok ABCD rozcia¢ na dwie czesci tak, by przeksztatcic¢
go w réwnowazny roéwnolegtobok, majacy te samg podstawe AB i kat przy
wierzchotku B dany (mniejszy od kata CBA).

6. W rownolegtoboku ABCD, prowadzimy 1 wierzchotkéw A, B dwie
dowolne proste, przecinajace sie wewnatrz réwnolegtoboku. Dowiesé, ze dzielg
go one na trzy czesci, z ktérych daje sie utozy¢ nowy réwnolegtobok, réwno-
wazny danemu i nie majacy z nim ani jednego wspélnego boku.

1. Zapomocg konstrukcji poprzedniego zadania mozemy otrzymaé¢ dowolng
ilos¢ réwnolegtobokéw, réwnowaznych danemu. Jakie warunki dodatkowe (précz

réwnowaznosci) mozemy obraé¢ tak, by nowy réwno-
legtobok byt w zupetnosci wyznaczony?

8 Dwa tréjkaty sa réwnowazne, jezeli maja po
dwa boki odpowiednio réwne, katy za$, zawarte mie-
dzy temi bokami, spetniajg sie. Dowie$¢ tego w dwo-
jaki sposéb: -0 umieszczajgc oba trojkaty na sodlnej

)C podstawie; 2-0, umieszczajac je tak, by podstawa
jednego byta przedtuzeniem podstawy drugiego.

9. Jezeli dwa tréjkaty o spélnej podstawie
i rownych wysokosciach potozone sg tak, jak na
rys. 152, wéwczas mozna je podzieli¢ na czesci réwne,
prowadzac w kazdym tréjkacie z punktu M réwno-

1) legte do bokéw drugiego tréjkata.

10. Jezeli, poczynajac od dwoch przeciwlegtych
wierzchotkéw A, C roéwnolegtoboku, odtozymy na
czterech jego bokach odcinki m, n tak, by réwne
edci.iki lezaty na przeciwlegltych bokach, wéwczas konhce ich wyznacza nowy
réwnolegtobok. Jezeli te same odcinki w taki sam sposéb odtozymy od wierzchot-
kéw BAD, otrzymamy trzeci réwnolegtobok, réwnowazny drugiemu.

Jezeli na bokach dowolnego tréjkata ABC zbudujemy nazewnatrz
kwadraty AA'B'B, BB"C"C, CC"'A'™A ipotaczymy A' zA"', B"zB", C"z C"™,
otrzymamy trzy tréjkaty, z ktérych kazdy jest réwnowazny tréjkatowi A ABC.

12. Na bokach dowolnego czworoboku wypukiego budujemy nazewnatrz
po kwadracie i tgczymy sasiednie wierzchotki kolejnych kwadratéw, jak w po-
przedniem zadaniu. Otrzymujemy w ten sposéb cztery trojkaty; zbadaé, jaka
zachodzi migdzy niemi zaleznos¢.

Rys. 152.
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Czy znalezione twierdzenie mozna uwaza¢ za uogélnienie twierdzenia
poprzedniego, t. j. czy poprzednie twierdzenie z niego wynika?

13. Jezeli potgczymy s$rodki dwu podstaw trapezu, otrzymamy dwa réwno-
wazne czworoboki.

14. Roéwnolegtobok, zbudowany z dwéch bokéw tréjkata i z kata miedzy
niemi zawartego, jest réwnowazny prostokatowi, zbudowanemu z trzeciego boku
i z wysokosci, poprowadzonej do tego trzeciego boku.

15. Ré6wnolegtobok i, zbudowane z dwu ktérychkolwiek
bok6éw trojkata danego i z kata miedzy niemi zawartego, sa
sobie réwnowazne.

Jakie stad wynika twierdzenie, dotyczace prostokatéow,
0 ktérych mowa w poprzedniem zadaniu?

16. Jezeli w roéwnolegtobok ABCD wpiszemy trojkat A AMN tak, by
miat on z réwnolegtobokiem spoiny wierzchotek A, wierzchotki za§ M, N zeby
lezaty na bokach BC, CD, wéwczas A AMN jest mniejszy od potowy réwnole-
gtoboku ABCD. [Wskazéwka: prowadzimy z M réwnolegta do AB i kreslimy
wysoko$é CA w trojkacie A ABC].

J7iW kwadracie ABCD taczymy wierzchotek A ze s$rodkiem boku BC,
wierzermfek B ze $rodkiem boku CD, wierzchotek C ze $rodkiem boku DA,
wreszcie D ze $rodkiem boku AB. Dowie$é, ze te cztery proste, przecinajac sie,
wyznaczajg nowy kwadrat. Znalezé, ile razy kwadrat ten jest mniejszy od
kwadratu ABCD.

,18. Dowolny punkt P ptaszczyzny taczymy z wierzchotkami tréjkata
A ABC\ niech K, L, M bedag $rodkami odcinkéow PA, PB, PC;, dowies¢, ze
A KML = vsA ABC.

19 Jezeli na prostej mamy dane punkty A, B, C, D, nastepujace po
sobie w porzadku wskazanym, woéwczas prostokat, zbudowany z odcinkéw AC
1BD, jest réwnowazny sumie dwu prostokatow, z ktorych jeden zbudowany
jest z odcinkéw AC, BC, drugi za$ z odcinkéw AB, CD.

20. Przekatne réwnolegtoboku dziela go na cztery réwnowazne trdjkaty.
Sformutowaé i zbada¢ wszystkie twierdzenia odwrotne do powyzszego.

21. Mamy dany réwnolegtobok ABCD)] jezeli M jest jakimkolwiek punktem
wewnetrznym tréjkata A ABC, wéwczas musi by¢é A MAB -j- A MAC -a MAD.

§ 182. Poznamy teraz twierdzenie, ktére bywa czesto po-
mocne przy przeksztatcaniu figur w inne, rownowazne figury.

Twierdzenie. Jezeli w réwnolegtoboku ABCD na przekatnej
AC obierzemy dowolny punkt M i poprowadzimy proste FMG> HM1
(rys. 153), rozunolegte do bokéw ADy AB, wowczas otrzymamy
dwa roéwnolegtoboki MFBJ MHDG, réwnowazne sobie.

Przez punkt F poprowadzmy réwnolegta do przekatnej AC
i niech ta réwnolegta przecina proste HI, BC i przedtozenie boku
DC odpowiednio w punktach TV K, C".
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Roéwnolegtoboki BIMF i KCMF sa sobie réwnowazne, jako
majgce spoing podstawe FM i réwne wysokosci.
Dalej mamy ‘ MF = KC, MN = CC', <f£l = ~ 2,
a wiec A FMN = A KCC".

Stad wynika, ze rownolegtobok BIMF jest rownowazny
rownolegtobokowi MNC‘C, ale ten
jest réwnowazny réwnolegtobokowi
MHDG, o czem fatwo przeko-
na¢ sie.

Istotnie, MN = AF = HM, maja
wiec one réwne podstawy i réwne
wysokosci  (dlaczego?)

Tak wiec rownolegtobok BIMF
jest réwnowazny réwnolegdobokowi
MHDG.

Uwaga. Rzecz prosta, ze rownolegtoboki ABIH, AFGD sg
tez réwnowazne sobie.

Rozumowanie powyzsze nasuwa réwniez pomyst sieci, zapomoca ktorej
moznaby wykaza¢ bezposrednio réwnowazno$¢ roéwnolegtobokéw takich, jak
ABCD i CEFH. Budowe sieci wida¢ na rys. 154. Czytelnik sam dowiedzie
réwnowaznosci tych dwu réwnolegtobokéw.

Jak wida¢ z rysunku 154, kazda cze$¢ sktadowa réwnolegtoboku ABCD
wypadnie dwukrotnie przesungé, jezeli chcemy otrzymaé odpowiednia cze$¢ réwno-
legtoboku réwnowaznego CEFH (np. czesci 1, 1' i 1").

Okreslenie. Dwa roéwnolegtoboki BIMF i HMGDy o kto-
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rych mowa w powyzszem twierdzeniu, nazywa¢ bedziemy dopel-
niajacemi*).

8 183. Twierdzenie przeciwne (wzgledem § 182). Jezeli
2u rézvnolegtoboku ABCD (rys. 155) obierzemy dozuolny punkt
wezvnetrzny M, byle nie lezgcy
na przekatnej i przez ten punkt
poprozuadzimy rézanolegte do bokow,
zuéweczas otrzymamy dzaa nozae
rézanolegtoboki BIMF oraz HMGD,
ktére nie mogg by¢ rézanozuazne
sobie.

Czytelnik dowiedzie tego sam, Rys. 155.
kierujac sie zalgczonym rysunkiem.

§ 184. Zadanie 1. Dany prostokat przeksztalci¢ au prostokat
réwnowazny, ktorego jeden bok rézunatby sie danemu odcinkozui m.

Rozwigzanie mozna oprze¢ na twierdzeniu o roéwnolegto-
bokach dopetniajacych (8 182). Uczeh sam znajdzie i uzasadni
rozwigzanie, Kkierujgc sie rysunkiem 156,

na ktorym ABCD jest prostokgtem da- ﬁJ F—"c
nym, CFGH — szukanym, odcinek za$ NCN
BK = m. Tx

Rzecz jasna, ze mozna réwniez oprzec NX
rozwigzanie na uwadze, podanej w § 182, Ar  d ’
czyli na gnomonie. Rys. 156.

Uwaga. Zadanie nasze posiada jedno
tylko rozwiazanie, czyli istnieje jedei} tylko prostokat. rézunozuazny
danemu prostokgtozui i majgacy dang podstazue (lub dang wysokosg).

§ 185. Uczen rozwigze sam nastepujgce zadanie ogdlniejsze.

Zadanie Il. Dany rézunolegtobok przeksztatci¢ au rézunozuazny
rézunoleglobok, majacy te same katy, lecz podstazue rézang danemu
odcinkozui m.

§ 186. Zadanie Ill. Dany trojkat /\ ABC przeksztatci¢ zu troj-
kat rézunozuazny, majacy dang podstazue (= m) i kat przy pod-
stawie, rowny katowi tréjkata /\ ABC.

Rozwigzanie I-sze. Uzupelniamy tréjkat dany A ABC do

*) SzeSciokat wklesty BADGMI, zapomocg ktérego z réwnolegtoboku
IMGC otrzymujemy drugi réwnolegtobok BADC o tych samych katach, odgrywat
wielka role w badaniach geometréw greckich i zwat sie u nich gnomonem.
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rownolegtoboku (ABKC), odktadamy AD = m: przez punkt D
prowadzimy réwnolegta do boku AB, wskutek czego otrzymu-
jemy réwnolegtobok ABMD. Jezeli przekatng AM tego drugiego
réwnolegtoboku przedtuzymy az do spotkania w punkcie S z prze-
dtuzeniem boku CK, ostrzymamy nowy roéwnolegtobok AB'SC,
a w nim gnomon AB'K'MKC.
Na zasadzie uwagi do § 182 réwnolegtoboki AB'K D oraz
ABKC sg sobie réwnowazne,
a wiec trojkaty A ABC oraz
A AB®D, jako potowy tych
rownolegtobokéw, muszg tez
by¢ réwnowazne sobie.
Rozwigzanie 2-gie.
Jezeli, jak na rys. 157, pod-
stawa AD = m tréjkata szu-
kanego jest mniejsza od pod-
stawy AC trojkgta danego,
woweczas trojkat szukany musi
mie¢ wiekszg wysokos¢ (dla-
czego?). Wobec tego caly
obszar A ABD powinien naleze¢ do tréjkata szukanego, ktérego
trzeci wierzchotek BI powinien leze¢ na przedtuzeniu boku AB.
Pozostaje tedy od trdjkata danego odjac
tréjkat A BDC i na jego miejsce przystawié
rownowazny mu tréjkat A BBD, tak, by
razem z A ABD utworzyt on jeden trojkat
A AB D, ktéry w ten sposéb uczyni zadosé
warunkom zadania.
Aby znalez¢ tréjkat A BB D, zauwazmy,
Rys. 158. ze ma on podstawe BD spoing z trdjkatem
A DBC, a poniewaz dwa te tréjkaty p winny
by¢ réwnowazne sobie, zatem wierzchotki ich B' i C powinny
leze¢ na réwnoleglej do podstawy.
Mamy wiec rozwigzanie nastepujace: taczymy B z D i przez
C prowadzimy réwnolegta do BD. Punkt B‘, w ktérym ta réwno-
legta przecina prostg AB, jest trzecim wierzchotkiem zgdanego
trojkata A AB'D.

Uwagi. 1. Poréwnanie rysunkéw 157 i 158 wskazuje, ze dwa te rozwia-
zania nie sa zasadniczo rézne: drugie sprowadza sit; pod wzgledem konstrukcyj-
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nym do pierwszego, jakkolwiek zostato otrzymane zapomocg zgota odmiennego
rozumowania.

2. Z poréwnania tych samych figur oraz obu rozwigzan wynika réwniez
ze jesli od réwnolegtoboku AB4C (rys. 157) odejmiemy gnomon BBSCDM,
otrzymamy réwnolegtobok ABDM, ktérego przekatna BD musi by¢ réwnolegta
do przekatnej B'C réwnolegtoboku danego.

Zadanie IV. Dany trojkat /\ ABcCc przeksztatcic w trojkat
réwnowazny o danej wysokosci h, przyczem jeden z kagtéw przy
podstawie nozuego trojkata powinien rézunac sie katowi BAC.

Uczenn uzasadni sam nastepujace rozwigzania:

Rozwiazanie 1l-e (rys. 159): wystawiamy prostopadta do
AC, na nigj odktadamy LK = h, prowadzimy KB': AC, lgczymy
B' z C i kreslimy Bc'UBc. Tréojkat /\ AB'C jest zadany.

Rys. 160.

Rozwigzanie 2-e (rys. 160). Punkt B‘ znajdujemy tak
samo, jak w rozwigzaniu 1l-szem, poczem tréjkat dany ABC
uzupetniamy do réwnolegtoboku ABTC, budujemy réwnolegtobok
AB'SC, prowadzimy w nim przekatna AS, wreszcie, majac punkt
M na tej przekatnej, kreslimy gnomon AB'UMTC. Trojkat /\A\AB ‘C’
jest trojkatem zgdanym.

§ 187. Zadanie V. Dany wielokat o n bokach przeksztatcic¢
w wielokat réwnowazny, majacy n—21 bokdzu.

Niech bedzie dany np. szesciokgt ANA%AIALA Ae. Popro-
wadzmy przekatna AIlAb. Caly obszar pieciokgta ANANANANAN
powinien wejs¢ w sklad nowego wielokgta, chodzi wiec o to,
by tréjkat /\ A A A zastgpi¢ przez trdjkat rownowazny, przyczem
wierzchotek tego nowego tréjkata powinien leze¢ albo na prze-
dtuzeniu boku AXA2 albo na przedtuzeniu boku A4A>



160 O réwnowaznosci wielokagtow.

Prowadzimy tedy przez A6 rownolegta do przekatnej A1AQG
punkt B\ w ktéorym rdéwnolegta przecina prostg AIAB taczymy
z Al (albo tez punkt B, w ktérym réwnolegta przecina prosta
A2A 9 faczymy z AB.

§ 185. O kazdych dwoéch odcinkach a, b mozemy powie-
dzieé, ze na pewno mamy albo a = b, albo a< 6, albo a>b.
To samo da sie

powiedzie¢ o kazdych

dwu katach. Wobec

tego powiadamy, ze

odcinki stanowig klase

wielkosci (geometrycz-

nych). Katy réwniez

stanowig klase wiel-

kosci geometrycznych.

Powstaje pytanie,

czy obszary wieloka-

towe mozemy tez uwa-

za¢ za wielkosci geo-

metryczne ?
OdpowiedZ na to pytanie dajg nam zadania | i V. Istotnie,
kazdy wielokat o n bokach mozemy przeksztatci¢ w réwnowazny
wielokat on — 1 bokach, ten znéw w wielokat on — 2 bo-

kach i t d., az otrzymamy czworobok (zadanie V). Czworobok
mozemy przeksztalci¢é w prostokat (8 173), ten za$ w inny prosto-
kat o danej podstawie (zadanie J).

W ten sposéb kazde dwa wielokaty WI9 W2 mozemy prze-
ksztalcic w prostokaty o rownych podstawach; na mocy za$
pewnika V o tych dwu prostokgtach PR P2 zawsze mozemy
orzec czy

Pi — Piy czy tez Pi > P2, lub Pi < P2

(zalezy to od wysokosci prostokatéw PI19 P>)9 a wiec o kazdych
dwu wielokgtach Wiy W2 mozemy orzec, czy sa one réwnowazne
sobie, czy tez jeden z nich jest wiekszy i ktéry mianowicie.

Widzimy wiec, ze obszary wielokgtowe mamy prawo uwazacé
za nowa klase wielkosci geometrycznych.
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Odtad réwnowaznos¢ dwéch wielokatéw oznaczaé bedziemy
znakiem = . Bedziemy wiegc pisali

W, = W%albo WI > W2, lub Wx < V2,
przyczem WI9 W2 moga by¢é wielokatami dowolnego ksztattu.

Uwaga. Nasuna¢ sie tu moze pytanie, czy symbole = , >, <, zastoso-
wane do poréwnywania wielokgtéw, majg te same wiasnosci, co przy zastoso-
waniu do liczb bezwzglednych, t. j. czy mozemy niemi w taki sam spos6b

operowac ? Innemi stowami chodzi o to, czy jeSli Wit W2>W;}, i WY oznaczajg

pewne wielokaty — mamy prawo twierdzié, ze
1) Wt = Wx (zwrotnos¢)
2) jezeli — W2, to W2 — Wi (symetrycznos¢)
3) jezeli Wx = V2 oraz Wt = IF3,
to Wx = IV3 (przechodnio$¢)
4) jezeli Wx = r 2, to
wx+ ws= w2+ r3
5) jezeli Wx = W2 oraz W3 > W4,
to Wt -f W% > W2+ W4 (monotonja)
6) jezeli W; > W2 oraz W2 > W3t

to Wt > W3 (przechodnio$c¢)
Uczen sprawdzi sam prawdziwo$¢ powyzszych twierdzen.

§ 189. Okredlenie. Jezeli A, B, C sa trzema wielokgtami, przyczem
A = B -f- C, wéwczas C nazywamy réznica wielokagtow A i B. Tak samo
X nazywamy réznica wielokatow A i C.
Jf) Piszemy tedy A — B — C oraz A — C — B.

Twierdzenie. Ro6znice wielokgtéw réwnowaznych sg sobie réwnowazne.
Niech beda dane cztery wielokaty A, B> Al, B\

przyczem A = A\ B = B’ (1)
Oznaczamy ich réznice przez C i C' tak, iz
A — B = C, A" — B'"= C\
Mamy dowie$¢, ze C = Cr.
W tym celu napiszmy (na mocy okre$lenia réznicy wielokatow):
B+ C= A, B+ C' = A’ (2)
Na mocy zwiazku (1) i (2) mamy
B+ C= B+ C' (3>

Gdyby wielokagta C i C' nie byly réwnowazne sobie, gdyby np. byto
C > C\ woéwczas musiatoby by¢
c= ¢Cc + cC" (4)
Ale w takim razie, uwzgledniajac nasze zatozenie, ze B — B\ oraz opie-
rajgc sie na twierdzeniu, ze sumy wielokatéw réwnowaznych sa sobie réwno-
wazne, mielibysmy
B+ C= B+ C + C" (5),

Geometrja elementarna. n
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a ze zwigzkéw (5) i (3) wynikatoby, ze musi by¢
B'+ Cr= B"+ C'-f C",
co jest sprzeczne z pewnikiem V

Twierdzenie (przeciwne). Jezeli od wielokatéw nieréwnowaznych A, B,
odejmiemy réwnowazne sobie wielokaty A\ B\ woéwczas otrzymane réznice nie
moga by¢ réwnowazne.

Dowod przez sprowadzenie do sprzecznosci.

8§ 190. Posiadamy teraz trzy sposoby poznawania réwnowaznosci dwdch
wielokatéw Wx, W2, a mianowicie:

1- o mozemy roztozy¢ je na jednakowa ilos¢ czeSci, parami réwnyc
sobie (§ 173);

2- o mozemy wykazaé, ze wielokat Wx nie jest ani wiekszy ani mniejszy
od W%(§ 185);

3- o mozemy odjg¢ od obu wielokgtéw inne jakie$s wielokaty, réwnowazr
sobie, wx, w2; jezeli przytem okaze sig, ze

Wx - W, = W%- w2,
woéwczas niewatpliwie musi by¢
Wx = W2.

Cwiczenia XXVII. Wtiasnosci trojkatéow i réwnolegtobokéw, stanowiace
tre$¢ zadan 1—6 pozostajg w Scistym zwigazku z wiasnosciami réwnolegtobokéow
dopetniajacych i gnomonu (poréwn. uwage do § 182, str. 156—7). Zostaly one
jednak utozone w takim porzadku, ze czytelnik dowie$¢ ich moze zupetnie nie-
zaleznie od teorji gnomonu.

1. Jezeli poprowadzimy dowolna prostg, réwnolegta do
boku BC tréjkata A ABC iprzecinajaca boki AB, AC (lub ich przedtu-
zenia) odpowiednio w punktach AL L, wowczas $rodkowa AD troéj-
kata danego podzieli w punkcie O na potowy odcinek KL. [Wska-
zéwka: Z tego, ze A BDK = A DLC, wynika, iz A AKD = A ALD, awiegc
wysokosci tych dwu tréjkatéw réwnajg sie sobie; stad wynika réwnowaznos$¢
trojkatow A AKO, A ALOy ze za$ majg one wspdlng wysokos$é, poprowadzong
z wierzchotka At zatem podstawy ich KO> LO muszg réwna¢ sie sobie].

2. Na poprzedniem zadaniu oprze¢ sposéb dzielenia odcinka na dowolng
liczbe czesci réwnych.

3. Opierajac sie na tern samem zadaniu i postugujac sie wytacznie
linjagtem, rozwigza¢ zadanie nastepujace: dany odcinek AB podzieli¢ na po-
towy, jezeli mamy dana prosta m, réwnolegta do AB.

4. Na mocy tego samego zadania 1-go dowies¢, ze jeSli
prosta m, réwnolegta do przekatnej BD réwnolegtoboku ABCDt
przecina boki a, d réwnolegtoboku w punktach K, L, woéwczas
czwarty wierzchotek X réwnolegtoboku AKXL lezy na prostej AC.

5. Jezeli w réwnolegtoboku ABCD obierzemy na przekagtnej
AC dowolny punkt X i zbudujemy réwnolegtobok AKXLf ktdérego
wierzchotki K, L lezg odpowiednio na AB i na ADt wéwczas prze-
katna KL jednego roéownolegtoboku musi byé réwnolegta do
przekatnej BD drugiego rownolegtoboku. [Wskazowka: zatézmy,



Podstawowe twierdzenia i zadania o wielokatach. 163

ze tak nie jest, ze wiec inny odcinek KU jest réwnolegly do BD; w takim
razie, na mocy poprzedniego zadania, AKXU musi by¢ réwnélegtobokiem etc.].

6. Jezeli w trojkacie A ABC $rodkowe BD, CE przecinajg sie¢ w punk-
cie My woéwczas trojkgt A BMC musi byé rownowazny czworobokowi AD ME.

7. Jezeli w troj katach A ABC\ A AB'C' katy ACBAC, B'AC' sa
wierzchotkowe i jezeli proste BB\ CC' sg do siebie réwnolegte,
woéwczas trojkaty te sg réwnowazne.

Dwa tréjkaty, w ten sposéb potozone, bedziemy nazywali wierzchot-
kowe mi.

7a. Czy twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli tréjkaty zamiast katéw
wierzchotkowych majg przy A kat spoiny?

8. W trojkacie A ABC punkty C\ B' sg $rodkami bokéw c, b. Dowiesé
zapomocag réwnowaznosci tréjkatéw, ze C/ B' // CB.

9. Jezeli w trdéjkacie A ABC na $rodkowej AA' obierzemy dowolny
punkt P, woéwczas musi byé¢ A ABP = A ACP.

10. Wewnatrz tréjkagta A ABC znalez¢ taki punkt Xt zeby byto

A ABX = A AcX = A BCX.

11. Punkt P jest dowolnym punktem wewnegtrznym lub zewnetrznym
réwnolegtoboku ABCD; dowie$¢, ze suma lub réznica tréjkgtow A PAB, A PCD
jest rownowazna potowie réwnolegtoboku.

12. Jezeli Srodek jednego z nieréwnolegtych bokéw trapezu potgczymy
z koncami boku przeciwlegtego, otrzymamy tréjkat, réwnowazny potowie trapezu.

12a. taczac Srodki M, iV bokéw AB, CD czworoboku z wierzchotkami,
otrzymujemy trojkaty A MCD, A NAB, ktérych suma jest réwnowazna czwo-
robokowi ABCD.

13. Tréjkaty A ABCy A AIiBiCi sg réwnowazne, jezeli a — a, b = b\
c = Sc .

14. Dwusieczne katéw wewnetrznych prostokata wyznaczajg kwadrat,
réwnowazny potowie kwadratu, zbudowanego na réznicy bokéw danego prostokata.

14a. Znalez¢ twierdzenie analogiczne dla kwadratu, utworzonego przez
dwusieczne zewnetrzne prostokata.

15. Srodki bokéw czworoboku wypukiego wyznaczajg réwnolegtobok,
réwnowazny potowie czworoboku.

15a. Srodki bokéw czworoboku zwigzanego wyznaczajg réwnolegtobok
réwnowazny réznicy dwoéch tréjkatéw, z ktorych sktada sie obszar, ograniczony
przez boki czworoboku.

16. Opierajac sie na konstrukcji, podanej na rys. 145 (str. 148), rozwiazac
zadanie nastepujace: dany prostokat przeksztatci¢c w réwnowazny czworobok,
w ktorym mamy dane: bok a i katy A, B, przekatna zas$ e réwna sie jednemu
z bokéw prostokata.

17. Tréjkat dany A ABC przeksztatcic w réwnowazny tréjkat A ABC\
majac dany kat ostry C\ mniejszy od C.

17a. Trojkat A ABC przeksztakcic w réwnowazny trojkat prostokatny,
w ktéorym bok c bylby przeciwprostokatng. Kiedy zadanie jest niemozliwe?

18. Trojkat dany przeksztatci¢: 1-o w tréjkat réwnoramienny o tej samej,

1
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podstawie; 2-o0 w trdjkat réwnoramienny o tej samej wysokos$ci; 3-0 w trojkat
prostokatny o tej samej podstawie.

18a. Dany réwnolegtobok przeksztatci¢ w réwnowazny réwnolegtobok tak*
by zachowaé przytem jego wigksza przekatng i by w nowym réwnolegtoboku
jeden bok réwnat sie¢ danemu odcinkowi m.

18b. Réwnolegtobok ABCD przeksztatci¢c w romb tak: l-o, by bok a byt
przekatng rombu, 2-o0, by przekatna e byla przekatna rombu.

18c. W dane koto wpisa¢ prostokat, réwnowazny danemu prostokatowi*

Trojkat A MNP przeksztatci¢ w réwnowazny tréjkat A ABC, majgc daner

19. a, b. 20. a, hec. 21. A, hc.
22. ha, hc2s. hc,sc24. hc, R.

Réwnolegtobok MNPQ przeksztatci¢ w rownowazny réwnolegtobok ABCDr
majac dane:

25. e j. 26. |/, (a, e). 27. a, u.

28. Czworobok ABCD przeksztatci¢c w taki czworobok, by przekatna dzie-
lita go na potowy. Przy tern przeksztatceniu winny by¢é zachowane e, /, w.
Wskazowka: przez Srodek przekatnej / réwnolegta od e, przez konce prze-
katnej e réwnolegte do /].

29. Czworobok ABCD przeksztatcic w réwnolegtobok, zachowujac e, /, to.

30. Pieciokat wypukty przeksztatci¢ bezposSrednio w trojkat.

31. Dany jest kat BAC i punkt O na ramieniu AB. Z punktu O wy-
kresli¢ koto, przecinajace drugie ramie kata w punktach M, N tak, by trdjkat
A OMN byt réwnowazny danemu tréjkatowi A DEF.

32. Dany jest kat ® MNP i punkt O na jego drugiej dwusiecznej. Z punktu O
kreslimy koto, przecinajgce ramiona kata w punktach A, A', B, B'. W jaki sposéb
nalezy zbudowacé to koto, jezeli trapez AA'BBJ ma by¢ réwnowazny danemu tréjka-
towi (\DEF? [Wskazdéwka: 1) poréwn. ¢wiczenie 22. 2) mozna tez wyznaczy¢
linje Srodkowg trapezu, prowadzac z punktu O prostopadte do ramion kata].

33. Zapomocg prostej, przechodzacej przez wierzchotek, podzieli¢ tréjkat
na dwie czeSci réwnowazne sobie.

34. To samo zadanie, jezeli zamiast tréjkata dany jest czworokat.

35. Dany tréjkat podzieli¢ na dwie réwnowazne cze$ci zapomocg prostej,
poprowadzonej przez punkt dany na boku tréjkata.

36. Canytréjkat podzieli¢ na dwie czesci, ro(wnowazne sobie, zapomoca prostej:
I-0o réwnolegtej do jednego z bokdéw; 2-o0 prostopadtej do jednego z bokéw.

37. Dany roéwnolegtobok podzieli¢ na dwie czeSci réwnowazne zapomoca
prostej: 1-o przechodzacej przez dany punkt; 2-o prostopadiej do danej proste;j.

38. Uzasadni¢ nastepujacy podziat tréjkata na 5 réwnych czesci zapomoca
prostych, wychodzacych z iednego punktu na boku trdjkata: niech bedzie dany
punkt D na boku BC tréjkata A ABC; dzielimy BC na 5 réwnych czesci
w punktach Ev Et, E3, EA prowadzimy odcinki Ex /| E2F2/l E3Fs// EAFJlI DA\
wreszcie tgczymy D z punktami Fi9 F2, F3, F4.

39. Dany tréjkat podzieli¢ na trzy réwnowazne czeéci za pomocg po-
przecznych, poprowadzonych z jednego wierzchotka.
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40. Rownolegtobok podzieli¢ na n czesci réwnowaznych zapomocg po-
przecznych, poprowadzonych z jednego wierzchotka. Sporzadzi¢ dwa rysunki,
odpowiadajace dwom przypadkom: -0 gdy n jest liczbg parzysta, 2-o gdy n jest
liczbg nieparzysta. [Wskazéwka: w przypadku pierwszym poréwn. rys. 162].

41. Zapomocg konstrukcji analo-
gicznej do poprzedniej podzieli¢ dany
trapez na 3 roéwnowazne sobie trapezy
tak, by ich podstawy lezaly na podsta-
wach trapezu danego.

42. Dane sg dwa réwnolegtoboki
0 réwnych katach; zbudowaé trzeci
réwnolegtobok, majagcy te same katy
1 réwnowazny réznicy danych réwno-
legtobokdw.

43. Uzasadni¢ nastepujacy podziat
wielokagta na n czesci réwnowaznych,
zapomocag prostych, wychodzacych z danego punktu wewnetrznego. Niech bedzie
dany (rys. 163) wielokat At A3. . . A7i punkt wewnetrzny O. Przypus¢my, ze mamy
podzieli¢ wielokat na 5 czeséci réwnowaznych. taczymy najpierw O z dowolnym

punktem K na konturze wielokata, nastepnie kreslimy KBY/OA%, potem B*"BJ/0A2
BtB3 1l OA3 i t. d. az otrzymamy punkt B7 na przedtuzeniu ostatniego boku
At Al Trojkat (\N\OKB1 jest réwnowazny danemu wielokgtowi (dlaczego?).
Bok KB: tréjkata dzielimy na 5 czeéci réwnych i przez punkty podziatu pro-
wadzimy linje famane (na rysunku oznaczone kropkami), réwnolegte do tamanej
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BiB2B3... Bj. W ten sposéb na konturze wielokgta otrzymamy 5 punktéw:
K = K2y KA K3\ KJy KH. taczac je wszystkie z punktem O, podzielimy dany
wielokat na 5 czesci réwnowaznych sobie.

44. Jezeli mamy dane dwa wielokaty wypukie o jednakowej parzystej
liczbie bokéw i jezeli Srodki bokoéw jednego z nich sg zarazem $rodkami bokéw
drugiego, wowczas wielokaty sa sobie réwnowazne. [Wskazowka: 1tgczymy
odpowiednie wierzchotki wielokatow prostemi, ktére wszystkie sa do siebie réwno-
legte, i prowadzimy prostag my do nich prostopadta].

45. Jezeli kazdy wierzchotek réwnolegtoboku potagczymy z Srodkami dwéch
bokéw, otrzymamy o$m prostych, ktére wewnatrz réwnolegtoboku wyznaczajg
osmiokat, réwnowazny i/ czesci réwnolegtoboku.

46. Dowiesé: -0, ze z trzech $rodkowych tréjkgta A ABC mozna zawsze

zbudowaé tréjkat;

2*0, ze Srodkowe nowego tréjkata réwnajg sie 3I4 bokow
trojkata A ABC;

3-0, ze nowy trojkat jest réwnowazny &4 czesciom troj-
kata A ABC.

47. Jezeli przeciwlegte boki ABt DC czworoboku przecinajg sie w punkcie
My punkty za$ Py Q sa $rodkami przekatnych AC, BD, woéwczas trojkat A MPQ
jest réwnowazny czwartej czesci czworoboku ABCD.

48. Na zasadzie poprzedniego twierdzenia dowies$¢, ze S$rodki trzech prze-
katnych czworoboku zupelnego leza na jednej prostej*).

ROZDZIAL 1L
Zastosowanie do trdojkatéw: twierdzenie

Pitagorasa i jego uogélnienie.

§ 191. Twierdzenie. Prostokaty zbudowany z boku tréjkata
i z rzutu na niego diugiego boku, jest réwnowazny prostokgtowiy

zbudowanemu 2z tego drugiego boku i z rzutu na niego boku
pierwszego.

Jezeli w prostokagcie DEFC (rys. 164) mamy DE = AC,
w prostokgcie zaS CGH1 mamy Cl = BC9 wowczas wystarczy

poprowadzi¢ odcinki
LF Il BC oraz 1K /I AcC.

*) Jezeli w czworoboku ABCD przedtuzymy boki ABt DC az do prze-
ciecia w My boki zas BC, AD az do przeciecia sie w L, powiadamy, ze otrzy-
maliSmy czworobok zupetny ABCDML. Ma on sze$¢ wierzchotkéw i trzy
przekatne AC, BDy ML; kazdy jego bok przechodzi przez trzy wierzchotki.
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Roéwnolegtobok LFCB jest réwnowazny prostokgtowi DEFC
(dlaczego?), a rownolegtobok AcCi1kK jest réwnowazny prosto-
katowi cGH1 (dlaczego?).

Ale dwa te réwnolegtoboki sg sobie réwne, gdyz

Cl = LF, AC = CF, <£1CA = BCF.

Wobec tego istotnie prostokat DEF jest rdwnowazny prosto-
katowi CGH1.

§ 192. W przypadku szczegolnym, gdy tréjkat A ABC
'_fk

jest prostokatny, przyprostokatna BC (rys. 165) jest zarazem
rzutem przeciwprostokatnej na prosta BC, wobec czego za-
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miast prostokata cGH1 mamy kwadrat cBHL W tym szczeg6t”
nym przypadku twierdzenie nasze przybiera posta¢ nastepujaca;

Twierdzenie. Kwadrat, zdudowany na przyprostokatnej, jest
rownowazny prostokgtowi, zbudowanemu z przeciwprostokatnej

i z rzutu tej samej przyprostokatnej na przeciwprostokatna.

§ 193. Twierdzenie Pitagorasa. Kwadrat, zbudowany na
przeciwprostokatnej, jest rownowazny sumie kwadratéw, zbudo-
wanych na dwu przyprostokatnych, *)

Istotnie, jezeli poprowadzimy DE AB, wowczas kwadrat
ABGFpodzielimy na dwa prostokaty, oznaczone na rysunku

166-ym numerami 1' i 2"

Na mocy 8§ 192, prostokat 1'
jest réwnowazny kwadratowi 1, pro-
stokat zaS T jest rownowazny kwa-
dratowi 2.

Réwnie prosty dowdd mozna
otrzymaé, dzielgc te trzy kwadraty bez-
posrednio na figury parami réwne sobie.
Dowdd ten wynika z rys. 167. Czytel-
nik przeprowadzi go szczegdétowo.

§ 194. Jak twierdzenie Pitago-
rasa wynika z § 192, tak z ogolniejszej wiasnosci, dowiedzionej
w § 191, wynikajgdwa ogolniejsze twierdzenia, dotyczace trdjka-
tow dowolnych.

Twierdzenie. Kwadrat na boku przeciwlegtym katowi ostremu

jest mniejszy od sumy kwadratéow, zbudowanych na dwu drugich

*) Wedtug tradycji greckiej twierdzenie to znalazt i udowodnit filozof
Pitagoras z Samosu (VI w. przed Chr.), ktéry zyt i nauczal w Krotonie,
w potudniowej Italji, mniej wiecej w okresie wypedzenia Tarkwinjuszéw z Rzymu.
Pitagoras sam nic nie pisat; z dziet jego uczniéw dochowaty sie tak drobne
urywki, ze nic pewnego nie mozemy powiedzie¢ o badaniach naukowych tego
filozofa. Z réznych powodéw wydaje sie rzecza prawdopodobng, ze Pitagoras
spedzit czas jaki§ w Egipcie, gdzie poznat szczegdlne przypadki powyzszego
twierdzenia (np. tréjkat o bokach, réwnajacych sie 3, 4 i 5 jednostkom miary),
Sam za$ uogélnit twierdzenie na wszelkie tréjkaty prostokatne i pierwszy dowidédt
go. Dzi$ zreszta niepodobna zgadnagé, na czem mdgt polega¢ jego dowdd.

Przekonamy sie w dalszym ciggu, ze tw. Pitagorasa nalezy do najwazniej-
szych twierdzern geometrji.
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bokach, o podwojony prostokat, zbudowany z jednego z tych bo-
kéw i z rzutu na niego drugiego boku.

Niech Acep, AFGB,

AH1 beda  kwadratami,
zbudowanemi na bokach
tréjkata ABC, W ktdrym
kat ABcC jest ostry. Je-
zeli wykreslimy trzy wyso-
kosci tego trojkata i prze-
dtuzymy je, wowczas kazdy
z trzech powyzszych kwa-
dratéw zostanie podzielony
na dwa prostokaty, przy-
czem (8§ 191) prostokaty 1
i v sg sobie réwnowazne,
jak réwniez 2 i 2' oraz 3i 3.

Wobec tego suma pro-
stokatow 1 i 2, czyli kwadrat na boku Ac, mniejszy jest od
sumy dwu drugich kwadratéw o podwojony prostokat 3 (lub
tez 3%

8 195. Twierdzenie. Kwadrat boku przeciwlegtego katowi
rozwartemu jest wiekszy od sumy kwadratéw dwu drugich bokéw
0 podwojony prostokat, zbudo-
wany z jednego z tych bokéw
1z rzutu na niego drugiego boku.

Jezeli w trojkacie (\ ABcC
kat ~ B jest rozwarty, wlwczas,
prowadzac wysokosci i podiuza-
jac je, mamy:

prostokat 1 jest rownowazny
prostokgtowi A D E G, ktory sklada
sie z kwadratu 3 i z prostokata
BDEF;

prostokat 2 jest réwnowazny
prostokatowi HiLc, ktéry sklada
sie z kwadratu 4 i z prostokata
H1KB,

a poniewaz (8§ 191) prostokgty HikB, BDEF sg sobie
rownowazne, zatem kwadrat na boku ac wiekszy jest od sumy
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kwadratow 3 i 4 o podwojony prostokat BDEF (lub o podwo-
jony prostokat HBKJ).

§ 196. Twierdzenie Pitagorasa wraz z twierdzeniami §§ 194,
195 tworzg ukitad zamkniety (pordwn. str. 48), co tatwo
uwidoczni¢, streszczajgc je w nastepujacy sposob:

jezeli c=j to ¢ = a |J|
jezeli C < to ¢ < a + b
jezeli <€ ¢ > to ¢ > a + b

Wobec tego mamy prawo odwroci¢ wszystkie trzy twierdzenia.
Uczenn sformutuje sam twierdzenia odwrotne.

Uwagi. 1. Jak widzimy, twierdzenie Pitagorasa wyraza ceche charakte-
rystyczng trojkata prostokatnego: majac dane trzy boki tréjkata i opierajgc sie
na 8§ 193—196, mozemy zawsze orzec, czy dany bok lezy naprzeciwko kata

prostego, ostrego czy rozwartego.
2.
mozna uwazaé¢ za przypadek szcze-
gélny zaréwno twierdzenia § 195
o boku, lezgcym naprzeciw kata
rozwartego, jak twierdzenia § 194
0 boku przeciwleglym  katowi
ostremu. Istotnie, jezeli wyobra-
zimy sobie tréjkat zmienny ABC
(rys. 170), w ktérym bok BC
jest nieruchomy, bok za$ AB obra-
ca sie dokota B w zwrocie ozna-
czonym strzatkg, zachowujac statg
dtugos¢, wowczas kat ostry m ABC musi rosngé. Wobec tego roénie przeciw-
legty bok AC (8 103), a wiec i kwadrat na tym boku zbudowany; natomiast
rzut BD boku BC maleje, jak réwniez rzut BE boku AB. Innemi stowami:
maleja prostokaty 3 i 3', o ktére kwadrat boku AC ro6zni sie od sumy kwadra-
téow, zbudowanych na bokach AB i BC. W chwili, gdy kat <€ ABC staje sig
prosty, znikaja (staja sie réwne zeru) zaréwno rzuty BD i BE, jak i prostokaty
3 i 3, a woéwczas kwadrat na boku AC jest réwnowazny sumie kwadratéw na
bokach AB i BC, i mamy twierdzenie Pitagorasa.

Uczeh zbada w podobny sposéb zmiany, ktére zachodza, gdy kat roz-

warty tréjkata stopniowo maleje, az staje sie réwny prostemu.

8§ 197. Twierdzenie. W tréjkacie prostokatnym kwadrat wy-
sokosci, poprowadzonej z wierzchotka kata prostego, jest réwno-
wazny prostokgtowi, zbudowanemu z dwéch odcinkéw, na ktoére
ta wysokos$¢ dzieli przeciwprostokatng.
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Niech bedzie dany tréjkat A w  ktérym B =d
1 niech bedzie BD AC. Budujemy kwadrat BDGH i twierdzimy,
ze jest on réwnowazny prostokatowi DEFC9
w ktorym DE = AD.

Istotnie, DGE = ABD (dlaczego?);
zatem 1 = < 2,
ze zas <t 2 = 3 (dlaczego),

musi wiec by¢ &1 = <$ 3
czyli proste JBC, GE sg do siebie réwnolegte.

Wobec tego trojkaty A EDC9A GBD,
jako wierzchotkowe, zawarte miedzy roéwnolegtemi (zadanie 7,
str. 163), sg sobie réwnowazne, a poniewaz pierwszy jest potowa
prostokata DEFC9 drugi za$ stanowi potowe kwadratu GHBD9
zatem kwadrat ten i prostokat sg sobie réwnowazne.

Cwiczenia XXIX. 1. Zbudowaé¢ kwadrat, rbwnowazny danemu
prostokatowi, opierajac si¢ na twierdzeniu § 192.
la. Rozwigza¢ to samo zadanie, opierajgc sie na § 197.

a .
2. Jezeli w prostokacie ABCD mamy 2 < b < a wobwczas zapomocg

nastepujacej konstrukcji mozemy podzieli¢ prostokat na trzy czesci, z Kktérych
daje sie utozyé réwnowazny kwadrat:

na boku AB, jako na $rednicy, kreslimy koto; na tym samym boku od-
ktadamy odcinek AD4= AD; w punkcie D4 wystawiamy prostopadty, ktéra prze-
cina koto w punkcie E; wreszcie kresSlimy prosta BE. W ten spos6b prostokat
dany zostaly podzielony na 2 tréjkaty prostokatne i na czworobok; dowies¢, ze
z tych trzech figur mozna utozy¢ kwadrat.

3. Zbudowa¢ kwadrat, ktory bytby réwnowazny:

1) sumie dwu danych kwadratéow a
2) roznicy dwu danych kwadratow Ja |— b

3) potowie danego kwadratu

4. Jezeli przekatne czworoboku sa do siebie prostopadte, wdwczas suma
kwadratéw, zbudowanych na dwoéch bokach przeciwlegtych, jest réwnowazna
sumie kwadratéw, zbudowanych na dwu drugich bokach.

5. Budujemy pieciokat ABCDE, w ktérym kat B jest prosty, bok za$
CD jest prostopadty do przekatnej AC. Jak nalezy wykreslic bok DE, zeby
kwadrat, zbudowany na boku AE, byt réwnowazny sumie kwadratéw, zbudowa-
nych na czterech innych bokach pigciokata.

6. Matematyk hinduski Bhaskara (XII w. po Chr.) podaje w swym
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traktacie matematyki twierdzenie Pitagorasa bez dowodu, zaopatrujac je tylko
rysunkiem 172 i wykrzyknikiem: ,patrz!“

Rys. 172. Rys 172a.

Dowie$¢ tego twierdzenia, ustaliwszy najpierw zapomocg rysunku 172 a
prawdziwo$é¢ zwigzku
a—b + b —2 ab
(Poréwnaj z analogicznym wzorem w algebrze!)
7. Zapomocag rysunku 173 dowie$¢ prawdziwos$ci zwigzku

a-j-b = a | 4 2 a b , nastepnie dowie$¢ twierdzenia Pita-

gorasa zapomocg rysunku 173a%*).

Rys. 173. Rys. 173a.

a—b a4~b = a — b . Jaki jest analo-
giczny wzér w algebrze?
9. Jezeli w tréjkacie A ABC, w ktorym CB = CA, poprowadzimy do
boku AB dowolny odcinek CD, woéwczas musi by¢

AD, DB AC 4* CD, AC — CD

*) Niektérzy historycy matematyki przypuszczajg, ze takim moégt by¢ ory-
ginalny dow6d Pitagorasa.
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10. Jezeli cieciwa AB przecina w punkcie C S$rednicg, tworzac z nig
kat =\§, wodwczas suma kwadratow AC + CB  jest réwnowazna po-
dwojonemu kwadratowi promienia.

11. Kwadrat, zbudowany na wysokosci trojkata réwnobocznego, jest trzy
razy wiekszy od kwadratu, zbudowanego na potowie boku.

12. Kwadrat, zbudowany na boku tréjkata réwnobocznego, jest trzy razy
wiekszy od kwadratu, zbudowanego na promieniu kota opisanego.

13. Na bokach tréjkata prostokatnego A ABC budujemy nazewnatrz
kwadraty i fgczymy ich wierzchotki tak, ze powstaje szesciokat wypukty. Dowiesé,
iz suma kwadratéw, zbudowanych na bokach tego szeéciokata, jest 8 razy
wieksza od kwadratu, zbudowanego na przeciwprostokatnej AB.

14. W rownolegtoboku ABCD mamy zawsze

e+KI=| FH+I+Ki »

15. Jezeli w réwnolegtoboku ABCD przekatna e réwna sie bokom a i c,
woéwczas druga przekatna f spetnia warunek + b

16. Jezeli przez mc oznaczymy $rodkowa, poprowadzong do boku
w tréjkacie A ABC, wéwczas musi zachodzi¢ zalezno$¢ nastepujaca:

nc +}c = 2ja +2 b1l.
17. Jezeli w tréjkacie A ABC przedluzymy w tym samym zwrocie*)
boki a, b, ¢ 0o odcinki CE — , AF = , BD = ~ i jezeli poprowadzimy

w tym tréjkacie Srodkowe AA', BB', CC', wdéwczas suma kwadratéw, zbudo-
wanych na odcinkach AE, BF, CD, musi by¢ wieksza od sumy kwadratéw, zbu-

dowanych na $rodkowych, o sume kwadratéw bokéw, t.jo a -f- b -f- cj.
[Wskazdwka: bok a jest srodkowag w tréjkacie A CC'D, w ktéorym C'D =c¢
it dl].

18. Jezeli na $rednicy kola obierzemy punkty A, B w jednakowej odle-
gtosci od Srodka kota O i jezeli M jest dowolnym punktem okregu, woéwczas

suma kwadratéw AM |-J- BM jest wielkoscig statg, a mianowicie jest

dwa razy wieksza od sumy kwadratow MO -f- AO

19. Jezeli suma kwadratéw odlegtosci punktu M od dwéch punktéw nie-
ruchomych A, B jest wielkoScig stata, woéwczas miejscem geometrycznem punktu
M jest okrag kota, ktérego Srodkiem jest $rodek odcinka AB.

Wskaza¢ sposéb zbudowania tego okregu.

20. Jezeli réznica kwadratéow odlegtosci punktu M od dwoéch punktéw
nieruchomych A i B jest wielkoScig stalg, woéwczas miejscem geometrycznem
punktu M jest prosta, prostopadta do AB.

) Patrz odsytacz na str. 35.



174 O réwnowaznosci wielokatow.

21. W trapezie suma kwadratéw przekatnych jest réwnowazna sumie
kwadratéw dwoéch bokéw nieréwnolegtych, wiecej podwojony prostokat, zbudo-
wany z obu podstaw trapezu.

22. Na bokach 6, ¢ tréjkata A ABC budujemy dowolne réwnolegtoboki,
boki ich DE, GH przedluzamy az do przeciecia sie w punkcie F, wreszcie na

boku a budujemy réwnolegtobok BLMC,
ktorego boki LB, CM sg réwnolegte do FA,
wierzchotki zas§ L, M leza na bokach DE,
GH poprzednich réwnolegtobokéw. Do-
wie$é, iz ten trzeci roéwnolegtobok jest
rownowazny sumie dwu pierwszych. (Twier-
dzenie Pappusa z Aleksandrji, styn-
nego matematyka greckiego w Il w. po
a chr.).

23. Wykaza¢, iz twierdzenie Pitago-
rasa wynika z tw. Pappusa jako szczegoéiny
jego przypadek.

24. Dane sg dwa kola zewnetrznie
do siebie styczne; dowie$¢, iz kwadrat ich

sp6lnej stycznej zewnetrznej jest réwnowazny prostokgtowi, zbudowanemu ze
Srednic obu kot
Jezeli w tréjkagcie A ABC kwadrat, zbudowany na wysokosci hc
jest mniejszy od prostokata, zbudowanego z rzutéw rQ rb woéwczas kat C>%
w przeciwnym za$ razie mamy C < 8
26. Dany odcinek AB podzieli¢ na takie dwie czesci AC, CB, zeby za-

chodzit zwigzek AB, AC CB , w ktérym m oznacza liczbe dana.
[Wskazéwka: budujemy prostokat AB, AX , gdzie AX = - AB.]
27. Jezeli z wierzchotkéw kwadratu ABCD poprowadzimy prestopadk

of, b', cr, d/ do dowolnej prostej, woéwczas suma kwadratéw dwoch prosto-
padtych, poprowadzonych z dwéch przeciwlegtych wierzchotkéw, jest réwno-
wazna podwojonemu prostokgtowi z dwa drugich prostopadtych wiecej dany
kwadrat, czyli

a4~ ¢ = 2. b\d 4 AB

28. Suma kwadratéw, zbudowanych na bokach dowolnego czworoboku,
jest réwnowazna sumie kwadratéw, zbudowanych na przekatnych, wiecej cztery
razy wziety kwadrat odcinka, tgczacego $rodki przekatnych.

Co staje sie z tern twierdzeniem, jezeli odcinek, tgczacy S$rodki prze-
katnych, malejgc coraz bardziej, staje sie réwny zeru?

29. Suma kwadratéw, zbudowanych na bokach pieciokgta, jest réwno-
wazna sumie kwadratéw wszystkich przekatnych, wiecej cztery razy wzieta suma
kwadratéw odcinkéw, taczacych Srodki tych przekatnych.

30. Jezeli mamy dane state koto i trojkgat A ABC, wpisany w to koto
i jezeli wierzchotek A tréjkata pozostaje staly, wierzchotki za$ B i C poruszajg
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sie po kole tak, iz suma kwadratéw AB AC pozostate stata, wow-

czas $rodek X boku BC kresli prostg, prostopadta do $rednicy, przechodzacej
przez A [Wskazowka: ¢wiczenia 20 i 16].

ROZDZIAL 1L

Prostokaty, zbudowane z cieciw.

§ 198. Twierdzenie. Jezeli z iego samego punktu poprowadziliSmy do
kota styczng i sieczng, wowczas kwadrat stycznej jest réwnowazny prostokatowi,
zbudowanemu z catej siecznej i z zewnetrznego jej odcinka.

Niech bedzie dany punkt M, lezacy zewnatrz kota; niech MA bedzie
styczng do danego kota, MBC za$ sieczng. Zbudujmy na stycznej kwadrat, na
odcinku za$ MB prostokat, ktérego drugi bok MD niech sie réwna siecznej MC.
Powiadam, iz kwadrat AEFM i prostokat MBKD sg sobie réwnowazne.

Przedtuzmy bok EF kwadratu az do przecigcia sie w punkcie H z prostg
KD, potaczymy M z H oraz A z B i niech / bedzie punktem przeciecia sie
prostych AB, KD. Twierdze najpierw, ze prosta AB jest réwnolegta do MH.
Poniewaz < HDM = MFH = S,
zatem czworobok MFDH jest wpisany, musi tedy zachodzi¢ réwnoé¢ <el = <£2

Trojkaty A BiA MACréwnajg sie sobie (dlaczego?
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zatem <t 2= 3,
ale wiemy, iz 3= 4 (8 143 i 144),
wobec za$ réwnolegtosci prostych EH, AM musi by¢
N4 = N5,
Tak wiec ~» 1= 5 i proste Al, MH sa istotnie réwnolegte do siebie.

Jezeli jeszcze zauwazymy, iz A GIH= A ABM (dlaczego?), to do-
waéd twierdzenia stanie sie oczywisty.

Jakoz kwadrat AEFM = AGHM = BIHM = MBKD.

§ 199. Twierdzenie. Jezeli dwie sieczne wychodzg z jednego punktu, le-
zacego zewnatrz kola, woéwczas prostokat, zbudowany z jednej siecznej i z jej
odcinka zewnetrznego, jest réwnowazny prostokgtowi, zbudowanemu z drugiej

siecznej i z jej odcinka zewnetrznego.
Niech bedzie dane koto i punkt
zewnetrzny M. Jezeli z M poprowadzimy
M dwie sieczne, z ktérych pierwsza prze-
cina okrag w punktach B, B', druga
w punktach C, C', woéwczas powiadam,

iz musi by¢

MB, MB' = MC, MC

Jakoz wystarczy zauwazy¢, ze
oba te prostokaty sg réwnowazne kwa-
dratowi, zbudowanemu na stycznej MA.

§ 200. Twierdzenie. Dwie sieczne, przecinajace sie wewnatrz kota, dzielg
sie kazda w punkcie przecigcia na takie dwa odcinki, iz prostokat, zbudowany
z odcinkéw jednej siecznej, jest rdwnowazny prostokatowi, zbudowanemu z od-

cinkéw drugiej siecznej.

Twierdzenie to da sie z tatwoscia spro-
wadzi¢ do poprzedniego. Niech CC', BB' beda
dwiema cigciwami, przecinajgcemi sie wewnatrz
kota w punkcie M. Powiadam, iz mamy

MB, MB’ = MC, MC'

Aby tego dowies$¢, odtézmy na cieci-
wach odcinki

MB" = MB' i MC" = MC".

Proste B'C' i B"G" sg do siebie réwno-
legte (dlaczego?), zatem 1= 8C2 ale
poniewaz Kkaty wpisane 1, 3 opierajg

sie¢ na tym samym tuku, zatem
fcl=<3=< 2
i, co za tern idzie, kat 3 spetnia sie z katem 4.
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Stad wynika, ze na czworoboku BB"C"C mozna opisa¢ koto. Punkt M
musi leze¢ zewnatrz tego kota; mamy tedy koto (na rysunku kropkowane), punkt
zewnetrzny M i dwie sieczne MB"B, M CC, na mocy wiec poprzedniego twier-
dzenia musi by¢:

MB, MB" MC, MC'
MB" = MB’, mMcC" MC\
zatem MB, MB' MC, MC

§ 201. Jezeli mamy dane koto i dwie sieczne, wychodzgce z punktu
(wewnetrznego lub zewnetrznego) M i przecinajgce okrag: jedna w punktach
B, B', druga w punktach C, C'; i jezeli na jednej z nich, np. na pierwszej,
obierzemy dowolny punkt K, nie lezacy na okregu, wéwczas prostokat

MC, MC nie jest réwnowazny prostokatowi MB, MK

gdyz prostokat B

dzenia odwrotne) wzgledem twierdzern 8§ 199, 200 musza by¢ prawdziwe.
Innemi stowy mamy nastgpujace

Twierdzenia odwrotne. I. Jezeli na dwoch prostych, wychodzacych z punktu
M, mamy po dwa odcinki o jednakowych zwrotach MB, MB' oraz MC MC' takie, iz

MB, MB’ = MC, MC

woéwczas cztery punkty B, B', C, C' leza na jednym okregu (rys. 179).

I1. Jezeli na dwoch prostych, wychodzacych z punktu M, mamy po dw
odcinki o zwrotach przeciwnych MB, MB' oraz MC, MC', przyczem

MB, MB' MC, MC

woéwczas cztery punkty B, B', C, C' lezag na jednym okregu (rys. 178).
Mamy tedy nowy sposéb poznawania, czy cztery punkty leza czy nie lezg
na tym samym okregu.

Cwiczenia XXX. Twierdzen rozdziatu Il dowiedliémy, nie uciekajac sie
nigdzie do tych prawd geometrycznych, o ktérych byta mowa w rozdziale II,
a wiec do tw. Pitagorasa i do pokrewnych mu twierdzenn o tréjkatach. Mozna
z tatwoscia wykaza¢, ze wszystkie wiasnosci trojkatow, zawarte w twierdzeniu

Geometrja elementarna. 12
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Pitagorasa i w innych twierdzeniach rozdziatu Il, sg poprostu wnioskami z prawd,
ktore wyltozyliSmy w rozdziale niniejszym. Taki jest wiasnie sens zadan 1—3.

1. Niech bedzie dany tréjkat ostrokatny A ABC. Na AB, jako na $rednicy,
kreslimy okrag, ktory przechodzi przez spodki obu wysokosci ha, hb (dlaczego?);
zapomoca tej figury i twierdzenia § 199 dowie$¢, ze prostokat z boku tréjkata
i rzutu na niego drugiego boku jest réwnowazny prostokatowi z tego drugiego
boku i z rzutu na niego boku pierwszego (§ 191).

la. Dowie$¢ tego samego twierdzenia w przypadku, gdy w tréjkacie
A ABC kat C jest rozwarty.

1b. Niech bedzie dany tréjkat A ABC, w ktérym kat C = 8. Pro-
wadzimy w nim wysoko$¢ CD i na AC, jako na S$rednicy, kre$limy koto. Za-
pomoca tej figury i twierdzenia § 198 dowie$¢, ze kwadrat przyprostokgtnej
jest réwnowazny prostokatowi z cafej przeciwprostokatnej i z rzutu tej przypro-
stokatnej (§ 192).

2. Na przyprostokgtnych CA, CB, jako na S$rednicach, wykres$li¢ dwa
kota i, stosujac do kazdego z nich twierdzenie § 198, dowie$¢ twierdzenia
Pitagorasa.

2a. Dowies¢ twierdzenia Pitagorasa w nastepujacy sposob: majac dany
trojkat A ABC, w ktorym ~ C = 8, kreslimy koto (B)C, ktére przecina prze-
ciwprostokagtng AB w punkcie D, przediuzenie za$ jej w punkcie E; stosujemy
do tej figury twierdzenie § 198, uwzgledniajac, ze AD = AB —BC, AE— AB + BC.

-3- Majagc dany tréjkat A ABC, w ktérym <£ C = §, kreslimy koto (B)C
i z punktu A prowadzimy do niego druga styczng ACr. £aczac Cz C i stosujac
twierdzenie § 200, dowie$¢, ze kwadrat wysokosci w trojkgcie prostokatnym
jest réwnowazny prostokgtowi, zbudowanemu z odcinkéw, wyznaczonych na prze-
ciwprostokatnej.B

4. W tréjkacie ostrokagtnym ortocentr dzieli kazdg wysoko$¢ na takie dwa
odcinki, ze zbudowane z nich prostokaty sa sobie réwnowazne.

5. Czy twierdzenie to pozostaje prawdziwe dla tréjkatéw rozwartokatnych ?
Jezeli nie, to jak nalezy je w tym wypadku zmodyfikowac?

6. Jezeli dwa kota przecinajg sie, wowczas przedtuzenie ich spélnej cie-
ciwy dzieli na potowy spoing ich styczng zewnetrzna.

7. Jezeli AB jest spoing cieciwa dwoéch przecinajacych sie kot i jezeli
przez dowolny punkt C tej cieciwy poprowadzimy dwie nowe cieciwy: jednag
DCEy w pierwszem kole, drugg ECEJw drugiem kole, wéwczas punkty D, D\
E, E* musza leze¢ na jednym okregu kota.

8. Jezeli trojkaty A ABC, A ABfO maja katy odpowiednio réwne,
woéwczas prostokat a, b* jest réwnowazny prostokgatowi a\b . [Wskazéw-
ka: budujemy kat wierzchotkowy wzgledem kata C i na jego ramionach
odktadamy odcinki, réwnajace sie bokom a, b‘ tréjkata A A'B*C'].

Prostokat, zbudowany z dwéch bokéw tréjkata, jest réwnowazny pro-
stokagtowi, zbudowanemu z $rednicy kota opisanego i z wysokosci, poprowadzonej
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do boku trzeciego. [Wskazéwka: chcac dowiesé, ze a, b hrq2 R

prowadzimy wysoko$¢ CD, S$rednice CE, tgczymy A z E i stosujemy poprzednie
¢wiczenie].

10. Jezeli AB jest $rednica kota, punkt C lezy na okregu, O jest $rod-
kiem kota i jezeli cieciwa CD jest prostopadta do S$rednicy AB, woéwczas musi

byé AC,CB CO,CD . [Wskazéwka: potaczy¢ D z B i oprze¢ sie na

éwiczeniu 8-em].

11. Jezeli w trojkacie prostokgtnym ABC obierzemy dowolny punkt Z>
na przeciwprostokatnej AB i w punkcie tym wystawimy prostopadlg, przecina-
jaca przyprostokatne (lub ich przedtuzenia) w punktach E, F, okrag za$ kota

opisanego w punkcie G, woéwczas musi by¢ DG DE,DF\ . [Wska-

z6wka: oprze¢ sie na zadanin 8-em].
12. Jezeli AB jest $rednica kota, CD za$ dowolng cieciwg, prostopadi:
do Srednicy w punkcie M i jezeli prosta AX, tgczgca A z dowolnym punktem X

cieciwy CD, przecina okrag kota w punkcie Y, wéwczas prostokat AX, AY

ma statg wielko$¢. [Wskazéwka: czworobok MXYE\.

13. Na prostej mamy trzy state punkty A, B, C. Z punktu A prowadzimy
styczne do wszystkich kot, przechodzacych przez punkty B i C; znalezé miejsce
geometryczne punktéw stycznos$ci tych stycznych.

14. Kre$limy ukiad két, ztozony z wszelkich mozliwych két, lezacych po
jednej stronie danej prostej m i stycznych do niej w danym jej punkcie A. Do
két tych prowadzimy styczne, réwnolegte do innej prostej danej p. 1) Znalez¢
miejsce geometryczne punktéow stycznosci. 2) Wykazaé, ze jesli jedna z tych
stycznych przecina prosta m w punkcie T, sama za$ jest przecieta przez inne

koto tego samego uktadu w punktach B, C, woéwczas progtokat B, TC

ma statg wielkosc¢.

15. Jezeli mamy dane dwa kota O, O*i ze $rodka kazdego z nich popro-
wadziliSmy styczng do drugiego kota, woéwczas dwie styczne OT4 0'T, lezace
po jednej stronie linji $rodkéw, przecinaja si¢ w takim punkcie K, ze

1 KO, KT KT, KO4

16. Jezeli dwa kota przecinaja sie¢ w punktach A, A4 wobwczas styczne,
poprowg”zone do tych két z dowolnego punktu prostej AA4 réwnaja sie sobie,

Jakag posta¢ przybiera twierdzenie, jezeli kola sg zewnetrznie styczne?

17. Dwa kota sg zewnetrznie styczne do siebie w punkcie A. W punkcie
tym prowadzimy do nich spoing styczng, na niej obieramy dowolny punkt X
i taczymy X ze $rodkami két. Niech B, B4 oraz C, C4 beda punktami prze-
ciecia tych prostych z kotami; dowie$¢, ze na czworoboku BB4OC mozna
opisa¢ koto.

18. Jezeli CA, CB sg dwiema stycznemi do kola i jezeli z dowolnego
punktu D na tuku AB poprowadzimy réwnolegte do stycznych, mianowicie
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DE /CA, DFjlCB, przecinajgce cieciwe AB w punktach E, F, woéwczas
DE DF AF, FB [Wskazéwka: C¢wiczenie 8-e].

19. Jezeli na S$rednicy AB obierzemy punkty D, E tak, zeby byta
AE | AD,AB i jezeli na AD i na AE, jako na $rednicach, wykre-

Slimy poétkola, a w punkcie D wystawimy prostopadta do $rednicy, przecinajaca
koto dane w F, koto za$ wykreslone na AE w punkcie G, woéwczas musi by¢

AF, AD

20. Dane jest koto o $rednicy AB\ w punkcie B prowadzimy do nieg
styczng, na niej obieramy dowolny punkt C, kreslimy koto (C)B, wreszcie kreslimy
prosta AC, ktéra przecina to drugie koto w punktach D, E. Jezeli koto (A)E
przecina styczng CB w punkcie F, wowczas koto, zakre$lone na $rednicy AB,
dzieli na potowy odcinek Ab.

21. Opierajac sie na § 198, poda¢ nowy spos6b zbudowania
kwadratu, r6wnowaznego danemu prostokagtowi. (Poréwn. ¢wiczenia
XXIX, str. 171).

22. Dany kwadrat przeksztatci¢é w réwnowazny prostokat o danym boku.
Rozwigza¢ to zadanie: 1) zapomocg réwnolegtobokéw dopetniajacych; 2) opie-
rajac sie na § 191; 3) opierajac si¢ na § 197; 4) opierajac sie na § 198.

23. W dane koto wpisa¢ prostokat, rdwnowazny danemu kwadratowi.

24. Dany kwadrat przeksztatci¢ wprostokat, w ktérym suma
dwu bokéw sagsiednich a-r-b jest dana.

25. Kwadrat przeksztatci¢ w réwnowazny prostokat, w ktd-
rym dana jest réznica dwu bokoéw sgsiednich a — b.

26. Dane jest koto i punkt zewnetrzny A ; poprowadzi¢ z punktu A sieczna
tak, by okrag kota podzielit ja na pptowy.

Zbudowaé tréjkat A ABC, réwnowazny danemu kwadratowi, majgc dane:

27. A, c+ hc. 28. A, c - hc. 29. ¢ — hc, ra.

30. sc, ¢+ hc. 31. ¢ — hc, C. 32. ¢ + hc, ha.

33. Zbudowac¢ tréojkat A ABC, majac dany prostokat, réwnowazny prosto-

katowi a, b oraz podstawe c i wysokos$¢ he.

[Wskazdéwka: poréwn. éwiczenie 9-te].

34. Wykresli¢ koto, przechodzgce przez punkty A, B i styczne do danei
prostej m.

35. Zbudowaé¢ koto, styczne do dwéch danych prostych m, n i przecho-
dzace przez dany punkt A. [Wskazoéwka: budujemy punkt A', symetryczny
z A wzgledem dwusiecznej kata <t (m, n) i przedtuzamy AA' az do przeciecia
sie z c. Jak postgpi¢, jezeli m//n?].

36. Zbudowa¢ tréjkat A ABC, majac dane punkty A', B', w ktérych koto
wpisane dotyka bokéw a, b, oraz prostg, na ktérej lezy bok c.

37. Wykresli¢ koto, przechodzace przez dwa dane punkty A, B'i styczne
do danego koto (O)r.
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38. Dane sg trzy punkty A, B, C; wykresli¢ koto, przechodzace przez
A i By przytem takie, zeby styczna, poprowadzona z punktu C, réwnata sie
danemu odcinkowi m

39. Przez dane dwa punkty A, B poprowadzi¢ koto, przecinajace dane
koto (0)r wedtug $rednicy (t. j. tak, ze odcinek, taczacy punkty przeciecia, jest
Srednicg kota danego). [Wskazéwka do analizy: punkt A tgczymy z O
i przedluzamy az do przeciecia z kotem, ktére mamy zbudowac].

40. Dany jest kat BAC i punkt Z), nie lezacy na jego ramionach.
Przez D poprowadzi¢ prosta, przecinajacg ramiona kata w takich punktach Et /*,

zeby prostokat DEy DF byt réwnowazny danemu prostokatowi. [Wska-
zéwka do analizy: jezeli na prostej AD obierzemy taki punkt G, Zzeby byto
DA, DG DEy DF  wéwczas musi by¢ DEG = CAD\.

41. Zbudowaé trdojkat prostokatny A ABCt majac dang przyprostokatng ¢
oraz rzut rb. [Wskazéwka do analizy: na r®, jako na $rednicy, kreslimy
koto i z wierzchotka B prowadzimy styczna].
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O potozeniu wzajemnem prostych
I ptaszczyzn.

ROZDZIAL 1.

0 prostych i ptaszczyznach réwnelegtych.

§ 202. Przedewszystkiem musimy przypomnie¢ nastepujgce
pewniki, na ktorych opiera¢ sie bedziemy w dalszym wyktadzie.

Pewnik Ib. Prosta i punkt, nie lezacy na niej, wyznaczaja
ptaszczyzneg.

WykazaliSmy juz (str. 9), ze pewnik ten mozemy zastapié
jednym z dwdéch nastepujacych pewnikow:

(1) trzy punkty, nie lezace na jednej prostej, wyznaczaja
ptaszczyzne;

(2) dwie przecinajace sie proste wyznaczaja ptaszczyzne.

Teraz mozemy wypowiedzie¢ trzeci pewnik, réwnowazny
kazdemu z poprzednich:

(3) dwie prosie réwnolegte wyznaczaja ptaszczyzne.

Istotnie, réwnolegte okresliliSmy (8 72), jako pewne proste,
lezace w jednej ptaszczyznie; jesli wiec mamy dane dwie
proste réwnolegte a, b, to przez to samo dana jest ptaszczyzna,
w ktérej one leza. Z drugiej strony, niema zadnej innej pta-
szczyzny, w ktérej mogtyby leze¢ proste a, 6, gdyz jedna z tych
prostych, np. a i ktérykolwiek punkt m na drugiej prostej, wy-
znaczajg plaszczyzne.
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Pewnik Ic. Prostaty taczaca dwa dowolne punkty ptaszczyzny,
lezy na tej ptaszczyznie czyli ma z nig wszystkie punkty spélne.

Pewnik Id. Dwie ptaszczyzny, majace punkt spolnyy przeci-
najg sie wedtug linji prostej, zwanej krawedzig tych ptaszczyzn.

§ 203. Na tych pewnikach mozemy oprze¢ nastepujgce sym-
bole, ktéremi wypadnie postugiwal sie:

[a, M] oznacza¢ bedzie ptaszczyzne, wyznaczong przez prosta
a i punkt M;

[A, By C] oznacza¢ bedzie plaszczyzne, wyznaczong przez
punkty Ay B i C;

[a, b] oznacza¢ bedzie ptaszczyzne, wyznaczona przez proste
aib;

[ay oznacza¢ bedzie krawedz dwoéch plaszczyzn a i /2

§ 204. Pewnik llc. Plaszczyzna dzieli przestrzen na dwie
czesci (na dwa obszary), z ktérych
kazda zawiera dowolng ilos¢
punktow.

Znaczy to, ze jesli punkty
Ay B nalezg oba do tego same-
go obszaru, woéwczas odcinek
AB nie ma punktéw spdlnych
z ptaszczyzng a, jezeli natomiast
punkty B i C lezg w dwu roz- Rys. 180.
nych obszarach, to odcinek BC
przebija ptaszczyzne a w jakim$ punkcie AT*).

*) Popularnie moznaby te sama prawde tak wyrazi¢: plaszczyzna ma
w naszem pojeciu dwie strony; z jednej strony na drugg nie mozna dosta¢ sie
inaczej, jak tylko przebijajac ptaszczyzne.

Zdawatoby sie, ze ta zdolno$¢ posiadania
dwéch stron przystugiwaé¢ powinna kazdej po-
wierzchni; tatwo jednak zbudowaé¢ model t. zw.
powierzchni jednostronnej. W tym celu pasek
papieru skrecamy raz jeden (lub wogble niepa-
rzysta liczbe razy), poczem sklejamy jego konce
(rys. 181). Uczen przekona sie, ze caly pasek
mozna teraz jednem pociggnieciem pendzla pomalowaé¢ z obu stron, czyli mozna
go obejs¢ z obu stron, nie przebijajac go nigdzie.

Powtérzy¢ to samo doswiadczenie, skrecajac pasek parzysta liczbe razy.
Czy teraz otrzymujemy zn6éw powierzchnie jednostronng?
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Punkt K nazywamy punktem przebicia ptaszczyzny @ przez
prosta BC. Niekiedy méwimy o przecinaniu sie plaszczyzny
z prostg, zamiast o przebijaniu.

§ 205. Dwie proste moga leze¢ w przestrzeni wzgledem
siebie w trojaki sposéb: albo przecinajag sie, albo sg do siebie
réwnolegte, albo wreszcie nie majg zadnej spélnej plaszczyzny.

W tym trzecim przypadku powiedzielibySmy popularnie, ze
dwie takie proste rozmijaja sie w przestrzeni (lub krzyzuja).

Okreslenie. Prostemi sko$nemi nazywamy dwie proste, ktore
nie mogg leze¢ we wspodlnej ptaszczyznie.

D Aby wykazaé istnienie
takich prostych, wystarczy
obra¢ dowolng plaszczyzne
[ABC] oraz punkt D, nie
lezacy w tej plaszczyznie.
Powiadam, ze proste DC
i AB sa skosne.

Istotnie, gdyby lezaly
one w jednej plaszczyznie, wowczas w tej ptaszczyZnie musiatyby
leze¢ cztery punkty A, By C, Dy co przeczy naszemu zatozeniu.

Cwiczenia XXXI. 1. Na $cianach pokoju, na meblach it. d. wskazaé¢ pary
prostych réwnolegtych, przecinajagcych sie lub skosnych. Wskazaé¢ ptaszczyzny,
wyznaczone przez te proste.

2. Wskaza¢ w pokoju prosta, przebijajaca ptaszczyzne.

Znalez¢ rowniez przyktady ilustrujgce pewnik lle.

3. Wskaza¢ w pokoju dwie przecinajgce sie ptaszczyzny, krawedz ich oraz
wszystkie obszary, na ktére podzielity one przestrzen.

4. Mamy dane cztery punkty A, B, C, D, nie lezgce w jednej ptaszczyznie.
Jak nazywa sie krawedz plaszczyzn [ABC\ [ABDY? krawedz ptaszczyzn [BCD].
[DAB]7 Wyliczy¢ wszystkie ptaszczyzny, wyznaczone przez te cztery punkty.

5. Dane sg dwie proste a, b. przecinajgce sie w punkcie K, i punkt A/,
nie lezacy w ptaszczyznie [a6]. Nazwaé wszystkie ptaszczyzny, wyznaczone na
naszej figurze. Nazwa¢ krawedzie kazdej pary ptaszczyzn na naszej figurze.

Zrobi¢ model tekturowy, na ktérym bylyby uwidocznione wszystkie pta-
szczyzny tej figury.

6. Wykaza¢, ze jezeli mamy dane takie cztery punkty, jak na rys. 182,
woéwczas mozemy znalez¢ nie jedna, lecz trzy pary prostych skosnych.

7. Obieramy cztery punkty A, B> C, D w jednej ptaszczyznie i punkt E
poza ta ptaszczyzna. lle mamy na naszej figurze prostych, skosnych wzgledem AE.

8. lle wogdéle par prostych skosnych moznaby odszukaé¢ na tej figurze?

9. Jezeli trzy proste przecinajg sie parami w trzech punktach, woéwczas
muszg wszystkie trzy leze¢ w jednej ptaszczyznie. Czy mozna to samo powie-
dzie¢ o trzech prostych do siebie réwnolegtych?
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10. Czy poprzednie twierdzenie da sie zastosowac¢ do czterech prostyct
przecinajacych sie parami? lle punktéw przeciecia mielibySmy wtedy?

§ 206. Moéwiac o teorji prostych i ptaszczyzn réwnolegtych,

musimy przedewszystkiem zaznaczy¢, ze pewnik 1V i wszystkie
wnioski z niego pltyngce pozostajg prawdziwe i w stereometrji.
W szczegllnosci pozostaje prawda, ze przez dany punkt A mo-
zemy do danej prostej m poprowadzi¢ tylko jedng réwnolegty
(§ 75, str. 55), gdyz punkt ten i prosta wyznaczajg ptaszczyzne
[MmA\, w ktoérej, jak wiemy, istnieje tylko jedna roéwnolegta do
prostej my przechodzgca przez punkt A.

§ 207. Okreslenie. O prostej i ptaszczyZznie powiadamy, ze
sg do siebie rownolegle, jezeli nie majg anijednego punktu spodlnego.
Jak zwykle przy
wprowadzaniu nowego
pojecia, musimy wyka-
za¢, ze istniejg na-
prawde proste i pta-
szczyzny  réwnolegte
do siebie. W tym celu
pokazemy spos6b bu-
dowania takich figur.
Niech bedzie da-
na ptaszczyzna a, a na
niej prosta m. Przez Rys. 183.
dowolny punkt K, nie
nalezacy do ptaszczyzny a, prowadzimy plaszczyzne \Km\ya w nigj
kreslimy przez punkt K prostg p, réwnolegta do m. Powiadam,
ze prosta p odpowiada naszemu okresleniu i jest réwnolegta do
ptaszczyzny a
Istotnie, gdyby p i a mialy punkt spoiny, punkt ten mu-
siatby leze¢ na prostej m (dlaczego?), czyli/? i m przecinatyby
sie, co jest niedorzeczne.

§ 208. Twierdzenie. Jezeli proste m, p sa do siebie réwno-
legie, woéwczas prosta p jest réwnolegla do kazdej ptaszczyzny,
przesunigtej przez m (o ile pominiemy ptaszczyzne \mp\ w ktorej
leza obie te rdéwnolegte).*)

*) Mozemy zreszta wyjatku tego nie robi¢ i uwaza¢, ze prosta a, lezaca
na ptaszczyznie a, jest do tej plaszczyzny réwnolegta.
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Istotnie, gdyby prosta p przebijata w jakim$ punkcie X
ptaszczyzne a, przesunietg przez prostg m, w takim razie ten punkt
przebicia X musiatby leze¢ na prostej m, gdyz prosta p lezy
w catosci na ptaszczyznie [mp], a krawedzia plaszczyzn a i [mp]
jest wiasnie prosta m.

ZatozyliSmy, ze proste m, p sg do siebie rownolegte, zatem

wniosek nasz jest niedorzeczny.

§ 209. Twierdzenie. Jezeli
prosta p jest rownolegta do
ptaszczyzny a, wéwczas w kaz-
dym punkcie tej ptaszczyzny
mozemy wykresli¢ réwnolegla
do prostej p.

Istotnie, jezeli na pta-
szczyznie « obralismy dowolny
punkt A, woéwczas ptaszczyzna
[Ap] przecina plaszczyzne a
wedtug krawedzi, ktéra jest
rownolegta do p (dlaczego?).

§ 210. Twierdzenie. Jezeli prosta m jest rownolegta do dwoéch
przecinajacych sie ptaszczyzn a i fi, to jest réwnolegla do ich
krawedzi [a fi].

Istotnie, jezeli K jest dowolnym punktem na krawedzi, woéw-
czas przez K mozemy poprowadzié¢ prostg*
lezaca w plaszczyznie « i réwnolegla do
m, oraz prosta, lezaca w plaszczyznie fi
i rownolegla do m. Ale przez K prze-
chodzi tylko jedna réwnolegta do mr
zatem obie te rownolegte zlewajg sie
w jednag prosta i jest nig krawedz [afi]r
gdyz prosta ta lezy jednoczesnie w obu
ptaszczyznach a i fi

§211.Twierdzenie odwrotne wzgle-
dem § 210). Jezeli prosta m jest réwno-
legta do krawedzi [ccfi] dwoch plaszczyzn,

to jest rownolegla do kazdej z tych dwu ptaszczyzn « i fi
Wynika to bezposérednio z § 209.



O prostych i ptaszczyznach réwnolegtych. 187

§ 212. Twierdzenie. bwie proste, réwnolegte do trzeciej pro-
stej, sa do siebie réwnolegte.

Niech bedg dane proste a, b, ¢ takie, ze allc, bije; mamy
dowies¢, ze allé.

Zauwazmy, ze a i b nie mogg przecina¢ sig, gdyz wtedy
przez ich punkt przeciecia sie przechodzityby dwie proste, réwno-
legte do tej samej prostej c.

Ale a i b nie mogg by¢ réowniez skosne, jesli bowien na a
obierzemy dowolny punkt K, woéwczas ptaszczyzna [A"6] musi byé
rownolegta do prostej ¢ [dlaczego?]. Gdyby wiec prosta a
nie lezata w ptaszczyznie [Kb], to przez pukt K moglibySmy po-
prowadzi¢ dwie réwnolegte do prostej ¢ (ktére mianowicie?]”

Cwiczenia XXXII. 1. Dana jest ptaszczyzna a i prosta m, do niej réwno-
legta. Przez m prowadzimy dowolng ptaszczyzne /?; w jaki sposéb krawedz [a p]
lezy wzgledem m? Co dzieje si¢ z tg krawedzig, gdy p obracamy dokota m?

2. Czy dwie plaszczyzny a, p, réwnolegte do tej samej prostej m, moga
nie by¢ do siebie réwnolegte? Zilustrowa¢ na Scianach pokoju.

3. Dana jest plaszczyzna a i punkt K, nie lezgcy na niej; przez K popro-
wadzi¢ prosta, réwnolegta do a.*) lle rozwigzan?

4. Czy dwie proste a, 6, rownolegte do tej samej ptaszczyzny f, moga
sie przecina¢? Czy moga by¢ skosne? Wskaza¢ odpowiednie przyktady w po-
koju, obierajac sufit jako ptaszczyzne 7.

5. Jezeli proste a i b sa do siebie réwnolegte, a précz tego b jest
réwnolegta do ptaszczyzny 7, to a jest réwnolegta do 7.

6. Sformutowaé i zbadac twierdzenie odwotne do poprzedniego.

7. Jezeli aj\b i jedna z tych prostych przebija ptaszczyzne a, to i druga
przebija te ptaszczyzne. [Wskazéwka: uwzgledni¢ plaszczyzne [ad] i jej kra-
wedz z ptaszczyznag aj,

8. Jezeli punkty A, B, C, D nie lezg w jednej ptaszczyZznie, wéwczas tworza

*) W konstrukcjach stereometrycznych poszukujemy najpierw elementéw,
ktéreby wyznaczyly nam odpowiednig ptaszczyzne, a w niej dokonywamy kon-
strukcji planimetrycznej. Np. w 8§ 207 wyznaczyliSmy najpierw ptaszczyzng [Km\
a w niej poprowadziliSmy réwnolegta do prostej m.



188 O potozeniu wzajemnem prostych i ptaszczyzn.

t. zw. czworobok skosny. Dowie$é, ze $Srodki bokéw tego czworoboku sg wierz-
chotkami réwnolegtoboku.

Sporzadzi¢ model figury z precikéw i drutéw.

9. Przez punkt K poprowadzi¢ ptaszczyzne, réwnolegta do prostej a. lle
rozwigzan ?

10. Przez prosta m poprowadzi¢ ptaszczyzne, réwnolegta do prostej a.
lle mamy rozwigzan przy rozmaitych wzajemnych potozeniach prostych a i m?

§ 213. Okredlenie. Dwie ptaszczyzny nazywamy réwnole-
glemiy jezeli nie maja one wcale punktéw spélnych.
tatwo znalez¢ mozemy sposéb budowania takich ptaszczyzn.
Niech bedzie dana ptaszczyzna a i punkt AT, zewnatrz niej lezacy.
Poprowadzmy przez K dwie
proste m, p, rownolegte do
ptaszczyzny a (patrz zadanie 3,
str. 187); powiadam, ze pta-
szczyzna [mp] jest réwnolegia
do plaszczyzny a
Istotnie, gdyby te dwie
ptaszczyzny przecinaty sie we-

Rys. 187. dtug jakiej§ prostej s, wow
czas prosta s albo bylaby
rownolegta do obu prostych m, p, — ¢o jest niedorzeczne (dla-

czego?) albo przecinataby przy-
najmniej jedng z nich, np. prostg m.
Ale i to przypuszczenie jest niedo-
rzeczne, gdyz w takim razie prosta
m przebijataby ptaszczyzne a

§ 214. Twierdzenie. Je-
zeli dwie réwnolegte ptaszczyzny
przetniemy trzecig, otrzymamy
dwie rownolegle do siebie kra-
wedzie.

Np. na rys. 188 krawedzie
AB i CD sg do siebie réwno-
legte; gdyby bowiem przecinaty
sie, to plaszczyzny a i  musia-
tyby réwniez przecig¢ sie, co jest
niedorzeczne.

(Dlaczego proste AB i CD nie mogg by¢ skosne?)
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§ 215. Twierdzenie. Przez dana prosta m, réwnolegta do
ptaszczyzny a wozna poprowadzic
tylko jedna ptaszczyzne, réowno-
legta do a.

Istotnie, gdyby przez prostg
m przechodzity dwie plaszczyzny
jtf, y9 obie réwnolegte do a, woéw-
czas wystarczytoby obraé dowolny
punkt B8 na krawedzi m oraz do-
wolny punkt A na plaszczyZznie a
i przez prosta AB przesung¢ jaka-
kolwiek czwartg ptaszczyzne, ktéra
musiataby, rzecz prosta, przecigé
wszystkie trzy plaszczyzny a, /?, .

W ten sposob otrzymalibySmy dwie
proste 0, ¢, réwnolegte do prostej a i przechodzace przez punkt B>
co jest niedorzeczne.

Whiosek 1. Przez dany punkt A mozemy poprowadzié tylko
jedna ptaszczyzneg, réwnolegta do ptaszczyzny €, gdyi najpierw
prowadzimy przez A prostg m, réwnolegta do a, przez co spro-
wadziliSmy zagadnienie do formy znanej.

2. Wszystkie proste, rownolegte do danej ptaszczyzny a iprze
chodzace przez jeden punkt A, tworzg ptaszczyzne, réownolegta do a.

Cwiczenia XXXIIl. 1. Ptaszczyzna, ktéra przecina jedng z dwu réwno-
legtych plaszczyzn, przecina i druga. [Wskazéwka: sprowadzi¢ do niedo-
rzecznosci; § 215].

2. Prosta, ktéra przebija jedng z dwu roéwnolegtych plaszczyzn, przebija
i druga. [Ten sam § 215 oraz wniosek 2].

3. Dwie ptaszczyzny réwnolegte do trzeciej, sa réwnolegte do siebie. [Ten
sam § 215].

4. Dane sg trzy ptaszczyzny a B 7, przecinajace sie parami, przyczem
ptaszczyzna 7 jest réwnolegta do prostej [ai3 Jak lezg proste [af] i [[37]?

5. Dane sg dwie przecinajace sie plaszczyzny a, /? oraz punkt P, lezacy
w plaszczyznie a. Czy mozna przez P poprowadzi¢ prostg, réwnolegta do /??
prosta, przecinajaca ,3? lle prostych jednego i drugiego rodzaju poprowadzi¢
mozemy przez punkt P?

6. Dane sg dwie ptaszczyzny a, oraz prosta m, nie lezaca na zadnej
z nich. Przez m poprowadzi¢ trzecig ptaszczyzne 7 tak, zeby prosta [a-f] byla
réwnolegta do ptaszczyzny /2. lle rozwigzan ma zadanie?

7. Dane sa ptaszczyzny a, i3 oraz punkt M i prosta p, lezace w pita-
szczyznie a. Przez M poprowadzi¢ prosta, réwnolegta do j3i przecinajaca prosta p>
(czy zadanie jest zawsze mozliwe?); réwnolegta zaréwno do A jak do p.
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8. Dane sa prosta a, ptaszczyzna i3 i punkt M. Przez M poprowadzié
prosta, réwnolegta do i3 i przecinajaca prostg a.

9. Przez dany punkt M poprowadzi¢ ptaszczyzne, ktdra nie przecietaby
zadnej z dwoéch danych prostych a, b.

10. Majac dane dvie proste skosne, przesuna¢ przez jedng z nich pta-
szczyzne, réwnolegta do drugiej.

11. Dane sg proste skosne a, b oraz punkt M, nie lezacy na zadnej
z nich. Przez M poprowadzi¢ prostg, ktoraby przecigta zaréwno a, jak b.
[Wskazéwka: prowadzimy plaszczyzne [Ma], ktéra w punkcie K przebija
prosta 6].

12. Dane sg dwie proste skosne a, b; poprowadzi¢ prosta, ktoéraby prze-
cigla je obie i byla roéwnolegta do daniej prostej m. [Wskazdéwka: przez a
ptaszczyzne réwnolegta do mi].

13. Rozwigza¢ zadanie 12 w zalozeniu, ze sieczna ma by¢ rownolegta nie
do prostej m, lecz do danej ptaszczyzny 7.

14. Mamy dang prosta nieruchoma a i prosta ruchomg g. Obie te proste
stale przecinajg sie. Jak nalezy porusza¢ prostg g, by zakreslita ona ptaszczyzne?

ROZDZIAL 1l

0 prostych i ptaszczyznach prostopadtych.

§ 216. Jezeli mamy dany odcinek AA', wowczas 05 sy-
netrji odcinka jest, jak wiadomo, miejscem punktéw ra pla-
szczyznie, rowno odleghych od koricow A, A4dodcinka. Nasuwa
sie pytanie, jakie jest analogiczne miejsce geometryczne punktow
W przestrzeni?

Obracajmy dokota AA' figure, ubworzong przez ten odcinek
i przez jego oS symetrji OB. Mamy wrazenie, ze oS OB kredli
plaszczyzne; innem stfonami: ze wszystkie proste, prostopadie
do AA' w punkcie O, tworza jedng plaszczyzre.

To nasuima nam mysl o nozlivwosci nastepujacego okreslenia
i twierdzenia

§ 217. Okres$lenie. Prostg a nazywamy prostopadta do
ptaszczyzny « jezeli jest prostopadia do kazdej prostej, lezacej
w plaszczyZznie a i przechodzacej przez jej punki przebicia.

§ 218. Twierdzenie. W przestrzeni miejscem geometrycznem
punktéw, jednakowo odleglych od koncéw odcinka, jest ptaszczyzna,
prostopadta od odcinka w jego sSrodku i zwana plaszczyzng
symetrji odcinka.
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Jak zwykle, gdzie chodzi o miejsce geometryczne, mLsimy
dowies¢ dwoch twierdzen: prostego 1 przecivwnego.
I-o. Wyobrazmy sobie,
iz przez A A popronedzilismy
dwie plaszczyzny [ABA]
i[ACA] 1 z2 OB, OC s3
osiami symetrji odcinka A A,
wykreSlonemi w tych dwoch
plaszczyznach.
Osie 0B, OC wzna
czejg plaszczyzne a.  Dowie-
dziemy najpierw, ze kazdy
punkt tej plaszczyzny jest jed-
nakono odlegly od A i A
i ze kazda prosta OD, lezaca
w plaszczyznie a, jest prostopadia do AA.
W tym celu obieramy ma plaszczyznie a dowolny punkt D
i pronadzimy przez niego prostg, przecingjaca osie Syretrji
w punktach B i C. Mamy wtedy

A aBc = A ABC (dlaczego?),
ABC = ABC.
Dalej manmy A ABP = A ABP (dlaczego?),
zatem AD = AD.

Poniewaz trojkat A AAD, w ktérynm AO = CM, jest
rownoramienny, zatem OD  AA.
2*0. Niech bedzie dany punkt E,
nie lezacy w plaszczyznie a, a mianowicie
potozony z tej samej strony plaszczyzny,
co i punkt A. Dowiedziemy, iz odle-
gtosc jego od A jest migjsza, niz od A .
Jakoz polagczmy E z A 1z A
i niech prosta E A przebija plaszczyzne
a w punkcie K.
W plaszczyznie [AEA] nmany
dany odcinek AA, jego 05 symethi
OK i punkt E, lezacy po tegj samgj stronie osi synetrji, po ktorej
znajduje sie koniec A odcinka. Wobec tego (§ 101, str. 75) nusi by¢
AE < EA.
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8 219. Wnioski. 1. Wszystkie proste, prostopadie do pro-
tej AA w punkcie O, leza w jednej ptaszczyznie « ktdra jest
prostopadia do AA\ a zatem

2. Przez punkt dany na prostej mozemy poprowadzi¢ tylko
jedng ptaszczyzne, prostopadtg do tej prostej.

3. W dowodzie powwzszego twierdzenia plaszczyzna a byla
wyznaczona przez dwie osie symretrji OB, OC odcinka A A, zatem

jezeli prosta jest prostopadta do dwéch przecinajacych sie
prostych, to jest prostopadia do calej ptaszczyzny, wyznaczonej
przez te dwie proste.

§ 220. Okreslenie. Wszystkie ptaszczyzny, jakie dajg sie
przesuna¢ przez jedna prosta, tworza pek ptaszczyzn.
Prosta ta nazywa sie krawedzig peku.

Okreslenie. Jezeli do ptaszczyzny a wystawimy prostopadig
i przez nig przesuniemy jakakolwiek ptaszczyzne /7, wowczas po-
wiadamy, ze dwie te ptaszczyzny sa do siebie prostopadie.

Whioski 1. Jezeli krawedZz peku jest prostopadia do pta-
szczyzng a, woéwczas wszystkie ptaszczyzny peku sa prostopadie
do a — i odwrotnie.

2. Jezeli dwie plaszczyzny a, {i sg do siebie prostopadie,
woéwczas kazda prosta, poprowadzona w jednej z nich prostopadle
do ich krawedzi, jest prostopadta do drugiej ptaszczyzny.

Np. mrys 192 KL ST oraz LM J_ ST, a WEC prosta
KL jest prostopadia do a, prosta zaS LM jest prostopadia do /2.

Cwiczenia XXXIV. 1. Przez punkt A, nie lezacy na prostej m, mozna
poprowadzi¢ tylko jedna ptaszczyzne prostopadta do m. [Wskazéwka: gdyby
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ptaszczyzn prostopadtych miato by¢ dwie a i @ woéwczas przecinamy je pta-
szczyzng [Am\ i badamy figure ptaska, utworzong przez ten przekréj].

2. Przez punkt Aj lezacy w ptaszczyznie a, mozna poprowadzi¢ do a tylko
jedng prostg prostopadtg. [Wskazéwka: gdyby$my mieli dwie prostopadie AB
i AC, woéwczas badamy przekréj, wyznaczony przez ptaszczyzne \ABC"\.

3. Przez punkt A, nie lezacy na ptaszczyznie a, mozemy poprowadzi¢
tylko jedna prosta, prostopadtg do a. [Wskazéwka: ta sama metoda, co w za-
daniu 1 i 2].

4. Przez punkt A, lezacy na prostej m, poprowadzi¢ ptaszczyzne prostopadita.

5. Przez punkt A, nie lezacy na m, poprowadzi¢ ptaszczyzne prostopadia
do prostej m.

6. Przez punkt A, nalezacy do ptaszczyzny a, poprowadzi¢ plaszczyzne,
prostopadtg do a.

7. Przez punkt A, nie lezacy w plaszczyZznie a, poprowadzi¢ ptaszczyzne,
prostopadtg do a.

8. Co mozna powiedzie¢ o wzajemnem potozeniu prostych a, b, jezeli
proste te sa

(1) prostopadte do tej samej prostej c;
(2 ” 0w . plaszczyzny a?

9. Co mozna powiedzie¢ o wzajemnem potozeniu dwoéch ptaszczyzn a, p,
jezeli ptaszczyzny te sa

(1) prostopadte do tej samej ptaszczyzny 7;
(2) ” - .  prostej m?
10. Co mozna powiedzie¢ o wzajemnem potozeniu prostej m i ptaszczyzny a,
jezeli oba te utwory sa
(1) réwnolegte do tej samej prostej a;
(2) prostopadte ,, N ” a;
(3) réwnolegte , » ptaszczyzny /?;
(4) prostopadte ,, » N

11. Prosta m jest prostopadta do ptaszczyzny a; druga prosta przecina
prosta m i jest réwnolegta do a. Co kresli prosta p, jezeli poruszamy ja tak, iz
pozostaje ona réwnolegta do a i stale przecina prostg p?

12. Poprowadzi¢ prosta, prostopadtg do ptaszczyzny a i przecinajacg dwie
dane proste m i p. Rozwazy¢ rézne przypadki, zalezne od potozenia prostych
m, p wzgledem siebie i wzgledem ptaszczyzny a.

13. Jaki warunek musi by¢ spetniony, zeby wszystkie prostopadte, popro-
wadzone z réznych punktéw prostej a do prostej b, lezaly w jednej ptaszczyznie?

14. Mamy dane ptaszczyzny a, fi i proste a, b, przyczem a lezy na a,
za$ b nafi. Jezeli aj_0 oraz a_L;i, wowczas prosta [a/?] jest prostopadta albo do a
albo do b, a oprocz tego ptaszczyzna [ab] jest prostopadia badz do a, badz do 3

15. Jezeli trzy ptaszczyzny sa parami do siebie prostopadie, wéwczas ich
krawedzie sg réwniez parami do siebie prostopadte.

16. Przez punkt A poprowadzi¢ ptaszczyzne, prostopadig do dwdéch danych
ptaszczyzn a, i3

17. Przez punkt A poprowadzi¢ ptaszczyzne, prostopadig do ptaszczyzny x
i réwnolegtg do prostej b.

Geometrja elementarna. 13
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Okreslenie. Jezeli z koncéw od-
cinka AB poprowadzimy prostopadte AA
BB4 do ptaszczyzny a, otrzymamy odci-
nek AB 4 ktéry nazywa sie rzutem prosto-
katnym odcinka AB na ptaszczyzne a.
Ptaszczyzna a nazywa sig ptaszczyznag
Rys. 194. rzutéw.

18. Jezeli z punktu zewnetrznego A poprowadzimy do ptaszczyzny
odcinkéw, woéwczas diugosci ich nie bedg réwne. Zbadaé: 1) ktéry z odcinkéw
jest najkrotszy? 2) czy istnieje odcinek najdtuzszy? 3) czy i kiedy istnieja

odcinki réwne? 4) ktéry z dwoch pochy-
tych odcinkéw jest diuzszy?

Sformutowaé odpowiednie twierdze-
nia, zbadaé¢, czy sa odwracalne i poréwnaé
z § 70 (str. 51).

19. Rzuty prostokatne dwéch réw-
nolegtych prostych na te sama ptaszczyzne
sa do siebie réwnolegte. Czy twierdzenie
odwrotne jest prawdziwe?

20. Dane sa dwie przecinajgce sie
plaszczyzny a, {3 oraz prosta m, lezgca

na ptaszczyznie a. Jak lezy rzut tej prostej na plaszczyzne /?? Czy twierdzenie
odwrotne jest prawdziwe?

21. Dane sg dwie proste d i f oraz dwie prostopadte do siebie pta-
szczyzny a i 13 Niech d4i d4 beda rzutami prostokgtnemi pierwszej prostej na
te plaszczyzny, / \f 4 — rzutami drugiej prostej. Jezeli d4/// oraz </"/lI", co
mozna powiedzie¢ o prostych d i/?

22. Jezeli proste AP4 i BQ4 sg prostopadte do ptaszczyzny a, proste
za$ AP 4 BO'4 sg prostopadte do plaszczyzny i jezeli a i {3 nie sg do siebie
réwnolegte, wéwczas plaszczyzny [PAP4H, [QMQ"] sa réwnolegte do siebie.

23. W plaszczyznie a poprowadzi¢ przez punkt A prosta tak, zeby pro-
stopadte, poprowadzone do niej z punktéw By C (nie lezacych na a), przecinaty
ja w jednym punkcie.

24. Dowies¢, ze dwie réwnolegte plaszczyzny sg réwno odlegte.

25. Jakie jest miejsce punktéw przestrzeni, réwno odlegtych od trzech
punktéw A, Bt C?

26. Dane sa dwie ptaszczyzny i na jednej z nich punkty A, By C; znalez¢
na drugiej ptaszczyznie punkt, réwnoodlegty od Ay B ic.

27. Dane sa dwie proste skosne a, b; znalez¢ na prostej b punkt, jedna-
kowo odlegty od punktéw Alt A2 prostej a.

28. Dane jest koto (O)r ipunkt Ay nie lezacy na ptaszczyznie kota. Znalezé
najkrotsza I najdtuzsza odlegtos¢ A od okregu kota.

29. Mamy dany pek ptaszczyzn o krawedzi a oraz punkt O, nie lezacy na

a kilke



O katach miedzy prostemi i ptaszczyznami. 195

taj krawedzi. Z O prowadzimy do wszystkich ptaszczyzn peku proste prosto-
padte; jakie jest miejsce geometryczne spodkéw prostopadtych?
30. Dane sa dwie proste przecinajgce sie a, b; jakie jest miejsce geome-
tryczne punktéw przestrzeni, jednakowo odlegtych od obu prostych?
31. To samo zagadnienie, jezeli ajlb.
32. Dane sg dwie proste skos$ne a b; wykreéli¢ prosta,
ktéra bytaby prostopadta do obu
tych prostych.
[Analiza: prowadzimy przez a pta-
szczyzne | réwnolegta do 6, przez b za$ pta-
szczyzne Il rownolegla do a ; wszystkie proste,
prostopadte do ptaszczyzny | i przecinajace
prosta b, leza w plaszczyznie I1ll, przesu-
nietej przez b prostopadle do ptaszczyzny I.
Tak samo w ptaszczyznie IV lezg wszystkie
proste, prostopadte do ptaszczyzny Il i prze-
cinajgce prosta a. Wobec tego zadana pro-
stopadta musi by¢ krawedzig ptaszczyzn
i vy
33. Wykazaé, ze prostopadia, zbudowana w poprzedniem zadaniu, jest za-
razem najkrotsza odlegtoscia miedzy dwiema prostemi skos$nemi.
34. Uprosci¢ konstrukcje zadania 32-go, odrzucajac zupetnie ptaszczyzne I i lll.

ROZDZIAL il

0 katach miedzy prostemi i ptaszczyznami.

§ 221. Twierdzenie. Dwa katy ptaskie o ramionach odpowiednio
réwnoleglych albo réwnajg sie sobie, albo spelniajg sie — zaleznie
od tego, czy katy majg ten sam zwrot, czy zwroty przeciwne.

Wystarczy dowie$¢ twierdzenia dla przypadku, gdy ramiona
obu katéw maja zwroty zgodne, a wiec i katy maja ten sam zwrot.

W tym celu na ramionach katéw odt6zmy réwne sobie odcinki

OA = OB= OA = 0B\
Czworobok 00'A A jest réwno-
legtobokiem (dlaczego?),
tak, iz O0' = AA.
Taksamo OO' = BB\
skad wynika, ze czworobok AA'B'B
jest rownolegtobokiem (dlaczego?),

a wiec AB=A®SB'
i N\, OAB = /ISO'AB".
Rys. 197. Stad wynika, ze "AOB —"~"zAO"".

13*
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§ 223. Okreslenie. Katem miedzy dwiema prostemi nazy-
wamy katy zawarty miedzy dwiema réwnolegltemi do tych prostych,
poprowadzonemi z jednego punktu.

Mozemy tedy méwi¢ o kacie miedzy dwiema sko$nemi a, b;
wystarczy z dowolnego punktu M na prostej a poprowadzi¢ row-
nolegta do b: kat miedzy ta réwnoleglta a prosta a nazywamy
katem miedzy a i b.

§ 224. W szczegblnosci bedziemy nieraz moéwili, ze dwie
proste sa wzgledem siebie prostokatne, jezeli kat miedzy niemi
okreslony jak powyzej, jest prosty. Termin prostopadle zachowamy
dla takich prostych, ktore nietylko sa prostokatne, ale précz tego
przecinajg sie.

Uczeh sam wykaze, ze wniosek 3, § 219 da sie ujgé w spos6b

nastepujacy:

Prostajest prosto-
padia do ptaszczyzny,
jezeli jest prostokatna
wzgledem dwoch prze-
cinajacych sie prostych
na tej ptaszczyznie.

§ 225. Przypus¢-
my, ze z punktu ze-
wnetrznego K popro-
wadzono do pta-
szczyzny« pochytg KO

Rys. 198. i wykre$lono rzut jej

OA na te samg pla-

szczyzne. Z punktu O zakreslmy koto (0)™4 i wyobrazmy sobie, ze

punkt ruchomy B przebiega, poczynajac od punktu A, p6tokrag/1Z?C

W zwrocie, zaznaczonym strzatkg. Cieciwa AB rosnie, a wiec rosnie

i pochyta KB (dlaczego?). W trojkgcie /\ KOB dwa boki

sq state (ktére?), trzeci zasS rosnie, zatem przeciwlegty mu
kat KOB wciaz rosnie.

Jak widzimy, wsrod katow, ktore prosta KO tworzy z pro-
stemi ptaszczyzny a, najmniejszy jest kgt “"cKOAf miedzy prostg KO
i jej rzutem.

To nasuwa nam pomyst nastepujacego okresSlenia.
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Okreslenie. Katem nachylenia prostej do ptaszczyzny (albo
krécej: katem miedzy prosta i ptaszczyzng) nazywamy kat miedzy
tq prostg a rzutem jej na plaszczyzne.

Jest to najmniejszy z katéw, jakie prosta nasza tworzy
z prostemi, lezgcemi w plaszczyznie rzutéw.

8§ 226. Twierdzenie. Katprosty rzutuje sie na ptaszczyzne jako
kat prostyJezelijednojego ramiegjest do tej ptaszczyzny\réwnolegle ije-
zeli kat ten nie lezy w ptaszczyznie prostopadtej do ptaszczyzny rzutéw.

Ze wzgledu na réwnosé katéw
0 ramionach roéwnolegtych wystar-
czy zbadaé¢ przypadek, gdy jedno
ramie¢ kata prostego nietylko jest
rownolegte do plaszczyzny rzutow,
ale poprostu lezy na niej.

Niech bedzie dany kat pro-
stymi AOB, ktérego ramie OB lezy
na plaszczyznie mamy dowies¢,
ze rzut tego kata czyli ket AOB
jest réwniez prosty.

W tym celu zauwazmy, ze proste AA i OB sg wzgledem
siebie prostokagtne (dlaczego?). Tak wiec prosta OB jest pro-
stokatna wzgledem dwéch prostych AA i AO, lezacych w pla-
szczyznie [?, zatem jest prostopadta do tej ptaszczyzny czyli jest
rowniez prostopadta do prostej OA, lezacej w plaszczyznie /2.

§ 227. Twierdzenie powyzsze ma trzy zalozenia (jakie?),
jezeli umoéwimy sie, ze jedno z nich, mianowicie: ,kat rzutowany
nie lezy w ptaszczyznie prostopadtej do pozostawimy bez zmiany,
woéwczas bedziemy mogli utworzy¢ dwa twierdzenia odwrotne.
Jedno z nich pozostawiamy czytelnikowi do sformutowania i zba-
dania; drugie, jako wazniejsze, podajemy ponizej.

Twierdzenie odwrotne (wzgledem tw. § 226). Jezeli
rzutujemy na ptaszczyzne kat, ktérego jedno ramie jest do tej
ptaszczyzny réwnolegle i jezeli w rzucie otrzymalismy kat prosty,
dowdd to, ze rzutowany kat byt prosty.

Znoéw, jak w § 226, wystarczy zbada¢ przypadek, gdy jedno
ramie kata lezy na ptaszczyznie rzutow a (rys. 199). Mamy tedy
dane, ze™» AOB = 6 i ze prosta AA jest prostopadia do a;
trzeba dowies¢, ze AOB = d

Tak jest istotnie, gdyz prosta OB jest prostokatna wzgle-
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dem dwé6ch prostych OA i AA (dlaczego?), lezacych w pla-
szczyznie jest wiec prostopadta do prostej OA, lezacej w tej
samej plaszczyznie.
§ 228. Okreslenie. Dwuscianem albo klinem nazywamy
figure, utworzong przez dwie potptaszczyzny o spélnej krawedzi.
§ 229. Jezeli na Scianach dwuscianu wykres$limy prostopadte
do jego krawedzi (np. proste OA, OB na
rys. 200), otrzymamy kat ptaski (<cAOB),
zwany katem linjowym dwuscianu.

Gdybysmy te samg konstrukcje prze-
prowadzili w innem miejscu krawedzi, np.
przy punkcie O', otrzymalibysmy kat
~ A OB, rownajacy sie katowi AOB
(dlaczego?).

Tak wiec (1) kazdemu dwuscianowi
odpowiada kat linjowy, w zupetnosci wy-
znaczony.

Odwrotnie: jezeli obierzemy do-
wolny kat ptaski ~ AOB (rys. 201). z wierzchotka jego O wy-
stawimy prostopadta OK do ptaszczyzny kata i przesuniemy dwie
potptaszczyzny: jedng przez poétproste OK i OA, drugg przez
OK i OB, otrzymamy dwuscian w zupetnosci wyznaczony.

Tak wiec (2) kazdemu katowi linjowemu odpowiada
dwusciany w zupelnosci wyznaczony.

Jak widzimy, miedzy dwuscia-
nami (klinami) z jednej strony, a ka-
tami linjowemi z drugiej zachodzi
doskonata odpowiednios$¢: kazdemu
dwuscianowi odpowiada jeden i tylko
jeden kat linjowy, i odwrotnie: kaz-
demu katowi linjowemu odpowiada
jeden i tylko jeden dwuscian.

Wobec tego poréwnywanie
dwuscianéw (klindw) mozemy za-
stgpi¢ poréwnywaniem ich katow
linjowych. W szczegdlnosci mozemy
ustali¢ nastepujace okreslenia:

Okres$lenia. 1. Dwa dwasciany (kliny) nazywamy réwnemi,
jezeli rébwnaja sie sobie ich katy linjowe.
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2. Z dwoch dwuscianéw uwazamy za wiekszy teny ktérego
kat linjowy jest wiekszy.

§ 230. W § 19, str. 14 moéwiliSmy, ze katom ptaskim mo-

zemy przypisa¢ dwa zwroty, wprost sobie przeciwne. Mozemy to
samo powiedzie¢ o dwuscianach. Wyobrazmy sobie mianowicie
obserwatora, ktéry stoi na ptaszczyznie a (rys. 201) i ma gltowe
zwrécong w Kkierunku strzatki; jezeli dla A
takiego obserwatora kat linjowy <€ AOB
(@ wraz z nim i dwuscian) powstaje przez
obrét potprostej OA (potptaszczyzny OAK)
W zwrocie, przeciwnym ruchowi strzatek ze-
garu, a wiec od prawej reki ku lewej, wow-
czas kat AOB i dwuscian nazywamy
dodatniemi.

W przeciwnym razie uwazamy kat
linjowy i dwuscian za ujemne*

§ 231. Dwuscian oznacza¢ bedziemy w dwojaki sposéb:

symbol oznacza¢ bedzie klin miedzy ptaszczyznami
« i fi;

symbol <€ AB(CD) oznacza¢ bedzie klin, ktérego krawedzig
jest prosta ABy Scianami za$ sg plaszczyzny [ABC] i [ABD]
(rys. 202).

¢wiczenia XXXV. 1. Kat ostry (lub rozwarty) rzutuje si¢ na plaszczyzne
w postaci kata ostrego (lub rozwartego), jezeli jedno jego ramie jest réwno-
legte do plaszczyzny rzutéw.

2. Zbada¢ kliny odpowiadajace sobie, jednostronne etc., ktére otrzymamy,
jezeli dwie réwnolegte ptaszczyzny przetniemy dowolng trzecig ptaszczyzna.

3. Jezeli na jednej z dwobch przecinajagcych sie ptaszczyzn wykreslimy
wszelkie mozliwe proste, wowczas okaze sig, ze ta z nich, ktora jest prostopadia
do krawedzi, tworzy najwigekszy kat z druga ptaszczyzna.

4. Zbudowac¢ ptaszczyzne, dzielaca dany klin na potowy (j. j. zbudowaé
ptaszczyzne dwusieczng). Jakiem miejscem geometrycznem jest ta ptaszczyzna?

5. Dana jest ptaszczyzna a i na niej prosta m. Przez m przesunagé¢ pla-
szczyzne, ktéra tworzylaby z ptaszczyzng a klin o danym kacie linjowyrn.

6. Przez dany punkt poprowadzi¢ prosta, ktéraby do dwéch danych prze-
cinajacych sie ptaszczyzn byta nachylona pod danemi katami.

7. Majac dany klin, wystawiamy w punktach A i B dwie proste, prosto-
padie do jednej jego $ciany. Odlegtosci punktéow A, B od krawedzi klina réw-
najg sie odpowiednio m cm i 5m cm; odcinek pierwszej prostopadtej, zawarty
miedzy $cianami klina, réwna si¢ a cm; obliczy¢é odpowiedni odcinek drugiej
prostopadte;j.
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8. Z punktu A na S$cianie klina, ktérego kat linjowy = 60°, prowadzimy
dwie prostopadte: jedng AB do drugiej Sciany, drugg AC do krawedzi klina.
Jak wielki jest odcinek BC, jezeli AC = 16 cm?

9. Przecinamy klin plaszczyznami, przechodzacemi przez ten sam punkt A
na jego krawedzi. W kazdym z otrzymanych przekrojow kreslimy dwusieczna.
Jak lezg te wszystkie dwusieczne?

10. Na danej prostej znalezé¢ punkt, jednakowo odleglty od dwoéch danych
ptaszczyzn.

11. Dane sa dwie przecinajace sie ptaszczyzny a, /?. Z dowolnego punktu A
pierwszej ptaszczyzny wystawiamy do niej prostopadts, ktéra w punkcie B prze-
bija ptaszczyzne /7. Précz tego z A prowadzimy prostopadtg do ptaszczyzny  prze-
bijajaca te ptaszczyzne w punkcie C. Jak lezy prosta BC wzgledem prostej [a/7] ?

§ 232. Poznane dotad wiasnosci prostych i ptaszczyzn dajg
mozno$¢ dowiedzenia twierdzenia, dotyczacego figur plaskich,
ktérego dowo6d planimetryczny (t. j. oparty li tylko na wia-
snosciach figur plaskich) jest bardzo trudny.

- Wyobrazmy sobie, ze
w dwoch réznych plaszczy-
znach a i mamy dane dwa
tréjkaty A ABC i A A'B'C'
0 bokach odpowiednio réwno-
legtych. Przedewszystkiem jest
rzeczg oczywista, ze w takim

* . / razie«//~(dlaczego?). Jezeli
trojkaty te réwnajg sie sobie,
woéwczas proste AA', BB', CC’,
taczace odpowiednie ich wierz-
chotki, sg do siebie roéwno-
legte (dlaczego?), jak na
rys. 203.

Jezeli za$ trojkaty nie
rébwnaja sie sobie, wodwczas
tatwo okazaé, ze proste AA',

BB', CC', przecinajg sie w jednym punkcie. Istotnie, wystarczy
przesuna¢ trzy ptaszczyzny przez kazda z trzech par réwnolegtych
bokéw. Proste AA', CC', jako lezagce w jednej ptaszczyznie, nie
moga by¢ skosne, ale nie moga tez by¢ réwnolegte, gdyz wtedy
czworobok ACC'A' bytby réwnolegtobokiem i mielibySmyAC=A"'C'f
co przeczy zatozeniu. Niech J bedzie punktem przeciecia sie pro-
stych AA', CC"; powiadam, ze przez ten sam punkt musi przejs¢
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prosta BB9 a to dlatego, ze prosta ta jest krawedzig dwdch
ptaszczyzn (jakich mianowicie?), z ktérych jedna zawiera
prostag CC' (a wiec i punkt /), druga za$ zawiera prostg A A
(a wiec i punkt /).

Trojkaty, o ktorych mowilismy, nazywajg sie jednokiadnemi;
punkt J nazywa sie Srodkiem jednoktadnosci trojkatow.

A teraz wyobrazmy sobie, ze ptaszczyzna  zbliza sie wcigz
do plaszczyzny a, pozostajac réwnolegta do niej. Dostrzezona
wilasnos$¢ trojkatow A ABC, /\AB'C' pozostaje prawdziwa, jak-
kolwiek blisko znajdujg sie od siebie dwie nasze ptaszczyzny;
wobec tego wydaje sie rzeczg wielce prawdopodobng, ze wlasnosé
trojkatéw nie ulegnie zmianie i woéwczas, gdy plaszczyzna upad-
nie na a9 czyli prawdopodobnie zachodzi nastepujgce

Twierdzenie* Jezeli w tej samej ptaszczyznie mamy dane
dwa tréjkaty o bokach odpowiednio réwnoleglych™ woéwczas proste,
taczace odpowiednie wierzchotki tréjkatow, przecinajg sie w jednym
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punkcie, o ile trojkaty nie sq sobie réwne, jezeli zas trojkaty row-
naja sie sobie9 to proste te sa do siebie réwnolegle.

Niech bedzie dana ptaszczyzna a i w niej trojkaty /\ABCy
A ABC' o bokach odpowiednio réwnolegtych i niech trojkaty

Rys. 205.

te nie beda réwne sobie (rys. 205). PoprowadZmy dowolna pta-
szczyzne ?, byle réwnolegta do @ i niech /AA'B“C" bedzie" rzutem
prostokgtnym trojkagta A AB C' na plaszczyzne /2. Rzecz oczy-
wista, ze trdjkaty A ABC, /j~A'B~C" nie réwnajg sie sobie, lezg
w roznych ptaszczyznach i majg boki odpowiednio réwnolegte
(dlaczego?), zatem sg to trojkgty jednokiadne. Niech J' bedzie
ich S$rodkiem jednoktadnosci. Powiadam, ze punkt J, bedacy
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rzutem punktu /' na plaszczyzne a, jest Srodkiem jednoktadnosci
dwdch danych tréjkatow A ABC. A ABC'.

Istotnie, ptaszczyzny [AAA"], [BB'B"]f [CC'O'] sg wszystkie
trzy prostopadte do ptaszczyzny a (dlaczego?), a poniewaz
majg spoiny punkt J', zatem muszg mie¢ spoing krawedz J'J.
Wobec tego $lady tych trzech plaszczyzn czyli proste AA, BB,
CC' musza przechodzi¢ przez punkt /.

Uczen dowiedzie sam drugiej czesci twierdzenia, t. j. roz-
wazy przypadek, gdy dwa dane tréjkgty sa sobie rowne.

8§ 233. Twierdzenie poprzedniego paragrafu ma trzy zalozenia
(jezeli AB/;{A'B', BC//BC"', oraz CA/IC'A"), zatem powinno mie¢ trzy
twierdzenia odwrotne, ktore zresztg zasadniczo od siebie nie réznig
sie. Pozostaje tedy do zbadania, czy jest prawdziwe nastepujace

Twierdzenie odwrotne (wzgledem 8 232). Jezeli prostey
taczace odpowiednie wierzchotki dwoch trojkatéw nieréwnych,
przecinajg sie w jed-
nym punkcie i jezeli
dwa boki jednego troj-
kata sa réwnolegle do
dwdch bokoéw drugiego,
wowczas trzecie ich
boki sg tez réwnolegle
do siebie.

Rozwazymy przy-
padek, gdy dane tréj-
katy ABC, A B C 4lezg Rys. 206.

w jednej plaszczyznie.

Niech bedzie ACHAC', BCjIBC'. Gdyby bok A B nie byt row-
noleglty do AB, woéwczas przez A moglibySmy poprowadzi¢ réw-
nolegta do AB i otrzymalibysmy tréjkat A A'CrBn o bokach od-
powiednio réwnolegtych do bokéw trojkata /\ ABC. Ale w takim
razie prosta BB" musiataby przechodzi¢ przez punkt J, co jest
niedorzeczne (dlaczego?).

Uczen rozwazy przypadek, gdy dane tréjkaty leza w dwoch
rownolegtych ptaszczyznach.

Przekonamy sie wkrétce, ze twierdzenie o tréjkatach jedno-
ktadnych nalezy do najwazniejszych twierdzerh geometrji.



KSIEGA V.
O figurach jednokiadnych i podobnych.

ROZDZIAL 1

0 proporcjach miedzy odcinkami.

§ 234. Niech beda dane dwie wielkoSci zmienne A i B.
Przypusémy, ze gdy pierwsza przybiera wartosci liczebne

druga przybiera odpowiednio wartosci

bit AN2)eeee» bno......
Jezeli zachodzg przytem réwnosci
fll _ o2 _ @B _ __an _
67 ¢7 67".. 67
wowczas V4 i B nazywamy wielkosciami wprost proporcjonalnemiy
jezeli za$ mamy
o\ M0 36 .... arbn ,
woéwczas A i B nazywamy wielkosciami odwrotnie proporcjo-
nalnemi.
W pierwszym przypadku mozemy napisaé

gdzie k jest liczbg stalg i nazywa sie spolczynnikiem prostej
proporcjonalnosci.
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W drugim za$ przypadku mamy analogicznie

Qnbn TYly
przyczem liczba stala m nazywa sie spoétczynnikiem proporcjonal-
nosci odwrotne;j.

Rzecz oczywista, ze zar6wno w pierwszym, jak i w drugim
przypadku, kazde dwie pary odpowiadajacych sobie wartosci
tworzg proporcje. Mamy wiec np.

w przypadku proporcjonalnosci prostej

#1 an i ai b\
E A DYTan on

w przypadku za$ proporcjonalnosci odwrotnej
Q _ bn
an b\

§ 235. Wszystko to sg rzeczy dobrze znane z arytmetyki
elementarnej, jezeli jednak zechcemy zastosowaé powyzsze pojecia
do wielkosci geometrycznych (a wiec do odcinkéw, katéw i obsza-
row wielokgtowych) *), natrafimy na powazng trudnos¢. W zagad-
nieniach, z ktéremi mieliSmy do czynienia w arytmetyce, zakia-
dalismy zawsze, ze liczby

<A, a%..., any....

bu Aa..., bn,
sg liczbami catkowitemi lub utamkowemi. Innemi stowami, zakta-
dalismy, ze wielkosci A i B zmieniajg sie zawsze w taki sposob*
iz dwa stany tej samej wielkosci, np. stany Au An majg zawsze
spoing miare.

Jezeli np. kupujemy wstazke jedwabng, ptacac po Fr. 61*
za 1 metr, wowczas kazde dwa kawatki wstazki (t.j. kazde dwa
stany wielkosci A) majg spoing miare, ktérg jest metr lub centy-
metr, kazde za$ dwie ceny (t.j. dwa odpowiednie stany wiel-
kosci B) maja spoing miare, ktérg jest frank.

Otdz przekonamy sie zaraz, ze istnieja wielkosci geometryczne*
nie majgce zadnej spolnej miary; nazywamy je wielkoSciami nie-
spotmiernemi.

§ 236. Twierdzenie. IP trojkacie prostokatnym réwnoramien-
nym przyprostokatna jest niespotmierna z przeciwprostokatna.

) 1 wogdle do wielkoSci ciggtych.
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Zastosujmy metode sprowadzenia do sprzecznosci, t. j.
przypusémy, iz boki tego trojkata majg spoing miare, ze mia-
nowicie istnieje odcinek, Kktory
miesci sie n razy w przypro-
stokatnej i p razy w przeciw-

prostokatne;j.

Zbudujmy na bokach troj-
kata kwadraty, nastepnie odt6zmy
na bokach tych kwadratéw ich
spoing miare i potaczmy prze-
ciwlegte punkty podziatu.

Kwadraty ACC”A‘ oraz
CC'B“B zostaly podzielone
kazdy na n2 roéwnych sobie
kwadracikow; w kwadracie
AA"B'B zawiera sie p2 takich

samych kwadracikow. (Na rys. 170 mamy n —3, p = 4).
Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, iz

AC + CB = AB

zastepujgc za$ te kwadraty przez mate kwadraciki, otrzymujemy
rownos¢ arytmetyczna

2n2= p\
w ktérej n i p sa liczbami catkowitemi.

Ot6z réwnos$é ta jest niedorzeczna. Istotnie, jezeli rt jest
liczbg parzystg, to n2 zawiera czynnik 2 parzystg liczbe razy;
jezeli zas n jest nieparzyste, to nl nie zawiera wcale czynnika 2.
To samo powtorzy¢ mozna o liczbach p i p2 Wobec tego lewa
czes$¢ powyzszej rownosci czyli 2n2 zawiera czynnik 2 niepa-
rzysta liczbe razy, natomiast p2 albo wcale nie zawiera czynnika 2,
albo zawiera go parzystg liczbe razy.

Tak wiec przypuszczenie nasze, ze boki AC i AB majg
spoing miare, byto mylne *)e

*) Wedtug tradycji, Pitagoras pierwszy dowiddt istnienia odcinkéw nie-
spétmiernych. W kazdym razie mozemy z catg pewnoscig twierdzi¢, ze fakt ten
znany byt uczniom i nastepcom Pitagorasa. Podany przez nas dowdd jest whasnie
oryginalnym dowodem pitagorejczykéw; przytacza go w jednem z swych dziet
Arystoteles.
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§ 237. Chcac ustali¢ okreslenie odcinkéw proporcjonalnych,
musimy poszukac takiej ich wihasnosci, ktéra bytaby zupeinie nie-
zalezna od tego, czy dane odcinki sg czy nie sg wspétmierne.

Niech bedzie dany na prostej dowolny cigg odcinkéw
spétmiernych AB, BC, CD, DEy... i niech bedzie np.
AB = 2 cm, BC —4cm, CD=5c¢cm, DE—1 cm, ... Przez
punkt A poprowadZzmy dowolng pétprosta, potaczmy B z jakim-
kolwiek punktem Br tej potprostej, przez punkty zas C, D9Et....
poprowadzmy rownolegte do BB* (rys. 208, ktory zostat zrobiony
w skali 1:2). Powiadam, ze otrzymaliSmy w ten sposob cigg od-
cinkéw AB*, B'Cf CD, DE*9... wprost proporcjonalnych do
odcinkéw danych AB, BC it d. Istotnie, jezeli odcinek AB' ma

2 jakie$ jednostki miary (oczywiscie rézne od centymetra), to na
zasadzie § 79 (str. 58) odcinki B<C9OCD 9DE, ... majg odpo-
wiednio 4, 5, 1, .... takich samych jednostek.

To spostrzezenie nasuwa nam pomyst nastepujgcego okre-
Slenia odcinkéw proporcjonalnych:

Okreslenie 1. Jezeli na jednem ramieniu kata odtozymy
cigg dowolnych odcinkéw a, b9c, d, ... i przez korice ich po-
prowadzimy réwnolegle, wéwczas na drugiem ramieniu otrzymamy
cigg odcinkéw a*, b* c*, d*9 ktére nazywaé bedziemy propor-
cjonalnemi wzgledem odcinkdéw pierwszego ciagu i bedziemy pisali

a_b_ ¢ _ d
AV

W szczegélnosci jezeli na pierwszem ramieniu odtozylisSmy

tylko dwa odcinki a9 b, wéwczas powiadamy, ze otrzymane na
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drugiem ramieniu odcinki a, b' tworzg z poprzedniemi proporcje
i piszemy

°t—6t albo tez a:al= b:V.
a

Okres$lenie nasze obejmuje zardéwno przypadek, gdy dane
odcinki a, b, ¢, ... sg sp6tmierne, jak i ten, gdy sg one
niespét mierne.

W przypadku odcinkéw spétmiernych okresSlenie
nasze jest zupelnie zgodne ze znanem 1z arytmetyki pojeciem
proporcjonalnosci.

§ 238. Nasuwajg sie tu odrazu dwa pytania:

1) czy proporcjonalno$é¢ odcinkéw, okreslona w sposéb po-
wyzszy, zalezy czy nie zalezy od wielkosci kata, na ktorego ra-
mionach dokonalismy konstrukcji ?

2) czy proporcja miedzy odcinkami ma te same wihasnosci,
co znana z arytmetyki proporcja miedzy liczbami wymiernemi?

Zbadamy te pytania kolejno.

Niech bedzie dany jakikolwiek kat MAN. Przypusémy,
ze na jednem jego ramieniu odiozyliSmy jakiekolwiek odcinki
AB, BC i, prowadzac przez B i C dowolne réwnolegte, otrzyma-
lismy na drugiem ramieniu odcinki AB', B'C\ o ktérych na mocy

powyzszego okreslenia powia-
damy, ze tworza proporcje
z odcinkami AB, BC. Popro-
wadzmy przez A dowolnag po6t-
prosta AK i odt6zmy na niej
odcinek AB“—AB4(rys. 209).
Potgczmy B z B* i przez C
poprowadzmy do BB" réwno-
legta, ktéra przecina pétprosta
AK w punkcie C".
W ten spos6b otrzy-
malismy dwa nowe odcinki
AB“, B“C", ktore tworzg proporcje z odcinkami AB, BC. Ot6z
zachodzi pytanie, czy odcinek B“C*“ réwna sie czy nie réwna
sie odcinkowi BACf?

Z fatwoscig okazemy, ze B“C" = B'C'. Istotnie, trojkaty
A BBB" i A COC" spehiajag wszystkie warunki twierdzenia
§ 233: proste, taczace odpowiednie ich wierzchotki, przechodza
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przez jeden punkt A ; dwa boki BB\ BBU jednego trdjkata sa
rownolegle do odpowiednich bokéw CC\ CC" drugiego, a wiec
trzecie ich boki B'B" i C'C" musza tez by¢ réwnolegte, tak, ze
tréjkat A AC'C" jest rownoramienny, wobec czego B“C" = BC\
§ 239. Powyzsze rozumowanie prowadzi do nastepujgcego
okreslenia i twierdzenia:
Okreslenie. Odcinek d nazywamy czwartym proporcjonal-
nym do trzech danych odcinkéw a, b, c, jezeli tworza one proporcje
a C
b ~ d =
Twierdzenie. Istnieje jeden tylko odcinek czwarty proporcjo-
nalny do trzech danych.

§ 240. WSsSrdd rozmaitych wiasnosci proporcyj miedzy licz-
bami (wymiernemi) zasadniczg jest ta, ktérg wyrazamy stowami:
iloczyn wyrazéw skrajnych réwna sie iloczynowi wyrazéw $rod-
kowych. Zastanéwmy sie przedewszystkiem, jaki sens geometryczny
mogtaby mie¢ ta wiasnos¢ w przypadku proporcji miedzy odcin-
kami spétmiernemi.

Niech bedg dane cztery odcinki spétmierne, ktérych miary
tworzg proporcje, np. odcinki o diugosci 4 cm, 8 cm, 3 cm
i 6 cm. Mamy proporcje

4:8 = 316.

Zbudujmy dwa prostokaty: bokami jednego niech beda od-
cinki o dtugosci 4 cm i 6 cm (t. j. odpowiadajgce wyrazom
skrajnym powyzszej proporcji), bokami drugiego odcinki o dtugosci
3 cm i 8 cm (t. j. odpowiadajgce wyrazom $rodkowym proporcji).

Jezeli na kazdym boku odtozymy spoing ich jednostke miary,
mianowicie 1 cm i przeciwlegte punkty potaczymy prostemi,
wolwczas oba prostokaty zostang podzielone na jednakowa liczbe
(na 24) réwnych kwadratéw, a wiec sg one rownowazne sobie.

Geometrja elementarna. 14
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A teraz przypus¢my, ze zachodzi proporcja
a\c = b \d

miedzy czterema odcinkami niespétmiernemi. Powstaje pytanie:

czy dostrzezona wiasnos¢ zostaje zachowana i w tym przypadku,

t. j. czy prostokat, zbudowany z a i z d, jest rownowazny prosto-

katowi zbudowanemu z b i z c?

Aby na to pytanie odpowie-

dzie¢ obierzmy kat prosty i od-

tézmy na jego ramionach odcinki

OA=a OC=¢c¢, OB=b, OD=d

(rys. 211). Na mocy okreslenia

odcinkéw proporcjonalnych proste

AB, CD musza by¢ do siebie

rownolegle. Zbudujmy prostokat

OCKD, w ktorym CD jest prze-

katna. Opierajac sie na ¢wiczeniu

XXVII, 4, str. 162, albo tez na

uwadze 2 na str. 159, mozemy

twierdzi¢, ze punkt X, bedacy wierzchotkiem prostokgta OAXB,
lezy na przekatnej OK, zatem istotnie

a, d |: |byc

§ 241. Uczenh dowiedzie na tym samym rysunku twierdzenia
odwrotnego: jezeli mamy dane dwa réwnowazne prostokaty

a)d: | bl C

wowczas zachodzi proporcja miedzy odcinkami
a-c — b d.

§ 242. Z prawdziwosci dwoch powyzszych twierdzen (prostego
i odwrotnego) wynika, ze okresSlenie I, podane w § 237, mozemy
zastgpi¢ przez nastepujgce réwnowazne mu

Okreslenie Il. Cztery odcinki tworzg proporcje, jezeli prosto-
kat, zbudowany z pierwszego i czwai tego, jest ro(wnowazny prosto-
katowi, zbudowanemu z drugiego i trzeciego.

§ 243. Twierdzenie. W kazdej proporcji, zachodzacej miedzy
odcinkami, mamy prawo:
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1- o przestawi¢ wyrazy Srodkowe;
2- 0 przestawi¢ wyrazy skrajne;
3- 0 srodkowe uczyni¢ skrajnemi — i odwrotnie.

Innemi stowy, jezeli mamy proporcje

alb = c!d,
woéwczas muszg roéwniez zachodzi¢ nastepujgce proporcje:

1-0 alc = bid

20 d b = cta

dlc = bla

30 bla = dlc

bid = ale

cta = dlIb

cld = alb

Twierdzenie to wynika bezposrednio z okreSlenia § 242;

istotnie, kazda z tych proporcyj powiada to samo, co i proporcja
dana, mianowicie, iz

1a,-u|-| __nJ;C IJ'

§ 244. Twierdzenie. Jezeli cztery odcinki a, b, ¢, d tworzg
proporcje

alb = cld,
zobwczas prawdziwe sg réwniez proporcje
Q) nalb = Tcld

2 a nb = clnd,

w ktorych n oznacza liczbe catkowitg lub utamkowa.

Istotnie, jezeli mamy dane dwa prostokaty réwnowazne

a d bf ¢

woéwczas musza by¢ rownowazne prostokgty n razy wieksze lub
mniejsze*), czyli musi by¢

zarowno na, d = nb, c |

jak a nd = b, nc

*) Uczen powinien zilustrowa¢ to zapomoca rysunku, kltadac np. n = 3.

14*
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§ 245. Twierdzenie. Jezeli cztery odcinki a, b, ¢, d tworzg
proporcje
alb = ¢ d,
woéwczas prawdziwe sg réwniez proporcje
()] (@a+ b)yib = (c+ d)!d,
(2) (@a—b):b = (c- d:d.
Istotnie, jezeli na rys. 212 mamy
OA —a, AB = b
OC =¢ CD=4d,
woéwczas wystarczy wyobrazi¢ sobie, ze
przez punkt O poprowadziliSmy réwnolegta
do AC i BDy aby odrazu stalo sie oczy-
wistem, ze mamy nietylko
a b = c-d,
ale réwniez
(@a+ b b= (c+ d)ld
i Kladac znow
Rys. 212. OB —a AB = b
OD = c9CD = oy
mamy z tego samego rysunku
(a-b)y:b = (c-d) :d
§ 246. Twierdzenie. Z praw-
dziwosci dwdch proporcyj
ailb = c¢c:d

elf = c-d
wynika prawdziwos¢ proporcji
aib = e:f.

Niech bedzie na rys. 213
OA = a, OB = b.
Jezeli AC\N\BD i jezeli ozna-
czymy
OC przez ¢, OD przez d,
wowczas zachodzi proporcja
aib = c.d
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Jezeli poprowadzimy CEIJjDF i jezeli oznaczymy OE przez
e, OF przez f, wowczas

c*d = e .f.

Ale z twierdzenia § 233 wynika, ze musi by¢ AE/IBF>
zatem musi réwniez zachodzi¢ trzecia proporcja

a*b = e f.

§ 247, Wprowadzimy jeszcze nastepujace okreslenie, ktoére
nam bedzie nieraz potrzebne przy badaniu rozmaitych figur.

Okreslenie. Jezeli mamy dane takie trzy odcinki a, b, c,
/i a b = blc (czyli, ze kwadrat odcinka b jest réwnowazny
prostokatowi, zbudowanemu z a i z c), wéwczas odcinek b nazy-
wamy Srednim proporcjonalnym miedzy odcinkami a i c.

éwiczenia XXXVL 1 Opierajac sig na okresleniu Il (str. 210) zbudowaé
odcinek czwarty proporcjonalny do trzech danych a, b, c

Czy mozna dowie$¢ na mocy okreslenia Il, ze istnieje jeden tylko odcinek
czwarty proporcjonalny do trzech danych?

2. Trzema sposobami zbudowacé odcinek x $redni
proporcjonalny miedzy dwoma danemi odcinkami a, b.

3. Dany odcinek AB podzieli¢ na trzy czesci,
proporcjonalne do danych odcinkéw m, p, r.

4. Rozwigza¢ graficznie nastepujace zadanie:
trzej bracia, z ktérych jeden ma 16, drugi 20, trzeci
28 lat, majg podzieli¢ sie sumg 128 zt. propor-
cjonalnie do swego wieku. lle dostanie kazdy ?

5. Z proporcji a:b= c:d wynika proporcja

(@+ b:(@—b= (c-j-d):(c—ad.

6. Dowies¢ twierdzenia § 245, opierajac sie na
okresleniu 1l proporcji miedzy odcinkami.

7. Rozwazamy dwa katy wierzchotkowe (rys. 214).
Dowies$¢, ze jesli przetniemy ich ramiona prostemi
réwnolegtemi AAjiBBj/CC'/iDDj/........ otrzymamy
dwa ciggi odcinkéw proporcjonalnych

OA OB oc _ oD
OA ¢ oB' ~ OC ~— OD'

§ 248. Twierdzenie. Jezeli ramiona kata O zostaly prze-
ciete réwnolegtemi AA\ BB\ woéwczas zachodzi proporcja

OA : AA' =OB: BB
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Poprowadzmy odcinek A A", réwnolegty do AB oraz odcinek
A"C, rownolegly do OA.

0 Poniewaz OC = AA* = AB,
zatem
BC = AO,
a ze mamy
BA' = AA,

tedy stosujac okreslenie 1 odcinkéw pro-
porcjonalnych do kata B, ktérego ra-
miona przecieliSmy réwnolegtemi™ OB*(/CA**,
otrzymujemy proporcje
Rys. 215. OB : BC = BB4: BA“
czyli
OB :BB'= OA : AA.
Cwiczenia XXXVil. 1. Rysunek 216 przedstawia rodzaj cyrkla, stuzacego
do zmniejszania lub zwigkszania odcinkéw w dowolnym stosunku.
Objasni¢ jego dziatanie.

Rys. 216.
2. Opierajac sie na tej samej zasadzie, obmysli¢ przyrzad do mie

grubosci cienkich ptytek.

Majac dane odcinki my k> zbudowa¢ prostokat ABCDy jezeli procz tego
mamy dane:

3. bok a oraz warunek, ze a:b= m:Kk;
4. . a a:e— m:k;
5. ” a b:c= m: Ic;
6. przekatng e a:b = m:k;
J7. sume a-f-b a:b= m:k;
8. ” a-j- e a.:e= m k.
9. Zbudowa¢ romb ABCDy majagc danag przekatng e i wiedzac, ze

byé¢ e:/ = m:kygdzie m i £ sg dwoma danemi odcinkami.
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10. Zbudowa¢ romb ABCD, majac dany bok a, oraz warunek, ze
a:h= m:k, gdzie m i k oznaczajg dwa dane odcinki.

11. Zbudowaé¢ romb ABCD, majac dang sume e-\-/ (lub roznice e—/),
oraz warunek, ze e:f= m:k, gdzie m i k sg dwoma danemi odcinkami.

12. Zbudowa¢ tr6jkat réwnoramienny, majac dany bok a oraz warunek,
ze ¢:hc — m:k, gdzie m i k sg to dwa dane odcinki.

Zbudowacé tréjkat A ABC, jezeli mamy dany warunek

ra:rb=m -k
gdzie m i k sa odcinkami danemi i jezeli procz tego mamy dane:

13, a, B. 14. ¢, C. 15, a, /z¢

16. ¢, * (sc hc). 17. ¢, sc 18. ¢, ~(d A hc).

19. Zbudowa¢ tréjkat, majac dang sume dwu jego bokéw a b, oraz
dwa nastepujace warunki:

a:b=p:r, (@A-b):hQ= m:Kk,
gdzie p, r, m, k sg to cztery dane odcinki.

20. Zbudowa¢ tréjkat A ABC, majac dany jego obwdd, oraz warunki,
ze a:b—m:k, b:c—k:p.

21. Wewnatrz kota (0)r dany jest punkt A; poprowadzi¢ przez A taka
cieciwe XY, zeby zachodzita proporcja AX:AY = m:n, gdzie m i n sg to dwa
dane odcinki. [Wskazéwka do analizy: przez X prowadzimy réwnolegtg
do promienia YO, ktéra przecina prosta OA w punkcie Z].

22. Na okregu kota (0)r dany jest punkt C; wykres$li¢ cieciwe CD, ktéra
przecinataby dang cieciwe AB tegoz kota w takim punkcie X, zeby zachodzita
proporcja CX: XD = m:n, gdzie m, n sg odcinkami danemi. [Wskazéwka
do analizy: kreslimy DY/jAB],

23. Na okregu kota dane sg dwa punkty C, C'; wykresli¢ cieciwe row-
najaca sie danemu odcinkowi a i potozong w taki sposob, ze jesli z C i C'
poprowadzimy do niej prostopadte CX, C'X', wdéwczas zachodzi¢ bedzie pro-
porcja CX: C'X'— m:n, gdzie m, n sg odcinkami danemi. [Wskazéwka do
analizy: proste CC', XX' w razie
potrzeby przedtuzamy az do prze-
cigcia sie w punkcie Z; czy potozenie
punktu Z daje sie wyznaczy¢?]

24. Opierajac sie na § 248 do-
wiesé, ze jesli pek prostych przetniemy
dwiema roéwnolegtemi, otrzymamy
na tych réwnolegtych odcinki pro-
porcjonalne.

25. Dowies¢ nastepujacego
twierdzenia: jesli trzy proste AA
BB\ CC' wyznaczaja na dwéch row-
nolegtych odcinki proporcjonalne (przyczem wszystkie odcinki na jednej réwno-
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legtej majg ten sam zwrot co odpowiednie odcinki na drugiej, lub tez odcinki
na jednej réwnolegtej majg zwroty przeciwne zwrotom odcinkéw na drugiej),
woéwczas proste AA', BB', CC' przecinajg sie w jednym punkcie.

26. Na twierdzeniach, podanych w poprzednich ¢wiczeniach, oprzeé¢ nowy
sposéb podziatu danego odcinka AB na czesci, proporcjonalne do danych od-
cinkéw k, m, p, r

27. Dane sg dwie proste m, n, ktérych punkt przeciecia sie O jest nie-
dostepny; potaczy¢ dany punkt A z O.

28. Dane jest koto (O) A i w niem cieciwa AB; wykresli¢ cieciwe XY
tak, by promienie OA, OB podzielity ja na trzy réwne czesci.

29. Dane jest koto (O) A i w niem cieciwa AB; wykresli¢ odcinek XY
tak, by konce jego lezaty na przedtuzeniu promieni OA, OB i zeby okrag
kota (O) A dzielit ten odcinek na trzy czesci réwne.

30. Rozwigza¢ zadania 28 i 29 w zalozeniu, ze odcinek XY ma by¢ po-
dzielony nie na trzy réwne czesci, lecz na trzy czesci, proporcjonalne do trzech
danych odcinkéw k, m, p.

Rozwigza¢ geometrycznie (rozmaitemi sposobami) nastepujgce réwnania
i sprawdzi¢ odpowiedZ zapomocg rachunku, ktadac na a, b, ¢ dowolne liczby
wymierne :

31. 3:5= 4:x. 32. a:b = c:x. 33. a:(a+6)= c:x.

34. a:(@a—b) = c:x. 35. ax = bc. 36. ax = b*.

37. W tréjkacie A ABC obieramy dowolny punkt D na boku BC i pro-
wadzimy odcinki DE/{AC, DF//AB. Dowie$¢ réwnowaznosci dwoéch prostokatow:

DE, b= |

38. W trojkacie réwnobocznym A ABC obieramy na boku BC taki punkt
D, zeby byto BD — V4 BC, poczem z punktu D kre$limy odcinek DE J_ ABe
Obliczyé, w jakim stosunku punkt E podzielit bok AB.

39. W tréjkacie A ABC mamy a= 45 cm, b— 90 cm. Z punktu D,
w ktorym dwusieczna CD przecina bok tréjkata, kreslimy réwnolegte do bokéw
i4C i BC. Jakiego rodzaju czworobok powstaje przytem? Obliczy¢ jego boki.

40. Obwod trojkata ABC roéwna sie 32 cm. Przez S$rodek wysokosci
hQ poprowadzono réwnolegta do boku a. Obliczy¢ obwody trapezu i tréjkata,
na ktére réwnolegta podzielita tréjkat A ABC.

41. W trdojkagcie A ABC mamy dane nastepujgce odcinki: a= 18 cm,
ra— 6 cm, rb= 4 cm. Na jakie odcinki zostat podzielony bok a przez o$
symetrji boku c?
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42. Jezeli proste a, b, réwnolegte do
siebie, przetniemy szeregiem ptaszczyzn réwno-
legtych, otrzymamy dwa ciggi odcinkéw pro-
porcjonalnych.

43. Czy twierdzenie 42 pozostaje praw-
dziwe, jezeli proste a, b przecinajg sig?

44, Czy twierdzenie to pozostaje praw-
dziwe, jezeli a i b sg wzgledem siebie sko$ne?
[Wskazéwka: przez dowolny punkt K na
prostej a prowadzimy réwnolegta do b rys. 218].

45. Jezeli czworobok skosny ABCD
przetniemy plaszczyzng, réwnolegta do obu
jego przekatnych, woéwczas ptaszczyzna po-
dzieli jego boki na odcinki proporcjonalne.

ROZDZIAL 1L

0 przeksztatceniu jednoktadnem.

§ 249. Niech beda dane na ptaszczyznie figura F i punkt J.

Wyobrazmy sobie, ze wszystkie punkty AIf A2, A3 Aif ... tej
figury zostaty potgczone z punktem J i ze na tych prostych odto-
zylisSmy odcinki JBU JB2f JBD ...... . odpowiednio proporcjonalne
do odcinkéw JAi, JA2 JAz ... . tak, iz mamy

A M2 = M3 = ™

JBi JB2 >JB3 ... k"’

gdzie m i k sg to dwa dane odcinki, zresztg dowolnej wielkosci.

Rys. 219.

Punkty Bu B2 B3 tworzg nowa figure F4(rys. 219), ktérg
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nazywamy jednokfadng z figurg pierwotng F wzgledem S$rodka
jednoktadnosci J.

Rzecz jasna, ze odcinki proporcjonalne do JAUJA2 JAZ ......
moglibyémy odtozyé w zwrocie przeciwnym, t. zn. tak, by Srodek
jednoktadnosci J lezal pomiedzy figurg pierwotng F a figurg
przeksztatcong Z7'. W celu odréznienia tych dwu przypadkow
powiadamy, ze figury F i F' sga jednokladne wprost, figury za$
Z7 i ZI' sa odwrotnie jednoktadne.

§ 250. Jezeli mamy dany S$rodek jednokitadnosci J i dwa
jakiekolwiek odcinki m, k9 woéwczas dla kazdego punktu A fi-
gury F mozemy znalezé na prostej JA po jednej stronie punktu
J jeden i tylko jeden punkt B taki, ze zachodzi proporcja

JA = m
JB K (D).

Istotnie, odcinki JA, m, Kk sa dane, zatem JB jest wzgledem
nich odcinkiem czwartym proporcjonalnym, a taki odcinek, jak
wiemy, istnieje zawsze tylko jeden.

Rzecz jasna, ze na tej samej prostej istnieje po drugiej
stronie punktu J taki punkt B\ symetryczny z punktem B, ze
mamy proporcje

JA m

JBt Kk (2

W ten sposéb kazdemu punktowi figury F odpowiada
jeden i tylko jeden punkt figury Z7 (lub figury Z7'), jedno-
ktadnej z nim wzgledem $rodka J.

Jezeli postgpimy odwrotnie, t. j. na figurze Z7 obierzemy
dowolny punkt B (lub na figurze F" dowolny punkt Z?), wow-
czas w proporcji (1) odcinek JA bedzie czwartym proporcjonal-
nym do trzech danych odcinkéw JB, m, k (lub w proporcji (2)
do trzech danych odcinkéw JB‘, m, K), punkt wiec A figury F
jest w zupetnosci wyznaczony, skoro tylko mamy dane: $rodek
jednoktadnosci J, punkt B na figurze przeksztatconej Z7 (lub
punkt B* na figurze Z7") i dwa odcinki m9 k9 do ktérych majg
by¢ proporcjonalne odcinki JA, JB (lub JA, JB¥).

Mamy tedy nastepujgce

§ 251. Okredlenie. Dwie figury F, Z7 nazywamy jedno-
kladnemi, jezeli spelnione sg trzy nastepujace warunki:
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1) kazdemu punktowi A jednej figury odpowiada punkt B
drugiej figury;

2) prosta AB przechodzi przez staty punkt J, zwany $réd-
kiem jednoktadnosci;

3) odcinki JA, JB czyniag zados$¢ proporcji

JA _ m
JB kK’
gdzie m i k sag dwoma danemi odcinkami.

Jezeli odcinki JA, JB maja ten sam zwroty u wiec figury
F i F' leza po tej samej stronie $Srodka jednoktadnos$ci J, woéw-
czas mowimy o przeksztatceniu jednoktadnem prostem. Jezeli
za$ odcinki JA, JB maja zwroty przeciwney t. j. figury F, Fr
leza po dwoéch stronach $rodka jednoktadnos$ci, wéwczas prze-

ksztatcenie jednoktadne nazywamy odwrotnem.

Uwaga. Symetrja wzgledem punktu jest przypadkiem szcze-
gbélnym jednoktadnosci odwrotnej, gdy mianowicie m = k.

§ 252. Twierdzenie. oOdcinek, taczacy dwa dowolne punkty
jednej figury, jest rownolegty do odcinka, taczacego dwa odpo-

wiadajace im punkty drugiej figury, jednoktadnej z pierwsza.

Jezeli mamy dane dwie figury, jednokiadne z sobg wzgle-
dem $rodka J i jezeli punktom A1y A2 pierwszej figury odpo-
wiadajg punkty B19 B2 drugiej figury, woéwczas powiadam, iz
odcinek A xA 2 jest rownolegly do odcinka B 1B 2.

Istotnie, na mocy okreslenia jednoktadnosci, punkty Au Bi
lezg na prostej, przechodzacej przez sSrodek jednokitadnosci Jt
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punkty zas A2, B2 lezg na drugiej prostej, przechodzacej przez
ten sam punki 3. Z okredlenia jednoktadnosci wynika réwniez, iz
JAI JA
JBi JB2
a wiemy, iz w takim razie odcinki AIAZX oraz B>XB2 sg do siebie
réwnolegte.
Uwaga. Z twierdzenia § 248 (str. 213) wynika, iz
Ai A2 _ JA\ m

A B2~ JB7 ~ ~km
8 253. Z tego podstawowego twierdzenia wynikajg wazne
whnioski.
Whnioski. 1. Przeksztatcajac jednoktadnie odcinek, otrzy-
a jemy drugi, rownolegty do niego odcinek.
2. Przeksztalcajac jednoktadnie prosta, otrzy-

mujemy druga prosta, rownolegta do danej.

A 3. Przeksztatcajgc jednoktadnie kat, otrzy-
mujemy réowny mu kat.
Dowdéd uczen przeprowadzi sam, Kkierujac
/£ p  SI€ rysunkiem 221.
4. Przeksztatcajacjednoktadnie tréjkaty otrzy-
mujemy znéw tréojkat, majacy te same katy. Boki
N

obu tréjkatéw sa do siebie proporcjonalne.
Pierwsza cze$é¢ tego wniosku wynika z wnio-
skow 1 i 3. Co sie tyczy proporcjonalnosci bokdw, to mamy (rys. 222).

AC AB
JA , oraz A - - e
JA" AC" o4 A #
zatem
AB AC
AB* A'C'’

Stosujgc analogiczne rozumowanie
do bokéw CB, C'B', uczen sam otrzyma
zwigzek
ab = AC =3jb
A'B" % A'C’ c'B'’
5. Przeksztatcaj
kota, otrzymujemy drugi okrag.
Przeksztattmy koto (O) A jednoktadnie wzgledem $rodka
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jednoktadnosci J i niech punkt O przeksztalci sie przytem
w punkt O

Wszystkie promienie kota (0)A musza sie przeksztatci¢
w odcinki réwnolegte, przechodzace przez punkt O'. Wszystkie
te przeksztatcone odcinki sg sobie rowne, gdyz

Jo :JO' = oA :0A\N

ze za$ trzy pierwsze
odcinki JO,, JO\ OA
sq w zupetnosci wy-
znaczone i state, za-
tem O'A\ jako odci-
nek czwarty propor-
cjonalny, jest tez wy-
znaczony i ma stalg
wielkos¢.

Widzimy tedy, iz
wszystkie punkty fi-
gury przeksztatconej sg réwno odlegte od punktu statego O,
figura wiec jest okregiem.

Cwiczenia XXXVIIl. 1 Odcinek AB przeksztaki¢ jednoktadnie, majac
dany $rodek jednokiadnosci J i wiedzac, ze dany punkt Mr powinien leze¢ na
odcinku przeksztatconym.

2. Na prostej m dany jest odcinek AB; przeksztalci¢c go jednokiadnie
wzgledem danego punktu J tak, zeby otrzymany odcinek byt 3 razy wigekszy od AB.

Rozwazy¢ trzy przypadki: 1) gdy J lezy poza prostg m, 2) gdy J lezy
na prostej m, lecz nie na odcinku AB; 3) gdy J lezy na odcinku AB.

3. Kazde dwa réwnolegte do siebie odcinki sg z sobg jednokitadne — i to
zaréwno jednoktadne wprost, jak i odwrotnie.

4. Dany trojkat A ABC przeksztakci¢ jednoktadnie w tréjkat A AIB'C*
majac dany $rodek jednoktadnoséci J i punkt Mrna boku a! tréjkata przeksztat-
conego. Rozwigzaé¢ to zadanie przy czterech zatozeniach: 1) ze J lezy wewnatrz
trojkata A ABC i jest $rodkiem jednoktadnosSci prostej; 2) ze J lezy wewnatrz
trojkata A ABC i jest Srodkiem jednoktadnosci odwotnej; 3) i 4) ze J lezy
zewnatrz tréjkata i jest $rodkiem jednoktadnosci prostej lub odwrotne;j.

5. Dany kwadrat przeksztatci¢ jednoktadnie wzgledem s$rodka J tak, by
bok nowego kwadratu przechodzit przez dany punkt.

6. Dwa kwadraty, majace spoiny $rodek symetrji, sa jednokiadne wzgle-
dem tego S$rodka, jezeli bok a jednego kwadratu jest réwnolegty do boku af
drugiego.

Czy mozna to samo powiedzie¢ o dwoéch prostokatach, czy tez powinny
one spetnia¢ jaki$ dodatkowy warunek i jaki mianowicie?

7. Dowie$¢, ze w kazdym trapezie $rodki podstaw, punkt przecigcia sie®
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.przekatnych, oraz punkt, w ktérym przecinajg si¢ dwa nieréwnolegte boki, lezg
na jednej proste;j.

8. Na zasadzie poprzedniego zadania rozwigza¢ zadanie nastepujace:
mamy dane dwa réwnolegte do siebie odcinki AB, CD; podzieli¢ je na potowy,
postugujac sie tylko linjatem.

9. Dany jest odcinek AB i $rodek jego M; przez punkt C poprowadzi¢
réwnolegta do AB, postugujac sie tylko linjatem.

10. Dane sa dwie réwnolegte do siebie proste i punkt A, nie lezacy na
nich; przez A poprowadzi¢ trzecig prostg, rownolegta do obu danych, postu-
gujac sie tylko linjatem.

11. Dane sa dwie réwnolegte m, p i na jednej z nich odcinek AB;
zbudowa¢ na tej samej prostej odcinek AC
dwa razy wiekszy od AB, postuguja sie tylko
linjatem (rys. °24)%*).

12. Dany czworobok ABCD przeksztatci¢
jednoktadnie tak, by bok a nowego czworo-
boku réwnat sie danemu odcinkowi.

13. Opierajac sie na pojeciu jednoktad-
nosci i postugujac sie rysunkiem 225, dowie$¢
wihasnosci $rodkowych tréjkata (§ 81, str. 59).

14. Jezeli dwa trojkaty sa z soba jedno-
ktadne, woéwczas odpowiadajg sobie ich $rodki

ciezkosci, jak réwniez $rodki kot wpisanych, zawpisanych i opisanych. To samo
dotyczy ortocentréw.

15. Jezeli w tréjkacie A ABC poprowadzimy wysoko$¢ AA, z punktu

za$ A prowadzimy prostopadte AB", AC" do bokéw
b ic, wobéwczas prosta B"C" musi by¢ réwnolegta do
prostej BrO, tgczacej spodki wysokosci hb, he.

16. W czworoboku ABCD z punktu E, w ktérym
przecinaja sie przekatne, kreslimy proste EK, EL, row-
nolegte do bokéw a, d. Niech punkty K, L lezg odpo-
wiednio na bokach b, c. Co mozna powiedzie¢ o poto-

Rys. 225. zeniu prostej KL?

17. Przez dany punkt A poprowadzi¢ prosta, kté-

raby przeszta przez niedostepny punkt przeciecia sie X dwdch danych pros-
tych m, p.

*) Czytelnika, pragnacego pozna¢ blizej sprawe rozwigzywania zadan kon-
strukcyjnych bez uzycia cyrkla, odsytamy do klasycznego dzietka:

Jakéb Steiner: Konstrukcje geometryczne, wykonane zapomocg linji
prostej i statego kota. Przetozyt Stefan Kwietniewski, Warszawa 1915.

Rozprawa ta, napisana przez jednego z najwiekszych matematykéw XIX w.,
Szwajcara J. Steinera (1796— 1863 r.), nalezy do arcydziet literatury matema-
tycznej ze wzgledu na prostote, przejrzystos¢ i piekno wyktadu. Jest ona zupetnie
przystepna dla ucznia szkoty $redniej. Z rozdziatu Il tego dzietka zapozyczylismy
metode rozwigzywania zadan 7—10.
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18. Dane sa dwie proste m, p, przecinajgce sie w punkcie niedostepnym
X, oraz jakakolwiek trzecia prosta s, nie przechodzaca przez X. Wykresli¢
prostg, réwnolegta do s i przechodzaca przez punkt X. [Wskazéwka: uwa-
zajmy punkt X za wierzchotek jednego z dwdch tréjkatéw jednoktadnych; $rodek
jednoktadnosci obierzmy dowolnie na prostej m i zbudujmy jeden tréjkat tak,
by bok jego lezat na s lub byt réwnolegty do s].

19. W czworoboku ABCD tylko dwa przeciwlegte wierzchotki A, C sa
dostepne. Wykresli¢ prosta BD. [Wskazéwka do analizy: zbudowaé¢ czwo-
robok jednoktadny z danym wzgledem punktu A, jako $rodka jednokiadnosci).

20. W tréjkacie A ABC kreslimy wysokos¢ AA4 z punktu A' kreslimy
AB" b oraz A'C" J.c, a nastepnie prowadzimy z tego samego punktu dwie
prostopadte A'B"r oraz AC"' do wysokosci BBr i CC' tréjkata danego A ABC.
Dowies$¢, ze cztery punkty B\ B"r, C", C"r lezg na jednej prostej. [Wska-
z6éwka: trojkaty A BB'C\ A A'B"C" sg jednokltadne — poréwnaj powyzej
zadanie 15-te).

21. Dwa kota, lezgce w jednej ptaszczyznie, sa zawsze jed-
noktadne z sobag, przytem dwoma sposobami, tak, iz mozemy
je uwazaé¢ zar6wno za jednoktadne wprost, jak i odwrotnie.
Srodek jednoktadnosci prostej dwéch kot nazywamy réwniez ich $rodkiem
jednoktadnosci zewnetrznym, $rodek za$ jednoktadnosci odwrotnej nazywamy
Srodkiem jednoktadnosci wewnetrznym. [Wskazdéwka: w kole O kreslimy do-
wolny promien OA, w kole O' réwnolegle do niego dwa promienie O'A', O"A,
poczem A taczymy z Ari z A"].

22. Jezeli dwa kota uwazamy za jednoktadne, wéwczas kazdemu punktowi
jednego kota odpowiadajg w drugiem kole dwa punkty, symetrycznie potozone
wzgledem $rodka tego kota. Tak samo kazdej cieciwie pierwszego kota odpo-
wiadaja w drugiem kole dwie réwnolegte do niej cieciwy, symetrycznie potozone
wzgledem s$rodka kota.

23. Kazdej stycznej jednego kota odpowiadaja w kole jednoktadnem dwie
réwnolegte do niej styczne.

24. Spélne styczne wewnetrzne dwéch két przechodza
przez $rodek jednoktadnos$ci wewnetrzny, spdlne zas$ styczne
zewnetrzne — przez $Srodek jednoktadno$ci zewnetrzny.

Spélne styczne, jak wiadomo, niezawsze istniejg; czy moga istnie¢ Srodki
jednoktadnosci takich kot, ktére nie majg spdlnych stycznych?

25. Na mocy poprzedniego zadania znalez¢ nowy sposéb budowania spoél-
nych stycznych?

26. Dane jest koto (O)A i punkt I\ wykresli¢ drugie koto tak, by byto
ono jednoktadne z danem wzgledem $rodka jednoktadnosci J i spetniato précz
tego jeden z nastepujacych warunkéw:

1) przechodzito przez punkt dany A' na prostej AJ;

2) miato promien réwny danemu odcinkowi;

3) miato Srodek na danej prostej.
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Niech bedzie dany tréjkat A ABC i w nim wysokoséci AA', BBr, CC'.
Oznaczmy przez Ax, Bx, CX S$rodki bokéw a, b, c, przez H ortocentr, przez O
Srodek kota, opisanego na tréjkacie A Acs.

27. Tréjkaty A ABC, AXBXCX sa z soba jednoktadne. Stad wynika,
Srodkowe tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie (nazwijmy go G), przyczem
mamy AG = 2GAX BG = 2GBX CG = 2GCX

28 Trojkaty A OBxCx, A CBH sa odwotnie jednoktadne wzgledem
punktu G ($rodka ciezkosci tréjkata A ABC). Boki ich majg sie do siebie tak, jak
1 do 2, zatem GH=2GO. (Odcinek OH nazywa sig¢ odcinkiem Eulera —
poréwn. ¢éwiczenie XIX, 34).

29. Poniewaz tréjkaty A aBc, A Axxcx sg z sobag jednokiadne, zatem
kotu (O)A, opisanemu na pierwszym trojkacie, odpowiada koto, opisane na dru-
gim trojkacie. Srodek tego nowego kota oznaczamy przez N. Dowie$é naste-
pujacych wiasnosci kota (jY ), zwanego kotem dziewieciu punktéw lub
kotem Feuerbacha:

1) Promien kota dziewieciu punktéw jest dwa razy mniejszy od promienia
kota (0)A.

2) Koto (Ani4l przechodzi przez spodki A', B', C' wysokos$ci trojkata
i przez Srodki odcinkbw HA, HB, HC (poréwn. éwiczenie XIX 33);

3) Ortocentr H jest $rodkiem jednoktadnosci zewnetrznym kot (O)A,
(N)AX $rodek za$ ciezkosci G jest dla tych samych két $rodkiem jednoktadnosci
wewnetrznym;

4) Mamy GO = 2NG i, co za tern idzie, HO — 2HN, wreszcie NO — NH.

Pojecie jednoktadnos$ci oddaje czesto powazne ustugi przy rozwigzywaniu
zadan konstrukcyjnych. Jezeli mamy zamiar zbudowac¢ figure F, lecz analiza
wykazuje, ze tatwiejsza rzeczg jest zbudowanie figury F' jednoktadnej z szukang
wzgledem jakiego$ znanego $rodka, woéwczas wskazane jest uzycie metody
jednoktadnosci. Jak nalezy stosowaé te metode, poznamy najlepiej na przyktadach.

30. Zbudowaé tréjkat A ABC, majac dane pod wzgledem wielkosci i po-
tozenia bok a, proécz tego za$ kat B oraz warunek, ze a:c= m:k, gdzie
m i k sg odcinkami danemi. [Wskazéwka: poniewaz mamy dany bok BC,
budujemy przy jednym jego koricu kat ~ 5 i na jego ramionach odktadamy
odcinki m, k\.

31. Zbudowa¢ trojkat A ABC, majac dany bok a oraz warunek, ze boki
a, b, ¢ majg by¢ proporcjonalne do trzech danych odcinkéw m, k, p. [Wska-
zowka: budujemy trojkat A KPM, poczem przeksztalcamy go jednoktadniej.

32. Zbudowa¢ tréjkat prostokatny A ABC, majac dany kat ostry <$ A
i Srodkowg sQ [Wskazéwka do analizy: trojkat A CA'B' jest jednokiadny
z szukanym, jezeli <$ A' = Al,

Zbudowac trojkat prostokatny A ABC, majac dane:

33. A, p . 34. A,hc +c. 35. A ,c-hc.
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Zbudowa¢ tréjkat A ABC. majac dane:
36. A, B, sc+ Ac. 37. A, B, a+ ha. 38. A, B, R+ p

39. ¢ oraz warunki hc :a= m:k, hc :b—p :n, gdzie m k, N, p sg to
cztery dane odcinki. [Wskaz6éwka do analizy: pierwszy warunek wyznacza
ksztatt tréjkata £\BCIC, gdzie CC' jest wysokosScig tréjkata szukanego].

40. A, c-\~hc i warunek, ze hc:a~m :k, gdzie m, A sg odcinki dane.

41. Zbudowa¢ czworobok, majac dane: przekatng e, oraz cztery Kkaty
<Ne), < (fop<(fc), *(AQ.

42. W dany tréjkat A ABC wpisa¢ kwadrat tak, by dwa jego wierzchotki
lezaty na boku a, drugie za$ dwa na bokach b i c. [U”skazéwka: wykreslamy
dowolnej wielkosci kwadrat, majacy dwa wierzchotki na boku a, jeden za$ na
boku b i przeksztalcamy go jednoktadnie wzgledem wierzchotka C].

43. W dany trojkat wpisa¢ prostokat, ktérego boki tworzytyby proporcje
z danemi odcinkami m, k.

44 W dany tréjkat wpisa¢ tréjkat o bokach réwnolegtych do trzech da-
nych prostych x, vy, z

45. W tréjkat dany A ABC wpisa¢ romb tak, by jeden jego bok lezat na
prostej c i jedna przekatna byta réwnolegta do b.

46. W potkole, zamkniete $rednica AB, wpisa¢ kwadrat tak, by dwa jego
wierzchotki lezaty na AB.

47. W kwadrat wpisa¢ trojkat o danych katach tak, by jeden wierzcho-
tek tréjkata lezat w wierzchotku kwadratu.

48. Wykresli¢ okrag, przechodzacy przez dany punkt A i styczny do ra-

mion kata ~ MON. [Wskazdéwka: kreslimy najpierw dowolny okrag, styczny
do ramion kata "M O N].

49. Dane sa dwie przecinajgce sie proste m, p i koto O; wykresli¢ nowe
koto, styczne jednocze$nie do danego kota i do obu prostych /n, p. [Wska-
z6wka do analizy: punkt stycznosci S obu kot musi by¢ ich $rodkiem
jednoktadnosci (wewnetrznym — przy stycznosci zewnetrznej i zewnetrznym —
przy stycznosci wewnetrznej); jako taki, musi punkt S leze¢ na prostej, taczacej
dwa jakiekolwiek odpowiadajgce sobie pnnkty. Jeden taki punkt otrzymamy,
prowadzac styczne do kota O, réwnolegte do prostych m, p; drugim jest punkt
przeciecia sie prostych m, p\.

50. Dane sag trzy proste k, m, p, przecinajgce sie w punkcie J; wykresli¢
okrag, styczny do k, majacy Srodek na prostej m i wyznaczajagcy na p cieciwe
danej dtugosci.

51. Dane sg dwa kota; wykresli¢ trzecie koto, styczne do nich w takich
dwu punktach X, V, zeby prosta XY przechodzita przez dany punkt M.

52. W danem kole wykresli¢ pie¢ rownych kwadratéw tak, by kazdy bok
wewnetrznego kwadratu byt zarazem bokiem jednego z zewnetrznych, te za$
zeby mialy po dwa wierzchotki na okregu kota.

53. Na danem kole opisa¢ romb, majac dany warunek, ze a:e= m:Kk,
gdzie m, k sg to dwa dane odcinki. [Wskazéwka: mozna wykresli¢c romb,
w ktorym bok = m, przekatna= k i wpisa¢ koto w taki romb, poczem figure
przeksztatcic].

54. W dany tréjkat wpisa¢ romb, majac dany warunek, ze e : f — m : k.
15

Geometrja elementarna.
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MIEJSCA GEOMETRYCZNE.

55. Z punktu A na okregu (0)A prowadzimy wszelkie mozliwe cigciwy i na
ich przedtuzeniu odktadamy odcinki 3 razy wigksze od tych cigciw. Jakie jest
miejsce geometryczne koncéw tych odcinkdéw?

55a. Z punktu M, nie lezacego na okregu (0)A prowadzimy do tego
okregu wszelkie mozliwe odcinki MAIf MAZ2.. i na kazdym z nich (lub na
przedtuzeniu kazdego z nich) odktadamy odcinki MBx = nMAx, MB® — nMA~...,
gdzie n jest pewna stalg liczba. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw B ?

56. W tréjkacie ¢A ABC bok a jest nieruchomy, wierzchotek zas A po-
suwa sie tak, ze kat A pozostaje statej wielkosci; co kresli Srodek ciezkosci
tréjkata?

57. W trojkacie A ABC bok a jest nieruchomy, $rodkowa za$ sb obraca .
sie dokota B, zachowujac statg wielko$¢. Co kresli wierzchotek A? Co kresli
$rodek ciezkosci tréjkata?

58. W trojkacie prostokgtnym A ABCy w ktérym kat <>£(7=$, na przedtu-
zeniu przyprostokatnej a odktadamy CD = a i punkt D tgczymy ze $rodkiem O
kola, opisanego na trdjkgcie A ABC. Niech proste AC, DO przecinaja si¢
w punkcie K Co kresli punkt K, gdy wierzchotek C kata prostego pésuwa sie
po okregu kota opisanego, przeciwprostokagtna za$ pozostaje nieruchoma?
[Wskazowka: potaczy¢é A z D; czem jest punkt K w tréojkacie A ABP?].

59. W tréjkacie A ABC bok AB jest nieruchomy, jak réwniez spodek C'
wysokosci, poprowadzonej do tego boku. Jakie jest miejsce geometryczne wierz-
chotka C? Jakie jest miejsce $rodka ciezkosSci trojkagta?

60. Dane jest koto i w niem nieruchma cieciwa AB. Przez A prowadzimy
cieciwe ruchoma AC i budujemy réwnolegtobok ABXC. Jakie jest miejsce geo-
metryczne $rodka E tego rownolegtoboku ? Jakie miejsce geometryczne wierz-
chotka X?

61. Dany jest odcinek AB, ktérego konce lezag na ramionach kata

MON Na odcinku tym obieramy punkt C taki, ze AC : CB — m : k, gdzie
m, k sg to dwa dane state odcinki. Co kreéli punkt C, gdy prosta AB przesu-
wamy réwnolegle?

62. Jakie jest miejsce $rodkéw wszystkich prostokatéw, wpisanych w dany
tréjkat A ABC tak, ze dwa wierzchotki kazdego z nich lezg na boku a?
[Wskazéwka: jezeli A' jest Srodkiem boku a, At za$ spodkiem wysokosci,
woéwczas stosujemy poprzednie zadanie do kata -3c/E4'i4,].

63. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw, ktérych odlegtosci od ra-
mion danego kata sg proporcjonalne do danych odcinkéw m, k?

64. Na odcinku AB, jako na $rednicy, kreslimy koto, punkt M okregu
taczymy z punktem A, ze $rodka kota prowadzimy prostopadta OK do cieciwy AM,
wreszcie tagczymy M ze Srodkiem O' promienia OA. Niech proste OK, O prze-
cinaja sie w punkcie X Co kresli punkt X, gdy punkt M porusza si¢ po okregu?

65. Na prostej mamy dane trzy punkty A, B, C. Przez A i B prowa-
dzimy kota, z punktu za$ C kreSlimy styczne. Jakie jest miejsce geometryczne
punktu stycznosci.
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ZASTOSOWANIA PRAKTYCZNE.

66. Zbudowaé réwnolegtobok przegubowy OAEB\ umocowaé w nim dws
prety AD i B'C tak, by konce ich byly przytwierdzone na zawiasach do bokéw
réwnolegtoboku i zeby punkt K> w ktérym te prety dotykajg sie ($lizgajac sie

Rys. 226.

po sobie), przypadt na przekatnej OE réwnolegtoboku. Unieruchomiwszy bok OBa
poruszajmy réwnolegtobok w jednej ptaszczyznie. Zaobserwowaé, czy potozenie
punktéw O, K> E, wzgledem siebie zmienia sie. Uzasadni¢ rozumowo dokonane

spostrzezenie. Czy mozna zastosowac ten przyrzad (i w jaki spos6b) do kopjo-
wania figur w skali zwigkszonej lub zmniejszonej ?

67. Rysunek 227 wyobraza przyrzad zwany pantografem. Przyrzac
ten byt dawniej powszechnie uzywany do zwiekszania lub zmniejszania rysunkoéw,
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a i dzi$ jeszcze znajduje zastosowanie. Czy zasada tego przyrzadu ma co$-
wspoélnego z poprzedniem zadaniem ? Objasni¢ dziatanie przyrzadu.
68. Dwa réwnolegtoboki o réwnych katach sg sobie réwnowazne; czy po

zostajg one réwnowaznemi, jezeli zmieniamy ich ksztakt, tak jednak, zeby boki
ich byly state, a katy pozo-
stawaty réwne sobie? Czy
ma to jaki$ zwiazek z za-
daniem 66?

69.

zapomocya stolika, postepu-
jemy w nastepujacy spo-
s6b: ustawiamy stolik po-,
ziomo; z punktu A na sto-
liku kre$limy proste do

wierzchotkow figury, kté-

rej plan chcemy otrzymac p

przenosimy stolik do stano-

wiska Il i ustawiamy po-

ziomo tak, by A, A\ B le-

Rys. 228. zaly na jednej prostej. Niech

A' bedzie nowem potoze-

niem punktu A. Z B kreélimy proste, prowadzace do wierzchotkéw figury, kto-

rej plan zdejmujemy. Punkty przeciecia sie odpowiednich prostych obu pekéw
wyznaczajag nam zadany plan figury.

1) Uzasadni¢ to postgpowanie. 2) W jakiej skali wykreslimy plan? 3) Czy

mozna obra¢ punkty A i B nie zewnatrz danej figury (jak na rys. 228), lecz.

wewnatrz niej?

ROZDZIAL Il

0 podobienstwie.

§ 254. Wyobrazmy sobie, iz majac dane na plaszczyznie
dwie figury jednokiadne F i F\ jedna z nich przesuneliSmy lub
obrécilisSmy. Figury przestaty by¢ jednoktadnemi, mianowicie nie
maja juz jednej z charakterystycznych cech jednoktadnosci: nie
posiadajg punktu, w ktéorym schodzityby sie proste, taczace od-
powiednie punkty tych figur. Natomiast inne witasnosci, zwigzane
z wielkoscig i ksztattem figur, nie zas z ich potozeniem, nie mogty
ulec zmianie.

Wiemy np., iz dwa tréjkaty jednokladne majg boki odpo-
wiednio réwnolegte, katy odpowiednio réwne, a précz tego boki
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ich sg do siebie proporcjonalne. Po przemieszczeniu jednego troj-
kata muszg one utraci¢ pierwszg wlasnos$¢, lecz zachowaé druga
i trzecia. Dwa takie trojkaty nazywamy podobnemi. Mamy tedy
nastepujace okreslenie.

Okreslenie* Dwa tréjkaty (lub wielokaty) sa podobne, jezeli
odpowiadajgce sobie boki tych trojkatow (lub wielokatéw) sa pro-
porcjonalne, katy za$ zawarte miedzy odpowiedniemi bokami,
réwnajg sie sobie.

Symbolem podobienstwa niech bedzie znak oo. Chcac tedy
wyrazi¢, iz trojkaty A ABC, /\A'B'C7 sa do siebie podobne,
piszemy : A ABC o> AB'C".

§255. W mysl tego okreslenia, jezeli dwa trojkaty /N\ABCy
A A'B'C' sa do siebie podobne, woéwczas mamy jednoczesnie

<NMA = M"AN <E£E£=<EE, C = <£C',
s a b c
oraz at ~5t Ct

Nie wszystkie te warunki sg od siebie niezalezne. Innemi
stowami: jezeli niektére z tych warunkéw sag spetnione, woéwczas
pociggaja one za sobg istnienie pozostatych warunkéw, a wiec
i podobienstwo trojkatéw*). To prowadzi do ustalenia t. zw. cech
podobienstwa tréjkatow.

§ 256* Twierdzenia (trzy cechy podobienstwa trojkatéw).
Dwa trijkaty sg do siebie podobne, jezeli

1- o albo maja po dwa katy odpowiednio réwne,

2- o albo majg pojednym rownym kacie, boki zas, zawier
jace ten katy tworza proporcje,

3- o albo maja wszystkie boki proporcjonalne.

W celu dowiedzenia tych trzech twierdzen mozemy zasto-
sowaé pewng jednostajng metode. Jezeli mianowicie chcemy wy-
kaza¢, ze trojkaty Ti, T2 sg do siebie podobne, woéwczas wystarczy
zbudowaé tréjkat T8 = T2 tak, by nowy tréjkat T3 byt jedno-
ktadny z trdjkatem Ti.

*) Mamy tu zjawisko zupetnie analogiczne do tego, ktére dostrzeglismy
przy réwnosci trojkatow: z szesciu warunkéw, okreslajacych réwnos¢ tréjkatow,
trzy, odpowiednio dobrane, wystarczaja do wyznaczenia tej réwnosci (poréwn.
str. 27, § 40).
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I. Niech bedg dane dwa tréjkaty A ABC, A A'B'C' (rys.
229), w ktoérych
<£4 = ~ZA\ *$zB="zB'.

Odktadamy na bokuc

odcinek

BA" = B'A’
i przez punkt A" kreslimy
rownolegta do AC.

W ten sposéb otrzy-
mujemy tréjkat A A"BC"
jednoktadny z tréjkatem

A ABC (dlaczego?). Otéz powiadam, ze
* A BA"C"= A B'AC\
Jakoz mamy BA "= B'A\ ZB ~ MzB4& A" = ~"ZA.
Z réwnosci tych tréjkatow wynika, ze
NNABCCco&A'B'C".
Il. Majac dane dwa trojkaty A ABCy A A'B‘C', w ktérych

B = <£5 oraz N ,
a c

powtarzamy te samg konstrukcje, co w przypadku pierwszym
i otrzymujemy znéw dwa tréjkaty jednoktadne A ABC, /\A"BC'\
Pozostaje do dowiedzenia, ze
A A“BCn.ca A&C.
Przedewszystkiem wiemy, ze MZB = ~zB\ BA4= 5'/t'= c\
Dalej, z jednoktadnosci tréjkatow wynika proporcja

Cc _ a
a?7l ~ ~BCTI
Cc a
czy 1 ~ ¢ [ ]

Poniewaz moze istnie¢ tylko jeden odcinek czwarty pro-
porcjonalny do trzech danych odcinkéw i, wediug warunkéw
twierdzenia, tym czwartym proporcjonalnym jest bok a' tréjkata
A A'B*C\ zatem musi by¢

ad= BC",
czyli A A"&C"= A AB>C\
Stad wynika, ze &ABC co AABC1
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Il. Zatézmy teraz, ze mamy dane dwa tréjkaty A ABC,
A A'B‘C'y spetniajace warunek, ze
a b c
a b* ¢
Powiadam, ze i w tym wypadku trojkaty sa do siebie podobne.
Powtarzam te samg konstrukcje, co w dwdch przypadkach
poprzednich; znéw otrzymuje dwa trdjkaty A ABC, A A*BCH
i znébw postaram sie dowiesé, ze
A"BC" 1= A ABC.
Ot6z z konstrukcji mamy réwniez
BA"= BA = c.
Z jednoktadnosci tréjkatéw wynika proporcja

c b
"BATl 7 ANCT’
czyli AC - A/\BC7’

Poniewaz istnieje tylko jeden odcinek czwarty proporcjo-
nalny do trzech danych c, ¢', 6 — i tym odcinkiem jest, wedtug
warunkow twierdzenia, bok b' trojkgta danego A ABC™*, zatem
musi by¢

A"C" = A'C' = 6-

W taki sam spos6b uczen dowiedzie, iz

BC"= BC'= a.

Trojkaty A A"BC", \A*B*Ci rownajg sie sobie, gdyz trzy
boki jednego réwnajag sie trzem bokom drugiego. Stad i z jedno-
ktadnosci tréjkatow A ABC, A AiBC,i wynika, ze istotnie

(tABCCco&A'B'C".

¢wiczenia XXXIX. 1. lle warunkéw wystarcza do wyznaczenia dwoéch
trojkatéw podobnych?

2. Trojkaty prostokatne sa podobne: 1) jezeli maja po réownym kacie
ostrym; 2) jezeli przyprostokatne ich tworza proporcjg; 3) jezeli przeciwprosto-
katne wraz z jedng parg przyprostokatnych tworzg proporcja.

3. Trojkaty réwnoramienne sg podobne, jezeli ich katy, przeciwlegte pod-
stawom, sg sobie réwne.

4. W tréjkacie ~ ABC wykresli¢ wysokosci, znalezé podobne tréjkaty
prostokatne i wykaza¢, ze boki tréjkata sa odwrotnie proporcjonalne do od-
powiednich wysokosci.



232 O figurach jednoktadnych i podobnych.

5. Zbudowa¢ tréjkat A ABC, majac dane trzy jego wysokosci.

6. W podobnych tréjkatach boki sa proporcjonalne do wysokosci, ktére
zostaty poprowadzone do tych bokéw.

7. Dwa tréjkaty sa podobne, jezeli majg po réwnym kacie, wysokosci zas,
poprowadzone do bokéw, miedzy ktéremi zawierajg sie te réwne katy, tworza
proporcje.

8. Trojkaty A ABC. A A'B'C' sa do siebie podobne, jezeli mamy

fB= $B oraz R : R"= a:a\
gdzie R i R" oznaczaja promienie kot, opisanych na tréjkatach.
8. Tréojkaty A ABC, /;A'B'C' sg do siebie podobne, jezeli mamy

10. Jezeli na tréjkacie A ABC opisaliSmy koto, przez C poprowadzilism
styczng, przez B za$ rownoleglta do tej stycznej i jezeli ta réwnolegta przecina
w punkcie X prosta AC, wéwczas musi by¢

BX BC
AB ~ AC

11. W tréjkacie 4 ABC mamy c= 56cm. Na bokach b, a obieramy
punkty D, E tak, zeby bylo AD — £DC, BE — \EC. Obliczy¢ dtugos¢ od-
cinka DE.

12. Tréjkat /\ABC przecieto prosta DEI/AB, tak iz powstah\trapez
ADEB, w ktéorym AD = 3cm, DE —8cm, EB = 5cm, BA = 12cm. Obliczy¢
boki tréjkagta A ABC.

13. Podstawy trapezu maja: jedna 6 cm, druga 11 cm, przekatne za$ maja
5cm i 14 cm diugosci. Obliczyé odcinki, na ktére punkt przeciecia si¢ prze-
katnych dzieli kazda z nich.

14. Podstawy trapezu majg 9 i 27 cm; w jakim stosunku dzielg si¢ prze-
kotne trapezu?

15. Podstawy BC i AD trapezu réwnaja sie odpowiednio 15cm i 30 cm;
przez punkt E przecigcia sie przekatnych prowadzimy odcinek FG, réwnolegty
do podstaw. Obliczy¢ dtugo$¢ odcinka FG i zbadaé¢ w jaki sposéb punkt E
dzieli ten odcinek.

16. Promieniami, réwnajacemi sie 4cm i 6 cm zakre$lono dwa kota ze-
wnetrznie do siebie styczne, poczem przeprowadzono dwie ich spélne styczne,
ktére przecinajg sie w punkcie /. Obliczy¢ odlegto$¢ punktu / od $rodkéw obu kot

17. Jezeli dwa tréjkaty o réwnych wysokosciach zostaty zbudowane na
wspolnej podstawie po jednej stronie tej podstawy i jezeli przecieliSmy je do-
wolng prosta, réwnolegta do podstawy, wowczas odcinki tej réwnolegtej, zawarte
wewnatrz kazdego tréjkata, sg sobie réwne.

18. Podstawy trapezu majg 40 cm i 10cm, jedna za$ z przekatnych dzieli
trapez na dwa podobne do siebie trojkaty. Obliczy¢ dtugos¢ tej przekatnej.

19. Podstawy BC i DA trapezu majg 5cm i 11 cm diugosci; bok AB



O podobienistwie. 233

zostat podzielony na trzy réwne czesSci i przez punkty podziatu poprowadzono
réwnolegte do podstaw az do przeciecia sie z bokiem CD. Obliczy¢ dtugosé
tych réwnolegtych.

20. W trapezie odcinek, taczacy s$rodki dwéch nieréwnolegtych bokéw* =
18 cm; przekatne jego dzielg sie w stosunku 4:5; obliczy¢ dtugos¢ obu pod-
staw trapezu.

21. Promienie dwoch ko6t réwnajg sie odpowiednio 6cm i 10cm; od-
legtos¢ ich $rodkéw réwna sie 72 cm. Na jakie czeSci dzieli te odlegtos¢
$rodek jednoktadnosci wewngtrzny tych ko64?

22. Promienie dwéch két réwnajg sie odpowiednio 6cm i 10cm; od-
legto$¢ ich $rodkéw réwna sie 20 cm. Obliczy¢é odlegto$¢ miedzy Srodkiem
jednoktadnosci wewnetrznym i Srodkiem jednoktadnosci zewngtrznym.

23. Dane sg dwa kota zewnetrznie do siebie styczne. Odlegto$¢ ich
srodkéw = 48 cm; sieczna, poprowadzona przez ich punkt stycznosci, wyznacza
w tych kotach cieciwy diugoséci 10 cm i 14 cm. Obliczy¢ promienie obu koét.

24. Boki réwnolegtoboku réwnajg sie 25 cm i 40 cm; odlegto$¢ pomiedzy
bokami mniejszemi = 16 cm; obliczy¢ odlegto$s¢ miedzy bokami wigkszemi.

25. W trojkacie A ABC kreSlimy DE jjAB. Obliczy¢ diugos¢ odcinka
DE, jezeli wiemy, iz ¢= 15cm, hc = 10cm i ze odlegto$¢ miedzy prostemi
DE i AB wynosi 3cm.

26. Jak nalezatoby wykresti¢ odcinek DE w zadaniu poprzedniem, gdyby
dtugos¢ jego miata by¢ 2 razy wieksza od diugosci boku AB?

27. W trojkacie A ABC odkiadamy na boku b odcinekA D = m, poczem
taczymy D z takim punktem K na boku AB, iz ADK = ABC. Obliczy¢
odcinki AK i KD, kladac a= 16cm, 6 = 19cm, c = 30em.

28. Czy w zadaniu poprzedniem moze sie zdarzy¢, zeby punkt K upadt
na B? Czy moze zdarzy¢ sie, zeby K upadt na przedtuzenie boku AB? [Wska-
z6éwka: przy badaniu zakladamy, iz bok b jest niezmienny, natomiast odcinek
m, jak réwniez kat =€ B, moga zmienia¢ sie. Zbada¢ zadanie przy trzech zato-
zeniach: 1) ze kat ®E B jest prosty; 2) ze jest ostry; 3) ze jest rozwarty].

29. W tréjkat A ABC, w ktérym a= 40 cm, ha— 28 cm, wpisano kwa-
drat, ktoérego jeden bok lezy na BC. Obliczy¢ bok kwadratu.

30. W poprzedniem zadaniu zamiast kwadratu wzieto prostokat o bo-
kach x, y takich, iz x :y = 1 : 4; obliczy¢ dtugo$¢ odcinkéw x, y.

31. W trojkat réwnoramienny A ABC, w ktéorym a= b, wpisujemy koto-
Dotyka ono bokéw a, b odpowiednio w punktach Alf Bt. 1) Obliczy¢ dtugosé¢
odcinka AiBI, kladac ¢ = 10cm, a= 16cm. 2) Czy da sie pomysle¢ taki troj-
kat réwnoramienny, zeby byto AiBl1— ¥"AB?

32. W zadaniu poprzedniem kiadziemy c = 18 cm; jak wielkie muszg by¢

. ) AiBI 3
boki a, b, zeb% byto _ATB_: 4 ?

33. W tréjkacie rébwnoramiennym A ABC, w ktérym a— b, mamy dang
wysokos$¢é hc = 16 cm oraz wiemy, ze zachodzi proporcja a : ¢ = 5:4. Obliczy¢
promienn kota wpisanego.



234 O figurach jednoktadnych i podobnych.
ROZDZIAL V.

0 podziale harmonicznym odcinka.

§ 257~ Zadanie. Dany odcinek AB podzieli¢ proporcjonalnie
do dwu danych odcinkéw m, k.

Przez punkty A, B prowadzimy dwie dowolne réwnolegte,
na jednej z nich odktadamy odcinek
AM=m, na drugiej odcinek BK=Kk,
poczem #gczymy M z K. Prosta MK
przecina odcinek AB w zadanym
punkcie C, gdyz mamy
AC : CB=m : K . (D).

Zwroémy jednak uwage na to,
ze na drugiej réwnolegtej moglismy
rownie dobrze odtozy¢ odcinek

BK'= k, tgczac zas M i K\ otrzymaliby$my na przedtuzeniu odcinka
AB punkt C', czyniacy zado$¢ warunkom zadania, gdyz mamy
AC' :BC'=m: Kk ..ceeenen. (2).

Zadanie tedy posiada niewatpli-
wie dwa rozwigzania. Dowiedziemy
teraz, iz nie moze ono mieé¢ wiek-
szej liczby rozwigzan. W tym celu
wystarczy wykaza¢, ze potozenie
punktu C nie zalezy od kierunku,
w ktorym prowadziliSmy rownolegte
z punktéw A i B.

Jakoz wykresimy w dowolnym Kkierunku odcinek AL = m,
potaczmy L z C i wyznaczmy punkt /, w ktérym prosta LC prze-
cina rownolegta do AL, poprowadzong z punktu B.

Na mocy § 248 mamy

AC : CB = m : BI,
punkt za$ C, znaleziony w poprzedniej kontrukcji, czyni zado$¢
proporcji (1), zatem musi by¢
Bl= k
§ 25870 punktach C i C' powiadamy, iz oba one dzielg
odcinek AB proporcjonalnie do odcinkéw m, k, przyczem punkt
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C dzieli odcinek AB wewnetrznie, punkt C4 za$ dzieli ten sam
odcinek zewnetrznie.

Mowimy roéwniez, ze punkty C i1 C' dzielg odcinek AB
harmonicznie. Dwie pary punktéw A, B oraz C, C' nazywamy
harmonicznie z soba sprzezonemi.

Mamy tedy nastepujace

§ 259. Okres$lenie. Dwie pary punktéw A, B oraz C, C'
nazywamy harmonicznie z sobg sprzezonemi, jezeli punkty C, C*
dzielg odcinek AB {wewnetrznie i zewnetrznie) proporcjonalnie do
dwu danych, zreszta dowolnych odcinkoéw. *

Z proporcji (1) i (2) w § 257 wynika, iz zwigzek harmo-
niczny miedzy czterema punktami wyraza sie proporcjg

AC : CB= AC' : B C " (3).

Uwaga. W celu zaznaczenia, iz dwie pary punktow A, B
oraz C, C' sg harmonicznie z sobg sprzezone, bedziemy nieraz
postugiwali sie symbolem (AB, CC') Symbol ten jest wiec réwno-
znaczny z proporcja (3).

8 260. Wniosek. Jezeli punkty C, C' dziela harmonicznie
odcinek AB, wowczas i nawzajem: punkty AB dzielg harmo-
nicznie odcinek CC'.

Istotnie, przestawiajac wyrazy w proporcji (3), mamy

CB : BC'= AC : ACY;
innemi stowami, ze zwiazku (AB, CC*) wynika zwigzek (CC', AB).

§ 261. W =zadaniu, rozwigzanem w § 257, zakladalismy, iz
dane odcinki m, k sa stale. Przypusémy teraz, ze odcinki te sg
zmienne i zbadajmy, w jaki sposob zmienia sie przytem potozenie
punktow C, C' na prostej.

1- 0 Zatézmy najpierw, ze m > i i przypusémy, iz odcinek
maleje, odcinek za$ m nie zmienia sie, albo tez wzrasta. Z kon-
strukcji, zaréwno jak z rozwazania proporcji (1) wynika, ze wéw-
czas punkty C i C" zblizajg sie jednoczesnie i nieograniczenie do
punktu B*). Nie moga one zla¢ sie z tym ponktem, dopdki od-
cinek k nie zniknie, — czyli jak mdéwia, nie stanie sie réwny zeru.

2- o Jezeli przeciwnie, odcinek k rosnie lub m maleje, tal
iz réznica miedzy niemi staje sie coraz mniejsza, wowczas punkt C

*) Uczen wykona sam szereg rysunkéw, wykazujgsych zmienno$¢ poto-
zenia punktéw C i C'.
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zbliza sie do $rodka odcinka AB, punkt C' za$s oddala sie coraz
bardziej w prawo od B.

3- o W chwili, gdy m = k, punkt C staje sie Srodkiem o
cinka, punkt C*za$ przestaje istnie¢, gdyz prosta M Kr (rys. 230)
staje sie réwnolegta do AB.

4- 0 Jezeli przy dalszem wzrastaniu odcinka k lub zmni
szaniu sie odcinka m mamy m < k, wéwczas punkt C stopniowo
zbliza sie do A, punkt C' za$ ukazuje sie po lewej stronie punktu
A i rowniez zbliza sie stopniowo do tego punktu.

Jak i w przypadku pierwszym, punkty C, C' nie moga zla¢
sie z punktem A, chyba ze odcinek m stanie sie réwny zeru.

8§ 262. Z powyzszego badania widzimy, ze jakiekolwiek
bytyby dwa dane odcinki m, k, istniejg zawsze na prostej AB
dwa i tylko dwa rézne punkty C, C', dzielace odcinek AB pro-
porcjonalnie do danych dwu odcinkéw m, k. Innemi stowami,
jezeli mamy dany odcinek AB, woéwczas kazdym dwu danym od-
cinkom m, k odpowiada para punktdéw, harmonicznie sprzezona
z punktami A, B.

Wyijatek stanowi ten przypadek, gdy m= k (przypadek 3-o0
w powyzszem badaniu): mamy wowczas jeden tylko punkt C,
ktéry jest Srodkiem odcinka AB.

Umowa. Poniewaz matematyka unika wyjatkéw i dazy do
takiego formutowania praw, by zaznaczanie wyjatkéw nie byto
potrzebne, powiadamy wiec, ze i w tym przypadku istnieje punkt
C' i nazywamy go punktem niewtasciwym prostej AB.

Czytelnikowi umowa ta wyda sie niewatpliwie dziwaczna,
zobaczymy jednak wkrotce, iz jest ona niezmiernie cenna¥*).

§ 263. Jezeli chcemy, zeby punkt niewtasciwy spetniat te
same pewniki, co i punkt wiasciwy, a w szczegdlnosci pewnik la,
wowczas musimy zatozy¢, ze na prostej istnieje jeden tylko punkt
niewtasciwy; punkt ten musimy konsekwentnie uwazaé¢ za spoiny
wszystkim prostym, réwnolegtym do danej.

*) Gdy badamy liczby bezwzgledne, symbol a — b ma dla nas sens tylko
wowczas, gdy a> b; jesli chcemy unikngé¢ wyjatkéw przy odejmowaniu, musimy
wprowadzi¢ umowe, na mocy ktérej nawet przy a< b symbolowi powyzszemu
nadajemy pewien sens. W ten sposoéb wprowadzamy do nauki liczby ujemne.
Umowa ta jest réwnie dziwaczna, jak wprowadzenie punktu niewtasciwego ; do-
piero pézniejsze doswiadczenie wykazuje, ze pojecie liczby ujemnej jest istotnie
praktyczne i ptodne.
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W ten spos6b bedziemy mogli powiedzie¢, ze kazde dwie
proste, lezgace w jednej ptaszczyznie, majag spoiny
punkt: ten punkt jest wtasciwy, jezeli proste prze-
cinajg sie, lub niewtasciwy, jezeli proste sa do
siebie rownolegte.

Chcac pozosta¢ w zgodzie z pewnikiem la, musimy za-
tozyé, iz dwie proste, przecinajgce sie, nie mogg mied
sp6lnego punktu niewtasciwego, gdyz musiatyby miec
dwa punkty spoélne: jeden wiasciwy (punkt przeciecia sie) drugi
niewlasciwy.

Jesli chcemy zaznaczyé, ze X jest punktem niewtasciwym,
piszemy Xec.

Poniewaz kazda prosta posiada, zgodnie z naszg- umowa,
jeden i tylko jeden punkt niewtasciwy, zatem prosta, tgczgca dwa
punkty niewtasciwe, nie moze przechodzi¢ przez zaden punkt
wiasciwy. Sklada sie ona wylacznie z punktéw niewtasciwych
i nazywa sie prosta niewtasciwg.

Jezeli chcemy zachowa¢ bez zmiany prawde, ze dwie proste
moga przecina¢ sie tylko w jednym punkcie, wowczas musimy
zatozy¢, ze na ptaszczyznie istnieje tylko jedna prosta
niewtasciwa.

Jak widzimy, przy wprowadzeniu t. zw. elementéw niewtasciwych, czyli
punktéw i prostych niewlasciwych, pewniki grupy | i Il pozostajg bez zmiany;
pewnik IV nalezatoby wystowi¢ tak: dwie proste, ktére tworza z poprzeczng
katy naprzemianlegte wewnetrzne nieréwne, przecinajg sie w punkcie wtasci-
wym. Okres$lenie réwnolegtych (8 72) brzmiatoby: dwie proste, lezace w pta-
szczyznie i nie przecinajgce sie w punkcie wlasciwym, nazywamy réwnolegtemi.
Dwie réwnolegte przecinajg sie w punkcie niewlasciwym. — Reszta teorji,
a w szczegblnosci dowody twierdzen §§ 73—83, nie wymagataby zadnych zmian,
précz dodania przymiotnika: ,witasciwy“, tam, gdzie mowa o punktach.

§ 264. Okreslenie. Jezeli dowolny punkt O ptaszczyzny,
nie lezgcy na prostej m, patgczymy z czworka harmoniczng
punktéw (AB, CD), lezacych na tej prostej, otrzymamy cztery
proste, o ktérych powiadamy, ze tworza pek harmoniczny.

Proste OA, OB nazywamy harmonicznie sprzezonemi z pro-
stemi OC, OD.

Pek taki oznaczamy symbolem O (AB, CD).

W szkzegdlnosci, gdyby punkt C byt $Srodkiem odcinka AB,
wowczas sprzezony z nim punkt bytby punktem niewlasciwym D&,
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prosta zaS OD» bylaby réwnolegta do prostej AB. Pek ten wy-
padtoby oznaczy¢ symbolem O (AB, CD»).

Rzecz jasna, ze jezeli mamy pek O (AB, CD), wéwczas jedna
z potprostych OC, OD lezy wewnatrz kata AOB, druga zas
zewnatrz.

Uwaga. Poniewaz prostym roéwnolegtym przypisujemy spoiny
punkt niewlasciwy, mozemy tedy uwazaé, ze wszystkie proste,
do siebie réwnolegte, tworza pek, ktérego wierz-
chotkiem jest 6w spoiny punkt niewtasciwy.

W szczego6lnosSci, jezeli przez cztery punkty har-
moniczne (AB, CD) poprowadzimy cztery dowolne
rownolegte, otrzymamy pek harmoniczny Xoo(AB, CD),
gdzie Xoo jest symbolem punktu niewtasciwego, spolnego czterem
wykre$lonym przez nas réwnolegtym.

Cwiczenia XL. 1. Wykazaé, iz twierdzenie § 248 oraz okreslenie | w § 237
dadza sie uja¢ w posta¢ jednego twierdzenia, jezeli wprowadzimy pojecie punktu
niewtasciwego i réwnolegte uwaza¢ bedziemy jako proste jednego peku.

2. Dany jest odcinek AB i na nim punkt C; zbudowaé¢ punkt czwarty
harmoniczny, opierajac sie na § 257.

2a. To samo zadanie, jezeli punkt C jest dany na przedtuzeniu odcinka AB.

3. Na mocy tego samego § 257 zbudowa¢ pek harmoniczny, majac dany
wierzchotek peku O i trzy potproste OA, OB, OC, nalezace do tego peku.

4. Wykazaé, ze dwa boki a, b tréjkata, Srodkowa sc i prosta, poprowa-
dzona przez wierzchotek C réwnolegle do boku c, tworzg pek harmoniczny.

5. Znalez¢ prosta czwartg harmoniczng do dwéch bokéw a, d réwno-
legtoboku i do przekatnej e.

6. Rozwigza¢ zadanie 3-cie, opierajac sie na zadaniu 5-em.

7. Zbudowaé¢ pek harmoniczny O (AB, CD) tak, zeby byto:

1) *AOB= *COD = z
2) AOB = §, COD = o gdzie « jest danym katem, zreszta
dowolnym.

8. Wykaza¢, ze $rodki jednoktadnosci J, J' dwu danych két (O)r, (0")r’
dzielg harmonicznie odcinek OO'.

8a. Opierajac sie na zadaniu 8-em, 1) podzieli¢ dany odcinek AB pro-
porcjonalnie do dwu danych odcinkéw m, k; 2) zbudowaé¢ punkt czwarty har-
moniczny do trzech danych.

8b. Odcinek WWa, tgczacy $rodek kota, wpisanego w tréjkat /\ABC, ze
$rodkiem kota zawpisanego, lezacego w kacie A, jest podzielony harmonicznie
przez wierzchotek A i przez punkt przeciecia sie prostej WWa z bokiem a.

8c. W tym samym tréjkacie rozwazamy dwa kota zawpisane, lezace
w katach A i % B; znalez¢ punkt czwarty harmoniczny wzgledem punktow

~Dd C.
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9. Jezeli mamy czwoérke kormoniczng punktéw (AB, CD), przyczem O
jest érodkiem odcinka AB, woéwczas |AO |= | OC; OD
[Wskazéwka: z proporcji, cechujgcej podziat harmoniczny, otrzymac proporcje
(AO+ OC) : (A0 - OC) = (AO + OD) : (OD - AO)].

10. Opierajac sie na zadaniu 9-em, podaé¢ nowe rozwigzanie zadania 2-go.

11. Jezeli mamy czwoérke punktéw harmoniczng (AB, CD), woéwczas koto,
majace za Srednice odcinek AB, przecina pod katem prostym kazde koto, prze-
chodzace przez punkty C i D¥*).

12. Jezeli dwa kota przecinaja si¢ pod katem prostym, to ich $rednice,
potozone na linji $rodkéw, dzielg jedna druga harmonicznie.

§ 265. Twierdzenie. Dwusieczna wewnetrzna i zewnetrzna,
poprowadzone z jednego wierzchotka trojkata, dzielg przeciwlegly
jego bok harmonicznie, a mianowicie dzielg go wewnetrznie i ze-

wnetrznie na odcinki, proporcjonolne
do dwu drugich bokéw trojkata.
. Niech bedzie dany trojkat
A ABC i w nim dwusieczna we-
wnetrzna BD. Mamy dowies$é, iz
AD : DC= AB : BC............. (D).
W tym celu z C prowadzimy
prosta CE, réwnolegtg do dwu-
siecznej, tak, iz mamy
AD : DC=AB : BE____ . (2.
Aby z proporcji (2) otrzymaé
proporcje (1), musimy wykaza¢, iz BE = BC czyli, ze trdjkat
A BEC jest réwnoramienny.
Tak jest istotnie, gdyz
<£4 = <il = <"2 = <~3 (dlaczego?).

Il. Jezeli w tym samym trojkacie BD' jest dwusieczng ze-

wnetrzng (rys. 233), wéwczas powiadam, ze musi by¢
AD' : CD'= AB : B C ..ccciiiiiieees (1.

Kreslimy, jak poprzednio, z wierzchotka C rdwnolegta do

dwusiecznej i otrzymujemy proporcje
AD' : CD'= AB : EB ... 2).

Pozostaje do wykazania, iz EB = BC czyli, ze tréjkat A EBC

jest réwnoramienny.

*) O dwdch kotach powiadamy, Zze przecinaja sie pod katem prostym
w punkcie X, jezeli styczne, poprowadzone w tym punkcie do obu koét, sg do
siebie prostopadte.
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Tak jest istotnie, gdyz

<f4 = <fl = <£2 = <£3.
Z proporcji (1) i (1" wynika, iz

AD : DC = AD' : CD".

Rys. 233.

8§ 266. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 265). Jezeli
prosta, poprowadzona z wierzchotka trojkata, dzieli przeciwlegly
bok proporcjonalnie do dwoch bokéw przylegltych, wowczas prosta
ta jest dwusieczng wewnetrzng lub zewnetrzng tréjkata.

Istotnie na odcinku i4C (rys. 232 i 233) istnieje tylko jeden
punkt wewnetrzny D, dzielagcy ten odcinek proporcjonalnie do
bokéw c, a, na przedtuzeniu za$ odcinka AC istnieje jeden tylko
punkt zewnetrzny D', dzielagcy go w taki sam spos6b. Punkty D
i D' sg spodkami dwusiecznych; jesli wiec prosta przechodzi
przez wierzchotek B i dzieli bok b proporcjonalnie do bokoéw a,
¢, to musi przechodzi¢ przez jeden z tych dwu punktéw, czyli
jest dwusieczng wewnetrzng BD lub zewnetrzng BD'.

8 267. Twierdzenie. Jezeli mamy dany oacinek AB ipunkty
C, Dy dzielace go wewnetrznie i zewnetrznie proporcjonalnie do
odcinkéw m, k, wowczas okrag kolay zakreslonego na Srednicy
CD, jest miejscem geometrycznem punktéw, ktorych odlegtosci od
A i B sg proporcjonalne do odcinkéw m i k. (Koto to nazywa
sie kotem Apolonjusza¥*).

*) Od imienia stynnego uczonego z Ill wieku przed Chr., ktéry przemieszkiwat
w Aleksandrji, a nastgpnie w Pergamie. Apolonjusz byt obok Euklidesa i Archi-
mcdesa najwiekszym matematykiem starozytnosci. Prace jego dotyczyty gldwnie
teorji t. zw. przecige¢ stozkowych, t.j. krzywych, ktére tworzg sie na powierzchni
stozka, przecietego plaszczyzng. Krzywe te sg to elipsa, parabola i hiperbola.
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. Najpierw ustalimy, ze wszystkie punkty, ktdrych
odlegtosci od A i B sa proporcjonalne do mikslezg
na kole Apolonjusza.

Istotnie, jezeli punkt L czyni zado$¢ powyzszemu warunkowi,
t. j. jezeli mamy poroporcje
AL : LB =m: k

woéwczas dwusieczne: wewnetrzna i zewnetrzna kata L muszg
przechodzi¢ przez punkty C, D}
dzielgce wewnetrznie i zewnetrz-
nie odcinek AB proporcjonalnie
do m i k Ale dwusieczne te sg
zawsze do siebie prostopadte
(d laczego?,) a wiec <£ CLD jest

prosty i punkt L lezy istotnie na AT c B b
kole, ktérego $rednicg jest od- Rys. 235.
cinek CD.

Il. Odwrotnie: jezeli L jest dowolnym punktem

na kole Apolonjusza, wéwczas musi by¢
AL : LB —mik.
Jakoz z punktu B poprowadzmy dwa odcinki: odcinek BE,
rownolegly do LD i odcinek BF, réwnoleglty do LC.
Mamy woéwczas dwie proporcje:
AL i EL = AD :BD (

oraz A: LF:AC:(&I* -
Poniewaz jednak mamy

zaréwno AD : BD = m : k

jak AC : CB

zatem proporcje (1) przybierajg posta¢ nastepujaca:
16

Geometrja elementarna.
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AL :EL=m: k j

AL LF = m K | oo, )"
Z tych proporcyj (2) widzimy, ze musi by¢
EL = L F oo, ),

gdyz istnieje tylko jeden odcinek, czwarty proporcjonalny do trzech
odcinkéw AL, m, k
Zwréémy teraz uwage na to, ze

<£ EBF = d,

a to z powodu, i¢ EB//ILD, FBI/LC i ze CLD = d.

Tak wiec tréjkat A BEF jest prostokgtny. Punkt L jest
w nim $rodkiem przeciwprostokgtnej [na mocy réwnosci (3)] czyli
Srodkiem kota opisanego. Stad wynika, ze LB jest promieniem
kota opisanego i ze mamy

LB = EL = LF.

Jezeli w proporcjach (2) zastgpimy odcinki EL, LF przez
L5, otrzymamy
JL LB — mik.

Cwiczenia XLI. 1. Odcinek AB podzieli¢ proporcjonalnie do dwu danych
odcinkéw m, k, opierajgc sie na twierdzeniu § 267.

*2. Czy twierdzenie § 265 pozostaje prawdziwe, jezeli w tréjkacie A ABC
(rys. 232) mamy BA = BC?

3. Dany jest kat prosty; zbudowaé¢ pek harmoniczny tak, by w skiad
jego wchodzity oba ramiona kata prostego.

4. Jezeli w tréjkgcie réwnoramiennym A ABC podzielimy podstawe c na
trzy réwne czesci i punkty podziatu potaczymy z przeciwlegtym wierzchotkiem C,
woéwczas w ten sposéb nie podzielimy kata na trzy réwne czesci.

5. W tréjkacie A ABC mamy dang sume bokéw a-j-» = 8 cm oraz od-
cinki, wyznaczone na boku c przez dwusieczng wewnetrzng kata C, miano-
wicie uQ= 2V4cm, ub— 334cm. Znalezé boki a, b tréjkata 1) zapomoca ra-
chunku; 2) zapomocag konstrukgcji.

6. W troéjkacie A ABC bok a— 8cm, b= 5cm; obliczy¢ dtugos¢ boku
¢, jezeli wiemy, ze réznica odcinkéw, na ktére dwusieczna wewnetrzna de dzieli
ten bok, réwna sie | x2cm.

7. Obliczy¢ odcinki, na ktére bok c¢ tréjkata A ABC zostat podzielony
przez obie dwusieczne, poprowadzone z wierzchotka C. Mamy dane a = 6 cm,
6= 9cm, ¢c — 12cm.

8. Obliczy¢ promien kota Apolonjusza, ktére w tréjkacie A ABC prze-
chodzi przez wierzchotek A, jezeli wiemy, ze a= 14cm, b= 7cm, ¢ = 18 cm.

9. W tréjkgcie A ABC mamy dane boki a—8cm, ¢ = 10cm, oraz wa-
runek, ze B C= 2 A. Dowie$¢, ze odcinek a jest $redni proporcjonalny
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miedzy bokiem c i odcinkiem ua, ktére dwusieczna dc wyznacza na tym boku.
Obliczy¢ diugos$¢ tej dwusiecznej oraz diugo$¢ boku b.

10. W trdjkacie A ABC prowadzimy dwusieczng wewnetrzng A A, poczem
kreslimy A'DIZ/AC, W jakim wypadku odcinki AD, DB moga réwnac si¢ sobie?

Kiedy mamy AD ~BD ? Kiedy mamy = g4?

10a. W poprzedniem zadaniu ktadziemy a—14cm, b= 18 cm, c=10cm.
Obliczy¢ dtugo$¢ odcinkéw A'D, AD, BD.

11. Jezeli dwie dwusieczne wewnetrzne réwnaja sie sobie, to troéjkat jest
réwnoramienny.

Zbudowac tréjkgt A ABC, majac dage dwa odcinki m, k, oraz
12. ¢, hc i warunek, zea : b= m:Kk,

13. ¢, sc , a:b=m:k
i&sc, C , a:b—m:k
15. ¢, &* , a:b—m:k
fir , a:b—m:k
17. ¢, dc ,a :: b—m: k.
18. C, &a ,a : b=m:k [Wskazéwka: zastosowaé me-

tode przeksztatcenia jednaktadnego. Patrz c¢wiczenia XXXVIII, str. 224].
19. c,ftc i warunek, ze a :sa= m: k.
20. ¢, hc N , a :sc—m: lc

21. Zbudowaé tréjkat prostokatny £+ABC («£C = §), majac dane OCk
arld ua, uh.

22. Na prostej dane sg trzy punkty A, B, C; jakie jest miejsce geome-
tryczne punktéw X takich, iz AXB = BXC?

23. Na prostej dane sa w porzadku wskazanym cztery punkty A, B, C,
D; znalez¢ punkt, z ktérego odcinki AB, BC, CD wida¢ pod réwnemi katami

24. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw, z ktérych dwa dane kota
(0)r, (0")r" wida¢ pod réwnemi katami? [Wskazowka: czy na linji Srodkéw
00" sg punkty, odpowiadajace warunkom zadania?].

25. Na danej prostej g znalez¢ punkt, z ktérego dwa dane kota widac
pod réwnemi katami.

26. Znalez¢ punkt, z ktérego trzy dane kota wida¢ pod réwnemi katami.

27. Zbudowaé tréjkat A ABC, majac dane uQ, ub, sQ.

W nastepnem zadaniu nalezy uwzgledni¢ witasnos$é, dowiedziong w C¢wi-
czeniu XL, 9, str. 239.

28. Na prostej dane sg trzy punkty A, B, C. Wyznaczy¢ na tej prostej
takie dwa punkty Xi9 X2, zeby C byt Srodkiem odcinka XtX2 i zeby sie utwo-
rzyta czwoérka harmoniczna (AB, XI1X2).

29. Dane sg dwa odcinki a, b; umiesci¢ pierwszy z nich na drugim w taki
spos6b, by korice tych odcinkéw utworzyty czwoérke punktéw harmoniczna.

16*-
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30. Danym promieniem r zakresli¢ koto tak, by przeszto ono przez dany
punkt A i podzielito harmonicznie dany odcinek BC.

31. Dana jest czwérka punktéw harmoniczna (AB, CD)\ zbndowa¢ kwadrat
o danym boku a tak, zeby dwie jego przekatne (lub ich przedtuzenia) przecho-
dzity przez A i B, proste za$, taczgce S$rodki przeciwlegtych bokéw kwadratu,
przechodzity przez C i D.

32. Dana jest czwdrka harmoniczna (AB, CD); zbudowa¢ taki romb,
by bok jego réwnat sie danemu odcinkowi m, kat réwnat sie danemu katowi

L i zeby przekatne przechodzity przez punkty A i B, proste za$, taczace
$rodki bokéw przeciwlegtych, przechodzity przez C i D.

8§ 268. Twierdzenie. Jezeli, majac pek prostych harmo-
niczny O (AB, CD), poprowadzimy réwnolegta do prostej OD,
wowczas sprzezona z nig prosta OC podzieli na potowy odcinek
tej rownoleglej, zawarty miedzy prostemi OA, OB.

Wystarczy dowies¢ twierdzenia w przypadku, gdy réwno-
legta przechodzi przez punkt C,
jesli bowiem K'L'/IKL (rys. 236)
oraz CK— CL woweczas (zadanie
25, str. 215) musi by¢ C'Kf= C'L.
Prowadzimy tedy przez punkt C
prostg réwnolegta do OD, na niej

0

odktadamy

CK = CL
i dowiedziemy, ze K lezy na pro-
stej OA.

Na mocy konstrukcji, po-
danej w § 257, prosta OK po-
winna wyznaczy¢ punkt czwarty

harmoniczny wzgledem trzech danych punktéw C, D, B. Ale
z § 252 wiemy, ze istnieje tylko jeden punkt, dzielgcy wraz
z punktem B odcinek CD harmonicznie, z warunkéw za$ twier-
dzenia wiemy, ze tym punktem jest A. Wobec tego prosta OK
musi przechodzié¢ przez A.

§ 269. Twierdzenie. Przecinajac pek harmoniczny dowolng
prosta, otrzymujemy czwoérke harmoniczng punktow.

Niech bedzie (AB, CD) czwdrka harmoniczna punktéw. ta-
czgc punkty te z dowolnym punktem O, otrzymujemy pek har-
moniczny O (AB, CD) Jedli teraz przetniemy nasz pek dowolng
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prosta m, powiadam, ze otrzymamy zndéw czworke harmoniczng
punktéw (AB', C'D").
Jakoz przez C' poprowadzmy prostg K'L'1/OD. Na mocy
poprzedniego twierdzenia musi
by¢ C'K' = C'L",
ale z konstrukgcji, podanej w § 257,
wynika, ze punkty A', B' dzielg
harmonicznie odcinek C'D\ mamy
wiec istotnie czwdrke harmoniczng
punktow (AB', C'D").

Whniosek. Jezeli trzy proste
wychodzg 2z jednego punktu,
wowczas istnieje jedna i tylko
iedna prosta, wychodzgca z tego
samego punktu i tworzgca z tan i trzema pek harmoniczny.

§ 270. Okreslenie. Czworobokiem zupelnym nazywamy fi-
gure, utworzona przez cztery proste, przecinajgce sie tak, ze zadne
trzy z posréd nich nie prze-
chodza przez jeden punkt.

Np. na rysunku 238 proste
AB, AC, DB, EC tworzg czwo-
robok zupeiny.

Czworobok zupetny po-
siada szes¢ wierzchotkéw (A,

B, C, D, E, F) i trzy przekatne
(AF; DE, CB).

Punkty przeciecia sie
dwéch przekgtnych nazywamy
punktami przekgtnemi czwo-
roboku.

§ 271. Twierdzenie. Kazde dwie przekatne czworoboku zu-
petnego dzielg harmonicznie trzecig przekatna.

Chcemy np. dowies¢, ze na przekatnej CB (rys. 239) tworzy
sie czwoérka harmoniczna (BC, GH). Na przedtuzeniu odcinka Bc
musi istnie¢ jeden i tylko jeden punkt X, dzielagcy wraz z punk-
tem G odcinek ten harmonicznie, czyli musi istnie¢ na prostej BC
czwérka harmoniczna punktéw (BC, GX).

Wyobrazmy sobie, ze punkty tej czworki potaczyliSmy
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z wierzchotkiem F czworoboku; otrzymujemy pek harmoniczny
F (BC, GA). Z twierdzenia § 269 wiemy, ze wystarczy przecigc
ten"pek dowolng prosta, aby otrzyma¢ nowg czworke harmoniczna.
Przetnijmy go tedy zapomoca przekatnej DE. Gdyby punkt A
nie lezat na przekatnej DE, a wiec nie zlewat sie z punktem h
(jak na rysunku 240), wowczas musielibysmy otrzymaé¢ czworke

harmoniczng (DE, JX'). +taczac punkty tej czwérki z wierzchot-
kiem A czworoboku, otrzymaliSmy pek harmoniczny A (DE. JX)y
a przecinajgc ten nowy pek zapomocg przekatnej BCy otrzymali-
bySmy na tej prostej czwdérke harmoniczng (BC, GA").

W ten sposoéb istniatyby na prostej BC dwa punkty XyA",
dzielace wraz z punktem G odcinek BC harmonicznie, co jest niedo-
rzeczne, gdyz przeczy badaniu, przeprowadzonemu w § 261—262.

Cwiczenia XLII. 1. Jezeli przez $rodek réwnolegtoboku wykreslimy réwno-
legte do jego bokéw, otrzymamy pek harmoniczny.

2. Jezeli w peku harmonicznym dwie sprzezone z sobg proste sg do sie-
bie prostopadie, wowczas sa one dwusiecznemi katéw, utworzonych przez dwie
drugie proste peku.

3. Jezeli w tréjkacie ABC poprowadzimy wysokosci AA\ BB\ CC'
i wykres$limy t. zw. trojkat spodkowy (\AIBIiC\ otrzymamy w kazdym wierz-
chotku nowego tréjkata pek harmoniczny.

3a. Na rysunku, odpowiadajacym poprzedniemu zadaniu, dowies¢, ze
wierzchotki tréjkata By C, spodek wysokoséci A/ i punkt Xy w ktérym prosta
BACi przecina bok BCf tworzg czwoérke punktéw harmoniczng.

3b. Na zasadzie poprzedniego zadania dowie$¢, ze trzy wysokosci troj-
kata przecinaja sie w jednym punkcie.

5. Wykazaé, ze trzy wierzchotki czworoboku zupetnego, lezace na jedny!
jego boku, oraz punkt przeciecia sie tego boku z prosta, taczacag ktérykolwiek
czwarty wierzchotek z punktem przekatnym, tworzg czwoérke punktéw harmoniczng.
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5. Wykresli¢ czworobok zupetlny, majac dane trzy jego punkty przekatne
i jeden wierzchotek.

6. Na prostej m mamy dane trzy punkty A, B, C; postugujac sie wy-
tacznie linjatem i opierajac sie na § 271, zbudowaé punkt czwarty harmoniczny.

7. Na odcinku AB mamy dany punkt C; zbudowa¢ punkt czwarty har-
moniczny, nie kreslac przediuzenia odcinka AB.

8. Wykaza¢, ze twierdzenie § 271 jest uogdlnieniem twierdzenia, iz prze-
katne réwnotegtoboku dzielg si¢ na potowy.

9. Dane sg trzy proste a, b, c, przecinajace si¢ w punkcie niedostgpnym;
wykresli¢ czwarta prosta, tworzaca z niemi pek harmoniczny.

10. Mamy dane dwie czwdrki harmoniczne (AB, CD), (AB',D'C"), lezace
na dwoéch roéznych prostych, lecz majace punkt spoiny A; gdzie znajduje sie
punkt przecigecia prostych CD' i C'D1 prostych CC', DD'?

11. Dwa peki harmoniczne O (ab, cd), O' (ab', c'd") majg spoina prosta a.
Jak lezg wzgledem siebie punkty przecigcia sie prostych: b z b, ¢ z ¢', d z dI,
czd',dzc?

12. Zbudowa¢ pek harmoniczny, majac dang jedng prosta peku oraz wa-
runek, by trzy pozostale proste tego peku przechodzity przez trzy dane punkty
K, L, M, nie lezace na jednej prostej.

13. Dane sa punkty A, B, C, D, nie lezgce na jednej prostej; wykresli¢
pek harmoniczny tak, by proste peku przechodzity odpowiednio przez A, B, C i D.

14. Dane sa cztery proste a, b, ¢, d, nie przechodzace przez jeden punkt;
przecigé¢ je pigta prostg tak, by otrzymaé¢ czwoérke punktéw harmoniczna.

15. Jezeli proste m, n, wychodzace z punktu A, przetniemy pekiem do-
wolnych prostych, wychodzacych z punktu B, otrzymamy szereg czworobokéw
(zwyczajnych), ktérych przekatne przecinajg sie wszystkie na jednej prostej.
Prosta ta tworzy pek harmoniczny z prostemi m, n i z prostg AB.

16. Proste dane a, b przecinajg si¢ w niedostepnym punkcie M\ przez
dany punkt C poprowadzi¢ prostag CM, postugujac sie tylko linjatem.

17. Proste a, b sg réwnolegte; przez dany punkt C poprowedzi¢ tfzecig
réwnolegta, postugujac sie tylko linjatem. Czy zachodzi jaki zwigzek miedzy tern
zadaniem a poprzedniem ?

18. Dane sg dwa punkty A, B, ktérych nie chcemy Ilub nie mozemy po-
taczy¢ zapomoca prostej (np. dlatego,vze pomiedzy punktami znajduje sie prze-
szkoda); znalez¢ punkt przeciecia sie prostej AB z dang prostag m.

19. Koto, przechodzace przez punkty przekatne czworoboku zupetnego,
przecina pod katem prostym wszystkie trzy kota, wykreslone na przekatnych
tego czworoboku jako na $rednicach*).¥

*) Czytelnikom, ktérzyby chcieli zapozna¢ sie blizej z licznemi i pieknemi
zastosowaniami podziatu harmonicznego i teorji biegunowych (oméwionej w roz-
dziale nastepnym) polecamy dwie prace w jezyku polskim:

Jakdb Steiner. Konstrukcje geometryczne, wykonane zapomocg linji prostej
i statego kota. Przetozyt St. Kwietniewski. Warszawa, 1915.

M. A. Baraniecki. Poczatkowy wyktad syntetyczny wiasnosci przecie¢ stoz-
kowych na podstawie ich pokrewienstwa harmonicznego z kotem. Warszawa, 1885.
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CWICZENIA Z GEOMETRJI PRAKTYCZNEJ.

Opierajac sie na teorji jednoktadnosci, a zwlaszcza na wiasnosciach czwo-
roboku zupetnego i postugujac sie tylko najprostszemi przyrzagdami, o ktérych
byta mowa na str. 111, mozna
poda¢ nowe rozwigzania zadan,
oméwionych na str. 111—112,
jak réwniez rozwigza¢ niektére
nowe zadania.
1.
wytykaniem linij prostych (a
wiec nie postugujac siewe-
gielnica) przedtuzy¢ prostg
AB poza przeszkode. [Wska-
zé6wka: zadanie sprowadza
sie do wyznaczenia po drugiej
stronie przeszkody dwoch punk-
toéw, lezacych na prostej AB. Rysunek 241 podaje sposéb wyznaczenia jednego
z tych punktéw].
2. To samo zadanie rozwigza¢ zapomocg tréjkatéw jednoktadnych (a wiec
postugujac sie wegielnicg).
3. Droga AB przechodzi przez las; z punktu C wytkna¢ droge, przecina-
jaca AB w jej punkcie $rodkowym, postugujac sie przy-
tem wiasnosciami tréjkatéw jednoktadnych (rys. 242).
4. Mamy dane punkty A, A' oraz By BJ niedo-
stepne, lecz widzialne zdaleka. Przez dany punkt K (do-
stepny) wytknag¢ prosta, ktéraby przechodzita réwniez

/ przez punkt przeciecia si¢ prostych AA\ BB\
C 5. Mamy dane dwa punkty niedostepne A, B, wi-
Rys. 242. dzialne zdaleka, lecz potozone tak, ze prosta AB jest

w catosci swej niedostepna. Przez dany punkt (dostepny)
K poprowadzi¢ réwnolegta do prostej AB, opierajgc sie na przeksztatceniu
jednoktadnem.
6. Rozwigza¢ to samo zadanie, opierajgc si¢ na wiasnosciach ortocentri

lub czworoboku zupetnego.

ROZDZIAL VI.
0 biegunach i biegunowych wzgledem kota.

§ 272. Okreslenie. Niech bedzie dane koto (O)r i w niem $rednica AB.
Jezeli punkty C, C' dzielg te $rednice harmonicznie i jezeli w punktach tych
wystawiliSmy prostopadte m, m' do $rednicy, woéwczas punkt C nazywa sie
biegunem prostej m wzgledem danego kota, prosta zas m nazywa sie biegunowa
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punktu C. Tak samo, oczywiscie, punkt C jest biegunem prostej m', ta za$ jest
biegunowa punktu C wzgledem danego kota (O)r.
Jezeli punkt C zbliza sie do B, woéwczas harmonicznie sprzezony z nim
punkt C' oraz biegunowa m zblizajg
sie¢ z drugiej strony do tegoz punktu
B (§ 261); jezeli C zlewa sie z B,
woéwczas i C' zlewa sie z tym samym
punktem B, biegunowa za$ m staje
sie styczng do kota. Jezeli, przeciwnie,
C zbliza si¢ do $rodka kota O, wow-
czas C', a wbaz z nim biegunowa m
oddalajg sie nieograniczenie. Gdy C
zlewa sie ze Srodkiem O, punkt C*
staje sie punktem niewtasciwym, bie-
gunowa za$ m staje sie prosta nie-
wiasciwa.

§ 273. Twierdzenie. Jezeli
z punktu danago C poprowadziliSmy
do kota dowolng sieczng, na ktorej
koto wyznacza cieciwe PQ, woéwczas punkt X, stanowiacy wraz z punktami P,
Q, C czwoérke harmoniczng (PQ, CX), lezg na biegunowej punktu C.
Jezeli mamy czwoérke harmoniczng punktéw (AB, CC'), wéwczas pek
prostych P (AB, CC') musi by¢ pe-
kiem harmonicznym. W peku tym
dwie proste, mianowicie AP i PB, sg
do siebie prostopadie (dlaczego?),
musza wiec one by¢ dwusiecznemi

(wewnetrzng i zewnetrzng) kata
«£ CPC4 czyli ze mamy
QPB = BPS,

a poniewaz oba te katy sa wpisane,
zatem musza réwnac sie sobie dwa tuki:
QB = SB.

Wynika stad, ze punkty S, Q sa
z sobg symetryczne wzgledem $red-
nicy AB, albo innemi stowami: Zze prosta AC' jest dwusieczng kata =€ SC'Q.

Jesli teraz zwrécimy uwage na to, ze biegunowa m jest prostopadita do
tej samej prostej AC', woéwczas dojdziemy do wniosku, iz proste C'P, C'Q two-
rza pek harmoniczny z prostemi m oraz C'A. Otéz przecinajac ten pek zapomoca
prostej PC. otrzymamy na niej czwoérke punktéw harmoniczng (PQ, CX).

§ 274. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 273). Jezeli mamy dany punkt
C ijego biegunowg m wzgledem kota (0)r i jezeli dowolny punkt X biegu-
nowej potaczyliSmy z punktem C, przyczem prosta CX przecina koto w punktach
P, Q, woéwczas otrzymalismy czwérke harmoniczna punktéw (PQ, CX).

Dowo6d przez sprowadzenie do niedorzecznosci.
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§ 275. Postugujac sie pojeciem miejsca geometrycznego, mozna dwa po-
wyzsze twierdzenia ujagé¢ w jedno:

Biegunowa punktu C wzgledem danego kola jest miejscem geometrycznem
punktéw X, ktére wraz z punktem C dzielg harmonicznie cigciwy, wyznaczone
przez to koto na wszystkich siecznych, wychodzacych z punktu C.

§ 276. Twierdzenie. Jezeli mamy dane dwa punkty C, C', przyczem
punkt C lezy na biegunowej
punktu C* woéwczas i odwrot-
nie: punkt C' musi leze¢ na
biegunowej punktu C.

Niech prosta m! bedzie

biegunowg punktu C' wzgle-

dem danego kota. Polgczmy G

z C' i niech prosta CC/ prze-

cina koto w punktach M, A.

Poniewaz C lezy na bie-

gunowej punktu C', zatem, na

mocy poprzedniego twierdze-

nia, (MN, C'C) musi by¢

czwoérka punktéw harmoniczna.

Ale na mocy tego same-

go twierdzenia biegunowa m

punktu C jest miejscem geometrycznem punktéw, dzielgcych wraz z punktem C

harmonicznie wszystkie cieciwy takie, jak MN: wobec tego punkt C' musi leze¢
na m, czyli na biegunowej punktu C.

§ 277. Whniosek 1. Jezeli punkty Alf A2.. An, . . leza na jednej prostej
m, woéwczas biegunowe ich przechodzg
przez jeden punkt, mianowicie przez bie-
gun prostej m¥*).

Istotnie, niech biegunowe dwoéch
punktéow AIlf A2 przecinajg si¢ w jakim$
punkcie M. Na mocy poprzedniego twier-
dzenia biegunowa punktu M musi prze-
chodzi¢ zaréwno przez punkt Alf jak
i przez A2, a wiec musi nig by¢ prosta
A A 2 czyli prosta m.

2. Jezeli punkt A lezy na Kol
woéwczas jego biegunowg jest styczna,
przechodzgca przez A.

§ 278. Zadanie. Postugujac sie
wylacznie linjatem, zbudowaé biegunowa
danego punktu C wzgledem danego kota.

*) Te sama prawde wyrazaja niekiedy stowami: jezeli punkt A porusza
sie po prostej m, woéwczas jego biegunowa obraca sie dokota stalego mnktu,
a mianowicie dokota bieguna prostej m.
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Mozemy oprze¢ sie na wihasnosciach czworoboku zupetnego.
Whpisujemy w koto czworobok zwyczajny AA'BB' tak, by C byt iego
punktem przekatnym, poczem przedtuzamy jego boki tak, by utworzyé czworo-

A

Rys. 247.

bok zupeiny. W takim razie dwa pozostate wierzchotki M, N tego czworoboku
zupetnego wyznaczajg biegunowg punktu C.

Istotnie, jezeli proste MN oraz AB' przecinajg sie w punkcie L, woéwczas
mamy czworke punktéw harmoniczng (AB', CL), zatem L lezy na biegunowej
punktu C.

Dalej, jezeli A'B i MN przecinajag sie w punkcie D' wéwczas (AB, CDJ)
tworza czwdrke harmoniczng i punkt D' musi leze¢ na biegunowej punktu C.

Wobec tego biegunowag punktu C musi by¢é prosta, taczaca punkty L
i HZ, czyli prosta MN.

¢éwiczenie XLIIl. 1. Z punktu zewnetrznego M poprowadziliSmy do kota
styczne MS, MS'; dowie$¢, ze biegunowg punktu M jest prosta SS'.

2. Postugujac sie tylko linjatem, poprowadzi¢ z danego punktu styczng
do kota.

3. Postugujac sie tylko linjatem, zbudowaé biegun danej prostej. [Wska-
zéwka: § 277, wniosek 1 oraz § 278].

4. Jezeli, majac dany punkt P i jego biegunowa p, obierzemy na prostej
p dowolny punkt M i poprowadzimy z niego dwie styczne MS, MS' do kota,
woéwczas styczne te utworzg z prostemi p oraz PM pek harmoniczny. [Wska-
zéw ka: na prostej SS', ktéra musi przej$¢ przez punkt P (dlaczego?), otrzy-
mujemy czwoérke harmoniczng].

5. Jezeli z dwéch punktéw A, B poprowadziliSmy styczne do kota, wow-
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czas punkty stycznos$ci wyznaczajg czworobok zwyczajny, ktérego przekatne
przecinajg sie w biegunie prostej AB.

6. Dana jest na rysunku cze$¢ okregu, ktoéry powinien przej$¢ przez nie-
dostepny punkt L. Précz tego dane sg proste 19 /2, ktdre réwniez powinny
przej$¢ przez ten sam punkt L. Wykresli¢ styczng do kota w punkcie L. [Wska-
z6éwka: szukamy biegunéw prostych It9 /2.

7. Jezeli mamy czwdérke punktéw harmoniczng (ABf CC'), woéwczas ich
biegunowe (ab, cc') tworzg pek harmoniczny. [Wskazéwka: a_L"40, b 1 BO
i t. d, zatem (ab) = AOB i t. d].

8. Jezeli na kole opiszemy kwadrat, a nastepnie poprowadzimy do tegoz
kota dowolng piatg styczng, woéwczas boki kwadratu (lub ich przedtuzenia) wy-
znaczg na tej stycznej czwoérke punktéw harmoniczng. [Wskazdwka: oprzeé
sie na zadaniu 7-em].

9. W danem kole kreslimy cieciwe AB i przez jej konce prowadzimy
styczne AX, B\. Jezeli prosta AB obraca sie dokota statego punktu M, woéwczas
miejscem geometrycznem punktu X jest biegunowa punktu M.

10. Jezeli ABCD jest czworobokiem wpisanym, woéwczas biegunowg
punktu F, w ktérym przecinajg sie proste BC, AD, jest prosta, tgczaca punkt
przeciecia przekatnych BD, AC z punktem przeciecia prostych AB, CD.

11. W czworoboku wpisanym punkt przecigcia sie przekatnych jest bie-
gunem prostej, taczacej punkty przeciecia sie bokéw przeciwlegtych.

12. Jezeli w czworoboku wpisanym przedtuzyliSmy boki tak, iz powstat
czworobok zupetny, wéwczas

a) Srednica, przechodzaca przez punkt przekatny, jest prostopadia do
prostej, taczacej dwa pozostate punkty przekatne;

b) kazda przekatna przecina koto w punktach stycznos$ci stycznych, po-
prowadzonych z trzeciego punktu przekatnego.

13. Mamy dane: prostg m i punkt M, nie lezacy na niej. Zbudowa¢ koto
tak, by prosta m byla biegunowa punktu M wzgledem tego kota i zeby

a) $rodek kota lezat na danej prostej k. [Wskazdéwka: Srodek kota
wyznaczamy jako punkt przeciecia si¢ dwoch prostych, poczem promien znajdu-
jemy, jako odcinek $redni proporcjonalny];

b) okrag przechodzit przez dany punkt A;

¢) promien réwnat sie danemu odcinkowi;

d) koto byto styczne do danej prostej a. [Wskazdéwka: najpierw budu-
jemy prosta, tworzacg z trzema danemi pek harmoniczny]

14. Dane jest koto oraz punkt A wewnatrz niego i prosta m, nie przeci-
najaca kota. Wyznaczy¢:

a) taki punkt na prostej m, by jego biegunowa przeszta przez A;

b) taka prosta, przechodzaca przez A, by jej biegun lezat na prostej m.

15. Dane jest koto, punkt M i prosta a; potaczy¢ M z takim punktem
X na prostej a, zeby odcinek M X zostat podzielony harmonicznie przez dane koto.

16. Dane sga dwa kota (O)r i (O")/ i punkt A na pierwszem z nich. Po-
prowadzi¢ w kole (0)r cieciwe tak, by przeszta ona przez A i zostata podzielona
harmonicznie przez koto (0")r'.

17. Dane sg dwa punkty A, A' i koto (0)r. Przez A poprowadzi¢ sieczng
do kota, przecinajaca okrag w takich punktach X9Yt ze PX : PY= P'X : P'Y.
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[Wskaz 6wka do analizy: jezeli z A wystawimy prostopadta do prostej AA",
woéwczas punkt jej przeciecia si¢ z prosta XY lezy na biegunowej punktu A'].

18. Dany jest czworobok ABCD oraz punkt E. Wykresli¢ takie Kkoto’
przechodzace przez E, zeby biegunowe punktéw A, B, C, D wzgledem tego
kota tworzyty réownolegtobok. [Wskazéwka do analizy: biegunowe punktéw
A, C maja by¢ do siebie réwnolegte, a wiec prostopadte do tej samej Srednicy,
ktéra winna leze¢ na prostej AC],

§ 279. Jezeli miedzy dwiema figurami zachodzi taki zwiazek, jak miedzy
czworobokiem ABCD i réwnolegtobokiem w zadaniu poprzedniem, woéwczas dwie
te figury nazywamy biegunowo wzajemnemi wzgledem danego kota. Mamy tedy
nastepujace

Okreslenie. Dwa wielokaty nazywamy biegunowo wzajemnemi wzgledem
danego kota, jezeli wierzchotki pierwszego wielokata sa biegunami bokéw dru-
giego i nawzajem — wierzchotki drugiego sa biegunami bokéw pierwszego.

Koto dane nazywajg czesto kotem kierowniczem figur biegunowo
wzajemnych.

Twierdzenie. Majgc dany dowolny wielokat W i koto O, mozemy zawsze

Rys. 249.

zbudowac¢ wielokat W', biegunowo z nim wzajemny wzgledem tego kota i ma-
jacy taka samag liczbe bokoéw, jak wielokat W.

Istotnie, niech ABCD bedzie danym wielokatem W. Biegunowe wierzchot-
kéw A, B, C, D oznaczmy przez a', b', c', d. Punkt (a', b"), w ktéorym przeci-
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najg sie proste a\ b’, musi by¢ biegunem prostej AB (dlaczego?). Tak samo
punkt (b't ¢) musi by¢ biegunem prostej BC i t. d.

§ 280. Pojecie figur biegunowo wzajemnych odda¢ nam moze duze ustugi,
gdyz z twierdzen, w ktérych mowa o pewnych wiasnosciach punktéw, mozna
wysnu¢ bezposrednio twierdzenia, dotyczgce odpowiednich wiasnosci linij prostych.
Zrozumiemy to najlepiej na przyktadzie dwoéch nastepujacych twierdzen.

Twierdzenie Pascala. W kazdym szesciokacie wpisanym (wklestym czy
wypuktym) trzy punkty przeciecia si¢ trzech par przeciwlegtych bokéw lezg na
iednej prostej.

Niech bedzie dany szes$ciokat wpisany ABCDEF (na rys. 249 mamy
szeéciokat wklesty). Mamy dowies$¢, ze punkty X, Y, Z leza na jednej linji prostej.
W tym celu opiszmy kota na tréjkgtach A AXE, A EYC i oznaczmy literg H
ich punkt przeciecia sie.

Poniewaz
~NAE+”"~EC="~ AC
DB -j- BF — DF,
zatem AZC = AXE -f- EYC,

ze wzgledu za$ na to, ze
* AXE = * AHE, * EYC = * EHC,
musi by¢ E AZC = AHCy
czyli czworobok ABZzC musi byé wpisany w koto.
Mamy tedy trzy czworoboki wpisane: AHZC, AXHEf EHYC, z ktérych
wynika, ze
M XHE spetnia sie z katem ®E XAE,

*EHY ” oo <ECY,
N XAE » woow m ECYy
a wiec XHE 1 v o ~ EHYy

co zatem idzie, punkty X, Hy Y leza na jednej prostej.
W taki sam spos6b uczern dowiedzie, ze //, Z, Y leza na jednej prostej
a wiec punkty X, Yy z lezg na jednej prostej*).

*) Jeszcze prostszy dowdd twier-
dzenia Pascala oprze¢ mozna na wia-
snosci tréjkatéw jednoktadnych. Niech
bedzie (rys. 250) ABCDEF szesciokat
wpisany. Na tréjkacie BEY opisujemy
koto. Troéjkaty A AXD oraz A KYM
maja boki odpowiednio réwnolegte (dla-
czego?), a poniewaz proste AK, DM
przecinaja sie w punkcie Z, zatem prosta
XY musi przej$¢ przez ten sam punkt,
ktory jest $rodkiem jednoktadnosci obu
trojkatow.

Rys. 250.
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§ 281. Poprowadzmy teraz styczne a, b, c, d, e, f, przez wierzchotki
szeSciokgta wpisanego. Otrzymamy szesciokat opisany, biegunowo wzajemny
z wpisanym. Wierzchotki przeciwlegte nowego szesciokata, np. (a, b), (d, e€)
sg biegunami bokéw przeciwlegtych (AB, ED) szesciokata wpisanego, wobec
czego przekatne, tgczace te wierzchotki, musza by¢ odpowiednio biegunowemi
punktéw X, Y, Z poprzedniego twierdzenia. Poniewaz wedtug twierdzenia Pascala
punkty X, Y, Zz leza na jednej prostej, zatem biegunowe tych punktéw (czyli
przekatne szesSciokgta opisanego) przecinajg sie w jednym punkcie, ktoéry jest
biegunem prostej XYz. Mamy tedy nastepujace

Twierdzenie Brianchona. Przekatne kazdego szesciokata, opisanego na
kole, przecinaja sie w jednym punkcie.

éwiczenia XLIV. 1 Z twierdzen Pascala i Brianchona otrzymujemy
szereg twierdzen o pieciokatach, czworobokach i tréjkatach, zaktadajac, ze dwa,
trzy lub cztery wierzchotki szeSciokgta zlewajg sie z soba. Jezeli np. w sze$cio-
kacie wpisanym ABCDEF wierzchotek B zlat sie z wierzchotkiem A, wéwczas
zamiast szesSciokagta mamy pieciokat, przyczem mozemy uwazaé, ze styczna
W punkcie A zastgpita bok AB, wobec czego otrzymujemy twierdzenie:

w pieciokacie opisanym ACDEh punkty przeciecia sie dwoéch par bokéw
AF, CD oraz AC, EF leza na jednej prostej z punktem, w ktérym pigty bok
DE przecina styczng, poprowadzong przez przeciwleglty wierzchotek A *).

2. W pieciokacie opisanym przekatne, taczace dwie ktérekolwiek pary
wierzchotkéw niesasiednich, przecinaja sie w jednym punkcie z prosta, ktéra
taczy pigty wierzchotek z punktem stycznosci boku przeciwlegtego.

3. W czworoboku wpisanym punkty przeciecia sie przeciwlegtych bokéw
lezg na jednej prostej z punktami przeciecia sie stycznych, poprowadzonych
przez przeciwlegte wierzchotki.

4. W czworoboku opisanym proste, ktére tacza punkty stycznosci bokéw
przeciwlegtych, przecinajg sie w tym samym punkcie, co i przekatne.

5. W tréjkacie wpisanym punkty przeciecia sie bokéw ze stycznemi, po-
prowadzonemi przez wierzchotki przeciwlegte, lezg na jednej prostej.

6. W tréjkacie opisanym na kole, proste, taczace wierzchotki z punktami
stycznosci bokéw przeciwlegltych, przecinajg sie w jednym punkcie (t. zw. punkt
Gergonne*a).

7. Jezeli przez wierzchotki czworoboku wpisanego (zwyczajnego) popro-
wadzimy styczne, utworzymy w ten sposéb czworobok opisany (zwyczajny). Je-
zeli nastepnie przedtuzymy przeciwlegte boki tych czworobokéw tak, by powstaty
z nich dwa czworoboki zupetne, wéwczas na kazdej przekatnej pierwszego czwo-
roboku leze¢ musza dwa punkty przekatne drugiego czworoboku (opisanego).

8. Z poprzedniego zadania wysnu¢ wniosek, ze przekatne czworoboku
(zupetnego) opisanego przecinaja sie po dwie w punktach przekatnych czworo-
boku wpisanego.

*) W zadaniach 1—4 czytelnik zastanowi sie, czy twierdzenia pozostajg
prawdziwe, jezeli mamy jedna lub dwie pary bokéw réwnolegtych.
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9. Z wiasnoéci ortocentru wysnué¢ nastepujace twierdzenie, opierajac sie
ng teorji biegunowych: jezeli w tréjkacie ~ ABC z punktu H poprowadzimy
proste HA, HB, HC oraz prostopadte do nich proste, wéwczas punkty M, N>
P, w ktérych te prostopadte przecinajg boki tréjkata, musza leze¢ na jednej
prostej.

10. W tréjkacie rozwartokagtnym ortocentr jest Srodkiem kota, wzgledem
ktérego tréjkat jest sam z sobg biegunowo sprzezony (t. j. wierzchotki sg bie-
gunami przeciwlegtych bokoéw).



KSIEGA V.

O mierzeniu figur ptaskich.

ROZDZIAL 1

0 mierzeniu odcinkéw, katow i wielokgtow.

§ 282. Niech beda dane dwa odcinki spdtmierne a i b
i niech bedzie a< b. Jezeli odcinek a sprébujemy odktadaé¢ na
odcinku b, wdwczas moze sie zdarzy¢, ze a zawiera¢ sie bedzie
w odcinku b doktadnie m razy, gdzie m jest liczbg naturalna.
Mamy woéwczas
ma = b;

jezeli zas a przyjmiemy za jednostke miary, woéwczas mozemy
napisac
a—1lorazb=m

Liczbe m nazywamy miara dbugosci albo poprostu dtugoscig
odcinka b.

Moze sie jednak zdarzy¢, iz odcinek a nie miesci sie — jak
to moéwia — w odcinku b czyli, ze ilekolwiek razy odtozymy na
prostej odcinek a, nigdy nie otrzymamy odcinka, réwnajgcego sieb:
wynik bedzie zawsze albo za maly, albo za duzy. Poniewaz jednak
odcinki a, b sg wedtug naszego zalozenia spétmierne, t. j. posia-
daja spoing miare, istnieje wiec taka liczba k> ze jesli podzielimy
a na k czesci rownych, wowczas taka czgstka doktadnie ,miescic”

Geometrja elementarna. 17
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sie bedzie w odcinku b. Innemi stowami: odkiadajac na prostej
dostateczng ilo$¢ razy  -tg czes¢ odcinka a, otrzymamy odcinek,

rownajacy sie b.
ci
i
4
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Przypus¢émy, ze chcac otrzymac odcinek, réwnajacy sie b,
musieliSmy s razy odlozy¢ ~ -tg cze$¢ odcinka a. W takim razie
piszemy

X a= b;

jesli zas a obierzemy jako jednostke miary, wowczas mozemy
napisac

a= lorazb = f.
Liczbe nazywamy miarg dtugosci odcinka b. Na rys. 251
liczba K réwna sie

§ 283. Jak widzimy, Jezeli odcinek b jest spétmierny z obrang
jednostkg miary, woéwczas istnieje zawsze liczba (catkowita lub
utamkowa), bedaca miarg dtugosci odcinka b.

lodwrotnie: jezeli mamy dang jednostke miary a i liczbe

N, wowczas istnieje odcinek b, ktdrego miarg dtugosci — przy

danej jednostce — jest liczha ~ .

Istotnie, aby znaleZ¢ odcinek b, wystarczy podzieli¢ jednostke
miary a na k czesci réwnych i odtozy¢ na prostej s takich czesci.

§ 284. Nieco inaczej przedstawia sie sprawa, jezeli odci-
nek b jest niespdtmierny z odcinkiem a, ktéry obraliSmy jako
jednostke miary.

Na ilekolwiek réwnych czesci podzielimy teraz jednostke a,
nigdy przez odkladanie tych czesci nie otrzymamy odcinka b.
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Innemi stowy: niepodobna znalez¢ liczby catkowitej ani utamkowej
ktéra bytaby miarg odcinka b, jezeli za jednostke miary

obraliSmy niespotmierny z nim odcinek a.

Z drugiej strony intuicja powiada nam, iz kazdy odcinek
powinien mie¢ oznaczong dtugosé, oznaczona miare. Aby wybrnaé
z tej trudnosci, mozemy postgpi¢ w sposo6b nastepujacy.

Kazdy odcinek m, spétmierny z jednostka, musi by¢ albo
mniejszy albo wiekszy od b. Mozemy tedy wszystkie odcinki
wymierne (t. j. takie, ktdrych miary sg liczbami wymiernemi) po-
dzieli¢ na dwie klasy: do ,nizszej* klasy zaliczy¢ mozemy wszystkie
odcinki mniejsze od b, do ,wyzszej* za$ wszystkie od b wieksze.

Podziat ten posiada nastepujgce wiasnosci:

(1) Kazdy odcinek wymierny nalezy badZz do jednej, badz
do drugiej klasy;

(2) Kazdy odcinek klasy nizszej jest mniejszy od jakiego-
kolwiek odcinka klasy wyzszej,

(3) W klasie nizszej niema odcinka najwiekszego, w klasie
wyzszej za$ niema najmniejszego.

Pierwsze dwie whasnosci sg oczywiste, co zaS do trzeciej,
to najlepiej wyjasnimy ja na przykiadzie.

Niech bedg dane dwa odcinki niespétmierne a, b, przyczem
odcinek a obieramy jako jednostke miary.

Wyobrazmy sobie, iz odcinek a odktadamy na odcinku b
i ze ,miesci sie” on tylko raz jeden, przyczem pozostaje pewna
reszta. Mamy tedy

1l a<b< 2 a

Jezeli mamy, jak na rys 252, a= OAu 2a= OCu b = 0B,
wolwczas punkt B leze¢ musi pomiedzy punktami Ax i Ci. Po-
dzielmy A 1c1 na dowolng ilos¢ réwnych czesci, np. na 10 czesci.

£ , *EE

0 /. 7+ s

Rys 252.

Rzecz jasna, ze punkt B musi leze¢ na jednym z tych odcinkow
czastkowych, jezeli np. B lezy na pigtym odcinku, rachujac od
A1l (jak na rysunku), wowczas mamy

14. a< b< 15 a
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Niech A2 i c2 bedg kohncami przedziatu, na ktérym lezy
punkt B. Podzielmy odcinek A2c2 na 10 czeSci réwnych. Na
jednej z nich musi znajdowac¢ sie punkt B ; przypusémy, ze lezy
on na drugiej, rachujac od punktu A 2 Jezeli konce tego drugiego
przedzialu oznaczymy przez A3 i C3 tak, iz punkt B lezy na od-
cinku A zcs3f w takim razie mamy

OA3= 141. a; OC3= 142. a,
zatem 1,41. a< b < 142. a

Zkolei dzielimy 243C3 na 10 czesci réwnych, Jezeli punkt B
lezy w pigtym przedziale, rachujgc od punktu "3 i jezeli konce
tego pigtego przedzialu oznaczymy przez A+ i C4, w takim razie
musi  by¢

OA4 = 1414. a, OQ = 1,415. a,
oraz 1,414. a < b < 1,415. a.

Dzielac odcinek ™4C4 na 10 czesci réwnych, otrzymamy
jeszcze mniejsze przedziaty. Niech B lezy na trzecim z nich, ra-
chujac od punktu 4 i niech kocami tego przedziatu bedg punkty
Aby C6. W takim razie

OAp= 14142. a, OC5 = 1,4143. a,

oraz 1, 4142. a < b < 1,4143. a.
1t d

Rzecz jasna, ze takie postepowanie mozemy cigagnac
do nieskoniczonos$ci: zaden punkt podziatu nie moze
upas¢ na punkt B, gdyz odcinek oB jest niespét-
mierny z obrang przez nas jednostka miary.

Mamy tedy dwa nieskoriczone ciagi odcinkéw: jeden skiada
sie z odcinkéw

1. a; 14. a; 1,41. a; 1,414, a; 1,4142. a.....
drugi z odcinkéw
2. a; 15. a; 1,42. a; 1,415. a; 1,4143. a;....

Odcinki pierwszego ciagu rosng, pozostajg jednak mniejsze
od odcinka b; odcinki drugiego ciagu maleja, pozostajg jednak
wieksze od b. Tak wiec pierwszy cigg nalezy do klasy ,nizszej",
drugi za$ do klasy ,wyzszej“. Procz tego jest rzecza oczywista,
ze postepujgc dalej w sposéb powyzej wskazany, mozemy znalezé
taki odcinek pierwszego ciggu OA ,, i taki odcinek drugiego ciggu
OocCry ze réznica miedzy niemi (t. j. odlegto$¢ punktu A nod punktu
cn) bedzie tak mala, jak sie nam podoba.
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Teraz tatwo juz okazaé, ze
w klasie nizszej niema odcinka najwiekszego, w klasie za$

wyzszej niema najmniejszego. N B
Jakoz, gdyby np. istniat w kia-
sie nizszej udcinek najwiekszy OAuy #pys X3

to nigdy réznica miedzy odcinkami
dwéch naszych ciggdéw nie moglaby sta¢ sie mniejsza od odcinka
Ak By CO jest sprzeczne z poprzedniemi rozwazaniami *).

§ 285. Jezeli w powyzszych wywodach uwzglednimy, ze
odcinek a jest jednostka miary, woéwczas w catem naszem rozu-
mowaniu bedziemy mogli wyrazy: ,odcinek spétmierny z odcin-
kiem a" zastapi¢ przez wyrazy: ,liczba wymierna".

W szczeg6lnosci bedziemy mogli powiedzie¢, ze wszystkie
liczby wymierne podzielilismy na dwie klasy: na takie, ktére sg
miarami  odcinkéw mniejszych od b {klasa nizsza) i na takie,
ktére sg miarami odcinkéw wiekszych od b {klasa wyzsza). Taki
podziat liczb wymiernych na dwie klasy nazywaja zwykle prze-
krojem w dziedzinie liczb wymiernych.

Przekrdj posiada nastepujace wihasnosci:

(1) kazda liczba wymierna nalezy badz do nizszej klasyy
badz do wyzszej;

(2) kazda klasa zawiera nieskonczenie wiele liczb;

(3) kazda liczba klasy nizszej jest mniejsza od jakiejkolwiek
liczby klasy wyzszej;

(4) w klasie nizszej niema liczby najwiekszej, w klasie za$
wyzszej niema liczby najmniejszej.

O takim przekroju powiadamy, ze wyznacza on nowg liczbe,
zwang liczbg niewymierng i te liczbe niewymierng uwazamy
za miare odcinka b, niespétmiernego z jednostka miary.

§ 286. Kazdej liczbie wymiernej odpowiada rowniez przekrdj
(czyli podziat liczb na dwie klasy), bardzo podobny do poprzed-
niego. Istotnie, majac np. danag liczbe 7, mozemy wszystkie po-

*) Wyobrazmy sobie, ze konce odcinkéw nizszej klasy (czyli punkty
Alt Aj...) zaznaczyliSmy barwg czerwong, konce za$ odcinkéw klasy wyzszej
(czyli punkty Cj, C2 C3...) zaznaczyliSmy barwa niebieska; gdyby istniat w klasie
nizszej odcinek najwiekszy OA”, wéwczas istniatby odcinek AkB, na ktérym nie
bytoby ani czerwonych, ani niebieskich punktéw. Wobec tego odlegtos¢ miedzy
punktami czerwonemi i niebieskiemi nie mogtaby sta¢ si¢ mniejsza od odcinka AKkB.
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zostate liczby wymierne podzieli¢ na dwie klasy: na liczby mniej-
sze od 7 i na liczby wieksze od 7.

Podziat ten, jak tatwo przekonaé sie mozna, posiada wiasnosci
(2), (3) i (4) przekroju poprzedniego, natomiast co do wiasnosci
(1), to podlega ona pewnemu ograniczeniu, mianowicie: kazda
liczba wymierna, z wyjatkiem liczby 7, nalezy badz do klasy
nizszej, badz do wyzszej.

§ 287. Uwaga. Rzecz jasna, ze procz powyzszych czterech wiasnosci prze-
kréj (czyli podziat na dwie klasy) liczb wymiernych posiada inne jeszcze wasnoscia
wynikajace z powyzszych.

Np. z rozwazan § 284 widzimy, ze w klasie nizszej mozna znalezé taka
liczbg ary w wyzszej za$ taka liczbg cn, iz réznica cn — anbadzie dowolnie mata.
Na tern spostrzezeniu polega t. zw. ,przyblizone“ obliczanie dtugosci odcinka
niewymiernego. Chodzi w takich razach o to, ze majac dany odcinek niespét-
mierny z jednostkg miary, zastgpujemy go odcinkiem wymiernym, przyczem mo-
zemy zawsze znalez¢ odcinek wymierny, ktérego diugos$é tak mato rézni sig od
odcinka niewymiernego, jak tego wymaga dane zagadnienie praktyczne.

§ 288. W § 283 méwiliSmy, ze zachodza dwa twierdzenia :

(1) kazdy odcinek, spétmierny z jednostka, posiada miare,
ktora jest liczbg wymiernag;

(2) kazda liczbe wymierng mozemy uwazaé¢ za miare jakiego$
odcinka, spétmiernego z dang jednostka.

Co sie tyczy odcinkéow niespétmiernych z jednostka, to
w § 285 ustalilismy juz co$ analogicznego do twierdzenia (1)>
mianowicie ustaliliSmy pojecie miary takiego odcinka. Powstaje
teraz pytanie, czy znajdziemy réwniez co$ analogicznego do twier-
dzenia (2), czyli zachodzi pytanie:

czy kazda liczbe niewymierng mozemy uwazaé za miare
jakiego$ odcinka ?

Chcac na to odpowiedzie¢, wezmy przyktad konkretny. Niech
bedzie dana liczba niewymierna J”7. Jest ona wyznaczona przez
pewien przekr6j w dziedzinie liczb wymiernych czyli przez pewien
spos6b uklasyfikowania tych liczb. Mozemy mianowicie zaliczy¢
do klasy nizszej te liczby wymierne, ktérych kwadraty sa od
7 mniejsze, do wyzszej za$ te, ktérych kwadraty sg wieksze od 7.

Stosujac do liczby J~7 znany sposob wyciggania pierwiastka
kwadratowego, mozemy z klasy nizszej wybraé liczby, ktére two-
rza cigg rosngcy, mianowicie:

2; 2,6; 2,64; 2,645; 2,6457;....
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Tak samo z klasy wyzszej mozemy wybra¢ ciag malejacy:
3; 2,7, 2,65; 2,646; 2,6458;....
Ré6znica miedzy wyrazami tych dwu ciggéw maleje nieogra-
niczenie.
Obierzmy teraz dowolnag prostg, na niej punkt O i po usta-
leniu jednostki miary a odt6zmy na naszej prostej ciag nieskon-
czony odcinkow:

OAx= 2; OA2= 2,6; OAs = 2,64, OA, = 2,645;....
oraz drugi nieskonczony ciag
OCi = 3; OC2= 2,7, OC3= 2,65; oQ = 2,646.....

Otrzymamy w ten sposéb dwa ciggi punktoéw, ktdére posia-
daja nastepujgce wiasnosci:

1) punkty AIf A2 -Ag,.... leza coraz dalej w prawo, punkty
zas CIf C2 C3.... leza coraz dalej w lewo, niemnigj jednak
wszystkie punkty A lezg w lewo od punktéw C;

2) jpunkty A zblizajg sie nieograniczenie do punktéw C,
tak, iz jesli nam kto zada dowolnie maly odcinek £ potrafimy
znalez¢ taki punkt Ani taki punkt C,, ze odcinek AnCn bedzie
mniejszy od e

Zachodzi pytanie, czy na prostej istnieje punkt B, oddzie-
lajacy punkty A od punktéw C? (Innemi stowy: czy istnieje od-
cinek OB, wiekszy od wszystkich odcinkéw OA, lecz mniejszy
od wszystkich odcinkéw O C?)*).

OdpowiedZz na to pytanie brzmieé¢ musi twierdzaco — o tern
nikt chyba nie watpi, kto dokiadnie zrozumiat zagadnienie, nie-
mniej jednak dowie$¢ tej prawdy nie umiemy. Zmuszeni wiec
jesteSmy do zatozenia nowego pewnika.

Pewnik Vie. Niech beda dane na prostej dwa nieskoriczone
zbiory punktéow A i C, ktore spelniajg dwa nastepujace warunki:

*) Kto miatby trudno$¢ w zrozumieniu zagadnienia, moze uciec sig¢ do
nastepujacego obrazu. Niech beda dane na prostej dwa rodzaje punktéw: czer-
wone (A) i niebieskie (C); punkty czerwone niech si¢ posuwajg coraz datej
w prawo, niebieskie zas w lewo, z tern jednak zastrzezeniem, ze nigdy zaden
punkt czerwony nie moze zamiesza¢ sie miedzy niebieskie, ani tez odwrotnie.
[Wiasnosé (1)]. Proécz tego zaktadamy, ze odlegto$¢ miedzy punktami czerwo-
nemi i niebieskiemi maleje nieograniczenie [wiasnos$¢ (2)]. Powstaje pytanie, czy
istnieje na prostej taki punkt, ktéry, nie nalezac sam ani do grupy punktéw
czerwonych, ani do grupy niebieskich, oddziela od siebie obie grupy punktéw?
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(1) Punkty A lezg coraz dalej w prawo, punkty C coraz
dalej w lewo, przyczem jednak wszystkie punkty A znajdujg sie
w lewo od punktéw C ;

(2) jakkolwiek maty bytby odcinek £ mozemy zawsze zna-
lez¢ taki punkt A, i taki punkt C,, ze odcinek A,C, jest mnigj-
szy od e.

Jezeli oba te warunki sa spetnione, wowczas istnieje jeden
i tylko jeden punkt B, ktory oddziela wszystkie punkty A od
punktéw C.

Na mocy tego pewnika mozemy twierdzi¢, iz liczbie nie-
wymiernej J/7 (i kazdej wogoéle liczbie niewymiernej) odpowiada,
przy danej jednostce diugosci, jeden i tylko jeden odcinek¥®).

§ 289. Analogicznie do mierzenia odcinkéw mozemy roz-
wigza¢ zagadnienie mierzenia katéw.

Jako jednostke obieramy kat prosty, ktéry dzielimy na 90
czesci réwnych, zwanych stopniami; stopien dzieli sie na 60 minuty
minuta na 60 sekund. Chcac zaznaczy¢, iz kat « ma 10 stopni,
6 minut, 17 sekund, piszemy:

<fcc = 10°6'17".

Gdyby a byt niespétmierny z obrang jednostka, wowczas
pojecie miary tego kata ustalilibySmy zapomocg takiego samego
rozumowania, jak przy odcinkach.

Niech bedzie dany np. kat a, majacy wiecej niz 300",
lecz mnigj, niz 301" i niespétmierny z katem, ktory nazwalismy
sekunda.

Mozemy podzieli¢ sekunde na 10, 100, 1000... czesci réw-
nych i przekonac sie, ile razy trzeba odiozyé kat, réwnajacy sie

..., aby otrzyma¢ kat cokolwiek mnigj

szy lub cokolwiek wiekszy od kata @
Przypusémy, iz otrzymaliSmy nastepujace ciagi katéw:
300" < a < 301"
300", 4 < a < 300" 5
300," 46 <<£ a < 300," 47

*) Innemi stowy: ustaliliSsmy twierdzenie proste: ,kazdemu odcin-
kowi odpowiada przekrdj w dziedzinie liczb wymiernych®; aby ustali¢ twier-
dzenie odwrotne: ,Lkazdemu przekrojowi odpowiada odcinek“, musielismy
wprowadzi¢ nowy pewnik.
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Rzecz prosta, iz powyzsze postepowanie mozemy ciggnac
do nieskonczonosci.

Ciag rosnacy liczb 300; 300,4; 300,46;....

i cigg malejgcy 301; 300,5; 300,47;....
wyznaczajg przekroj w dziedzinie liczb wymiernych czyli wyznaczajg
pewng liczbe niewymierng, ktérg uwazamy za miare kata a.

W praktyce poprzestajemy na przyblizonem wyznaczeniu miary
kata; zatrzymujemy sie mianowicie na ktoérejkolwiek liczbie powyz-
szych ciggéw i uwazamy jg za przyblizong miare kata «.

§ 290. Jak z kazdym odcinkiem zwiazana jest pewna liczba, wy-
razajgca jego dtugosé, tak samo z kazdym wielokgatem zwigzana jest
liczba, zwana polem. Wystarczy ustali¢ te prawde dla prostokatow.

Pole prostokagta znamy z kursu gimnazjum nizszego;

wiemy, ze gdy boki prostokgta sg spotmierne z jednostkag dtu-
gosci, woéwczas pole prostokata rowna sie iloczynowi dtugosci
podstawy przez dtugos¢ wysokosci.
Liczba ta wyraza, ile w prostokacie
miesci sie kwadratéw jednostkowych,
t j. kwadratéw, Kktorych kazdy bok
ma jednostke dtugosci.

Za jednostke pola uwazamy wia-
$nie pole takiego kwadratu.

Powstaje teraz pytanie: czy pojecie pola da sie rozszerzyc
na prostokaty o bokach niespétmiernych z jednostka dtugosci?

Przedewszystkiem przypomnijmy sobie z kursu algebry, co
nazywamy iloczynem dwdch liczb niewymiernych, np. iloczynem
liczb 1/? X JT. *

Pierwsza z nich, t. j. ]/2, jest wyznaczona przez dwie klasy
liczb wymiernych:

do klasy nizszej nalezg wszystkie liczby, ktérych kwadraty
sg mniejsze od 2 (nazwijmy je liczbami a).

do klasy wyzszej naleza wszystkie liczby, ktorych kwadraty
sg od 2 wiegksze (nazwijmy je liczbami a).

Tak samo liczba J/7 wyznaczona jest przez dwie nastepujace
klasy liczb:

do nizszej klasy zaliczamy wszystkie liczby, ktérych kwa-
draty sg mniejsze od 7 (nazwijmy je liczbami b);

do klasy wyzszej naleza liczby, ktérych kwadraty sa od
7 wieksze (nazwijmy je liczbami b'").
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Oto6z iloczyn |2 x VY okreslamy w algebrze jako taki prze-
kréj, ze do jego klasy nizszej nalezg wszystkie mozliwe iloczyny
aX 6, do klasy za$ wyzszej nalezg wszystkie iloczyny a X b'.

Poniewaz do klasy liczb a naleza, miedzy innemi, liczby

14; 141, 1414; 14142, . ...
liczby za$
2; 2,6; 2,645; 2,6457; . ...
naleza do klasy 6, zatem do nizszej klasy przekroju, wyznaczajgcego iloczyn
v2 X VT, nalezg, miedzy innemi, wszystkie iloczyny w rodzaju nastepujacych:
2X1,4; 2X1,41; 2X1,414; 2X1,4142; . ..
2,6X1,4; 2,6X1,41; 2,6X1,414, 2,6X1,4142; . . .
it d

Uczen sam wskaze kilka liczb, nalezacych do klasy wyzszej tego samego

przekroju VT X VT.

§ 291. Teraz bedziemy mogli z tatwoscig ustali¢ pojecie
pola w zastosowaniu do prostokgta o bokach, niespdtmiernych
z jednostka.

Niech bedzie dany prostokat ABCD, w ktéorym dtugosci
bokéw wyrazajg sie liczbami niewymiernemi a, 8 Précz tego
uméwmy sie, ze symbolem a oznacza¢ bedziemy kazbag liczbe
wymierng, nalezgca do nizszej klasy przekroju a, symbolem
zaS a oznaczac be;\-
dziemy liczby wyzszej
klasy tegoz przekroju,
tak, iz

a< a< a-e

c'

Tak samo niech bedzie
b<p<b'.
Zbudujmy prosto-
A D D D kat AB>XCiDu mniejszy
Rys. 255, od danego i majacy
boki wymierne, oraz
prostokat AB'C'D\ wiekszy od danego i majacy boki wymierne.
Dtugosci bokéw ABU ADX powinnismy oznaczy¢ symbo-
lami a, 6, natomiast diugosci bokéw AB\ AD' musimy oznaczyé
przez ay b' (dlaczego?).
Pola prostokgtow AB\C)O\ i AB'C'D" wyrazajg sie odpo-
wiednio iloczynami
aX boraz a X b
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Jezeli teraz wyobrazimy sobie, ze zostaty pobudowane
wszystkie mozliwe prostokaty o bokach wymiernych, mniejsze
od ABCD oraz wszystkie prostokagty o bokach wymiernych
wieksze od ABCD, wéwczas pola tych prostokatéw utworzg dwa
nieskonczone zbiory (dwie klasy) liczb wymiernych:

klase nizszg axXb

i klase wyzszg a X b\
ktoére wyznaczaja (zgodnie z okre$leniem iloczynu) liczbe

ax (t

Liczba ta moze by¢ sama wymierna lub niewymierna.

Te liczbe nazwiemy polem prostokgta ABCD.

W ten sposbéb zostanie zachowana znana nam z kursu pro*
pedeutyki geometrycznej

Reguta. Aby obliczy¢ pole prostokata, mnozymy pizez siebie
liczby, wyrazajace dtugos¢ podstawy 1 dhugos¢ wysokosci tego
prostokata.

Z reguly tej wynika, ze pole prostokgta jest liczbg w zu-
petnosci wyznaczong; kazdy prostokat posiada pole i kazdy ma
tylko jedno pole.

§ 292. Jezeli teraz zatozymy, ze wielokaty réwno-
wazne majg to samo pole, otrzymamy reguty na obliczanie
pél rozmaitych wielokgtow.

Wiemy np. (§ 177, str. 151), ze réwnolegtobok jest réwno-
wazny prostokgtowi, majgcemu te samg podstawe i wysokosé.
Stad wynika

Reguta. Aby obliczy¢ pole réownolegtoboku, mnozymy diugosé
jego podstawy przez dhugo$¢ wysokosci.

§ 293. W taki sam sposéb z § 180 (str. 153) wynika

Reguta. Pole trgjkata otrzymujemy, mnozac diugos¢ jego
podstawy przez potowa dtugosci wysokosci.

§ 294, Z § 181 (str. 153) wynika

Reguta. Pole trapezu znajdujemy, mnozgc diugos¢ jego wy-
sokosci przez potowe sumy dlugosci jego podstaw.

Cwiczenia XLV. Maltemi literami oznaczaliSmy dotad odcinki; teraz,
w zadaniach rachunkowych, czesto postugiwaé sie bedziemy matemi literami
w celu oznaczenia dtugos$ci odcinkéw. Gdy mowa np. o trdjkagcie A ABC»

litery a, by ¢ moga oznacza¢ nietylko boki tréjkata (jak w zadaniach konstruk-
cyjnych), lecz réwniez pewne liczby, bedace miarami tych bokéw.
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Kazde z ponizszych zadan nalezy rozwigza¢ najpierw w postaci ogélnej;
potem dopiero mozna, w razie potrzeby, wstawi¢ odpowiednie wartosci.

1. Oznaczajac przez a podstawe tréjkata, przez h jego wysoko$¢, popro-
wadzong do podstawy, napisa¢ wzér na pole tréjkata.

la. Napisa¢ wzoér na pole trapezu.

1b. Kazdy bok tréjkata mozemy uwazaé¢ jako podstawe; wobec tego mo-
zemy dla kazdego tréjkata utworzy¢ trzy iloczyny, z ktérych kazdy jest jego
polem; powstaje pytanie, czy te trzy liczby sg rézne, czy tez tréjkat ma tylko
jedno pole? (poréwn. zadania 14 i 15 na str. 155).

2. Podstawa tréjkata jest stata, zmieniamy natomiast jego wysoko$¢; jak
zmienia si¢ pole?

3. W tréjkacie A ABC mamy dane: a= 6cm, 6=14 cm, ha— Acm;
obliczy¢ hb.

3. w tréjkagcie A ABC mamy dane, ze = 8cm i ze zachodzi propor-
cja a: b= 3:4; obliczy¢ hb.

5. W tréjkacie A ABC bok a i wysoko$¢ ha sg state, natomiast bok b
zmienia sie; w jaki sposéb zmienia sie wysoko$¢ hb?

6. W tréojkacie A ABC boki a i b zmieniaja sie tak, ze stosunek ich po-
zostgje staly i réwna sie liczbie m; czy stosunek wysokosci ha : hb zmienia sie
i w jaki sposéb?

7. Boki prostokata danego oznaczamy przez a i b; obliczy¢ podstawe x
réwnowaznego mu tréjkata, jezeli wysoko$¢ tréjkata oznaczyliSmy przez h.

Zastosowania:

(1) a= 11,2cm, b= 84 cm, h= 4,6 cm, x zdokladn. do 0,1 cm.

(2) a= 144cm, b= 54cm, h— 3x.

(3) a= 10cm, b= 16,8cm, h= 3x; obliczy¢ z doktad. do 0,1 cm.

8. Pole rombu = S, jedna jego przekatna = e, obliczy¢ dtugos¢ / drugiej
przekatnej.

Zastosowanie:

S = 40,38cm2 e — 16,2 cm, / z dokladnoscig do 1cm.

9. Wyrazi¢ pole tréjkata jako funkcje jego obwodu 2p i promienia kota
wpisanego p.

Zastosowanie: 2p = 72,16 cm, p = 4,8cm,; obliczy¢ pole z doktadnoscig
do 1cm2

10. Bok rombu = a, pole jego = s. Obliczy¢ promien p kota wpisanego.

Zastosowanie: a = 24,08cm, s=164cm?2; obliczy¢ pz doktadnoscig
do 0,1 cm.

11. Pole trapezu = s, wysoko$¢ = h, réznica obu podstaw k; obliczy¢
dtugosci obu podstaw.

Zastosowanie: 5= 45cm2 h= 45cm, k= 3,6 cm.

12. W prostokacie ABCD prowadzimy z wierzchotka A do boku BC od-
cinek AK, Kktéry dzieli pole prostokata w stosunku m : n. Obliczy¢ ditugosé
odcinka BK.

13. W tréjkacie A ABC mamy dang podstawe c, wysoko$¢ h oraz wa-
runek, ii a : b=k : m, gdzie k i m sg to dwie liczby dane. Obliczy¢ pola obu
trojkatow, na ktére tréjkat dany zostat podzielony przez dwusieczna kata

14. Trojkat A ABC przecieto prostag KL, réwnolegta do AB; znalezé
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wzory na pola obu figur, na ktére zostat podzielony tréjkat A ABC, jezeli wia-
domo, iz wysoko$¢ jego h zostata podzielona w stosunku 1 : 4.

15. Trapez, ktérego podstawy réwnajg sie odpowiednio acm i b cm
wysokos$¢ zas ma hcm, przecieto prostg, réwnolegta do podstawy tak, iz wy-
soko$¢ zostata podzielona w stosunku 1 : 2. Obliczy¢ pola obu czesci, na ktére
podzieliliSmy trapez.

8§ 295. Z poje¢ diugosci odcinka i pola wielokgta wynikajg
inne sformutowania wielu prawd geometrycznych, poznanych w roz-
dziatach poprzednich.

Np. w 8§ 242 (str. 210) podaliSmy nastepujgce okreslenie
odcinkéw proporcjonalnych:

cztery odcinki a, 6, ¢, d tworzg proporcje, jezeli prostokat,
zbudowany z a i z d, jest réwnowazny prostokgtowi, zbudowa-
nemu z bizec

Zwazywszy, ze prostokaty réwnowazne majg réwne pola,
a pole prostokgta réwna sie iloczynowi dtugosci dwéch jego
bokéw, mozemy to samo okreslenie sformutowacé tak:

0 czterech odcinkach a, b, ¢, d powiadamy, ze tzuoizg pro-
porcje i piszemy:

a:b=c¢:d
jezeli zachodzi réwnos¢ dwoch iloczynéw:
ad = bc¥*).

Rzecz prosta, ze w tern nowem okresleniu mowa wiasciwie
o dhugosci odcinkéw.
W szczeg6lnosci jezeli a jest odcinkiem Srednim proporcjo-
nalnym miedzy h i ¢, wéwczas mamy
a2= hc.

§ 296. Twierdzenie Pitagorasa i jego uog6lnienia przybierajg
nastepujace formy, dogodne do wielu obliczen:

a2+ 62= c2 (tw. Pitagorasa)
a2+ b2—2b. CD = ¢2 (kwadrat boku  przeciwlegtego
katowi ostremu)
a2+ b2+ 2b. CD = ¢2 (kwadrat boku  przeciwlegtego

katowi rozwartemu).

*) Jest to, jak widzimy, réwnoznaczne z okre$leniem réwnosci dwoéch
' c
utamkow: ,utamki E s E sg sobie réwne, jezeli ad bc“.
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Uwaga. Jezeli précz dtugosci odcinkéw uwzglednia¢ bedziemy
ich zwroty, wowczas kazdemu odcinkowi odpowiadac¢ bedzie liczba
wzgledna. Jezeli np. powiemy, ze
odcinek MN = 5cm, to odcinek
NM—~6 cm. Uwzgledniajgc te umowe,
mozemy (jak w § 196, uwaga 2) prze-
kona¢ sie, ze mamy tu wiasciwie do
czynienia z jednem tylko twierdzeniem,
nie za$ z trzema roznemi twierdze-
niami.

Istotnie, jezeli wyobrazimy sobie,
ze bok BC tréjkata obraca sie dokota
punktu C w kierunku, zaznaczonym
strzatkg na rys. 256, wowczas rzut CD maleje, wskutek czego we
wzorze

Rys. 256.

c2 b2 26. CD = c2

wyraz — 26. CD maleje co do wartosci bezwzglednej. Gdy
kat C jest prosty, mamy CD = 0 i wzoér przybiera postac
a2+ 62= c2

Jezeli wreszcie kat C staje sie rozwarty, rzut CD ma
zwrot przeciwny temu, ktéry miat poprzednio, a wiec i znak jego
musiat sie zmieni¢ na przeciwny; jezeli dtugo$¢ odcinka CD wy-
razalismy liczba dodatnig, teraz wyrazamy ja liczbg ujemng i od-
wrotnie.

Uwzgledniajgc to, otrzymujemy w tym wypadku wzér

a2+ b2+ 26. CD = c2

§ 297. Jezeli w troikacie prostokgtnym ABCy w ktorym
kat C jest prosty, oznaczymy wysokos¢ CD przez 6, rzuty zas
r przyprostokatnych na przeciwprosto-
katng przez re> rg wowczas z twier-
dzen § 191 i 197 otrzymamy naste-
pujace bardzo wazne wzory:

62=ra.rb. . . . (1)
2=c¢c.ra. . . +(2
=c.rb. . . (3,

co wyrazamy stowami:
W tréjkacie prostokgtnym wysokos¢, poprowadzona z wierz-
chotka kata prostegOy jest Srednia proporcjonalng miedzy odcin-



O mierzeniu odcinkéw, katéw i wielokatéw. 271

kami, na ktére dzieli przeciwprostokatng, kazda zas$ przyprosto-
katna jest Srednia proporcjonalng miedzy calg przecizuprostokatng
a swoim rzutem na nia.

Cwiczenia XLVL 1. W trojkacie /A ABC mamy dane boki a—6 cm,
b 14 cm, ¢ = 9cm. Jakiego rodzaju jest ten trdjkat i jak wielki jest rzut
boku ¢ na bok a?

2. Mamy dane dwa odcinki a—16cm, b~ 20cm, z ktérych chcemy
zbudowaé trojkat rozwartokatny i w tym celu dobieramy odpowiedniej dtugosci
trzeci odcinek c. Jak wielki powinien by¢ ten odcinek c, jezeli chcemy zeby kat

C byt rozwarty ?

2a. To samo pytanie w zalozeniu, iz kat <€ B ma by¢ rozwarty.

3. W tréjkacie prostokatnym /\ ABC, w ktérym kat =€ C jest prosty,
mamy dane: ra= 2cm, rb= 30 cm. Obliczy¢ boki i wysoko$¢ tréjkata.

4. Dowie$¢, iz w trojkacie prostokatnym, w ktérym c jest przeciwprosto-
katng, mamy zawsze

a2 ' b2 h2

5. W tréjkacie prostokgtnym ABC (gdzie C 5 mamy dane
ra: rb= 1,25 oraz h = 16; obliczy¢ boki tréjkata.

6. W poprzedniem zadaniu niech beda dane

ra: rh= 3 :4; a2— b*= 12.

7. Przekatne rombu réwnajg sie odpowiednio 8 cm i 9 cm; obliczy¢ jego
bok z doktadnoscig do 1 mm.

8. Znalez¢ wz6r na wysokos$¢ i na pole tréjkagta foremnego, ktérego bok = a.

9. Mamy dane trzy odcinki o diugosci Im, 2m i 3m; czy mozemy
powiekszy¢ je wszystkie o ten sam odcinek x tak, zeby z odcinkéw powiekszo-
nych mozna byto zbudowaé tréjkat prostokatny?

10. Dane jest koto (0)r i punkt zewnetrzny A. Prosta OA przecina koto
w punktach B i B'; obliczy¢ dtugos$¢ stycznej, poprowadzonej z punktu Ay jezeli
mamy dane, ze AB = k.

Zastosowanie: r —6cm, k~ 14 cm; obliczy¢ dtugos¢ stycznej z doktad-
noscig do 0,1 cm.

11. Dane sa dwa kota (0)r i (0*)rr; obliczy¢ dtugosci ich spélnych stycz-
nych wewnetrznych i zewnetrznych.

Zastosowanie: OOr= 8cm, r —2 cm, rd= 4 cm.

12. W tréjkacie A ABC mamy dane: a=13cm, ~cA= 120°y6-(-c—15cm.
Obliczy¢ boki b i c.

13. W koto (O r wpisa¢ prostokat, majac dang réznice dwdch jego bokéw = k.

To samo zadanie rozwigza¢ zapomocg rachunku, t. j. obliczy¢ boki u, b,
majac dane, ze a— b = k.

14. Obliczy¢ promien kota, opisanego na trdjkacie rownoramiennymABC,
majac dane, ze a= b—10cm; hc—6cm.

[Wskazéwka: Wysokos¢ CD przedtuzamy az do przeciecia sie w punk-
cie E z kotem opisanem, poczem badamy tréjkat EAC\

15. W poprzedniem zadaniu obliczy¢

1) promien kota wpisanego;
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2) odlegtos¢ srodka O kota opisanego od boku c;
3) odlegto$¢ OW, gdzie W jest Srodkiem kota wpisanego.

16. Promienie dwéch przecinajacych sie kot réwnajg si¢ 30 cm i 26 cm,
wspélna ich cieciwa = 48 cm; obliczy¢ odlegtos¢ ich Srodkow.

17. Do kota o promieniu r poprowadzono styczne AB —AC — a\ obli-
czy¢ odlegto$¢ miedzy punktami stycznosci.

18. W trapezie roéwnoramiennym ABCD mamy dane wszystkie boki;
obliczy¢ jego wysokos$¢ i pole.

Zastosowanie: a~ 8cm, b= 4cm, d= 10cm; obliczy¢ h z doktadnoscia
do 1 mm. Z jaka dokiadnoscig obliczy¢ mozemy pole, postugujac sie znaleziong
wartoscig na A?

19. W kole dana jest S$rednica AB i réwnolegta do niej cieciwa CD.
Uwazajagc jako znane odcinki AC = k, AD = m, obliczy¢

1) podstawy trapezu ABCD ;
2) jego pole.

20. W trojkacie 5 ABC mamy dane: a= 21cm, A:c= 3:8; A %o
obliczy¢ b i c.

21. W trojkacie /\ABC mamy dane: b= 12cm, a—28 cm;
obliczy¢ bok c.

22. Obliczy¢ z doktadnoscig do 1 cm2 pole rombu, ktérego wigksza prze-
katna / 108 cm, mniejsza za$ e réwna sie¢ bokowi a rombu.

23. Niech bedzie dany trapez réwnoramienny ABCD, w ktérym a C
Oznaczmy potowe sumy podstaw przez m, potowe ich réznicy przez A, pole trapezu
przez S, wysoko$¢ przez A, przekatng przez f. Dowie$¢ nastepujacych wzoréw:

1) A= Ya2—«k2; J= \a2xbd= \h2bm2

2 A= YA 6-%/) @4~b—f) (b-\Ff—g (-\Ff—b)

2a
24, W trapezie réwnoramiennym mamy dane: wieksza podstawe o>
boki a ¢ oraz warunek, ze €A —-3D — Obliczy¢ pole trapezu oraz pole

trojkata, ktéry powstaje wskutek przedituzenia bokéw AB, CD.

Zastosowanie: a= 14cm, d = 36 cm.

25. Opierajac sie na uog6lnionem tw. Pitagorasa, dowie$¢, ze w kazdym
réwnolegtoboku suma kwadratéw przekatnych réwna sie sumie kwadratéw czte-
rech jego bokoéw.

26. Na mocy poprzedniego zadania otrzymac¢ wzér na Srodkowa tréjkata,,
jezeli mamy dane trzy jego boki.

27. Sprawdzi¢ nastepujacy wzdr na ditugosé¢ dwusiecznej kata wewnetrz-
nego w tréjkacie:

_ ¢(el(fe + cla- 0OF
{b+ c)2

28. Znalez¢ analogiczny wzér dla dwusiecznej kata zewnetrznego.

29. Jezeli w czworoboku opisanym na kole przekatne sg do siebie prosto-
padte, wowczas iloczyny przeciwlegtych bokéw réwnajg sie sobie. Wyobrazmy
sobie, ze w czworoboku opisanym ABCD Kkat A roénie, dazac do kata pot-
petnego, przekatne jednak pozostajg zawsze do siebie prostopadie. W co zamienia
sie figura? W co zamienia sie twierdzenie powyzsze?

30. Jezeli dwie cieciwy, przecinajgce sie wewnatrz kota, sa do siebie
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prostopadte, wéwczas suma kwadratéw czterech ich odcinkéw réwna sie kwa-
dratowi S$rednicy.

31. W trapezie suma kwadratéw przekatnych réwna sie sumie kwadratéw
bokéw wiecej podwojony iloczyn obu podstaw.

32. Pole tréjkata prostokatnego réwna sie iloczynowi dwoéch odcinkéw,
na ktore punkt stycznosci kota wpisanego dzieli przeciwprostokatna.

33. Punkt stycznosci kota wpisanego dzieli przeciwprostokatng c¢ w sto-
sunku m: n; obliczy¢ dtugo$¢ promienia kota wpisanego i pole tréjkata.

34. W tréjkacie ostrokatnym ABC zachodza nastepujace zwigzki:

hb= ha, BH =jhb, =

gdzie H oznacza ortocentr tréjkata. Obliczy¢: 1) boki tréjkata; 2) wysokosé
jego; 3) pole. [Wskaz6éwka: uwzgledni¢ podobiehstwo tréjkatow].

c
35. W tréjkacie réwnaramiennym ABC, w ktérym hc oraza= b>

wyrazi¢ nastepujace wielkosci jako funkcje zmiennych hc i c:

1) diugosci odcinkéw, na ktére ortocentr dzieli wysoko$¢ hc;

2) pole tréjkata AB'Cy gdzie B' jest spodkiem wysokosSci, poprowa-
dzonej z wierzchotka B.

36. Jezeli mamy dane dwa punkty nieruchome A, 4' oraz
punkt C, ktdéry porusza sie po ptaszczyznie w taki sposéb, iz
réznica kwadratéw jego odlegtosci od punktéow A iA' jest stata,
woéwczas C kre$li prostopadta do prostej AA\ [Wskazowka: wy-
kresli¢ prostopadta CC' i zastosowaé dwukrotnie tw. Pitagorasal.

37. Twierdzenie Ptolemeusza.*) W czworoboku wpisanym w koto iloczyn
przekatnych réwna sie su-
mie iloczynéw bokéw prze- B
ciwlegtych.
Twierdzenie prze-
ciwne. Jezeli czworobok
nie daje sie wpisa¢ w kotoy
wowczas iloczyn przekat-
nych nie réwna sie sumie
iloczynéw bokéw przeciw-
leglychj a mianowicie jest
mniejszy od tej sumy.
Zacznijmy od twier-
dzenia przeciwnego. Jezeli
na czworoboku ABCD nie
mozna opisa¢ kota, wow-

czas powiadam, ze
AC.BD < AB.CD-f-AD.BC.

*) Klaudjusz Ptolemeusz, najwigekszy astronom czaséw starozytnych, na
uczat w Aleksandrji w Il w. po Chr. Ptolemeusz byt autorem stynnej hipotezy,

objasniajacej ruchy uktadu planetarnego w zatozeniu, ze storice i planety kraza
dokota ziemi. Dopiero Kopernikowi udato sie obali¢ te hipoteze.

Geometrja elementarna. 18
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Poniewaz 3 nie réwna sie katowi <£2, mozemy przypuscié, ze <£ 2 jest
od <$3 wiekszy. Uczynmy <E BCE=<£2 oraz <$EBC= <$ 1.
Poniewaz A BCE co /\ABD, zatem

AD .BC=BD.CE . . . . (1)
AB.BC=BD.BE . . . . 2)
Z réwnosci (2) i z tego, ze <$ = <£ CBD, wynika, iz» ABECO BCD,
AB.CD =BD.AE . . . . 3)
Z réwnosci (1) i (3) mamy
(5. CD+AD.£EC=£D(AE+CE), . . . (4),
a poniewaz AE -f- CE > AC,

zatem twierdzenie jest dowiedzione. '
Z wzoru (4) uczenn sam otrzyma dowoéd twierdzenia Ptolemeusza.
Twierdzenie Ptolemeusza wraz z twierdzeniem przeciwnem dajg nam nowy
sposéb poznania, czy cztery punkty lezg czy nie lezg na jednym okregu.
Jakie inne twierdzenia stuzg do tego samego celu?

§ 298. Wzér Herona. Zwykta reguta na obliczanie pola tréjkata nie jest
dogodna przy pomiarach w naturze, gdyz prowadzenie wysokosci w tréjkacie
bytoby czynnoscig kiopotliwg i trudng do doktadnego wykonania. Natomiast,
majac dany jaki$ kawat ziemi lub inny przedmiot w ksztatcie tréjkata, mozemy
z wystarczajgcg w praktyce doktadnoscig zmierzy¢ jego boki, ktére jak wiemy,
wyznaczajg tréjkat.

To spostrzezenie nasuwa nam nastgpujgce zagadnienie:

obliczy¢ pole tréjkata, majac
dane trzy jego boki.

Oznaczajgc pole tréjkata ABC
przez St wysoko$¢ CD przez h, mamy wzor

ch

21

z ktoérego nalezy wyrugowaé¢ wysokosé h.

Z tréjkata ACD otrzymujemy
h*=b*-AD=*.

S=

Z A ABC za$ mamy
a2= b2-f-c2—2AD .c,

=< PIP)

4c262— ((>2—c2—a?2) (2c6+ fr2+ c*“—a2)(2c6-62-c 2+ n 2
4c2 4c2
[(+ c)e-g»][ar-(ft-c)»]
4c2
(6-]-c+ a) (6-]~c —a)(a-\-b —c)(a —
4c2
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Jezeli teraz oznaczymy obwod tréjkata A ABC przez 2p, woéwczas be-
dziemy mieli
a-f-b-l<=2p
a-\-b —c—2(p —¢)
a—b+ c=2(p-b)
b-f*c—a= 2(p — a).
Wobec tego

16 p(p- a (p—b) (per
h = 472 -

Tak wigc S = =Vp(pP—a(p—Db (p—o0).

§ 299. Badajac pola wielokatéw podobnych, natrafiamy na
nastepujace twierdzenie, majgce liczne zastosowania, zwlaszcza
przy obliczaniu powierzchni i objetosci bryt.

Twierdzenie. Pola podobnych wielokgtéw maja sie do siebie
tak, jak kwadraty bokéw odpowiednich.

. Twierdzenia dowiedziemy najpierw dla trojkatow.

Jezeli mamy dane dwa trdjkaty podobne

A ABCcoA AB'C4
i jezeli wykreslimy w nich wysokosci CD, CD1 wowczas musi
byé¢ réwniez

A ACD oo A CD* (dlaczego?)

C

Oznaczajac pola tréjkatéw danych odpowiednio przez S i S/,
wysokosci zaS CD i CD" przez hi h  mamy (8§ 293, str. 267):

5 = jcA
S' CK’
Z trojkatow A ACD, A ACD r mamy

h .. h c
- , h c 5
iy 0—?4’9 a Wi$c réwniez r'1l7 c (dlaczeg 0?)
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Il. Niech beda dane np. dwa podobne pieciokaty.

Oznaczmy boki ich odpowiednio przez ax, a2,..., a5 oraz
ai, a\, ... a6
gi — Qa — _ Q6
a i a'2 a'é

Jezeli podzielimy nasze wielokgty w jednakowy sposéb na
trojkaty (np. zapomoca przekatnych, jak na rysunku 261), wow-

D

czas otrzymamy szereg podobnych trojkatéw. Oznaczajac ich pola

przez Si, S2 mamy
si = s~ = S3_ _ait
STi S'2 S"3 aVv’
zatem
Si + S2+ S8 _ ai2
S"i + S"2+4S"s ai2*

Cwiczenia XLVII. 1. Wykazaé, ze pola podobnych tréjkatéw majg sie da
siebie tak, jak kwadraty ich wysokos$ci, $rodkowych, dwusiecznych, promieni koét
wpisanych lub opisanych.

2. W tréjkacie prostokatnym A ABC.wktérym C ~ d, obliczy¢ wysokos¢
CC' jako funkcje przeciwprostokatnej, jezeli wiemy, ze S «$ /ABCC ~ m2: n2
izera:c= k:/, gdzie /, m, /i, sg to liczby dane.

3. Pole tréjkata prostokatnego A ABC réwna sie B2 obliczy¢ pole troj-
kata A ACC, jezeli wiadomo, ze a: ra= m i ze CC jest wysokoscig.

4. W tréjkacie réwnoramiennym A ABC

bok ¢ = 40 cm, a SE
obliczy¢ dtugos$¢ odcinka BA', jezeli A',C' sg spodkami wysokosci.

5. W trdjkat rownoramienny A ABC wpisano koto, dotykajace réwnych
bokéw a i b odpowiednio w punktach At, Bt. Obliczy¢ promieh kota wpisanego,
jezeli wiemy, ze ¢ = 60 cm i ze pole czworoboku AMXCB{W jest 3 razy mniejsze
od pola tréjkata A ABC.

6. Trojkat A ABC przecig¢ prosta réwnolegta do boku a tak, by podzieli¢
jego pole w stosunku 9 : 16.

=3:4,
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Twierdzenie § 299 opiera sie jedynie na pojeciach pola i podobienstwa,
natomiast nigdzie w dowodzie nie opieraliSmy sie na tw. Pitagorasa. Jest wiec
ono niezalezne od tw. Pitagorasa i moze stanowi¢ podstawe dowodu tego
twierdzenia.

7. Dowie$¢ twierdzenia Pitagorasa, opierajac sie na tern, ze wysoko$
«dzieli tréojkat prostokatny na tréjkaty podobne.

Twierdzenie Pitagorasa i tw. 88 296, 297 dadza sie z tatwoscia uogdlnic¢
W nastepujacy sposoéb:

8. W dowolnym trdéjkacie A ABC prowadzimy odcinek BB' tak, zeby
byto : AB'B=  ABC, Z podobienstwa tréjkatéw otrzymac zwigzek c2= b. AB'
i wykaza¢, ze mamy tu uogélnienie twierdzenia § 297, wzoér (2).

9. W dowolnym tréjkacie /A ABC prowadzimy proste BB\ BB” tak, zeby
byto: < AB'B= AABB"C=  ABC. Wykaza¢, ze wéwczas mamy:

BB'2= BB"2= AB' . BiC
i ze otrzymaliSmy w ten sposéb uogélnienie twierdzenia § 297, wzér (1).

10. Z zadania 8-go wysnué
uogélnienie tw. Pitagorasa.

11. Uzasadni¢ nastepujaca kon-
strukcje odcinka $redniego propor-
cjonalnego. Niech beda dane od-
cinki a i b. Na dowolnej prostej
odktadamy odcinek MM’ — a oraz

M "M
odcinki MK = M'K' — b, poczem ]
kreslimy kota (K)b i (K')b, przeci-
najace sie w punkcie O. Mamy Rys. 262.

MO2= ab.
12. Na zadaniu 9-em mozna oprze¢ nowa konstrukcje odcinka $redniego
proporcjonalnego.

ROZDZIAL 1l

0 potedze punktu wzgledem kota, o osiach
pierwiastnych i o pekach kof*

§ 300. W 88 198—201 (str. 175) poznali$my szereg* twier-
dzen o linjach stycznych i siecznych do kota. Wszystkie te twier-
dzenia dadzg sie wystowi¢ inaczej i ujg¢ w jedno nastepujace.

Twierdzenie. Jezeli koto przecina proste, nalezace do jednego
peku, wéwczas wyznacza na kazdej z nich po dwa odcinki, mze-
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rzone od wierzchotka peku; iloczyn tych odcinkéw jest wielkoscig
statg da danego wierzchotka i danego kola.

W szczegolnosci doczyn ten réwna sie kwadratowi stycznej,
poprowadzonej z wierzchotka pekuf jezeli wierzcholek ten lezy
zewnatrz kola.

Gdyby uczen nie znat wiasnosci, o ktérych mowaw §§8 198—201,
moze dowies$¢ twierdzenia niniejszego bezposrednio. Wystarczy np*

na rys. 263 potaczy¢ B z C i B4z C", aby otrzyma¢ dwa tréjkaty
podobne A OBCco A OB'C' (dlaczego?), z ktorych wynika
odrazu, ze

oB _ OC
ocC OB1
czyli OB .0OB‘= OC .OC.

Uczen sam zbuduje dowody dla przypadku, gdy wierzchotek
peku lezy poza kotem i gdy rozwazymy 1) odcinki, wyznaczone
na dwoch dowolnych siecznych, 2) odcinki, wyznaczone na siecznej
i stycznej.

Staty iloczyn, o ktérym mowa w twierdzeniu, nazywa sie
potega punktu (mianowicie wierzchotka peku) wzgledem kola.

Zwroémy uwage, ze jesli wierzchotek O lezy wewnatrz kota,
wowczas odcinki, wyznaczone na kazdej siecznej, majg zwroty
przeciwne (jak np. CM, OA na rys. 263), a wiec diugosci ich
wyrazajg sie liczbami o znakach przeciwnych (jesli wiec diu-
gos¢ OA uwazamy za liczbe dodatnig, to dtugos¢ OA musi byc
liczbg ujemng i odwrotnie).

Jezeli natomiast wierzchotek O lezy zewnatrz kota, wowczas
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odcinki OA, OA i t. d. majg wszystkie ten sam zwrot, a wiec
dtugosci ich sg liczbami o tym samym znaku.

Wynika stgd, ze potega punktu, lezgcego wewnatrz kota,
jest liczba ujemng, potega za$ punktu zewnetrznego jest liczba
dodatnia.

Jaka liczba wyraza sie potega punktu, lezacego na okregu kota?

§ 301. Twierdzenie. Jezeli
mamy dane dwa kota (0)r9(043r'9
wowczas miejscem geometrycznem
punktéw, majacych te sama potege
wzgledem obu kétgest prostopadia
do ich linji Srodkow.
Prostopadta ta zwie sie osig
pierwiastng kot danych.
. Rozwazmy najpierw przy-
padek, gdy kota przecinajg sie.
Kazdy punkt C, lezacy na prze-
dtuzeniu spélnej cieciwy A A9 ma jednakowag potege wzgledem
obu két, mianowicie réwnajaca sie iloczynowi CA . CA\
Po wtoére, zaden inny punkt D plaszczyzny nie posiada tej
wilasnosci, gdyz w takim razie mielibySmy (rys. 265).
DA .DD'= DA .DD*
czyli DD' = DD\
co jest niedorzeczne.
Il. Jezeli dane kota
nie przecinajg sie, wow-
czas przecinamy je oba
dowolnem trzeciem kotem
(rys. 266); wspolne cie-
ciwy AB9AB' niech sie
przecinajg w punkcie P.
Punkt ten ma jednakowg
potege wzgledem obu
danych kot (O)r i (Ojr
(dlaczego?) Powiadam
ze prosta PK9 prostopadta do linji Srodkéw 00 jest zgdanem
miejscem geometrycznem.
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Istotnie, jezeli wprowadzimy nastepujace oznaczenia (rys. 267):
PS=PS' =1t PO —a9
PO' = b9
wowczas musi byc¢
2= a2—P = b2- r2
zatem a2—b2—r2—r2
Poniewaz r2—r'2 jest
wielkoscig stalg (dlacze-
go?) zatem punkt P po-
pys 267 siada te wiasnosé, ze roz-
nica kwadratéw jego odle-
gtosci od dwodch statych punktéw O, O' jest stalg. Wynika stad,

ze miejscem geometrycznem punktu P jest prostopadia PK. (Cwi-
czenia XLVI, 36, str. 273).

Cwiczenia XLVIIIL. *) 1. Zbudowaé 0§ pierwiastng dwéch kot, nie postu-
gujac sie zwykta konstrucjg prostopadiej.

2. Zbada¢, jak zmienia sie potozenie osi pierwiastnej dwéch kot (O)r, (O*)/,
jezeli koto (o)r jest nieruchome, drugie za$ koto (o+)r przesuwamy po pta-
szczyznie. W szczeg6lnosci zastanowi¢ sie nad potozeniem osi pierwiastnej, jezeli

1) kota sg do siebie styczne wewnetrznie lub zewnetrznie,
2) jedno lezy wewnatrz drugiego,
3) kota sa spotSrodkowe.

3. Niech bedg dane na ptaszczyznie trzy kota (0)r, (O")/, (0")r", ktérych
Srodki O, O7 O" nie lezg na jednej prostej. Dowie$¢, ze trzy osie pierwiastne
tych kot przecinajg sie w jednym punkcie.

Punkt ten nazywa sie Srodkiem pierwiastnym trzech két.

4. Odszuka¢ $rodek pierwiastny trzech két, ktérych S$rodki lezag na
jednej prostej.

4a. Czy zawsze istnieje Srodek pierwiastny czterech két?

5. Czy mozna odnalez¢ Srodek pierwiastny trzech két, stycznych do siebie
w tym samym punkcie A ?

6. Jezeli ze Srodka pierwiastnego poprowadzimy styczne do wszystkich
trzech koét, woéwczas ich punkty stycznosci znajdg sie na okregu czwartego kota,
przecinajgcego trzy kota dane pod katem prostym **).

7. Ortocentr trojkata jest Srodkiem pierwiastnym koét, wykre$lonych na
bokach tréjkata jako na Srednicach.

*) Uczen moze, précz wymienionych ponizej zada”™ rozwigzaé¢ ¢wiczenia
XXX, na str. 177, stosujgc poznane pojecia miary odcinka i tw. § 300 zamiast
pojecia réwnowaznosci prostokgtow.

**) Katem miedzy dwiema linjami krzywemi nazywamy kat miedzy stycz-
nemi, poprowadzonym do tych krzywych w ich punkcie przeciecia sie.
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8. Ortocentr trdjkata jest sSrodkiem pierwiastnym trzech koét, Kktorych
Srednicami sa odcinki wysokosci tréjkata, zawarte miedzy ortocentrem a wierz-
chotkami.

9. Jezeli mamy dane dwa kota, woéwczas $rodki wszystkich ich spoéinych
stycznych lezg na jednej prostej.

10. Znalez¢ $rodek pierwiastny trzech két zawpisanych trojkata /\ ABC.
[Wskazoéwka: Srodek boku jest zarazem $rodkiem spoélnej stycznej do dwoch koét].

11. Niech AryB'y O beda $rodkami bokdéw a, 6, c. Jaki zwigzek zachodzi
miedzy S$rodkiem pierwiastnym, o ktérym mowa w zadaniu poprzedniem, a kotem,
wpisanem w tréjkat A AB*C |

12. Jezeli z dowolnego punktu osi pierwiastnej dwoch két poprowadzimy
do nich po jednej siecznej, wéwczas cztery punkty przeciecia sie siecznych z ko-
tami danemi muszg leze¢ na okregu trzeciego kota.

13. Dana jest prosta m i punkt A, nie lezacy na niej. taczymy A z do-
wolnym punktem P prostej m i naprostej AP obieramy taki punkt Q, ze AP.AQ
jest wielkoscig statg. Co kresli punkt Q, gdy punkt P przesuwa sie po prostej m?

14. Dane sg dwa kota (0)r i (Onr' oraz dwie liczby k2 i m2 Znalez¢ na
plaszczyznie taki punkt Py zeby jego potega wzgledem pierwszego kota réwnata
sie k2; wzgledem drugiego réwnata sie m2

15. Kazdy punkt mozemy uwaza¢ jako kota o promieniu réwnajgcym sie
zeru. Czem wobec tego jest potega jednego punktu wzgledem drugiego?

15a. Zbudowac 0$ pierwiastng danego kota (0)r i danego punktu M.

16. Danym promieniem r zakre$li¢ koto, przecinajagce dwa dane kota pod
katem prostym.

17. Danym promieniem/* zakres$li¢ koto, przechodzace przez dany punkt A
'I przecinajace pod katem prostym inne dane koto.

18. Wykresli¢ koto, przecinajace pod katem prostym trzy dane kotfa.

19. Dane sa dwa kota. Wykresli¢ trzecie koto, przecinajace dwa pierwsze
pod katem prostym tak, zeby styczna dé tego trzeciego kota, poprowadzona
z danego punktu A, réwnata sie danemu odcinkowi m.

20. Miejscem geometrycznem $rodkéw koét, przecinajgcych dwa dane
kota (O)r, (Onr' wedtug $rednic, jest prosta, symetryczna z osig pierwiastng
tych dwu kot wzgledem s$rodka odcinka OO

21. Wykresli¢ koto, przecinajgce dwa dane kota wedtug Srednic, trzecie
za$ dane koto pod katem prostym.

22. Jezeli ze Srodka jednoktadnosci J (lub /') dwéch ko6t poprowadzimy
sieczng, przecinajaca kota. w punktach Py Q, Fy Q' tak, iz P i P* odpowiadajg
sobie, wéwczas musi by¢

JP . JQf = JQ . JP

23. Co dzieje sie z iloczynami, o ktérych mowa w zadaniu poprzedniem,
jezeli sieczng obracamy dokota $rodka jednoktadnosci.

24. Ze $rodka jednoktadnosci J prowadzimy dwie sieczne, przecinajgce
jedno dane koto w punktach Ay By C, D, drugie za$ w punktach A , B'y C'y D*.
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Dowies$¢, ze wszystkie nieodpowiadajgce sobie cieciwy (np. A'D' oraz BC) prze-
cinaja sie na osi pierwiastnej két. [Wskazéowka: Bf C, A, D* lezg na jednym
okregu. Dlaczego?].

25. Jezeli wykres$limy dowolne koto, styczne do dwu danych kot (0)r
(O ")/ wobwczas prosta, taczaca punkty stycznosci, musi przejs¢ przez Srodek
jednoktadnosci kot danych. [Wskazéwka: dowies¢, iz 0'A///OL].

26. Kiedy w poprzedniem zadaniu prosta LU przechodzi przez $rodek
jednoktadnosci zewnetrzny, kiedy za$ przez wewnetrzny?

27. Jezeli wykreslimy dwa kota styczne do dwu danych két, woéwczas
0§ pierwiastna ktérejkolwiek pary kot przechodzi przez $rodek jednoktadno$ci dru-
giej pary. Jakie ograniczenie nalezy wprowadzi¢, dotyczgce rodzaju stycznosci ?

28. Dane sa punkty A, B i koto (O)r. Znalez¢ taki punkt X, zeby byto
AX = XB oraz zeby odcinek AX réwnat sie stycznej, poprowadzonej z punktu X
do kota danego.

29. Wykresli¢ dwa kota, majac dane ich $rodki, 0§ pierwiastng i Srodek
jednoktadnosci zewnetrzny.
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§ 302. Okreslenie. Pekiem ko6t nazywamy wszystkie kota9
majace spoing linje srodkéw i spoing o$ pierwiastna.

Wprowadzajac pojecie peku két, musimy wykaza¢ na przy-
ktadach, ze taki uktad két naprawde istnie¢ moze.

Niech na prostej m bedg dane dwa dowolne punkty A, A\
Istnieje nieskoniczenie wiele koét, przechodzacych przez te dwa
punkty. Srodki tych koét leza wszystkie na jednej prostej (jakiej?),
prosta zas m jest spoing osig pierwiastng tych kot

Wobec tego wszystkie nasze kota tworzg pek. Jest to t. zw.
pek pierwszego rodzaju albo pek eliptyczny.

Obierzmy na prostej m dowolny punkt By nie nalezacy do
odcinka AA'. Z punktu B mozemy poprowadzi¢ styczne BSi,
BS2,.. do wszystkich k&t peku; styczne te réwnaja sie sobie,
zatem punkty sS19 s2, A ,... lezg wszystkie na jednym okregu,
ktérego Srodkiem jest punkt B.

Powtarzajgc to samo rozumowanie dla kazdego innego
punktu prostej m, nie nalezacego do odcinka AA’', otrzymamy
t. zw. pek kot drugiego rodzaju, albo pek hiperboliczny.

Istotnie, wszystkie te kota majg spoing linje Srodkéw (mia-
nowicie prostg m) oraz spoing o0$ pierwiastng (mianowicie linje
Srodkéw pierwszego peku).

Aby tego dowies¢, wystarczy zauwazy¢, ze kazde koto
pierwszego peku przecina
pod katem prostym kota dru-
giego peku, jak widaé z ry-
sunku (dlaczego?)

Punkt przeciecia sie
linji srodkéw wszystkich kot
peku z osig pierwiastng tych
két nazywa sie punktem
sSrodkowym peku.

§ 303. Cecha charakte-
rystyczng peku kot pierwsze-
go rodzaju jest to, ze wszyst-
kie kola peku przechodzg
przez dwa state punkty, zwa-
ne punktami podstawowemi
peku. Wobec tego punkt $srodkowy peku lezy wewnatrz kazdego
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z kot peku, potega wiec jego wzgledem k&t peku wyraza sie
zawsze liczbg ujemng (rys. 271).

W peku kot drugiego rodzaju punkt srodkowy lezy zewnatrz
kot peku (rys. 272), ma wiec potege dodatnig wzgledem wszystkich
kot peku.

Jezeli w peku eliptycznym czyli w peku pierwszego rodzaju

(rys. 271) oznaczymy punkt
Srodkowy przez O, punkty pod-
stawowe przez A i A, wreszcie
odcinek oA przez k, wowczas
potega punktu O wzgledem
kazdego kota peku wyrazi sie
iloczynem dtugosci odcinkdéw
oA ioA' czyli rownaé sie be-
dzie liczbie ujemnej — k2 Ozna-
czajac przed d odlegtos$¢ od
O do srodka M ktoregokolwiek kota peku, przez r promien tego
kota mamy:

2= d+ k\.. (2

Jak wida¢ z tego réwnania, na d mozemy dawaé wszelkie
mozliwe wartosci dodatnie i ujemne: diugo$¢ promienia r bedzie
zawsze liczbg rzeczy-
wistg (dlaczego?).
Znaczy to, ze kazdy
punkt na linji $Srodkéw
MN moze by¢ $rod-
kiem kota, nalezacego
do peku.
Jezeli natomiast
Rys. 272. mamy do czynienia
z pekiem drugiego ro-
dzaju (rys. 272), woéwczas, oznaczajac przez k2 potege punktu O
wzgledem kot peku, mamy

r2= d2- k\.. (2),
skad wynika, ze musi by¢
albo d < — Kk, albo d > k (dlaczego?).

Dowodzi to, ze jeSli po obu stronach punktu O odiozymy
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odcinki OL = k, OL = — ky wowczas na odcinku LL nie moze
znajdowac sie Srodek zadnego z két peku.

Punkty Ly L' nazywamy punktami granicznemi peku drugiego
rodzaju, a to dlatego, ze przy d = + k mamy z réwnania (2)

r=20

tak, ze punkty Ly L mozemy uwaza¢ za kota o promieniu réwna-
jacym sie zeru i mozemy powiedzie¢, ze te dwa kota nalezg
do peku.

Cwiczenia XLIX. 1. Jakie jest najmniejsze koto w danym paku pierwszego
rodzaju? Czy w paku drugiego rodzaju istnieje koto najmniejsze?

2. Czy mozna zbudowa¢ taki pagk koét, by punkt Srodkowy paku miat
wzgtadem wszystkich jego kot potaga rdwnajaca sig zeru (pek paraboliczny)?.

3. Dwa paki ko6t nazywamy sprzeionemi, jezeli kota jednego paku prze-
cinajag pod katem prostym wszystkie kota drugiego paku i odwrotnie.

Wykaza¢, ze pak hiperboliczny jest sprzazony z eliptycznym, jezeli linja
srodkow pierwszego jest osig pierwiastng drugiego.

4. Jezeli mamy dane dwa paki sprzazone, woéwczas punkty graniczne
jednego sa punktami podstawowemi drugiego paku.

5. Dane sg dwa punkty graniczne paku hiperbolicznego; zbudowaé
taki pak.

6. Dane jest jedno koto pagku hiperbolicznego i jeden punkt graniczny;
zbudowac pak.

7. Mamy dane dwa kota paku hiperbolicznego; zbudowaé¢ to koto paku,
ktére przechodzi przez dany punkt A. [Wskazowka: przez dany punkt A
kreslimy dowolne koto C, przecinajace dwa dane kota, $rodek pierwiastny trzech
kot taczymy z punktem A].

8. W paku hiperbolicznym punkty graniczne sg harmonicznie sprzgzone
z konicami kazdej $rednicy, lezacej na linji Srodkow.

9. Rozwigza¢ zadanie 7, opierajac sig na zadaniu 8-em.

10. Rozwigza¢ zadanie 7, jezeli zamiast dwoéch kot pagku mamy dang o$
pierwiastng paku i jeden z jego punktéw granicznych.

11. Mamy dane dwa paki eliptyczne takie, ze ich punkty podstawowe A,
B oraz A\ B' lezg najednej prostej. Dowie$é, iz spolne cigciwy kot obu pagkdéw
przecinajg sig wszystkie w jednym punkcie, lezacym na prostej AA'.

12. Kota pgku eliptycznego dzietg na odcinki proporcjonalne kazda sieczna,
poprowadzong przez jeden z punktdéw podstawowych paku.

13. Dane sg punkty podstawowe paku eliptycznego oraz koto (O)r, nie na-
lezace do paku; zbudowac to koto pagku, ktére przecina pod katem prostym
koto (O)r.

14. Zbudowac¢ koto, nalezace do danego paku i styczne do danego kota (O)r.

15. Jezeli prosta przecina dwa kota paku w punktach A, iloraz A\ B\
0$ za$ pierwiastng w punkcie C, woéwczas odcinki AA\ BB' wida¢ pod katem
prostym ze wszystkich punktéw okragu, ktérego srodkiem jest O i ktére prze-
cina pod katem prostym oba kota dane.
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16. Niech bedzie dany pek hiperboliczny i dowolny staty punkt A; do-
wieéé, ze biegunowe punkta A wzgledem wszystkich két peku przechodza przez
staly punkt A'. Punkt ten jest Srednicowo przeciwleglty punktowi A w kole
ALL', gdzie L i U sg punktami granicznemi peku. [Wskaz6éwka: jezeli dwa
kota przecinajg sie pod katem prostym, woéwczas kazde z nich dzieli harmo-
nicznie $Srednice drugiego kota).

17. Biegunowa punktu granicznego wzgledem dowolnego kota peku prze-
chodzi przez drugi punkt graniczny.

ROZDZIAL 1L

0 poprzecznych.

§. 304. Twierdzenie Menelaosa *). Jezeli przetniemy tréjkat ABC do-
wolnag prosta DEF, woéwczas otrzymamy najego bokach lub na ich przedtuzeniach
sze$¢ odcinkéw, rachujac od wierzchotkéw tréjkata, przyczem iloczyn trzech od-

cinkéw, nie majacych spornych koncéw,

X A réwna sie iloczynowi trzech drugich od-

cinkéw czyli
AD .BE . CF= AF . CE . BD.

Przez A poprowadZmy réwnolegta
do boku BC. Niech poprzeczna spotyka te
rownolegta w punkcie X. Z tréjkatow
podobnych (jakich?) mamy:

CF _ AF
CE ~ AX
BE _ AX
BD ~ AD'
Skad przez pomnozenie mamy
CF . BE _ AF
CE . BD -~ AD
czyli AD .BE .Ci7= AF.CE .BD.

§ 305. Twierdzenie przeciwne (wzgledem § 304). Jezeli na bokach
trojkata ABC Ilub na ich przedtuzeniach mamy dane trzy punkty D, E, F,
nie lezagce na jednej prostej, wéwczas iloczyn odcinkéw AD .BE . CF nie moze
réwnac sie iloczynowi trzech pozostatych odcinkéw AF . CE . BD.

Istotnie, jezeli prosta DE (rys. 274) przecina bok ™C (lub jego prze-
dtuzenie) w punkcie F\ woéwczas mamy

AD .BE . CF' = AF' . CE . BD,

*) Matematyk aleksandryjski: zyt i dziatat za panowania Trajana i Domi-
cjana (koniec | wieku po Chr.).
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AD . BE AFr
y CE . BD CF'
Gdybysmy mieli, wbrew naszemu twierdzeniu,
AD .BE . CF= AF. CE . BD,
AD . BE AF
CE .BD~ CF

a)

woéwczas bytoby

Z réwnosci (1) i (2) wynikatoby, ze

AF* Ab

CF' ~ CF
czyli na odcinku AC istniatyby dwa punkty h, F\ dziela go oba wewnetrznie
(lub oba zewnegtrznie) w tym samym stosunku, co jest rzeczg niemozliwa.

§ 306. Twierdzenie Cevy *). Jezeli prosie, taczace wierzchotki tréjkata
A ABC z dowolnym punktem O, przecinajg przeciwlegte boki tréjkata w punktach

Rys. 275.

A\ B\ C', wowczas iloczyn trzech odcinkéw, nie majacych spélnych koncéw
AC'.BA'.CB' réwna sige iloczynowi trzech pozostatych odcinkéw A'C . B'A C'B.

Przez wierzchotek A poprowadzimy réwnolegta do boku BC. Niech N,
M beda punktami przeciecia sie tej réwnolegtej z prostemi BB', CC'. Z podo-
bienstwa tréjkatéow (jakich?) mamy

BA' _  AM
A'C ~ NA
cB' _  BC
B'A -~ AM
AC' _  NA
cB ~ BC

skad przez pomnozenie wynika, ze
A4AC" . BA' . CB'= A'C . B'A . C'B.

*) Jan Ceva, wybitny matematyk wiloski, dowi6dt tego twierdzenia wraz
z wieloma innemi zapomoca rozwazan, opartych na mechanice, w dziele De lineis
rectis se invicem secantibus statica constructio, w 1678 r.
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§ 307. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 306). Jezeli na bokach
tréjkata mamy dane takie trzy punkty A'f B', C", iz
AC .BA .CB'"= AC .BA .C'B}
woéwczas proste A A BB\ CC przecinajg sie w jednym punkcie.

Jakoz niech proste AA\ BB/ przecinajg sie w punkcie O i niech prosta
CO przecina bok przeciwleglty w punkcie X'. Na zasadzie tw. Cevy powinno by¢

AX' .BA .CB'= A'C .B'A .X'B,
zatem musi by¢ réwniez
AX' AC
X'B ~—~ C'B
czyli na boku AB istnieja dwa pnnkty C i X', dzielgce ten bok wewnetrznie
w tym samym stosunku, co jest niedorzeczne.

COwiczenia L Twierdzenia Menel aosa i Cevy wraz z twierdzeniami od-
wrotnemi (lub przeciwnemi) daja nam nowy sposéb rozpoznawania, czy trzy dane
punkty lezg czy nie leza na jednej prostej, oraz czy trzy dane proste przecinaja
sie¢ w jednym punkcie.

1. Dowies$¢, ze dwusieczne tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.

2. Dowies$é, ze Srodkowe trdjkata przecinajg sie w jednym punkcie.

3. Dowieé¢, ze wysokosci tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie.

4. Proste, taczace wierzchotki tréjkata z punktami stycznosci kota wpi-
sanego, przecinaja sie w jednym punkcie (punkt Gergonnea).

5. Proste, taczace wierzchotki tréjkata z punktami stycznosci tego sa-
mego kota zawpisanego, przecinajg si¢ po trzy w jednym punkcie (t. zw.
punkty dotaczone Gergonnea).

6. Proste, taczace wierzchotki tréjkata z punktami, w ktérych przeciwlegte
im boki dotykajg kot zawpisanych, przecinaja sie w jednym punkcie (t. zw.
punkt Nagel a).

7. Spodki trzech dwusiecznych zewnetrznych tréjkata lezg na jednej prostej.

8. Spodki dwoéch dwusiecznych wewnetrznych i trzeciej zewnetrznej leza
na jednej prostej.

9. Dowieé¢ istnienia prostej Simsona (¢wiczenia XIX, 36 str. 110) zapo-
mocg tw. odwrotnego do Menelaosa.

10. Tw. Ponceleta. Jezeli wierzchotki wielokata o nieparzystej liczbie bo-
kéw potaczymy z dowolnym punktem, otrzymamy na przeciwlegtych jego bokach
takie odcinki, iz iloczyn wszystkich odcinkéw, nie majacych spélnych korcow,
réwna sie iloczynowi pozostatych odcinkéw.

11. Srodki przekatnych czworoboku zupelnego lezg na jednej prostej.

12. Jezeli mamy dane trzy kota, woéwczas kazda para posiada po dwa $rodki
jednoktadnosci. Te $rodki jednoktadnos$ci leza po trzy na czterech prostych,
zwanych osiami jednoktadnosci trzech ko6t danych, a mianowicie: trzy S$rodki
jednoktadnosci zewnetrzne lezgna jednej osi, aprocz tego kazdy Srodek
zewnetrzny lezy na jednej osi z dwoma $rodkami wewnegtrznemi, nie sprze-
zonemi z nim.
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W ten sposéb osie jednoktadnosci sg bokami czworoboku zupetnego,
ktérego przekatnemi sa linje Srodkéw két danych.

13. Twierdzenie Pascala. (Poréwnaj str. 254, § 280). Jezeli mamy dany
szesciokat wpisany w koto, wéwczas punkty przeciecia sie trzech par przeciw-
legtych bokéw lezg na jednej prostej. [Wskazéwka: do tréjkata, utworzonego
przez punkty przeciecia sie trzech par bokéw (a, c), (c, €), (e, a), stosujemy
trzykrotnie tw. Menelaosa, uwazajac trzy pozostate boki za poprzeczne].

14. Z wierzchotkéw tréjkata A ABC prowadzimy trzy proste <44, BB',
CC', przecinajace sie w jednym punkcie. Jezeli punkty A", B", C" sg syme-
tryczne z punktami A', B', C' wzgledem $rodkéw bokéw a, b, c, wéwczas proste
AA", BB", CC" przecinajg sie tez w jednym punkcie.

15. W trojkacie foremnym A ABC odkladamy na bokach c, b odcinki
AC' = CB' = k; prosta BC' przecina w punkcie A' prosta BC. Obliczy¢ dtu-
gos$¢ odcinka BA'.

16. W trdojkacie A ABC dzielimy boki a, b, ¢ odpowiednio w punktach
A', B', C' w stosunku m : n. Jezeli proste CC', AA' przecinaja sie w punkcie .
K, wéwczas mamy

AK : AA — mn : (M2— mn + n2.

ROZDZIAL IV.

0 zastosowaniu algebry do rozwigzywania
zadan konstrukcyjnych.

§ 308. Zadanie konstrukcyjne da sie zawsze sprowadzi¢ do
wyznaczenia jednego lub kilku punktéw. Punkt mozemy znalez¢,
jezeli znamy jego odlegtosci od dwdch statych punktéw. Czesto
sie zdarza, ze z warunkéw zadania mozemy tatwo obliczy¢ te
odlegtosci, a wéwczas rozwigzanie zadania konstrukcyjnego spro-
wadza sie do nastepujgcego zadania:

zbudowac¢ odcineky majac dany wzoér, ktéry wyraza zaleznos$é
miedzy odcinkiem szukanym a innemi, danemi odcinkami.

Przekonamy sie zaraz, ze zadanie to potrafimy rozwigzaé za-
pomocag cyrkla i linjatu, o ile zwigzek miedzy odcinkiem szukanym,
a odcinkami danemi, wyraza sie rownaniem 1-go lub 2-go stopnia
(innemi stowami: o ile odcinek szukany jest funkcjg stopnia 1-go
lub 2-go odcinkéw danych).

§ 309. Istotnie, jezeli miedzy odcinkiem x a odcinkami da-

Geometrja elementarna. 19
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nemi zachodzi zwigzek l-ego stopnia, woéwczas mozemy zawsze
sprowadzi¢ go do postaci

ax = b

b

czyli X = a

X b

albo inaczej: 1 a

Jak widzimy, odcinek szukany x jest odcinkiem czwartym
proporcjonalnym wzgledem odcinkéw a, b, 1, odcinek za$
czwarty proporcjonalny budowaé¢ umiemy.

§ 310. Jezeli zwiazek miedzy odcinkiem x a odcinkami da-
nemi wyraza sie réwnaniem 2-go stopnia, wodéwczas mozemy mu
nada¢ jedng z czterech nastepujgcych postaci:

x2—px + g2= 0. ... (1)
x2+ px + 2= 0. ... (2
X2—px —Qg2=0 . ... (3)
X2+ px —g2=0 . ... (4).

gdzie p i g2 sg to liczby znane, przyczem p uwazamy zawsze za
liczbe dodatnia.

Formy (1) i (2) odpowiadajg przypadkowi, gdy pierwiastki
réwnania xt, x2 majg znaki zgodne: w réwnaniu (1) oba sg do-
datnie, w rownaniu (2) oba ujemne. Jak w jednym tak i w dru-
gim wypadku mamy

p~ *i + x2,g2= X . x2,
zatem wyznaczenie odcinka x sprowadza sie do zadania:

() znalez¢ dw 2SIk (Xx i xZ> majgc dang ich sume
i iloczyn.

W réwnaniach (3) i (4) pierwiastki majg znaki przeciwne,
a mianowicie w réwnaniu (3) wiekszym co do wartosci bezwzgled-
nej jest pierwiastek dodatni, w rownaniu za$ (4) wiekszym jest
pierwiastek ujemny. W kazdym razie, w jednym czy w drugim
przypadku, mamy zawsze

P o B I 2 B

Mozemy tedy powiedzie¢, ze w przypadku réwnan (3) i (4)
wyznaczenie bezwzglednych wartosci odcinkéw Xi ix2, bedacych
pierwiastkami tych réwnan, sprowadza si¢ do zadania:

) Symbol |a | czytamy: ,warto$¢ bezwzgledna liczby a“.
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(I) zbudowaé dwa odcinki, majac dang ich réznice i iloczyn.
Rzecz oczywista, ze po znalezieniu bezwzglednej wartosci
tych odcinkéw wwypadnie uwzglednic
fakt, iz powinny one mie¢ 2woty
przecivwne.
Rozwigzemy teraz kolejno oba te
podstanwowe zadania.
§ 311. Zadanie l. zbudowa¢ dwa
odcinki, ktéorych suma p i iloczyn q2
sa dane.
Mamy do wboru kilka rozwig
zan Mozemy np. postgpi¢ w sposob
nastepujacy.
Na drednicy A = p kreslimy kolo, przez A prowadzimy
styczng i ma nigj odikdkadamy A c — q. Jezeli poprowadzinmy prostg
ce rownolegla od AB, otrzymanmy zadane rozwiazanie, gdyz

CDh + CE = AB = p
(jak tatwo widzied, jezeli poprowadzimy styczng BF),
a zarazem Cb .CE = AC2 = q2
Czy zadanie jest zansze nozline ?
$ 312. Zadanie Il. zbudowa¢ dwa odcinki, ktérych réznica
p i iloczyn q2 sg nam dane.

Niech bedzie dane kolo o $rednicy A = p. W punkcie A
kredlimy styczng i ra nigj odikdadamy
AC = q, poczem punkt c taczymy
srodkiem O kola. Odcinki cpb, cE,
otrzymane ma tegj siecznej, czynig za-
dos¢ warunkom zadania, gdyz
DE = AB = p,
CD . CE = AC* = q2

§ 313. Zadanie IIl. Dany odcinek
apodzieli¢ na dwie czesci tak, by zwiek-
sza z nich byta S$rednig proporcjo-
nalng miedzy catym odcinkiem a mniej-
szga czescia.

Taki podziat zwie sig¢ podziatem ziotym albo podziatem w stosunku skraj-
nym i Srednim.

19
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Wiekszg z dwdch czesci odcinka a nazywajg tez niekiedy czescig zlotg
tego odcinka.

Oznaczmy czes¢ Ziota przez x. Mamy wowczas

x2= a(a — x)
czyIi x2+ ax — a2= 0.

Sprowadzilismy wiec nasze zada-
nie do typu zadania 11*).

Ma ono dwa rozwigzania, kté-
nych sens z tatwoscig  uprzytommimy
sobie po wwkonaniu konstrukgji.

Budujemy tedy kolo o Srednicy
AB — a, kredliny styczngac = a (nys.
278) i many

IXi |= cp, x2 |= cE.

Pozostaje odlozy¢ te odcinki na
prostej Ac w przeciwych zwrotach,
poczynajac od punkiu c. Otrzymujeny
punkty ' 1 U, ktore oba dzielg od-
cinek dany ca w stosunku ziotym:
jeden dzieli go wewnetrznie, drugi ze-
wetrznie.

Zadanie V. Dane jest koto (O)A i cieciwa KN, prostopadia
do promienia OA w jego Srodku. Przez punkt A nalezy popro-
wadzi¢ sieczng AB tak, zeby odcinek
jej BC rézunat sie danemu odcinkowi
a (rys. 279).

Zakdadamy, ze figura m ns.
279 czyni zados¢ warunkom zadania.

Niech bedzie ™MC = «.

Jezeli przez C poprowadzimy sred-
nice ML, wowczas

CA .cB=cL.cM ... . (1),
a poniewez /\ ocaA jest réwnora
mienny (dlaczego?), zatem z (1)
otrzymujeny

*) Rzecz prosta, ze po otrzymaniu réwnania powinnismy sie najpierw
przekonaé, czy ma ono pierwiastki rzeczywiste. W danym wypadku jest to
eczywiste (dlaczego?).

Rys. 279.
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ax = (x+ r (r —x) ... . (2)

cli x2+ ax —r2=0 ... (©)]
tak, iz zadanie sprowadziliSmy do typu zadania Il

Uczern sam przepronadzi konstrukcje i zbada, czy oba
pierwiastki rGwnania czynig zados¢ warunkom zadania. (Uwzgled-
ni¢, w jakich granicach zmieniaC¢ sie mogg x i a).

¢wiczenia LI. 1. Zbudowaé¢ odcinek x, odpowiadajacy ktéremukolwiek
z nastepujacych wzoréw, w ktérych a, b, ¢ sa odcinkami danemi: (1) x2—ab;
(2)*= ab; (3)ax = bc; (4) x* = a2-f-» 2, (5) x* —a2— b2; (6) x2= a2-\-b2—c2.

2. Tréjkat A ABC przecig¢ poprzeczng MN tak, zeby byto MNI/AB
oraz CM — NB —/, gdzie / jest odcinkiem danym.

3. Przez punkt A, wewnatrz kota lezacy, poprowadzi¢ cieciwe XY tak,
zeby bylo XY . AX = m2, gdzie m jest liczbg dana.

4. W tréojkacieA ABC poprowadzi¢ MN!AB tak, zeby byfo AM2 BN2=m 2.

5. Z punktu zewnetrznego A poprowadzi¢ do danego kota sieczng tak,
zeby jej odcinek zewnetrzny byt trzy razy mniejszy od wewnegtrznego.

6. Wykaza¢, ze rozwigzanie réwnan typu (1) i(2) w § 310 (str. 290 mo-
zemy otrzymac¢ w sposéb nastepujacy: niech bedzie AB — p; w punktach A i B
wystawiamy prostopadte, lezace po tej samej stronie prostej AB, na nich odkia-
damy AC — m, BD = n, gdzie m, n sg to dwie liczby, ktérych iloczyn réwna
sie g2\ wreszcie na Srednicy CD kreslimy poétkole, przecinajgce AB w punkcie E.
Odcinki AE, EB sg pierwiastkami réwnania (1) lub (2).

7. Znalez¢ konstrukcje, analogiczng do poprzedniej i dajaca pierwiastki
rownan (3) i (4) w § 310.

8. Zbudowad taki odcinek X, zeby dany odcinek a byt jego czescig ztota.

9. Dane sg odcinki a i b; podzieli¢ a na takie dwie czesci, by jedna
z nich byla $rednig proporcjonalng miedzy druga czescig i odcinkiem b.

10. Na boku b trojkgta A ABC znalezé¢ taki punkt X, zeby, prowadzac
XYI/AB, otrzymaé¢ zwigzek AX* = XY . AB.

11. Przez punkt A, lezacy wewnatrz kota, poprowadzi¢ cieciwe tak, by
w punkcie A zostata podzielona w stosunku skrajnym i Srednim.

Zbudowac¢ troéjkat prostokatny, majac dane.

12- he> ra — rb’ 13. b, rali» C4

16. Dany jest prostokat ABCD\ réwnolegle do jego bokéw poprowadzié
proste, ktéreby wyznaczyly prostokat o polu 2 razy mniejszem (lub wiekszem)
od danego.

17. Dany trojkat przecigé poprzeczng tak, by podzieli¢ na potowy zaréwno
jego obwodd, jak pole.

18. Dane jest kolo (0)r. Znalezé¢ taki punkt X, zeby suma stycznych
XA -f* XB réwnata sie siecznej XOY.

19. Na $rednicy AOB odktadamy OC — OD = a; znalezé na okregu
taki punkt M, zeby byto OM2 = MC . MD.

157C
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20. Dane sg na ptaszczyznie dwie proste KL, MN; zbudowaé tréjkat tak,
by podstawa jego lezata na prostej KL i réwnata sie danemu odcinkowi cr
przeciwlegly wierzchotek C zeby lezat na prostej MN i zeby podstawa byta
Srednig arytmetyczng dwu drugich bokéw tréjkata.

21. Newton, ktéry napisat pierwszy podrecznik, traktujacy w sposéb
systematyczny o zastosowaniu algebry do zadah geometrycznych, podaje naste-
pujace ¢wiczenie: basen czworokatny ABCD otoczy¢ ze wszystkich stron $ciezka,,
ktéra miataby wszedzie jednakowa szeroko$¢ ipole réwnajace sie danej liczbie a2.

22. Zadanie Pappusa. Dany jest kat prosty i punkt A na jego dwu-
siecznej ; przez A poprowadzi¢ prostg tak, by odcinek jej, zawarty miedzy ramio-
nami kata prostego, réwnat sie danemu odcinkowi m. [Wskaz6éwka: niech O
bedzie wierzchotkiem kata prostego, B punktem przecigcia sie poprzecznej z ra-
mieniem kata, za niewiadomag obieramy OB = x i otrzymujemy rdéwnanie dwu-
kwadratowe. Newton rozwigzuje to samo zadanie, obierajgc za niewiadoma
odlegtos¢ punktu O od Srodka poprzecznej].

ROZDZIAL V.

0 wielokatach foremnych.

8 314. Okreslenie. Foremnym nazywamy wielokaty ktorego

wszystkie boki i katy réwnajg sie sobie.

Foremng nazaywamy tez kazdg linje tamanat ktorej boki

i katy rowngja sie sobie.

8 315. Twierdzenie. Na kazdym wielokacie foremnym (lub
ogolnie: na kazdei tamanej foremnej)
mozna opisa¢ koto i w kazdy wielokat
foremny (lub ogdlniej: w kazda tamanag
foremng) mozna wpisa¢ koto.

I-o. Trzy kolejne wierzcholki wielo-
katan™!, A2, A3f wyznaczajg kolo. Latwo
dostrzec, z2 ma okregu tego kola lezy
rowniez nasteprly wierzcholek A4

Istotnie, Srodek O kola lezy ma osi
symetrji OB2 boku A2A3f adle ta sanm

prosta OB2 jest csig symetrji dwoch bokdw. Aj A2i A3 A4, za
tem A4 lezy ma okregu kola, przechodzacego przez Aj , A2, A3
W taki sam sposOb dowodzimy, ze nastepny wierzcholek A6 lezy
na tym samym okregu i t d
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2-0. Poniewaz boki A> A2 AS A, ... sa rébwnemi cieci-
wami tego samego kota, zatem muszg by¢ jednakowo odlegte od
jego srodka O, czyli musi byé:

OB, = OB2= OB, =

Rys. 281.

Tak wiec punkt O jest zarazem $rodkiem Kkota, wpisanego
w wielokat.

§ 316. Okreslenie. Promienn kota wpisanego nazywajg row-
niez apotema wielokgta foremnego.

§ 317. Twierdzenie. Jezeli przez r oznaczymy diugosé pro-
mienia kota, opisanego na wielokacie, wéwczas
1- o dtugos$¢ boku szesciokagta foremnego = r,
2- o diugo$é¢ boku kwadratu = r\j 2,
3- o diugos¢ boku trojkata foremnego = ryj 3.
Dowdéd pozostawiamy czytelnikowi, nadmieniajac, ze dtugosé
boku tréjkata foremnego mozna obli-
czy¢ z rysunku 282 na mocy twierdzenia
§ 300, str. 277.
§ 318. Oproécz wielokgtéow foremnych
wypuktych, o ktérych dotgd moéwilismy, istniejg
rowniez wielokaty foremne gwiazdziste (a wiec
wkleste). Jezeli np., jak na rys. 283, podzielimy
okrag na 5 czesci réwnych i punkty podziatu
potaczymy co drugi t.j. punkt 1 z punktem 3,
dalej z punktem 5 i t. d.), otrzymamy piecio-
kat gwiazdzisty.
Twierdzenie. Jezeli podzieliliSmy okrag
kota na n czesci rownych i potaczyliSmy punkty podziatu co p, gdzie p jest+
liczbg pierwszg wzgledem n, woéwczas powstat wielokgt foremny o n bokach.
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Dwa kolejne punkty podziatu AXx, A2 wyznaczajg tuk, stanowigcy - - ta
cze$¢ okregu, jesli wiec tgczymy punkty podziatu co p (t. j. punkt Axz Ap n
woéwczas bok tamanej musi by¢ cieciwg tuku stanowigcego - czesci okregu (np.

bok AXA3 pieciokata wspiera tuk, réwnajacy sie 25 czeSciom okregu).

Jezeli na tej drodze mamy otrzymac¢ wielokat, wéwczas tamana musi zam-
kna¢ sie czyli po wykresleniu, powiedzmy, k bokéw powinnisSmy powréci¢ do
punktu Ax, z ktérego wyszlismy.

Innemi stowami: wykreslajac wszystkie k bokéw wielokata, obchodzimy
okrag dokota catkowitg ilo$¢ razy.

Tak wiec liczba

* P

n

musi by¢ liczbg catkowitg. Poniewaz liczby p i n sg wzgledem siebie pierwsze,
zatem najmniejsza wartos$¢ na k, przy ktérej ----- przybiera warto$¢ catkowita,

jest k =n.
W ten spos6b dowiedliSmy, ze wielokgt nasz ma istotnie n bokow.

Uwaga. Gdyby liczby p i n nie byly wzgledem siebie pierwsze, gdyby
np. byto p= da, n— db, woéwczas mielibySmy

kp kda ka
n db b

k ; .
gdzie aib sajuz wzgledem siebie pierwsze. Jedliby tedy liczba @ miata byc¢

catkowitg, to najmniejsza wartoscig na k bylaby k= b. Tak wiec wielokat
miatby nie n, lecz.tylko b bokéw.

§ 316. Twierdzenie. Jezeli mamy dang liczbe catkowita n, woéwczas wie-
lokatéw foremnych o n bokach istnieje dwa razy mniej, niz liczb pierwszych
wzgledem n i mniejszych od n.

Dowo6d twierdzenia zrozumiemy najlepiej naprzyktadzie. Niech bedzie
dana liczba catkowita n = 15. Wypiszmy wszystkie liczby pierwsze wzgledem 15
i mniejsze od 15:

1, 2, 4,7 8, 11, 13, 14.

Wyobrazmy sobie, ze okrag kota podzielilismy na 15 réwnych czesci. Na
mocy § 315, wszystkie mozliwe wielokaty foremne o 15 bokach otrzymamy,
taczac punkty podziatu co

1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14.

MielibySmy tedy o$m pietmtstokatéw foremnych. tatwo jednak przekonaé
sie, iz kazdy wielokat zostat policzony dwa razy, czyli ze naprawde istniejg
tylko 4 rézne pietnastokagty foremne.

Istotnie, jezeli wykres$limy cieciwy AXA3, A3A6i t. d., wéwczas mozemy

<%>owiedzie¢, ze potaczyliSmy punkty podziatu co 2, gdyz A3 jest drugim punktem,
rachujac od Ax Ale réwnie dobrze moégtby kto$ powiedzie¢, ze potaczylismy
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punkty co 13, gdyz jesli, poczynajagc od At, bedziemy rachowali punkty w Kie-
runku, zaznaczonym strzatka na rys. 284, woéwczas okaze sig, ze A3 jest istotnie
trzynastym punktem.
Tak samo, jezeli wykreslimy cie-
ciwy AJAS ABA9i t. d., wdwczas mo-
zemy uwazaé, ze potgczyliSmy punkty co
czwarty, ale roéwnie dobrze mozemy
twierdzi¢, ze potaczyliSmy je co jedenasty.
Ogdlnie: jezeli, majac n punktéw
podziatu, tgczymy je co p> to jednocze$nie
nastepuje potaczenie punktéw co n —p.
§ 320. Z powyzszego widzimy, (e
istniejg ogétem cztery pietnastokaty fo-
remne: jeden wypukly itrzy gwiazdziste.
Uczen przekona sie sam, ze dziesiecio-
katow mamy tylko dwa: jeden wypukty,
drugi gwiazdzisty. Tak samo pieciokaty istniejg tylko dwa, natomiast szeScio-
katéw i czworokatéw gwiazdzistych niema wcale.
Pokazemy jeszcze sposéb zbudowania dziesieciokata i, co za tern idzie,
pieciokata i pietnastokata foremnego.

§ 321. Twierdzenie. Bok dziesieciokata foremnego otrzymu
jemy, dzielac promien w stosunku A
ztotym.
Niech AIf A2, A3...AI0 bedzie
dziesieciokgtnym foremnym wypukiym,
wpisanem w koto o promieniu r. Oznacz-
my jego bok symbolem al0 Bok dzie-
sieciokata gwiazdzistego otrzymamy, {a-
czgc punkty podziatu co trzeci. Oznacz-
my bok ten przez ali0. Mamy tedy

AxA2=Qof AiAt = alio.
Z 8§ 84, str. 59 wynika, ze suma
katéw wewnetrznych dziesieciokata wypukiego réwna sie

2d.10-4d=16d = 16.90°,

. . . 16.90°
kazdy kat réowna sie -—— = 144°,
wobec czego OA\ A2= <E OA2AXx= 72°
oraz AxOA2= 36°.

tatwo dostrzec, ze prosta A xAt jest dwusieczng kata OA\A2Z
mamy wiec <CI = 4, czyli AD = OD.
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Dalej mamy ~:3 = <i5 = *"6 = <i7 (dlaczego?),
czyli AXA2 AxD a\o
oraz DA4= OA4=r.
Poniewaz
AXA,—AX = ,
zatem ¥ or 80 i, (i)
Z podobienistwa trdjkatéw réwnoramiennych
A A DO 0a A OA, (dlaczego?)
mamy
AA,
oa4 od
. «'io r
czyli r alo’

albo innemi stowami:
«l0 *«10 = 2. . e @)
Roéwnosci (1) i (2) wskazuja, ze odcinki al0, a'l0 znajdziemy,
dzielac promien r w stosunku ziotym, przyczem bok al0 odpo-
wiada podziatowi wewnetrznemu, bok za$ a\ O odpowiada podzia-
towi zewnetrznemu (§ 313, str. 291).

§ 322. Zbudowanie obu pieciokatéow foremnych nie przed-
stawia juz zadnych trudnosci, co sie za$ tyczy pietnastokata, to
wystarczy uwzgledni¢ tozsamos$¢ arytmetyczng

1 J~r= 1

6 10 15*

§ 323. Kazdemu, kto znalazt spos6b zbudowania a3, ai9 a5,
«6> «l0y «I5 > nasuwa sie pytanie, czy w podobny sposéb, t.j. za-
pomocg cyrkla i linjatu dadzg sie zbudowaé wszystkie
wielokaty foremne ?

Odpowiedz na to pytanie daje arytmetyka teoretyczna. Po-
wiada ona, ze liczba bokéw n powinna by¢ ksztattu

n=2*. 2+ 1) @2r+ 1) &+ 1)....,

gdzie k — 0, 1, 2, 3, ... .
liczby zas 2P + 1, 2r+ 1,25+ 1, ...
sg wszystkie bezwzglednie pierwsze i wszystkie rézne
od siebie. Jezeli n spelnia powyzsze warunki, wielokat da sie
wykresli¢ zapomocag cyrkla i linjatu — i odwrotnie.
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Wobec tego mozna wpisaé w koto siedemnastokat, gdyz
17 = 24+ 1, natomiast nie mozna wpisa¢ dziewieciokata, gdyz
9=(2+ 1) 2+ 1)*.

éwiczenia LIl. Wprowadzimy nastepujgce symbole:
an Oznacza bok wielokgta foremnego wypuktego wpisanego o n bolcach,

. W » » » gwiazdzist. »
K M » » " wypuktego opisanego
2Pn » obwoéd N N wpisanego
2Pn » » * " ” opisanego
sn » pole " " N wpisanego
S‘n w W W ” ” opisanego

1. Mamy dane a4= 10cm; obliczy¢ a3, a6.

2p3— 12 cm; obliczy¢ 2p4 i 2p3.

Majac dane a4, obliczy¢ B.

Majac dane a6, obliczy¢ al2.

. Obliczy¢ apotemy wielokatéw foremnych wypuktych o 3, 4, 6, 8, 12
bokacKT

6. Obliczy¢ pola tych samych wielokgtéw.

7. Majac dane a8, obliczy¢ b3

8. Trojkat i szesciokat foremny maja ten sam obwdd; w jakim stosunku
pozostajag do siebie ich boki? jaki jest stosunek promieni két opisanych na obu
wielokatach ?

9. Trojkat i szesciokagt foremny sa sobie réwnowazne; jaki jest stosunek
ich bokow?

10. Wielokaty foremne o n bokach sg do siebie podobne.

11. Obwody wielokgtéw foremnych o n bokach sa proporcjonalne:

(1) do promieni kot opisanych:

(2) do apotem.

12. Pola wielokatow foremnych o n bokach sa proporcjonalne:

(1) do kwadratéw promieni;

(2) do kwadratéw apotem.

13. Poréwnac z sobag pola wpisanych i opisanych tréjkatéw i szeSciokatéw
oraz wpisanych i opisanych kwadratéw i oSmiokatéw i sprébowaé utworzyc
wzory, ktéreby dawaty

(1) S* w zaleznosci od So i S\,

R NNREN

@4 . ” . Sti s'4,
(3) s, - . S3,83iA,
(4) s's, ” . A, S\ iSs

14. Spostrzezenia, uczynione w zadaniu poprzedniem, uogélni¢ na dowolne
wielokaty foremne, t. j. znalezé wzory, wyrazajace

*) Dowdd tego waznego twierdzenia podat stynny uczony niemiecki, Fry-
deryk Gauss (1777—1855 r.). Rozmaite zagadnienia, zwigzane z budowg
wielokgtéow foremnych, znalezé mozna w tomie Il dzieta: F. Enriques. Za-
gadnienia dotyczace geometrji elementarnej. Warszawa, 1917.
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(1) S2n w zaleznosci od S, i S'
2) ~2, - Sn, Jan ¥
15. Niech bedzie AtA2= an bokiem wielokata foremnego danego o n bokact
Kreélimy i41C=C/42, OBt AXC, OB2 CA,; dowies¢, iz OBt jest pro-
mieniem, OD za$ apotema wielokata
foremnego, ktéry ma 2n bokéw, lecz
obwéd ma taki sam, jak wielokat dany.
Dwa wielokaty o réwnych obwo-
dach nazywamy réwnoobwodowemi albo
tez z grecka: izoperymetrycznemi (od

wyrazéw: isos = réwny, perimetron =
obwaod).

16.
my odpowiednio promien i apoteme

wielokata foremnego o n bokach, woéwczas miedzy wielokagtami izoperymetrycz-
memi zachodzag zwiazki:

‘2n r 12n
17. Dowiesé, iz
r2Zn~hn < ~a~“rn o *

(Wskazdwka: kreslimy koto (0)BIf aby otrzymac ro6znice — t2n i prowa-
dzimy dwusieczng kata ¢C CA2?.].

18. Majac dany promien r kota opisanego, obliczy¢ a%i a\.

19. Majac dany promien r, obliczy¢ al5, a'iif a'\% aj/i%

20. W pieciokacie foremnym wypuklym kazde dwie przekatne dzielg sig
w stosunku ztotym, przyczem wiekszy z dwoéch odcinkéw przekatnej réwna sie
bokowi pieciokata.

21. W pieciokacie foremnym wypuktym przekatne przecinaja sie w taki
sposéb, ze wyznaczajg drugi pieciokat foremny.

22. Uzasadni¢ nastepujaca konstrukcje boku al0: r kole (O)A prowa-
dzimy dwie prostopadte do siebie $rednice AOA\ BOB'\ niech O' bedzie $rod-
kiem promienia OB i niech D bedzie punktem przeciecia sie kota (0)'0 z od-
cinkiem AQO'. Powiadam, ze A'D = alo

23. Stynny matematyk Ptolemeusz*) podaje w swem wielkiem dziele ,Alma-
gescie” nastepujaca konstrukcje pieciokata: w kole (O)A kreSlimy dwie prosto-
padte do siebie Srednice AOA't BOB'; niech bedzie C $rodek promienia OA;
kreslimy koto (C)B, ktére przecina promiern OAr w punkcie D; odcinek BD=ah
Zbada¢ prawdziwos$¢ konstrukcji.

24. Wykaza¢, ze konstrukcja Ptolemeusza daje zarazem bok dziesiecio-
kata wypuktego foremnego oraz bok pieciokata gwiazdzistego.

25. Dowies¢, ze (ab)2— (aio)* (a6)2 Dowdd przeprowadzi¢ trzema spo-

') Poréwn. o nim uwage na str. 273.
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sobami: (1) zapomoca rachunku, (2) zapomoca konstrukcji Ptolemeusza, (3) za-
pomoca rys. 287, w ktéorym AC = al0, AD = a5

26. Najprostsza ze znanych konstrukcyj pieciokata i dziesieciokata jest na
stepujaca: niech AOA\ BOB4 (rys. 288) beda dwie prostopadte do siebie $rednice;

Rys. 287.

odktadamy B4AC = AC4= r, poczem kreélimy koto (CJC', ktére przecina w punkcie
K promien OB. Mamy: OK = 010, AK = a5

27. Jezeli w koto wpiszemy trapez réwnoramienny, w ktérym jedng pod-
stawg jest Srednica, drugg za$ al0, woéwczas oba réwne boki réwnaé¢ sie musza
a5, przekatne za$ réwnajg sie ald -f- r.

28. Zastosowac¢ tw. Ptolemeusza (str. 273) do trapezu, o ktérym mowa
w zadaniu poprzedniem. Do jakiego wniosku dochodzimy ?

29. W kole prowadzimy dwie prostopadte do siebie $rednice AOA\ BOB4
Na przedtuzeniu BA odkladamy AC = AB i prowadzimy $rednice CO, przeci-
najaca iuk BA* w D i tuk AB4w E. Dowie$¢, ze \ CE — bokowi dziesiecio-
kata foremnego wypukiego, a \ CD = bokowi dziesieciokata gwiazdzistego.

W praktyce wystarcza zazwyczaj kopstrukcja przyblizona wielokata, to tez
zdawiendawna rzemie iicy, architekci, inzy-
nierowie etc. starali si¢ wynalezé odpowiednie
sposoby budowania rozmaitych wielokgtéw. Oto
pare takich sposobdéw:

30. Na $rednicy AA4 budujemy tréjkat
réwnoboczny ~ ABA', dzielimy A A nan czesci
réwnych, drugi punkt podziatu C taczymy zB;
cieciwa AF albo doktadnie albo w przyblizeniu
réwna sig an.

Jakoz uczen sprawdzi, ze kladac r=1, A
mamy

n— 43n + 1n%-(- 16n — 32
2 . (n - 1)*+ 3 ,

wstawiajgc za$ kolejno n = 3, 4, 5 6, 8.,

AF*= 2 -
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otrzymamy diugosci odcinkéw, ktére tratwo poréwnaé ze znanemi wartoSciami
na a3, a4f a5, a6, a8...........
31. Konstrukcja, przedstawiona na rys. 288, daje dokladne wartosc
051 al0, a procz tego mamy:
KL réwna sie w przyblizeniu as,

* AN B oy W » o,

gdzie L jest punktem przecigcia sie tuku OK z promieniem OA.

32. Jezeli wewnatrz wielokata foremnego wypukiego obierzemy dowolny
punkt K, woéwczas suma wszystkich prostopadtych, prowadzonych z K do
bokéw wielokata, jest n razy wigksza od apotemy wielokata. Jakiej zmianie
ulegnie twierdzenie, jezeli punkt K obierzemy zewnatrz wielokagta?

33. Dowolny punkt L na okregu kota opisanego taczymy ze wszystkiemi
wierzchotkami wielokagta; dowies$¢, ze suma kwadratéw tych odcinkéw réwna sie
2nr2, gdzie r oznacza promien kota. [Wskazdéwka: w punkcie L prowadzimy
styczng i na nig rzutujemy wszystkie wierzchotki wielokata].

34. W dane koto wpisa¢ sze$¢ réownych pieciokatow foremnych tak, zeby
jeden z nich byt spoétsrodkowy z kotem, a kazdy z pozostatych miat po jednym
wierzchotku na okregu kota danego ijeden bok wspélny z pieciokatem $rodkowym

ROZDZIAL VI

0 pomiarze kota.

§ 324. Codzienne doswiadczenie nasuwa nam mndstwo za-
gadnien, w ktérych musimy wyznacza¢ pole kota Ilub diugosc
okregu. Z tatwoscia wymysle¢ mozna rozmaite sposoby dokony-
wania odpowiednich pomiaréw na kole materjalnem: majac np.
dane koto z blachy jednolitej, mozemy zmierzy¢ nitkg dtugosé
jego ¢* regu, mozemy zwazy¢ kolo i przez poréwnanie z ciezarem
kwadratu, zrobionego z tego samego materjatu, mozemy obliczy¢
pole kota i t. d.

Oczywista rzecz, ze wszystkie otrzymane w ten sposob
liczby dajg nam tylko przyblizone wartosci dtugosci okregu lub
pola kota, ale przyblizenia te moga zupetnie wystarczyé do nie-
ktérych celéw praktycznych.

Jezeli jednak od figur materjalnych zechcemy przejsé do
figur geometrycznych, natrafimy odrazu na ogromne trudnosci.
Diugosé odcinka jest to liczba, ktérg otrzymujemy przez poréw-



O pomiarze Kota. 303

nanie tego odcinka z innym, zwanym jednostka miary. W jaki
spos6b moglibysmy poréwnaé okrag kota z odcinkiem, obranym
za jednostke miary? Odktadanie jednostki nie da sie tu przecie
zastosowacé. Dopoéki wiec nie znajdziemy jakiego$ sposobu po-
rownywania okregu z odcinkiem prostej, nie bedziemy mogli mé-
wi¢ o diugosci okregu. To samo powiedzie¢ mozemy o polu
kota: odkiadanie kwadratu jednostkowego na kole nie da sie
zastosowac.

Spos6b poréwnywania, o ktoéry chodzi, nasuwa sie nam przy
rozwazaniu wielokgtéw wpisanych i opisanych na kole. Wyobrazmy
sobie, ze mamy dane koto i dwa wielokgty foremne: jeden wpi-
sany w koto, drugi opisany na niem; jezeli zwiekszaé bedziemy
liczbe bokéw tych wielokgtéw, woéwczas wydaje sie niemal oczy-
wistem, ze kontury ich zblizajg sie do okregu, obszary za$ wie-
lokatowe zblizajg sie do obszaru kola. Powstaje tedy mysl trakto-
wania kota jako granicy, do ktdrej daza nasze wielokagty przy
nieograniczonem zwiekszaniu liczby bokow.

Niestety, intuicja moze nas tatwo wprowadzi¢ w bitad. Aby
przekona¢ sie o tern, wystarczy rozwazyC¢ jeden prosty przykiad.
Niech bedzie dany tréjkat prostokatny ABC. Podzielmy obie
jego przyprostokatne na jednakowg ilo$¢ czesci réwnych i przez
punkty podziatu poprowadzmy réwnolegte
do AC i BC. Roéwnolegte te wyznaczg
nam pewng linje tamang AKMN...B.

Wyobrazmy sobie, ze zamiast na 5 czesci
rownych (jak na rys. 290) podzielilismy
przyprostokatne na
10, 20, 40, 80, ..........
czesci réwnych. Rzecz jasna, ze tamana
zbliza sie tern wiecej do odcinka prostej AB,
im wieksza jest liczba czesci, na ktdre dzie-
limy przyprostokatne. Zwiekszajac coraz bardziej liczbe podziatek,
mozemy z ftatwoscig osiggngé to, ze najpotezniejsze przyrzady
optyczne nie zdotaja wykryé zadnej réznicy miedzy tamana a prze-
ciwprostokatna.

Powstaje pytania: czy mozemy twierdzi¢, ze dtugosé prze-
ciwprostokatnej jest granica, do ktérej dazy diugosé¢ tamanej, je-
zeli zwiekszamy nieograniczenie liczbe podziatek? Eatw” *jest
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przekona¢ sig, ze tak nie jest, ze intuicja wprowadzita nas w biad.
Istotnie, uczeh dowiedzie, ze dtugos$é tamanej jest stala.

Wobec tego, jesli chcemy zastosowa¢ nasz pomyst trakto-
wania kota jako granicy pewnych wielokgtéw, musimy najpierw
przekona¢ sie, czy granice, o ktérych mowa, naprawde
istniejg, a w tym celu musimy mie¢ dwa nieskonczone ciagi
odcinkéw (p6l), czyniacych zados¢ wymaganiom pewnika Vl-e,
mianowicie:

(1) wyrazy jednego ciagu muszg rosng¢, drugiego za$ male¢;

(2) wyrazy pierwszego ciagu muszg by¢ zawsze mniejsze od
wyrazow drugiego ciggu;

(3) rdéznica miedzy wyrazami obu ciagéw musi male¢ nie-
ograniczenie.

Innemi stowami, bedziemy musieli¢ ustali¢ trzy twierdzenia

(1) obwody (pola) wielokatéw foremnych wpisanych rosnag,
opisanych za$ maleja;

(2) obwody (pola) wielokatéw foremnych wpisanych pozo-
staja mniejsze od obwodoéw (pél) wielokatéw opisanych;

(3) roznica miedzy obwodami (polami) wielokgtéw wpisanych
i opisanych moze by¢ uczyniona dowolnie mata.

Jezeli uda sie nam dowies¢ tych trzech prawd, woéwczas
na mocy pewnika VI-e bedziemy mogli twierdzi¢, ze istnieje
odcinek wiekszy od obwoddw wszystkich wielokgtéw foremnych
wpisanych, a mniejszy od obwoddéw wszystkich wielokgtéw fo-
remnych opisanych. Wtedy dopiero bedziemy mogli dtugos¢ tego
odcinka nazwac¢ dtugoscig okregu. To samo powiedzie¢ mozna
o polu kota.

§ 325. Twierdzenie. Przy podwajaniu liczby bokdéw wielo-
katow foremnych, obwdd wielokgta wpisanego rosnie, opisanego
za$ maleje.

Chcac podwoi¢ liczbe bokéw
wielokagta foremnego wpisanego, dzie-
limy na potowy wszystkie #tuki, pod-
parte przez jego boki. W ten sposéb

Rys. 291. bok A\ A2 zastepujemy przez tamang

A1BIA2 i przez to samo zwigekszamy

obwdd wielokata. To samo da sie powiedzie¢ o kazdym innym
boku.

Chcac podwoi¢ liczbe bokéw wielokata foremnego opisa-
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nego, dzielimy na potowy #tuki, zawarte miedzy punktami stycz-
nosci bokow, i w punktach podziatu (np. K) prowadzimy styczne.
W pierwotnym wielokacie obwéd skiadat
sie z tamanych w rodzaju ; teraz
tamana ta zostata zastgpiona przez tama-
na CxXB8xB2C2 O0Ot6z pierwsza tamana jest
suma odcinkoéw

CIB1 + BiA2 4- AB2 + B2C2>
druga za$ jest sumg odcinkow

CiB1 + B\B2 4- B2C2,

a wiec druga tamana jest krotsza (dlaczego?).

§ 326. Twierdzenie. Obwodd wielokata foremnego wpisanego
jest mniejszy od obwodu jakiegokolwiek wielokgta foremnego opi-
sanego na tem samem kole.

Wystarczy dowies$¢ twierdzenia dla wielokgtéw o jednako-
wej liczbie bokow.

Niech bedzie dany wielokagt foremny wpisany AXA2A3... An.
Odpowiedni wielokat opisany otrzy-
mamy, prowadzgc styczne w wierzchot- B2
kach pierwszego wielokata. Otrzymu-
jemy w ten spos6b szereg tréjkatow
NAIBIAY /I\NA2B2A3y...9 z ktorych
wynika, ze

A™B\ 4" B\A2 A\AY

AZB2 4~ B2A3 A2AD
a wiec obwo6d wielokgta BIB2BS... Bn
jest wiekszy od obwodu wielokagta
ANAZASZ... An,

Obierzmy sobie teraz dowolng prosta, na niej punkt O
i odtéozmy ciag odcinkéw OA1l, OA2, OAS,..., réwnajacych sie
obwodom wielokatéw wpisanych, majacych n, 2n, 4n, ... bokéw, oraz

A Arn
[0] [w4¢S

Rys. 294.

cigg odcinkéw OCi, OC2, OC3----- réwnajacych sie obwodom
odpowiednich wielokatéw opisanych.
Na mocy § 325 mozemy twierdzi¢, ze punkty Aif AX A3,...

. * 920
Geometrja elementarna.
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posuwajg sie coraz dalej w prawo, punkty zas Ci, C2,... posu-
wajg sie coraz dalej w lewo. Poniewaz dowiedliSmy (w § 326),
ze OAK < OCKk, zatem kazdy punkt Au lezy w lewo od C*, a wiec
wszystkie punkty A leza w lewo od punktéow C*).

Pozostaje do rozstrzygniecia jedno tylko pytanie: czy od-
legto$¢ miedzy punktami A i C moze by¢ uczyniona dowolnie
mata? Odpowiedz na to pytanie dajg dwa nastepujace twierdzenia:

§ 327. Twierdzenie. Rdznica miedzy obwodami wielokatow
foremnych o n bokach, z ktérych jeden jest wpisany w koto,
drugi opisany na niemy jest mniejsza od podwojonej wysokosci
tréjkata réwnoramiennego, ktérego podstawa jest obwod kwadratu

. , . fowie 16 .180°
opisanegOy kat zas przy podstawie rowna ‘sie

Konstrukcje, na ktérej oprzemy dowdd, mozna najprosciej
i najjasniej opisa¢ w sposéb nastepu-
jacy: wyobrazmy sobie, ze oba wielo-
katy — wpisany i opisany zrobione sg
z drutu; przecinamy drut w wierz-
chotku AXx wielokgta wpisanego i calg
figure rozginamy tak, by wyprostowac
kontur wielokata wpisanego. Otrzymamy
wtedy figure, ztozong z n malych trdj-
katow rownoramiennych A AIBIAi,
A A2B2A3..., A AmBrAi9 ktoérych
podstawy tworza jeden odcinek AiAi,

rownajacy sie obwodowi wielokgta wpisanego (rys. 296)**).
tatwo przekona¢ sie, ze katy przy podstawie kazdego z tych

o

trojkacikow majg p 0180 Istotnie (rys. 295) mamy
A\ BzAMNAIAMNANAS -n = 180
ale - ONGRY

- 180° — 360

*) lIstotnie, gdyby punkt An wcisnagt sie miedzy punkty C, mégtby naste
powac¢ tylko po takim punkcie Cm, gdzie m> n. Ale to jest niedorzeczne, gdyz
punkt Am, lezacy w prawo od An (§ 325), musi leze¢ w lewo od Cm (§ 326)

**) Calg te konstrukcje uczen opisze w zwyklym jezyku geometrji.
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zatem BIA2Ai + B>A2AZ = —n

1 0
skad N BIAJAL = . (dlaczego?).

Jezeli na rys. 296 przedtuzymy boki AXX i BnAXx pierw-
szego i ostatniego trojkata, otrzymamy tréjkat rdéwnoramienny

I\ AiICAI , w ktérym katy przy podstawie réwnajg sie —-—.
Zbadajmy boki tego tréjkata. Z rys. 296 uczenn tatwo dostrzeze,

c’

ze suma dwoéch bokéw AiC 4- CAX réwna sie obwodowi wie-
lokata opisanego, trzeci za$ bok AXA' réwna sie obwodowi wie-
lokgta wpisanego. Otéz mamy (dlaczego?)

AiC ~ AX < CKy

CAi - KAX < CKy
gdzie CK jest wysokoscig trdjkata. Po dodaniu tych dwu nie-
réwnosci, otrzymujemy

(AXC 4- CAX) - AiAi' <2 CK

czyli 2Pn—2pn< 2CK ... (1)

Jezeli na tej samej prostej odtozymy odcinek A IA1"yréwna-
jacy sie osSmiu promieniom kota 0 1A 1 czyli réwnajacy sie obwo-
dowi kwadratu opisanego, wowczas odcinek ten okaze sie dtuzszym
od AJATl (dlaczego?). Zbudujmy na odcinku AxAi" tréjkat
I"AiCA~Nf podobny do trojkata /\,AxCAi (rys. 296). Wyso-
kos$¢ jego C'K musi byé wieksza od CKy zatem musi by¢

2Pn - 2pn<2 CK ..... (%)

§ 328. Pozostaje juz tylko jeden krok: musimy dowies¢

nastepujacego twierdzenia:
20*
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Twierdzenie. Majac dany odcinek A1A2 (réwnajacy sie

8 promieniom kota), mozemy na nim zbudowac irdjkai rowno-

ramienny, ktorego kat przy podstawie réwna sie 180- , Wysoko$é
zas$ jest dowolnie mata.

Istotnie, niech bedzie dany dowolnie maty odcinek m. Zbu-

dujmy najpierw tréjkat réwnoramienny A A1C"A?2, ktérego wyso-

P, kos¢ C"K' rowna sie od-

cinkowi m. Na zasadzie

pewnika VIb (pewnika

Archimedesa dla katéw)

mozemy znalez¢ tak wielkg

liczcbe n, ze Xn czes$¢ ka-

ta pine}nego 'czyh’ ........

| n I

okaze si¢ mniejsza od kata ~ C'A:A2, jakkolwiek maly bytby
ten Kkat.

Jesli wiec po obraniu tej liczby n Zzbudujemy kat

0

180
C'AIA2= —-— | ramie jego AI1C/ padnie wewnatrz Kkatg

<NCMi/d2. Mozemy wiec istotnie zbudowaé trdjkat A CANA9I%
ktérego wysokosé CIK 1 okaze sie mniejszg od C"K'y a wiec i od
danego odcinka m.

§ 329. Stres¢my teraz cate to diugie rozumowanie.
Na dowolnej prostej odtézmy odcinki

OA, = 2pn OCn = 2

OA2n 2Piny OC™M — 2

OAfnN 2pay OCin =

(1) Na zasadzie § 325
mozemy twierdzi¢, ze punkty
A posuwajg sie coraz dalej

Rys. 298. w prawo, punkty za$ C coraz
dalej w lewo;

(2) Na zasadzie § 326 wiemy, ze punkty A lezg zawsze
w lewo od punktéw C;

(3) Z 88 327 —328 wynika, ze réznica miedzy obwodami
wielokagtéw wpisanych i opisanych maleje nieograniczenie czyli, ze

B
iAn"m cn
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jakkolwiek maty bytby odcinek e, mozemy znalez¢ taki punkt Au
i taki punkt CKj iz odcinek AKCk bedzie mniejszy od £.

Teraz mozemy (na mocy pewnika VI-e) twierdzi¢, ze na
prostej istnieje, jeden i tylko jeden odcinek OB, wiekszy od
wszystkich obwodoéw wielokatow foremnych wpisanych i mniejszy
od obwodéw wielokagtéw foremnych opisanych.

Okreslenie. Dhlugoscig okregu nazywamy dtugos¢ odcinka OB.

§ 330. W taki sam sposdb, tylko o wiele tatwiej, mozemy
ustali¢ pojecie pola kota.

Jakoz rozpatrujac te same ciagi wielokgtow foremnych wpi-
sanych i opisanych, mamy:

(1) Pola wielokgtéw wpisanych rosng, opisanych za$ maleja,
jezeli wcigz podwajamy liczbe ich bokéw (dlaczego?).

(2) Pola wielokatéw wpisanych pozostaja mniejsze od pél
wielokatéow opisanych (dlaczego?).

(3) Rdznica miedzy polami wielokgtéw wpisanych i opisa-
nych jest mniejsza od pola tréjkata AXC'Af* (rys. 296), pole
za$ tego trojkata moze by¢ uczynione dowolnie malem, gdyz
rowna sie ono iloczynowi 4 r. C'K', w ktérym czynnik 4 r jest
staty, drugi za$ czynnik CIK' moze by¢ uczyniony dowolnie ma-
tym (88 327 - 228).

To nas upowaznia do twierdzenia, ze istnieje jedna i tylko
jedna liczba, wigksza od po6l wielokatow foremnych wpisanych,
mniejsza za$ od pol wierokatow foremnych opisanych.

Te liczbe okreslamy jako pole kola.

§ 331. Twierdzenie. Dlugosci okregbw majg sie do siebie
tak, jak promienie tych okregéw.

Niech bedg dane dwa kota (O) ri (O') r\ Oznaczmy dtugosci
ich okregéw odpowiednio przez c¢ i ¢'. Powiadam, ze mamy

c _ r
C7 r 79

Istotnie, majac dane trzy liczby r, r ¢, mozemy zawsze

znalez¢ jedng i tylko jedna taka liczbe d, ze zachodzi proporcja:
r r = c'=d

Wopiszmy w oba kola wielokaty foremne o jednakowej liczbie
bokow. Wielokaty te sg do siebie podobne (éwiczenie 10, str. 299).
Jesli wiec obwody ich oznaczymy przez 2p, 2p', wdéwczas musi
by¢ (éwiczenie 11, str. 299):

2pl2p = r \r
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czyli 2pl2p = ¢ oy
skad wynika, ze 2p\c — 2p \d

Poniewaz w tej proporcji liczba c¢ jest wieksza od 2p (dla-
czego?), zatem liczbha d musi by¢ wieksza od 2p.

DowiedliSmy wiec, ze liczba d jest wieksza od obwodu
kazdego wielokgta foremnego, wpisanego w koto (O') r\

W taki sam spos6b uczen dowiedzie, ze liczba d musi byc¢
mniejsza od obwodu kazdego wielokata foremnego, opisanego na
kole (O")r".

A skoro tak, to liczba d nie moze by¢ niczem innem, jak
dtugoscig ¢ okregu tego kota, czyli musi by¢ istotnie

clc = r*r.

§ 332. Twierdzenie. Stosunek dtugosci okregu do dhugosci
Srednicy jest liczbg stala.

Jakoz dowiedlismy, ze

c\¢ = r\n\
zatem c\¢ —2r 2/,
albo c\2r = ci2r.
Ten staly stosunek c =2 r oznaczamy literg grecka n.
Mamy wiec c 2r = n
czyli c = 2nr,

co daje nastepujaca

Regute, 16i/ obliczy¢ dlugos¢ okregu, mnozymy dhtugosé
jego S$rednicy przez stalg liczbe n.

8 333. Zkolei przechodzimy do sposobu obliczania pola.
Jakikolwiek wielokat foremny opiszemy na kole, pole jego réwnac
sie bedzie potowie iloczynu obwodu przez ditugosé apotemy czyli
przez promien kota

K =y (2 er.

W tym iloczynie czynnik r jest staly, natomiast czynnik 2p
dazy do diugosci okregu ¢ w miare, jak podwajamy liczbe bokéw
wielokata, jest wiec rzecza wielce prawdopodobng, ze zachodzi
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Pole kota réwna sie potowie iloczynu dtugosci
okregu przez dtugos¢ promienia, czyli:

K= ~c.r=nr2

jezeli przez K oznaczyliSmy pole kota.
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WykazalisSmy powyzej, ze pola wielokgtéw foremnych wpisa-
nych w kolo i opisanych na niem tworza dwa ciagi nieskonczone,
dazace do wspdlnej granicy. Te wspoélng ich granice nazwalismy
polem kota. Gdyby wiec udato sie dowies¢, ze liczba nr2jest gra-
nicg ktoregokolwiek z tych dwdch ciggoéw, wdwczas ustalilibysmy
tern samem, ze jest ona istotnie polem kota o promieniu = r.

Ot6z wiadomo, ze liczba jakas K jest granicg ciggu nie-
skonczonego

Ai, A2, A3 Ary Antl ...
0 ile spetnia trzy nastepujgce warunki:

1) K musi by¢ liczbg stalg;

2) roznica miedzy liczbg K a wyrazami ciggu musi malec
nieograniczenie (co do wartosci bezwzglednej), albo doktadniej
mowigc: jakkolwiek malg zadanoby nam liczbe dodatnie £y po-
winien istnie¢ taki wyraz naszego ciggu (powiedzmy, wyraz An),
zeby zachodzita nieréwnosé

|K~ An | <6;

3) rdznica ta powinna juz zawsze pozostawa¢ mniejszg od £
(co do wartosci bezwzglednej); to znaczy: kazda z nieskonczenie
wielu réznic

Ik -An+1 ], |IK-An+2 |, [IK-Ant3 ]it d
powinno by¢ miejsca od £

Wida¢ odrazu, ze liczba nr2 spetnia warunek (1). Zbudujmy
tedy ciag p6l wielokatéw opisanych

Pxr, K r , Psr... Pnr , ... (|)
wezmy pod uwage roznice
Pnr — rtr2 — r (Pn—nr)
1 zastan6wmy sig, czy moze ona byé uczyniona mniejszg od do-
wolnej liczby dodatniej s9 chocby nie wiedzie¢ jak malej.
Przedewszystkiem zauwazmy, ze réznica
Pn ~ nr
jest liczbg dodatnia. Nastepnie, wiemy juz, ze jakkolwiek mata

bytaby liczba dodatnia 7/, mozemy zawsze znalezé taki wielokat
opisany (o obwodzie = 2pPn)9 ze zachodzi¢ bedzie nieréwnosé

2Pn— 2nr < rj9
a wiec tembardziej zachodzi¢ bedzie nieréwnosc
Pn~ nr < n (dlaczego?)
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Jesli tedy chcemy, zeby byto
Pnr — nr2 < e,
trzeba tylko obraé taki wielokat, aby zachodzita nieréwnos¢

3 S
Pn —nr < — .
r

Tak wiec liczba Tir2 spetnia réwniez warunek (2). Co sie
tyczy warunku (3), to rzecz jasna, ze jest on zawsze spetniony.
Istotnie wyrazy ciggu (l) stale rosna, a wiec réznice

Pn+ir— nr*9 Pn+2r — nr2, Pn+3r — T2 ...........
stale maleja.

Wobec tego liczba nr2 jest granica ciggu (I) czyli jest tern,
co nazwalismy polem kota.

8 334. Pozostaje do roztrzygniecia pytanie: w jaki spo-
s6b mozna obliczy¢ liczbe n?

Ot6z przedewszystkiem musimy zaznaczy¢, ze liczba  jest
niewymierna*), zatem nie da sie nigdy wyrazi¢ w postaci utamka
skonczonego. Co sie tyczy sposoboéw obliczania wartosci przybli-
zonych na ny to niektore tylko z nich nalezg do dziedziny mate-
matyki elementarnej.

Najprostszy pod wzgledem pomystu jest sposéb Archime-
des a**). Wpiszmy w koto dowolny wielokat foremny o n bokach
i opiszmy na niem drugi wielokat, réwniez o n bokach. Kiadac r= 1I»
obliczmy obwody obu wielokatéw; nastepnie podwojmy liczbe ich
bokéw, obliczmy obwody nowych wielokatéw i t. d. Otrzymamy
dwa ciggi liczb, miedzy ktdremi zawarta jest dtugosc¢ okregu czyli
liczba 2 «9 gdyz zatozyliSmy r= 1

Mamy w ten sposob:

27, = 6 <2n< 6,928 = 2P,

2 p= 6,212< 2 u< 6,430=2P 12

2 pa = 6,266< 2 n< 6,320=2P2

2 s = 6,278< 2 n< 6,292=2P,s

2 7% = 6,282< 2 u< 6,286=2P,,
it d

*) Fakt ten zostat ustalony dopiero w XVIII w. przez Szwajcara Lam-
berta i Francuza Legendre’a Dowodu nie mozemy tu przytoczy¢; ciekawych
odsytamy do ksigzki: Rudio Vier Abhandlungen Uber die Kreismessung, Leipzig 1892.

**) Archimedes z Syrakuz (287—211 r. przed Chr.) pierwszy podat me.
tode obliczania przyblizonych wartosci na Ti. Rozprawka Archimedesa ,,O pomiarze
kota“ byla drukowana w przektadzie polskim w czasopiSmie matematycznem
SWektor“, rocznik Il, 1912 r.
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Poprzestajac na wielokatach o 96 bokach, mamy:
3,141 < Tr< 3,143.
Archimedes znalazt nastepujgce granice dla
10
71 -
W praktyce wystarczajg zazwyczaj wartosci przyblizone 3, 14

>n> 3

lub 3y.

Dla ciekawych podajemy wartos¢ na n z dziesiecioma zna-
kami dziesietnemi:
n = 3,1415926535

§ 335. Bardzo tadny spos6b elementarny obliczania n mozemy oprze¢ na
¢wiczeniu 15, str. 300. Jest to t. zw. metoda figur réwnoobwodowych.

Jezeli apoteme wielokgta foremnego o n bokach oznaczymy przez a, pro-
mienn kota, na nim opisanego, przez r, apoteme za$ i promien wielokgta forem-
nego, majacego ten sam obwod, lecz dwa razy wiecej bokéw, oznaczymy odpo
wiednio przez a' i r\ wowczas bedziemy mieli wzory

—r+ a
5 7

r—171/ ral

Staty obwdéd, o ktdrym mowa w zagadnieniu, niech sie réwna liczbie 2.
Wyobrazmy sobie, ze szukamy promienia x kota, ktérego obwédd réwna

sie 2. Bedziemy mieli x = . Zauwazmy dalej, ze obwoéd c tego kota jest wiekszy

od obwodu kota, wpisanego w wielokat foremny, majacy obwdd = 2, mniejszy
za$ od obwodu kota, opisanego na tym samym wielokacie; zatem promien X
musi sie zawiera¢ miedzy apotemg a i promieniem r tego wielokata, przyczem,
podwajajac wciaz liczbe bokéw wielokata (a pozostawiajgc bez zmiany jego obwéd),
zamykamy X w coraz ciasniejsze granice.

W ten spos6b tworzymy dwa nieskoniczone ciagi liczb, miedzy ktoéremi

zawiera sie liczba — .

n apotema promien

4 0,25 0,353....

8 0,301.... 0,326....
16 0,3142.... 0,3203....
32 0,3172.... 0,3188....
64 0,31805 0,31843....

128 0,318245.... 0,31834....
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§ 336. Chcac ustali¢ pojecia ditugosci tuku i pola wycinka kotowego, mo-
zemy z temi figurami postgpi¢ tak, jak z kotem. Mozemy mianowicie okres$lic¢
dtugos¢ tuku jako spoing granice, do ktérej daza diugosci tamanych, wpisanych
w ten tuk i opisanych na nim. Tak samo okreslamy pole wycinka kotowego jako
spoing granice pol wielokatéw, wpisanych w wycinek i opisanych na nim, przy-
tem majacych wierzchotek w $rodku kota i dwa promienie kota jaki boki.

Cwiczenia LIIl. 1. Obliczy¢ promien kota, jezeli wiadomo, ze katowi $rod-
kowemu, majacemu 25° 10', odpowiada tuk, majacy 4 m dtugosci.

2. Mamy dane dwa kota, ktérych promienie majg sie do siebie jak 1 : 100.
Promien kazdego kota zwiekszamy o 1 cm; w ktérem kole obwdéd bardziej sie
zwigkszyt? w ktérem pole bardziej sie zwiekszyto?

3. Pola dwdch kot majg sie do siebie tak, jak 1:8; jaki jest stosunek
ich promieni?

4. Katy tréjkata majg sie tak do siebie, jak 1:2:3; promien kota opi-
sanego réwna sie 12 cm; obliczy¢ dtugosci tukdéw, podpartych przez boki tréjkata.

5. W koto o promieniu 6 cm wpisano czworobok, ktérego katy kolejne
maja sie do siebie, jak 1:2 :3:9. Obliczy¢ dtugosci czterech tukéw, na ktére
zostat podzielony okrag.

6. W wycinek kotowy wpisa¢ koto; obliczy¢ jego pole, jezeli kat wycinka
réwna sie (1) 60°, (2) 90°.

7. Pole kazdego tréjkata ma sie tak do jego obwodu, jak pole kota wpi-
sanego ma sie do dtugosci okregu tego kota.

8. Na bokach kwadratu, jako na S$rednicach, kreslimy poétkola do wnetrza;
przeciecie ich wyznacza figure, ztozong z czterech soczewek. Obliczy¢ pole tej
figury, jezeli bok kwadratu = a.

9. Z wierzchotkéw tréjkata foremnego ABC kreslimy trzy kota pro-
mieniem a; obliczy¢ pole trdjkata krzywolinjowego ABC.

10. Majac dane pétkole, obieramy dowolny punkt C na jego Srednicy AB
i kreslimy dwa nowe potkola, lezgce wewnatrz pierwszego i majace za $rednice
odcinki AC, CB. Obliczy¢ pole t. zw. sierpa Archimedesa, t. j. tréjkata krzywo-
linjowego, zawartego miedzy temi trzema pétkolami. Zbudowaé¢ koto, ktérego
pole réwnatoby sie polu sierpa.

11. Na S$rednicy AB danego poétkola obieramy punkty C, D tak, zeby
byto AC — BD, poczem na AC i BD, jako na S$rednicach, kreslimy pétkola,
lezgce wewnatrz danego, na $rednicy za$ CD kres$limy poétkole, lezgce po prze-
ciwnej stronie prostej AB. W ten spos6b otrzymujemy t. zw. tarcze Archime-
desa. Obliczy¢ jej pole i zbudowa¢ koto, majace to samo pole.

12. Mamy dany ¢wiercian (t. j. wycinek, stanowiacy czwartg cze$¢ kota) AOB>
Na promieniach jego AO, OB, jako na $rednicach, kreslimy pétkola, przecinajgce
sie¢ w punkcie M. Dowie$é¢, ze M lezy na prostej AB i obliczy¢ pola czterech
czesci, na ktore podzieliliSmy ¢wiercian.

13. Z kazdego wierzchotka sze$ciokata foremnego kreslimy koto, prze-
chodzace przez $rodki dwoch sasiednich bokéw. Znalezé pole szeSciokata krzywo-
linjowego, ktéry powstal wewnatrz danego szesciokata.

14. Niech bedg OA, OB dwa prostopadte do siebie promienie kota. Na
tuku AB obieramy punkty C, D tak, zeby tuki AC, BD roéwnaly sie sobie.
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Z punktéw C i D prowadzimy prostopadie CE, DF do OA. Nie postugujac sie
rachunkiem, dowies¢, ze trapez krzywolinjowy EFDC i wycinek kotowy OCD
maja pola réwne.

15. Dane jest koto i punkt M na okregu. Wykresli¢c takie trzy kota,
styczne wewnetrznie w punkcie M do danego kota, by podzielity one pole kota
danego na cztery czesSci réwne.

16. Znalez¢ wz6r na pole wycinka kotowego, ktérego kat ma a stopni.

17. Dowie$¢, ze zaréwno pola wycinkéw podobnych, jak i pola podobnych
odcinkéw kotowych, maja sie do siebie tak, jak kwadraty promieni.*)

18. Pola podobnych odcinkéw kotowych majg sie do siebie tak, jak kwa-
draty cieciw.

19. W kole (O) A na promieniu AO, jako na S$rednicy, kre$limy drugie
koto. Jezeli poprowadzimy dowolng prostg AB, wdwczas dwa odcinki kotowe,
wyznaczone przez te prosta w dwoch naszych kotach, beda sie miaty do siebie,
jak 4:1.

20. Majac dany odcinek kotowy, zbudowa¢ dwa podobne do niego od-
cinki, z ktérych jeden bylby n2 razy mniejszy od niego, drugi za$ n2razy wigkszy.

21. Pole kota, ktérego S$rednica jest przeciwprostokatna, réwna sie sumie
pol dwoéch kot, ktérych Srednicami sa dwie przyprostokatne.

22. Uogdlni¢ poprzednie twierdzenie, postugujac sie odcinkami kotowemi.

Nad zagadnieniem pomiaru kota pracowano w starozytnej Grecji na wiele
lat przed Archimedesem. Wszystkie proby rozwigzania tego zagadnienia byty
bezowocne, natrafiono jednak przy tej sposobnosci na rozmaite ciekawe wia-
snosci figur geometrycznych. Do naszych czaséw docho-
wato sie sprawozdanie z odkry¢, ktére uczynit Hipo-
krates z Chiosu (okoto 440 r. przed Chr) przy po-
szukiwaniu wielokgta réwnowaznego kotu. Nie udato mu
sie wprawdzie zmierzy¢ pola kota, ale zdotat dowies¢, ze
istniejg figury, ograniczone tukami koét, ktérych pola row-
najg sie polom pewnych wielokatéw. Figurami temi sg
t. zw. ksiezyce Hipokratesa, o ktérych mowa w zada-
niach 23 —25.

23. Majac dany trojkat prostokgtny réwnoramienny (rys. 299), opisujemy na nim
koto, poczem na przeciwprostokatnej kreslimy od-
cinek kotowy, podobny do tych odcinkéw, ktére
powstaty na przyprostokgtnych.**) Otrzymujemy
w ten sposéb ksiezyc, ktérego pole réwna sie polu
tréjkata 4, ABC.

24. Majac dany odcinek a, budujemy trapez
réwnoramienny tak, by dwa jego boki i mniejsza
podstawa réwnaty sie a, wieksza za$ podstawa zeby Rys. 300*

*) Podobnemi wycinkami lub odcinkami nazywamy te, ktérym
odpowiadajg réwne katy Srodkowe.

**) W jaki sposéb mozna zbudowaé odcinek kotowy, podobny do innego
danego odcinka?
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byta réwna a ]/ 3. Na trapezie opisujemy koto, poczem na wigkszej podstawie
wykreslamy odcinek kotowy, podobny do tych odcinkéw, ktére powstaty na po-
zostatych bokach trapezu. Pole ksiezyca ABCD réwna sie polu trapezu.

25. Niech bedzie dane pétkole (O) A. W $rodku promienia OB wystawiam
prostopadtg KX i przei punkt B prowadzimy sieczng tak, by odcinek jej DK

M

zawarty miedzy owa prostopadta a okregiem, réwnat sie r | f .*) Jezeli teraz z D
wykreslimy réwnolegta do OB ktéra przecina prostg OK w punkcie Ey wéwczas
punkty Z), O, B, E leze¢ bedg na jednym #tuku kota, punkty zas D, K, E na
drugim tuku. Jezeli M, N sa s$rodkami kot, odpowiadajacych tym dwu tukom,
woéwczas pole ksiezyca, zawartego miedzy temi dwoma #tukami, réwna sie polu
czworoboku DMEN.

Précz ksiezycow Hipokratesa mozemy utworzy¢ inne jeszcze figury,
ograniczone tukami ko6t i réwnowazne pewnym tréjkatom lub wielokgtom.

26. Na dowolnym tréjkacie prostokgtnym ABC opisujemy koto, poczen
nazewnatrz tréjkata kreslimy dwa poétkola, majace jego przyprostokatne za $red-
nice. Otrzymujemy dwa ksiezyce; suma ich pdl réwna sie polu tréjkata A ABC.

27. W potkole wpisujemy troéjkat prostokatny
réwnoramienny ABC tak, by przeciwprostokatna
byta réwnolegta do érednicy, poczem natym samym
tréjkacie opisujemy koto. Otrzymamy w ten sposéb
ksiezyc Ky ktérego pole réwna sie polu tréjkata,
oraz dwa tréjkaty krzywolinjowe L, i L2, z ktérych
kazdy ma pole dwa razy mniejsze od pola troéj-

kata ACB.
28. W koto dane wpisujemy tréjkat prosto-
katny réwnoramienny ABC, na kazdym jego

*) Konstrukcje takiej prostej rozwazaliSmy w zadaniu IV, str. 292.
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boku kreslimy po ¢wierci okregu, a oprécz tego na przyprostokatnych AC, CB
kreslimy po potkolu, jak wskazuje rysunek 303. Dowies¢, ze
(1) zaréwno tréjkat krzywolinjowy AFCHBJ,

jak ksiezyc K majg pola réwne polu tréjkata

ABC;

(2) pole figury krzywolinjowej AECDBJ réwna

sie¢ polu kota danego;

(3) pole wycinka kotowego CAJB réwna sie

polu pétkola danego;

(4) pole soczewki, ktéra powstata na przy-
prostokatnej, réowna sie polu odcinka kotowego ABJ.
29. Na przeciwprostokatnej dowolnego tréj-
kata prostokatnego ABC kreslimy nazewnatrz
¢wieré¢ okregu, na przyprostokatnych zas kreslimy
réwniez po ¢wierci okregu, ale po stronie wewnetrz-
nej trojkata. Dowie$é, iz pole trojkata krzywolinjowego, zawartego miedzy
temi trzema tukami, réwna sie polu tréjkata ¢A ABC
30. Czy poprzednie twierdzenie pozostanie prawdziwe, jezeli na kazdym
boku wykre$limy po 1/n-tej czeSci okregu, gdzie n Ar 4?

31. Jezeli na rys. 304 mamy
AB = CD, wobwczas pola figur P i S sg
sobie réwne.

32. Suma figur Siy S2 na rys. 305
rozni sie¢ od ksiezyca P o pole kota K.

33. Na szesSciokacie foremnym opi-
sujemy koto, a oprécz tego na kazdym
boku szesciokata kreslimy nazewnatrz
po potkolu, tak, ze otrzymujemy szes$¢
ksiezycow. Wykresli¢ drugie koto, sp6t-
srodkowe z pierwszem, tak, zeby pole
figury, zawartej miedzy niem a szeScioka

i, rownato sie sumie po6t ksiezycow

34. Opisa¢ i uzasadni¢ wskazany na rys. 306 podziat kota na n czesci,

majacych réwne pola.
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Do najstynniejszych zagadniern matematycznych naleza t. zw. zagadnienia
kwadratury kota i wyprostowania (rektyfikacji) okregu. Sformu-
towa¢ je mozemy w spos6b nastepujgcy: postugujac sie wytacznie cyrklem i li-
njatem, zbudowa¢ kwadrat, ktérego pole réwnotoby sie polu danego kota, lub tez
odcinek, ktérego ditugos¢ réwnataby sie diugosci danego okregu.

Zagadnienia te niepokoity umysty ludzkie od chwili, gdy geometrja zaczeta
stawac sie nauka. Dzi$ wiemy, ze oba te zagadnienia sa niemozliwe do rozwig-
zania: datyby sie wprawdzie wymysle¢ specjalne przyrzady do kwadratury i rekty-
fikacji, ale niepodobna zbudowa¢ odpowiedniego kwadratu czy odcinka, jezeli
mamy postugiwaé sie tylko cyrklem i linjatem.

To samo jednak zagadnienie mozemy z fatwoscia rozwigzaé w sposob
przyblizony, co stanowi tre$¢ nastepujacych zadan.

35. Najstarsze znane nam dzietlo matematyczne (podrecznik, utozony po-
miedzy 2000 i 1700 r. przed Chr. przez kaptana egipskiego Ahmesa) zawiera
nastgpujacy przepis na obliczanie pola kota o $rednicy = 9:

,odejmij 1M cze$¢ czyli 1; pozostaje 8; pomnéz te liczbe przez 8; otrzy-
masz 64, pole réwna sie 64“.

Jakiej wartosci na « odpowiada ten przepis?

36. Jaka warto$¢ przypiszemy liczbie « jezeli za ditugo$¢ okregu uwazaé
bedziemy sume a3-j- a4?

37. Hindusi posiadali nastepujacy przepis budowania kota o polu, réwna-
jacem sie w przyblizeniu polu danego kwadratu: ,od potowy przekatnej kwa-
dratu odejmij potowe boku, réznice podziel na trzy czesci réwne i ze $rodka
kwadratu zakre$l koto, przechodzgce przez pierwszy punkt podziatu“. Jakiej
wartosci na n odpowiada ten przepis?

38. Na ile czesci réwnych wypadtoby dzieli¢ réznice miedzy przekatng
a bokiem kwadratu w zadaniu poprzedniem, jezeli chcemy, by konstrukcja odpo-
wiadata warto$¢” «, obliczonej z doktadnoscig do 0,001 ?

39. Ciekawa konstrukcje okregu wyprostowanego podat w 1685 r. jezuita
Adam Kochanski, sekretarz kréla Jana Ill. Odznacza sie¢ ona .znacznym
stopniem przyblizenia i daje sie wykona¢ jednem rozwarciem cyrkla.

A

Rys. 308.

Kreslimy érednice AB, przez B prowadzimy styczng, kreslimy cieciwe BC —r,
prowadzimy OD prostopadle do tej cieciwy, od D odktadamy odcinek DE = 3r;
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odcinek AE jest niewiele mniejszy od potowy okregu. Znalez¢ stopien przybli-
zenia tej konstrukcji.

40. Kreslimy dwie prostopadie do siebie $rednice AA', BB' i kladac OB
kreslimy OC —f, AD —% DE//0OB; DF/IEC; jezeli teraz odtozymy na prostej
odcinek réwny trzem promieniom i dodamy do niego odcinek AF, otrzymamy
nowy odcinek, mato réznigcy sie od dtugosci potowy okregu. Obliczy¢é w po-
staci utamka zwyczajnego warto$¢ na n, odpowiadajgcag powyzszej konstrukcji.
Warto$¢ te znalazt w XVI w. Adriaen Antonisz*); zresztg juz okoto 430 r.
po Chr. znat jg astronom chinski Tsu-ching-czi.

*) Zazwyczaj przypisuja to odkrycie jego synowi, zwanemu Metiusem, ten
jednak powiada wyraznie, ze ogtasza jedynie odkrycie swego ojca.



KSIEGA V.

O katach brytowych i o wieloscianach.

ROZDZIAL 1

0 katach brytowych (narozach).

8 337. Niech bedzie dany dowolny wielokat (wypukty)
AXA2, ... An.... Jezeli wierzchotki jego potaczymy potprostemi
z punktem O, nie lezgcym w ptaszczyznie wielokgta, otrzymamy
figure, zwang katem brylowym albo narozem.

Naroze ograniczone jest przez n katéw ptaskich A\OAZ2,

A20Az,. .., AnOAI, ktére nazywamy Scianami naroza.
Potproste OAIf OA2,...y OANn nazywamy krawedziami, punkt O
za$ wierzchotkiem naroza.

Rys. 309. Rys. 310.
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Naroze, majgce tylko trzy sciany i trzy krawedzie, zwie sie
tréjscianem.

Tréjscian ma 3 kliny (jakie?). Naroze o n Scianach ma
n klindw.

Trojscian, odpowiadajacy rysunkowi 310, oznaczamy symbo-
lem O (ABC)\ analogicznie naroze wieloscienne na rys. 309 ozna-
czylibySmy symbolem O (A1A2A5A+AD.

§ 538. Twierdzenie. Suma dwoéch $cian tréjécianu jest
zawsze wieksza od trzeciej $ciany.
Wystarczy dowies¢ tego twier-
dzenia dla najwiekszej Sciany.
Niech bedzie dany tréjscian
O (AB'C"Y) jak na rys. 311, i niech
najwieksza jego Sciane stanowi kat
AzAOC'. Mamy dowies¢, ze
<E AOC' < <£ AOBr+7B'OC\

W tym celu na najwigkszej Scia-
nie odktadamy kat
<ZA,0OD' = ~z A'OB\
oraz odktadamy
OD = OB,
poczem obieramy na krawedzi OC taki
punkt C, zeby ptaszczyzna \BDC\ nie byla réwnolegta do kra-
wedzi OA. Plaszczyzna ta przecina wszystkie trzy krawedzie troj-
cianu, przyczem w przekroju otrzymujemy tréjkat A ABC.
Zauwazmy najpierw, ze
A AoB = A AOD (dlaczego?),
zatem AB = AD ... ... (D
Ale z A ABC mamy nieréwnosé
AC < AB + BC
czyli AD + DC < AB + BC.
Stad i z réwnosci (1) wynika, ze
DC < BC.ooeeeeeeeeeeeeee, (2)

Poniewaz tréjkaty A DOC, A BOC majg po dwa boki réwne

(ktére?), lecz trzecie ich boki nie sg sobie réwne, zatem na-
21

Geometrja elementarna.
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przeciw wiekszego boku lezy wiekszy kat. W ten spos6b z nie-
réownosci (2) wynika, ze

N DpDocC < BOC,
a wiec réwniez

AOC < BOC + < AOB.

8§ 339. Twierdzenie. Suma scian tréjscianu jesi mniejsza od
czterech katow prostych.

Rys. 312.

Niech bedzie dany tréjscian O(ABC). Przedtuzmy jego kra-
wedZz OA poza wierzchotek. Powstanie w ten sposéb nowy tréj-

écian 0(A'BC), ktéory ma z danym spoing Sciane BOC, dwie
za$ drugie Sciany BOA'y <€ COA" sg katami przylegtemi do
Scian AOB, <£ COA pierwszego naroza.
Mamy tedy
, 405 + AOB + N~ AOC + AOC = 360°... (1)

Ale zwazmy, ze w tréjScianie 0(A'BC) mamy
AOB + <E AOC > BOC;
stad i z réwnosci (1) wynika, ze
, 405 + ~ 400 + BOC < 360°.

Uwaga. Twierdzenie to daje sie rozszerzy¢ na dowolne katy
brytowe wypukie. Niech bedzie dane np. naroze czworoscienne
O(ABCD). Plaszczyzny AOB i DOC nie sg do siebie réwnolegte.
Niech OE bedzie krawedzig tych ptaszczyzn. (Na rysunku 313 prze-
cieliSsmy naroze ptaszczyzng ABCDy aby uwidoczni¢, iz OE jest
istotnie krawedzig ptaszczyzn OAB i ODC). Naroze czworoscienne
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<lane zastgpiliSmy trdjscianem O(ADE), przez co powigkszylismy
sume $cian naroza, gdyz
BOC < BOE + COE
(dlaczego?).
Suma $cian trgjscianu jest mniejsza od kagta pelnego, zatem
suma $cian w narozu czworosciennem byta tern bardziej mniejsza
od 360°.

§ 340. Dwa trojsciany takie, jak O(ABC) i O(A'BC) na
rys. 312 nazywamy przyleglemi. Majg one spoing $ciang, a po-

zostate dwie Sciany jednego sg katami przylegtemi do odpowied-
nich dwu scian drugiego.

8 341. Niech bedzie dany jakikolwiek dwuscian. Z dowol-
nego punktu O, lezgcego wewnatrz
dwuscianu, prowadzimy prosto-
padte OAt OB do jego Scian.
Wyznaczajg one ptaszczyzne a,
prostopadtag do krawedzi dwu-
Scianu. W plaszczyznie tej mamy
czworobok AOBCy w ktdrym prze-
ciwlegte katy AOB i <€ ACB
spetniajg sie (dlaczego?).

Opierajgc sie na tern spo-
strzezeniu, mozemy wprowadzi¢ pojecie #HrgjScianézu biegunowych
albo spelniajgcych sie.

21*
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Niech bedzie dany tréjscian O(ABC) jak na rys. 315. Wewnatrz
niego obieramy dowolny punkt O' i prowadzimy do $cian trzy prosto-
padie OIA', 0'B\ 0'C'. W ten sposéb powstaje nowy trojscian
0{ABIC), ktéry nazywamy biegunowym albo
spetniajgcym sie z danym.

tatwo dostrzec, ze Sciany jednego
tréjscianu  spetlniaja sie z katami linjowemi
drugiego (dlaczego?).

§ 342. Dla tr¢jScianébw mozemy wpro-
wadzi¢ symbole analogiczne do tych, kto-
remi postugujemy sie przy badaniu trojka-
tow. Kazdy mianowicie klin mozemy ozna-
czy¢ jedna duzg litera z dodaniem znaku
kata, gdyz z § 229, str. 198 wynika, ze mie-
rzenie klinéw zastgpi¢ mozna przez mierzenie
ich katéw linjowych. Np. na rys. 316 klin o kra-
wedzi OA oznaczylibySmy symbolem ACA; analogicznie mielibySmy
na tej samej figurze *$zBi<jzCjako symbole dwdch pozostatych klindw.

Sciany mozemy oznaczy¢ literami matemi. Wobec tego $ciane

0

A OB oznaczylibySmy przez c, jako przeciwlegta klinowi
<£: C, Sciane «£; AOC oznaczylibySmy przez b, jako przeciwlegty
klinowi By Sciane BOC oznaczylibySmy przez < a, jako

przeciwlegta klinowi A.

Tak samo na rys. 317
w tréjscianie o wierzchotku O"
mielibySmy kliny A\ <EB\ C
i sciany a\ b\ ¢.

8§ 343. Twierdzenie. Suma
klinbw #réjscianu zawiera sie po-
miedzy 2 6 i 6 6

Aby tego dowies¢, wystar-
czy zbudowa¢ dwa dowolne tréj-
Sciany spetniajace sie, jak na
rys. 317. Jakoz mamy:

Na + N~ N = 2d<Eb + B'=26;, <€Ec+ <$ C'+ 24,
a wiec (<$a+<”i +7c) + (<EA'+ B' + CY= 6d-
poniewaz za$ Na + <NG + </he<<4d,

zatem 2d< <EA* + <$ + <£ C"< 6d
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§ 344. PoznaliSmy zasadnicze w asnosci klinéw i Scian troj-
Scianu. Zkolei wypadatoby zastanowi¢ sie nad pojeciem réwnosci
narozy wogoéle i trojScianéw w szczegolnosci. Zdawatoby sie, ze
rowne tréjsciany mozna okresli¢ jako takie, ktére majg odpo-
wiednio réwne sciany i kliny. tatwo jednak mozemy sie przeko-
na¢, ze takie okreslenie jest niedostateczne.

Jakoz obierzmy dowolny trojscian O (ABC) i przedtuzmy
wszystkie jego krawedzie poza wierzchotek (rys. 318). Otrzymamy

w ten sposéb t. zw. trojscian wierzchotkowy O (AB‘O). Rzecz
jasna, ze wszystkie $ciany i kliny jednego tréjscianu réwnajg sie
odpowiednim elementom drugiego, a jednak twierdze, ze trojscia-
néw tych nie mozemy uwazaé za réwne sobie w tym sensie,
w jakim zwykle moéwimy o réwnosci dwoch figur materjalnych.
Istotnie gdybySmy mieli dwa réwne sobie materjalne tréjsciany
0 niezmiernie cienkich $cianach, wéwczas mozna bytoby jeden

z nich doktadnie nalozy¢ na drugi, tymczasem 2z trojscianami
wierzchotkowemi uczyni¢ tego nie mozna. GdybySmy chcieli ma-
terjalny trdjscian 0(A'BrC) natozy¢ na O (ABC), wodwczas mogli-
bysmy albo obro6ci¢ go o 180° dokota punktu O tak, by AOB®
upadt na AOB, przyczem Sciany AOB, AOB* pozosta-
watyby podczas tego ruchu zawsze w jednej ptaszczyznie (rys. 319),
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albo tez moznaby O0(A'B'O) obroéci¢ réwniez o 180° dokota dwu-

siecznej kata “"A'O B (rys. 318). Rzecz prosta, ze podczas tego

ruchu Sciany <€ AOB, <€ A OB' nie nie mogltyby leze¢ w jednej
ptaszczyznie.

W pierwszym przypadku krawedz OO znalaztaby sie pod
ptaszczyzng AOB (rys. 319), w drugim przypadku krawedz OA
upadiaby na OBy krawedz za$ OB' upadtaby na OA, wobec czego
krawedz OO przybrataby potozenie OO' na rys. 318.

Widzimy tedy, ze gdy mowa o réwnych tréjscianach, mu-
simy uwzglednia¢ nietylko wielkosci klinéw i Scian, lecz i po-
rzadek, w jakim sg one rozmieszczone. Istotnie, wyobrazmy sobie,
ze ktos, znajdujac sie w wierzchotku O trojscianu O(ABC), zwro-

cony jest twarzg ku otwo-

rowi tego trojscianu. Takie-

mu obserwatorowi wydawac

sie bedzie, iz krawedzie OAy

OBy OC nastepujg po so-

bie w zwrocie, przeciwnym

ruchowi wskazéwek zegara

- Rys. 320. (rys. 320). Jezeli jednak ten

sam obserwator zwr0ci sie

twarzg ku otworowi tréjscianu wierzchotkowego 0(AB'O)y woéwczas
krawedzie OA, OB\ OO beda z jego punktu widzenia nastepo-
waly po sobie w zwrocie, zgodnym z ruchem wskazéwek zegara.

W ten sposob obserwacja skiania nas do przypisywania trdj-

$cianom zwrotéw. Zwrot

tréjscianu O(ABC) w po-
wyzszym przyktadzie na-
zywamy dodatnim, zwrot

\ za$ trdjscianu 0(AB'O)

i nazywamy ujemnym.

\Y; tatwo dostrzec, iz
trojsciany zuierzcholkozue
sg symetryczne zuzgledem
srodka O, jezeli dla figur
przestrzennych zachowa-
my to samo okreslenie

symetrji wzgledem $rodka, ktore podalismy w § 95, (str. 71) dla figur

ptaskich.

Rys. 321.
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Niemozno$¢ natozenia na siebie tréjscianéw symetrycznych jest zupeinie
analogiczna do pewnego zjawiska planimetrycznego.

Niech bedzie dany trojkat A ABCy nie posiadajacy katéw réwnych. Je-
zeli tréjkat ten przeksztalcimy symetrycznie wzgledem dowolnej osi my otrzy-

mamy tréjkat A majacy te same katy i boki, co i tréjkat dany. Gdy-
bysmy jednak chcieli tréjkat materjalny A AB'Cr doprowadzi¢ do przystania
z tréojkatem ABCynie opuszczajac ptaszczyzny, w ktérej oba one

lezg, okazaloby sie to rzecza niemozliwg: trzeba koniecznie jeden z nich wyjaé
z phaszczyzny rysunku, obréci¢ na drugg strong i wéwczas dopiero natozy¢ na
drugi tréjkat.

To samo zjawisko mamy przy tréjScianach wierzchotkowych: nie mozemy
ich doprowadzi¢ do przystania, gdyz nie mozemy jednego z nich wyja¢ z prze-
strzeni tréjwymiarowej, w ktérej sie oba znajduja.

Zauwazmy, ze kontury tréjkatéw ABCy AB'Cr maja zwroty przeciwne.

§ 345. Wszystkie te rozwazania prowadza nas do naste-
pujacego

Okreslenia. Dwa trgjsciany nazywamy réwnemi sobie, jezeli
maja one odpowiednio réwne sciany i kliny i jednakowe zwroty.

Aby zaznaczy¢, ze dwa tréjsciany Tx i 7g sg sobie rowne
bedziemy pisali 7X= T2

§ 346. Jak przy badaniu trojkatéw, nasuwa sie pytanie, czy
przy rozpoznawaniu réwnosci trojscianéw musimy uwzgledniac wszyst-

kie szes¢ rownosci miedzy klinami i S$cianami, czy tez wy-
starczy zbadanie niektdrych
Z nich.

Odpowiedz na to znaj-
dziemy w nastepujacych za-
daniach i twierdzeniach.

§ 347. Zadanie I. Zbu-
dowac tréjscian, majagc dany
jeden jego klin i dwie Scia-
ny przyleglte do tego Kklinu.
Niech bedzie dany Kklin
0o krawedzi OC, zawarty
miedzy ptaszczyznami | i Il
(rys. 322) oraz dwa katy Rys* 322
ptaskie <t ai /2. Zbudujmy
na ptaszczyznie | kat AOC =~ a, na plaszczyznie zas Il kat
-£:i70C= <£ @ Przez proste OA, OB przesung¢ mozemy tylko
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jedng ptaszczyzne, trojscian wiec O(ABC) jest w zupetnosci wy-
znaczony.

Tak wiec, majac dany klin i dwie przylegte do niego Sciany,
mozemy zbudowaé¢ jeden i tylko jeden tréjscian O(ABC), ma-
jacy dany zwrot.

Powiadam: ,majacy dany zwrot“, gdyz moglibySmy réwnie
dobrze odtozy¢ ? na plaszczyznie 1, kat a zas na pla-
szczyznie |l, ale otrzymany trojscian miatby zwrot przeciwny.

Wynika stad nastepujgce

$ 348. Twierdzenie. Dwa tréjéciany sa albo réwne, albo
symetryczne, jezeli maja po réwnym klinie, zawaitym miedzy
dwiema odpowiednio réwnemi $cianami.

8§ 349. Twierdzenie. Dwa tréjsciany réwnaja sie sobie, albo
sgq symetryczne, jezeli majg po rownej Scianie, zawaite] miedzy
dwoma odpowiednio réwnemi klinami.

Istotnie, jezeli w tro6jscianach i 72 mamy

Ax= <E A2, B1l= B2, ci = <£c2,

woéwczas w tréjscianach 1\ i 7'2, spelniajgcych sie z danemi,
musi by¢

= b\ = <£6'2j <£C'i = <£C'2,
wobec tego, na mocy § 348, musi by¢
™N= T2
a stad wynika (8 347, 341), ze i
N a= 72
§ 350. Zadanie Il. Zbudowac¢ tréjScian, majac dane trzy
iego Sciany <€ a, 0, C.

Rzecz prosta, iz te trzy katy powinny spetnia¢ warunki, za-
warte w twierdzeniach 8§ 338, 339.

PrzeprowadZzmy analize zadania. Niech O(ABC) bedzie za-
danym tréjscianem. Jezeli z dowolnego punktu A na krawedzi
OA poprowadzimy

AB OB, AC J_OC

i jezeli j' jest rzutem punktu .4 na $ciane COB, woéwczas musi
byé réwniez
i4C L OC, AB _L 05 (dlaczego?).
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Tak wiec Kkaty
~N A'CA, A'BA s3
kgtami linjowemi dwu-
$cianow Ci ¥&B.

Figura nasza skia-
da sie z czworoboku
OBA'C o dwoéch ka-
tach prostych i z czte-
rech tréjkgtéw prosto-
katnych. Wykonajmy
teraz kiad tej figury
na plaszczyzne OBC
a mianowicie nary- Rys. 323.
sujmy t. zw. siatke fi-
gury. Otrzymamy figure taka, jak na rys. 324, przyczem odcinki
BA', BA2 lezg na jednej prostej, odcinki zas A'C, CA, lezg na
drugiej prostej, a précz tego mamy

BA,= BA,; A'A3= A'A,; CA, = CA3

Teraz juz z tatwoscig przeprowadzi¢é mozemy konstrukcje
tréjscianu. W tym celu budujemy na ptaszczyznie trzy kolejne
katy <$c, <€Ea, b o wspol-
nym wierzchotku O, na
dwdch skrajnych pélprostych
odktadamy dowolne, lecz
réwne sobie odcinki

OA, = OAo,
poczem kreslimy z punk-
tow A,, A2 prostopadie do
ramion kata a, ktore
przecinajg te ramiona w
punktach B, C, same za$
przecinajg sie w punkcie A'.
W punkcie A' wystawiamy
prostopadte do prostych
A'Alf A'A2 z B i z C kres-
limy kota promieniami BA2, Rys. 324.
CAly tak, iz otrzymujemy
BA, = BA2 CAs= CA}.
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Teraz pozostaje juz tylko ztozy¢ zpowrotem te siatke, czyli
w punkcie A' wystawi¢ prostopadta do plaszczyzny BOC i na
prostopadiej odtozy¢ odcinek

A'A = A'A3= AlA,
oraz potaczy¢ punkt A z punktem O.

Poniewaz siatke moznaby ztozy¢ po jednej lub po drugiej
stronie plaszczyzny (czyli na prostopadiej, wystawionej w A’
moznaby odcinek A'A — A'AS odtozyé po\ obu stronach ptasz-
czyzny), zatem moznaby zbudowaé dwa tréjsciany, ktére jednak
miatyby rézne zwroty. Jesli wiec zwrot tréjécianu zostat zgory
wyznaczony, woéwczas zadanie nasze ma tylko jedno rozwigzanie*).

§ 351. Z jednoznacznos$ci powyzszej konstrukcji wynika

Twierdzenie. Dwa trojéciany rozunajg sie sobie (albo tez sg
z sobg symetryczne), jezeli trzy sciany jednego réwnaja sie odpo-
wiednio trzem $cianom drugiego.

§ 352. Przez zastosowanie takiej samej metody, jak w § 349,
otrzymujemy stad

Twierdzenie. Dwa tréjéciany réwnaja sie sobie {albo sg sy-
metryczne), jezeli trzy kliny jednego réwnaja sie odpowiednio
trzem klinom drugiego.

Istotnie, jezeli mamy dane tréjsciany TIO 72 takie, iz

<f£4, = ~y;2, 3zB1l-= <£ECX= ~C 2,
wowczas budujemy trojsciany T\ T\, spetniajace sie z niemi, za-
tem musi by¢ (dlaczego?)
a\ = <fa2 $b\ = < bDN c\ = c'2
Wynika stad, iz mamy
[y P
a wobec tego musi by¢ réwniez
=5 T2

*) Moznaby zarzuci¢ analizie na*
naszej i konstrukcji, ze nie uwzgledni-
lismy przypadku, gdy punkt Af nie
upadnie wewnatrz kata <CBOC, jak np.
na rys 325. Mamy wtedy jednak wyj-
Scie bardzo proste: zamiast tréjscianu
O(ABC), budujemy najpierw tréjscian
przylegty O(MAN).
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Cwiczenia LIV. 1 Jezeli w trojscianie 0(ABC) mamy a= <zb, mow-
czas musi byé réwniez A= B.

2. Zbada¢ twierdzenie odwrotne do poprzedniego.

Dowody obu tych twierdzen poréwna¢ z dowodami twierdzen w 8§ 49
i 61 (str. 35 i 43).

3. Czy poprzedniego twierdzenia odwrotnego nie datoby si¢ dowies¢ me-
todg analogiczng do metody zadania 7 na str. 43?

4. Jezeli w tréjscianie O(ABC) mamy a— ®E b, wéwczas ptaszczyzna
dwusieczna klina C jest prostopadta do S$ciany c i dzieli jg na potowy.

5. Sformutowac i zbada¢ wiasnosci trojscianu, analogiczne do tych wia-
snosci tréjkata réwnoramiennego, ktére stanowig tre$¢ zadan 3 i 4 na str. 37.

6. To samo pytanie w stosunku do zadania 5 na str. 37.

7. Na rys. 325 odszukaé¢ katy linjowe dwuscianéw =€ B i ~ C. Wskaza¢
sposéb zbudowania kata linjowego dla trzeciego dwuscianu.

8. Zbudowac¢ tro¢jécian, majac dane trzy jego Kkliny.

9. Dwa tréjsciany o $cianach odpowiednio do siebie réwnolegtych albo
réwnaja sie sobie, albo sg wzgledem siebie symetryczne.

10. Mamy dane trzy tréjSciany, przyczem pierwszy jest symetryczny
z drugim, drugi za$ z trzecim. Wykaza¢, iz pierwszy i trzeci réwnajg sie sobie.

11. Jezeli dwa naroza tréjscienne O(ABC) i 0(ABC"') majg spoing $ciane
< AOB i jezeli krawedz OC' drugiego naroza lezy wewnatrz pierwszego, wow-
czas suma dwu pozostatych $cian drugiego naroza jest mniejsza od sumy od-
powiednich dwdéch $cian pierwszego.

Jakie jest analogiczne twierdzenie w planimetrji?

12. Na $cianie tréjscianu 0(ABC) kreslimy dowolng prosta OD. Dowies$¢,
ze suma trzech Kkatéw, zawartych miedzy ta prostg a krawedziami tréjscianu,
jest mniejsza od sumy trzech $cian tréj$cianu.

13. Zbada¢ to samo zagadnienie w przypadku, gdy prosta OD lezy we-
wnatrz troéjécianu.

14. Jezeli wykre$limy dwusieczne (wewnetrzne) $Scian tréjScianu, woéwczas
suma katéw, zawartych miedzy kazdg dwusieczng i przeciwlegta krawedzig, jest
mniejsza od sumy $cian tréjscianu.

15. Jezeli w tréjscianie dwie Sciany sg katami prostemi, wéwczas przeciw-
legte im kliny sa tez proste i odwrotnie.

16. Jezeli w tréjscianie jedna ze S$cian réwna sie katowi Unijnemu przeciw-
legtego klinu, woéwczas dwie pozostate $ciany albo réwnaja sie katom Unijnym
przeciwlegtych klinéw, albo spetniajg sie z temi katami.

17. Jezeli w czworoScianie kazda krawedz réwna sie przeciwlegtej krawedzi,
woéwczas wszystkie Sciany jego sa tréjkatami ostrokatnemi.

18. Majac dane dwie S$ciany i kat linjowy zawartego miedzy niemi klina,
zbudowaé (planimetrycznie) pozostate elementy tréjscianu.
19. To samo zadanie, jezeli mamy dane katy linjowe dwoéch klindw oraz
zawartg miedzy niemi S$ciane.
20. To samo zadanie, jezeli mamy dane katy linjowe wszystkich trzech klinéw.
21. Dany jest tr6jScian, ktérego wszystkie $ciany sa kagtami prostemi.
|
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Przecia¢ go plaszczyzng tak, by w przekroju otrzymac tréjkat, réwnajacy sie
danemu tréjkatowi. Konstrukcja planimetryczna.

21. Na danej ptaszczyznie a znalez¢ punkt, jednakowo odlegty od wszyst-
kich écian danego tréjécianu. (Konstrukcja w przestrzeni).

22. Znalez¢ punkt, ktérego odlegtosci od trzech $cian tréjscianu réwnatyby
sie¢ danym trzem odcinkom. (Konstrukcja przestrzenna).

ROZDZIAL 1l

0 wieloscianach.

A. 0 graniastostupach.

§ 349. WielosScianem nazywamy bryle, ograniczong przez
wielokaty w taki spos6b, ze kazdy bok jest spoiny dla dwéch
wielokagtow.

Wielokaty te nazywamy $cianami wieloScianu; wierzchokki
ich i boki nazywamy wierzchotkami i krawedziami wie-
loScianu.

W kazdym wierchotku schodzg sie co najmniej trzy Sciany,
tworzac naroze.

Przekatna wieloscianu nazywamy odcinek, tgczacy ktore-
kolwiek dwa jego wierzchotki, nie lezace na jednej Scianie.

Plaszczyzng przekatng nazywamy plaszczyzne, przesunietg
przez ktérekolwiek trzy wierzchotki, nie lezgce na jednej Scianie.
Np. na rys. 326 AZB2B5 jest plaszczyzng przekatna.

Przekrojem przekgtnym nazywamy wielokat, ktory stanowi
czes$¢ tej plaszczyzny i jest Sladem przeciecia wieloscianu przez te

Bs ptaszczyzne. Np. czworobok A2B2B6AS5
mozna nazwac¢ przekrojem przekgtnym.
Wieloscian nazywamy wypu-

ktym, o ile lezy w catosci po jednej

stronie plaszczyzny kazdej Sciany.

W ksigzce niniejszej mowi¢ bedziemy
wytacznie o wieloscianach wypuktych.

§ 354. Szczeg6lnym rodzajem wie-

loscian6w sg graniastostupy. Jezeli

przez wszystkie wierzchotki wielokata
AJA2A3... An poprowadzimy réwno-

legte, przebijajgce ptaszczyzne wielo-

kata i jezeli wszystkie te rownelegte przetniemy ptaszczyzng, réwno-

B*
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legta do plaszczyzny wielokata AXA2A 3... Ary otrzymamy wielo-
écian, zwany graniastostupem.

Graniastostup jest ograniczony przez dwa wielokaty
Al1A2A3... Ary BBBi*.. Bry ktore réwnajg sie sobie (dlacze-
go?), oraz przez n scian bocznychy majacych ksztalt réwnolegto-
bokow. Wielokagty te nazywamy podstawami graniastostupa.

Odcinki A1Bly A2B2,... nazywamy krawedziami bocznemi.

Jezeii krawedzie boczne sg prostopadte do podstaw, gra-
niastostup nazywa sie prostym; W przeciwnym razie nazywamy go
pochytym.

Odcinek, prostopadty do obu podstaw zawarty pomiedzy
niemi, nazywa sie wysokoscia graniastostupa.

Graniastostup nazywamy réwnolegtoscianemy jezeli podstawy
jego sa rownolegtobokami.

Jezeli w réwnolegtoscianie prostym podstawy maja ksztatt
prostokgtéw, wdwczas bryla ta zwie sie prostopadtoscianem.

Prostopadtoscian, w ktérym wszastkie $ciany réwnajg sie
sobie, nazywg" sie szeScianem.

Trzy krawedzie prostopadioscianu, schodace sie w jednym
wierzchotku, nazywamy jego wymiarami.

§ 355. Potem powierzchni bocznej graniastostupa nazywamy
sume pol wszystkich jego scian bocznych.

Potem powierzchni zupetnej nazywamy sume pdél Scian bocz-
nych i obu podstaw graniastostupa.

8 356. Okreslenie. pwa wietoéciany réwnaja sie sobiey jezeli
§ciany i naroza jednego z nich réwnajg sie $cianom i narozom
drugiego i sa wzgledem siebie jednakowo potozone.

§ 357. Okreslenie. pwa graniastostupy nazywamy réwno-
waznemiy jezeli dajg sie one podzieli¢ na jednakowg ilo$¢ wielo-
§ciandéw, odpowiednio réwnajacych sie sobie *).

Mozliwos$¢ takiego pojecia wynika odrazu z twierdzenia § 358.

Whiosek. bwa graniastostupy, rownowazne trzeciemu, sg So-
bie réwnowazne (poréwn. str. 150).

§ 358. Twierdzenie. bwa réwnolegtosciany sa sobie réwno-
wazne, jezeli majag rowne podstawy i wysokosci.

W celu uproszczenia rozumowania zalézmy, ze rdwnolegto-

*) Jak widzimy, pojecie réwnowaznosci okreslimy tylko dla graniastostu
poéw, nie za$ dla wszystkich wielo$cian6w.
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sciany majg spoing podstawe dolng i ze lezg oba po tej samej

stronie spolnej podstawy.
Moga tu zachodzi¢ dwa przypadki:

1) Goérne podstawy rownolegtoscianéw zawierajg sie miedzy
temi samemi dwiema prostemi réwnolegtemi (jak na rys. 327).

W takim razie stosujemy dokiadnie te sama metode poste-
powania, co w 8§ 177, str. 151. Uczen przeprowadzi dowdd szcze-

gotowo, Kkierujac sie rysunjciem 327.

2) Goérne podstawy nie zawierajg sie miedzy temi samemi

Cn

Rys. 328.

réwnolegtemi, jak np.
na rys. 328 rowno
legtoboki AfB' C' D'
i A"B"C"DT. W ta-
kim razie przedtuzamy
boki obu réwnolegto-
bokéw; przeciecie sie
tych czterech prostych
wyznaczy ham nowy
rownolegtobok
A”B"C"D™, réwna-
jacy sie obu poprzed-

nim. Ten nowy rdwnolegtobok przyjmujemy za gbérng podstawe

trzeciego roéwnolegtoscianu, majgcego
z dwoma danemi réwnolegtoscianami.

podstawe dolng spoing
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Na mocy poprzedniego przypadku, zaréwno pierwszy jak
drugi réwnolegtoscian sa réwnowazne trzeciemu, a wiec sg sobie
réwnowazne.

§ 359. Zadanie I. Rownolegloscian przeksztatci¢ w réwno-
wazny prostopadtoscian.

Zadanie Il. Graniastostup o0 podstawie trojkatnej prze-
ksztalcic w réwnowazny réwno-
legtoscian.

Zadanie Ill. Graniastostup

0 dowolnej podstawie wielokgtnej
przeksztatci¢ w réwnowazny pro-
stopadtoscian.

Te trzy zadania uczen roz-
wigze sam.

Zadanie 1V. Majac dany
prostopadtoécian ABCD A'B'CD’,
zbudowac drugi prostopadtosciany
réwnowazny mu i majacy dwa wy-
miary odpowiednio réwne dwom
danym odcinkom P\R\ i PzRi»

Najpierw w plaszczyznie Sciany AA'B'B budujemy prostokat
AHFEyY réwnowazny tej Scianie i majacy bok AH = P\R\. Na
podstawie AHFE budujemy pro- b' C
stopadtoscian o wysokosci AD.

Jest on réwnowazny prostopadio-
$cianowi danemu (dlaczego?)

Z kolei przeksztatcamy™£7:7) r2
w rownowazny prostokgt AMLK, Rr
w ktorym AK = Na tym
prostokacie, jako na podsta-
wie, budujemy prostopadioscian
o wysokosci AH: odpowiada g E
on warunkom zadania (dla-
czego?).

Rys. 329.

Zadanie V. Dany graniasiostup przeksztatci¢ w réwnowazny
prostopadtoscian o zadanej z géry podstawie.
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Czy na podstawie powyzszych zadann oraz § 358 mozna
twierdzi¢, iz graniastostupy tworza klase wielkosci geometrycznych?
(Poréwnaj rozumowanie na str. 160).

§ 360. Zkolei mozemy przej$¢ do obliczania objetosci gra-

niastostupéw, przyczem zatozymy, — jak to uczyniliSmy dla wie-
lokatow ze réwnowazne graniastostupy majg réwne objetosci.

Pojecie objetosci, jako liczby, zwia-
/) ] zanej z prostopadtoscianem, jest nam

dobrze znane z kursu klas nizszych.
Jezeli mamy dany prostopadtoscian,
| ktérego wymiary sg spétmierne z obrang

r I jednostka dtugosci i wyrazajg sie np.
3 3. 3 liczbami (wymiernemi) m, n, /, woéwczas
Rys. 331. mozemy na jego dnie umiesci¢ warstwe

szeScianéw jednostkowych (t. j. takich,
ktérych kazda krawedz réwna sie jednostce dtugosci), przyczem
warstwa ta zawieraé musi mn szescianéw. Warstw takich mozemy
utozy¢ /, zatem prostopadtoscian zawiera mnl szescianéw jednost-
kowych. Liczba mnl nazywa sie objetoscig prosto-
padtoscianu.

O wiele trudniej przedstawia sie sprawa, »jezeli wymiary
prostopadtoscianu sa niespétmierne z jednostka dtugosci.

Rozwazmy odrazu przypadek najogoélniejszy, gdy dtugosci
wszystkich krawedzi prostopadto$cianu wyrazajg sie liczbami nie-
wymiernemi m, n, /.

Kazdej z tych liczb (lub innemi stowami: kazdemu z tych
trzech przekrojéw) odpowiadaja dwie klasy liczb wymiernych.
Oznaczmy liczby, nalezgce do ,nizszych" klas, przez m\ n, /', te
zas, ktore nalezg do ,wyzszych" klas, oznaczmy przez m", n\ T\

Wyobrazmy sobie, iz zbudowalismy wszelkie mozliwe prosto-
padtosciany, ktérych krawedzie wyrazaja sie liczbami wymier-
nemi, nalezgcemi do klas ,nizszych", a wiec liczbami m, n\ i’
oraz wszystkie prostopadtosciany o krawedziach wymiernych, kté-
rych diugosci wyrazajg sie liczbami m", n"9 1"

Rzecz prosta, iz pierwsze zawiera¢ sie beda wewnatrz da-
nego prostopadioscianu; drugie za$, przeciwnie, beda go w sobie
zawieraty (jak na rys. 332).

Objetosci mniejszych prostopadioscianéw (wewnetrznych)
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wyrazaja sie iloczynem mril’, objetosci za$ prostopadtoscianéw
wiekszych (zewnetrznych) wyrazajg sie iloczynem m,nl )\

W ten sposob powstajg dwa nieskoriczone zbiory (dwie nie-
skonczone klasy) liczb wymiernych:

klasa ,nizsza“ liczb mril’,
i w  oWyzsza“ , m"ri'l";

zgodnie z okresleniem iloczynu liczb niewymiernych, te dwie klasy
wyznaczajg liczbe (niewymiernag lub wymiernag)
mnl.

Te wiasnie liczbe nazwiemy objetosScig prostopa-
dtoscianu. W ten
spos6b znana nam
z kursu elementarnego
reguta obliczania obje-
tosci prostopadtoscia-
nu, (ktéra tam stoso-
wata sie tylko do figur
o0 krawedziach wymier-
nych) pozostaje bez
zmiany.

§ 361. To samo
okreslenie objetosci
prostopadtoscianu mo-
zemy sformutowac tak:
Objetos¢ prosto-
podtosciami  jest to
liczba, réwnajgca sie pys 332
iloczynowi z pola pod-
stawy przez dhugos¢ wysokosci prostopadioscianu. .
Istotnie, w powyzszym przykladzie pole podstawy réwna
sie mn, diugosé zas wysokosci réwna sie /.

§ 362. Mozemy teraz kazdemu graniastostupowi przypisac
objetos¢ w zupetnosci wyznaczona.

Istotnie, kazdy graniastostup G mozemy przeksztatci¢ w row-
nowazny mu prostopadioscian P o tej samej wysokosci, przyczem
podstawy obu bryt musza by¢ wielokgtami réwnowaznemi sobie.
Zaktadajac, ze graniastostupy réwnowazne majg réwne obje-

Geometrja elementarna. 22
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tosci, mozemy objetos¢ prostopadtoscianu P uwaza¢ za réwnag
objetosci graniastostupa G. W ten sposdb otrzymujemy naste-
pujgca regute:

Reguta. Aby obliczy¢ objetos¢ graniastostupa, mnozymy pole
jego podstawy przez dtugos¢ wysokosci.

Cwiczenia LV. 1. W réwnolegtoscianie przekatne dzielg sie na potowy.

2. W roéwnolegtoscianie dzielg sie na potowy odcinki, tgczace $rodki prze-
ciwlegtych krawedzi, jak réwniez odcinki, taczace $rodki przeciwlegtych $cian.

3. Zaréwno przekatne, jak i przekroje przekatne prostopadtosScianu réow-
naja sie sobie.

4. W prostopadtoscianie kwadrat przekatnej réwna sie sumie kwadratéw
trzech jego wymiaréw.

5. W prostopadtoscianie suma kwadratéw pél przekrojow przekatnych jest
dwa razy wieksza od sumy kwadratéw pol szeSciu jego Scian.

6. Na dwoch przeciwlegtych $cianach réwnolegtoscianu kreslimy przekatne
i przez nie prowadzimy przekroje przekatne; dowies¢, ze te dwa przekroje prze-
katne dzielg si¢ na potowy.

7. Sformutowaé i zbadaé¢ twierdzenie odwrotne do poprzedniego.

8. Roéwnolegtoscian jest prosty, jezeli dwie jego ptaszczyzny przekatne sa
prostopadte do podstaw.

9. Graniastostup o podstawie czworokatnej jest réwnolegtoscianem, jezeli
jego plaszczyzny przekatne przecinajg sie w jednym punkcie.

10. Przez konce trzech krawedzi réwnolegtoscianu, schodzacych sie w jed-
nym wierzchotku, przesuwamy ptaszczyzne; dowies¢, iz dzieli ona w stosunku
1 : 2 przekatng réwnolegtoscianu, wychodzacg z tego samego wierzchotka.

11. W graniastostupie o podstawie tréjkatnej tgczymy wierzchotki jednej
podstawy ze $rodkami przeciwlegtych krawedzi drugiej podstawy. Dowie$é, ze
trzy te odcinki przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry lezy na prostej, taczacej
Srodki ciezko$ci podstaw i ze dzielg sie¢ one w tym punkcie w stosunku 1 : 2.

12. W graniastostupie trojkgtnym przesuwamy ptaszczyzny przez wierz-
chotki jednej podstawy i przeciwlegte krawedzie drugiej podstawy; dowies¢, ze
te trzy ptaszczyzny przecinaja si¢ w jednym punkcie, lezagcym na prostej, ktéra
taczy Srodki ciezkosci podstaw.

13. Zbada¢ rozmaite mozliwe przekroje szeScianu. W szczeg6lnosci prze-
cig¢ szeScian ptaszczyzng tak, by otrzymaé szesciokat foremny. lle takich szeScio-
katéow mozna utworzy¢ w danym sze$cianie?

14. Odwrotnie: majac dany szesSciokat foremny, zbudowaé szescian, kto-
rego przekrojem ptaskim bytby ten szesciokat.

15. Dane sa trzy wymiary prostopadtoscianu; zapomocg konstrukcji plani-
metrycznej zbudowac figure, ktérg otrzymamy, jezeli prostopadtoScian przetniemy
ptaszczyzng, przechodzaca przez krawedz podstawy i $rodki dwdéch przeciwlegtych
krawedzi bocznych.

16. Graniastostup prosty o podstawie trojkatnej foremnej przecinamy
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ptaszczyzng przechodzaca przez krawedz podstawy i nachylong do tej podstawy
pod katam 30°. Zbudowac (zapomoca konstrukcji planimetrycznej) otrzymany
w ten sposob przekréj, jezeli mamy dang krawedZ podstawy graniastostupa
i krawedZ boczng, Jakie przypadki moga tu zachodzi¢?

17. Zbudowa¢ krawedz szeScianu, majac dany obwoéd jego przekroju
przekatnego.

18. Majac dang krawedz szescianu, zbudowaé (zapomocag konstrukcji pta-
nimetrycznej) przekrdj tego szescianu, poprowadzony przez Srodek jego prze-
katnej prostopadle do tej przekatnej.

19. Zbudowac siatke*) szeScianu, majac dang przekatng jego S$eiany.

20. Zbudowa¢ siatke szescianu, majac dang jego przekatna.

21. Zbudowa¢ siatke graniastostupa pochytego o podstawie kwadratowej,
majac dang krawedz jego podstawy, krawedZz boczng oraz katy miedzy tg kra-
wedzig boczng, a dwiema sasiedniemi krawedziami podstawy.

22. W tym samym graniastostupie, o ktérym mowa w zadaniu poprzed-
niem, zbudowaé przekréj przekatny.

23. W zadaniach 15—18 wyznaczyliSmy pewne figury zapomoca konstrukcji;
uczeh sprébuje wyznaczy¢ te same figury zapomoca rachunku.

24. Mamy dany szescian o krawedzi = a; ile razy nalezy zwiekszy¢ jego
krawedz, jezeli chcemy, by objetos¢ wzrosta w dwoéjnasob.

Uwaga. Zadanie 24 mozna z tatwoscig rozwigza¢ na drodze rachunkowej,
natomiast odpowiednie zadanie konstrukcyjne (zbudowaé szescian, ktérego obje-
tos¢ bylaby dwa razy wieksza od objetoéci szescianu danego) nie daje sie roz-
wigza¢ w spos6b elementarny, t.j. zapomoca cyrkla i linjatu.

25. Powiekszajgc dtugos¢ krawedzi pewnego szescianu o am, zwiekszamy
jebo objetos¢ o b m3 Obliczy¢ diugos¢ krawedzi.

26. Krawedzie prostopadtoscianu majg odpowiednio am, bm i cm
dtugosci; obliczy¢ dtugo$¢ krawedzi takiego szescianu, zeby stosunek objetosci
obu bryt réwnat sie stosunkowi pél ich przekrojéw przekatnych.

27. Rozwigza¢ to samo zadanie w zatozeniu, ze stosunek objetosci ma sie
rownaé¢ stosunkowi pél powierzchni zupetnych obu bryt.

28. Obliczy¢ objeto$¢ prostopadtoscianu, w ktérym pole przekroju prze-
katnego = a2 krawedzie za$ podstawy majg sie do siebie tak, jak b : c.

29. Obliczy¢ wymiary prostopadioscianu, majac dane: objetos¢ jego V,
pole powierzchni zupeinej 2S i obwdd podstawy 2p.

30. Podstawe rownolegtoscianu prostego stanowi romb o boku a i ka-
cie £ A = 60°. Wiegksza przekatna roéwnolegtoscianu nnchylona jest do pta-
szczyzny podstawy po katem 30°. Obliczy¢ objetos¢ réwnolegtosScianu i pole
jego przekroju przekatnego.

31. Obliczy¢ objetos$¢ i pole powierzchni bocznej prostopadio$cianu, majac
dang dtugos$¢ jego przekatnej (= a) i wiedzac, ze dwie przekatne przecinajg
sie pod katem prostym, podstawa za$ ma ksztatt kwadratu.

*) Siatka bryly nazywamy rozwiniecie jej pewierzchni na plaszczyznie.
22*
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32. Obliczy¢ objeto$¢ graniastostupa prostego, ktérego podstawa jest
tréjkat foremny, a pole $ciany bocznej réwna sie polu podstawy.

33. W graniastostupie o podstawie sze$ciokatnej foremnej bok podstawy
réwna sie acm, a mniejszy przekr6j przekatny jest réwnowazny podstawie.
Obliczy¢ objeto$¢ graniastostupa i pole powierzchni bocznej.

34. Réw ma am dtugosci, gteboki jest na bm, szerokos¢ jego wynosi
u goéry ¢cm, u dotu zas dm. ROw ten zostat do potowy gitebokosci wypetniony
woda. Obliczy¢ ilos¢ metréw szeSciennych wody.

35. Czy réwnolegtosciany posiadajg wiasnos¢, odpowiadajaca wiasnosci
réwnolegtobokéw dopetniajacych?

36. Graniastostup pochyly przeksztatci¢c w réwnowazny mu graniastostup
prosty, przecinajac go jedng tylko ptaszczyzna.

Okreslenie. Przekrojem normalnym graniastostupa pochytego nazywamy
figure ptaska, ktérg otrzymamy, przecinajac graniastostup ptaszczyznag, prosto-
padta do krawedzi bocznych.

37. Pole powierzchni bocznej graniastostupa réwna sie iloczynowi dtugosci
krawedzi bocznej przez obwéd przekroju normalnego.

38. Objeto$¢ graniastostupa o podstawie tréjkatnej réwna sie potowie
iloczynu pola $ciany bocznej przez odlegtos$¢ tej Sciany od przeciwlegtej krawedzi.

Jakie jest twierdzenie analogiczne w piani metrji ?

39. Na trzech réwnolegtych do siebie prostych obieramy trzy réwnajace
sie sobie odcinki AA'= BB'= CC\ ktére wyznaczajg graniastostup. Wykazac,
ze objetos¢ tego graniastostupa nie zmieni sie, jezeli jego krawedzie boczne
przesuniemy w dowolny sposéb po owych trzech réwnologtych.

40. W wierzchotkach prostokagta ABCD wystawiamy prostopadie do jego
ptaszczyzny, Kktore przecinajg w punktach A\ BJ C', D1 jakakolwiek inng pta-
szczyzne, nieréwnolegta do pierwszej.

1- o Dowies$¢, ze A'B'CJdy jest rownolegtobokiem;
2-0 N ., AA'+ DD'= BB'+ CC.
3- 0 Obliczy¢ objetos¢ otrzymanej bryty.

41. W sze$cianie o krawedzi = a przesunieto ptaszczyzne przez przekatng
podstawy i przez $rodek jednej z krawedzi, réwnolegtych do tej podstawy.
Znalez¢ ksztatt i pole przekroju.

42. Dany jest graniastostup prosty o podstawie tréjkatnej, ktérego wszystkie
krawedzie réwnaja sie sobie. Przez $rodek krawedzi bocznej i przez S$rodki
dwéch krawedzi podstaw, schodzacych sie z tg krawedzig boczna, lecz nie réwno-
legtych do siebie, przesuwamy plaszczyzne. Znalezé ksztatt i pole przekroju.

B. 0 ostrostupach.

§ 363. Ostrostupem albo piramidg nazywamy wieloscian,
ktérego jedna sciana — zwana podstawa — jest wielokgtem,
pozostate za$ Sciany sa tréjkatami o spélnym wierzchotku.
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Przez wierzchotek ostrostupa, jezeli nie zaznaczymy wyraznie,
0 jakim wierzchotku mowa, rozumie¢ bedziemy wierzchotek, nie
lezacy na podstawie.

Krawedzie, schodzgce sie w wierzchotku ostrostupa, nazy-
wamy bocznemi.

Odcinek, poprowadzony z wierzchotka ostrostupa prostopadle
do podstawy, nazywa sie wysokoscia,

Ostrostup o podstawie trojkatnej nazywamy czworoscianem.
Czworascian nazywamy foremnym, je-
zeli wszystkie jego $ciany sg trojkatami
foremnemi.

Rozrozniamy ostrostupy proste
1 pochyte. Ostrostupem prostym nazy-
wamy taki, ktéry spetnia dwa warunki:
1) w podstawe jego mozna wpisa¢ koto,
2) Srodek kota jest zarazem spodkiem
wysokosci.

Jezeli ostrostup jest prosty (rys.
333), wowczas wysokosci $cian bocz-
nych réwnaja sie sobie (dlaczego?).
I odwrotnie: jezeli wysokosci $cian bocznych réwnajg sie sobie,
wowczas ostrostup jest prosty.

Wysokos$é sciany bocznej ostrostupa prostego nazywamy
apotema ostrostupa.

Polem powierzchni bocznej ostrostupa nazywamy sume pol
jego $cian bocznych.

Polem powierzchni zupetnej nazywamy sume pol wszystkich
dcian bocznych ostrostupa i jego podstawy.

§ 364. Z powyzszych okreslen wynika nastepujaca reguta,
ktéra uczeh uzasadni sam.

Reguta. Aby obliczy¢ pole powierzchni bocznej ostrostupa
prostego, mnozymy obwodd jego podstawy przez potowe diugosci
apotemy ostrostupa.

§ 365. Wyobrazmy sobie, iz przecieliSmy ostrostup pta-
szczyzna, réwnolegty do podstawy. PodzieliliSmy go w ten sposoéb
na dwie czesci, z ktorych jedna (na rys. 334 goérna czes¢) jest
ostrostupem, druga za$ nosi nazwe ostrostupa $cietego lub pnia
ostrostupowego.
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Pieh ostrostupowy ma dwie podstawy (na rys. 334 gémaA'B'Cr
i dolng ABC), ktore sg wielokatami podobnemi. Sciany boczne

0

pnia maja ksztalt trapezéw. Odle-
gtos¢ miedzy dwiema podstawami
pnia nazywamy jego wysokoscig.

Pien ostrostupowy nazywamy
prostym jezeli powstat z ostrostupa
prostego w spos6b powyzej opisany.
Np. na rys. 335 pieh ABCA'B'C'
jest prosty. Odcinki MM', NN*' PPr
bedace wysokosciami $cian bocznych
W pniu prostym, nazywamy apote-
mami pnia.

Uczenn dowiedzie sam, iz apo-
temy pnia ostrostupowego réwnajg
sie sobie.

8§ 366. Z wzoru na pole trapezu wynika nastepujaca

Reguta. Aby obliczyé pole powierzchni bocznej pnia ostro-

stupa prostego, mnozymy diugos$¢ jego apotemy przez potowg sumy

obwodéw obu jego podstaw.

§ 367. Twierdzenie. Jezeli ostrostup przecielismy ptaszczyzna
réwnolegta do podstawy, woéwczas pole przekroju i pole podstawy

sg proporcjonalne do kwadratéw odlegtosci ich ptaszczyzn od

wierzchotka ostrostupa.

Niech bedzie dany ostrostup O A1B1C1D 1 i niech ptaszczyzna
A"NBzC"Dz, przecinajaca ostrostup, bedzie réwnolegta do ptaszczyzny
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podstawy. Oznaczajac pola czworobokéw AXBICiD1oraz A2B2C2D2
odpowiednio symbolami Sx i SB® mamy dowies¢, iz zachodzi
proporcja
Sx: S2— OHX : OH2
gdzie OHx jest wysokoscig ostrostupa.
Istotnie, na mocy 8§ 299, str. 275 mamy:
NiS2—ABXR: AB2
AXX__ OAi _ OHXx
A2B2 O0OA2 OH2
a wiec musi by¢ réwniez
AiBi*_ OHi*
A2B22 OH22
i twierdzenie zostato dowiedzione.

(dlaczego?),

8§ 368. Jak wiadomo, kazdemu graniastostupowi odpowiada
pewna, w zupetnosci wyznaczona liczba, zwana jego objetoscia.
Powstaje pytanie, czy mozna to samo powiedzie¢ o ostrostupach
i w jaki spos6b, majac dany ostrostup, moznaby obliczy¢ jego
objetos¢ ?

OdpowiedZz na pierwsze pytanie znajdziemy na drodze, po-
dobnej do tej, ktéra doprowadzita nas do pojecia pola kota.

Niech bedzie dany dowolny ostrostup. Na rys. 337 mamy
wprawdzie ostrostup o podstawie tréjkatnej, ale przekonamy sie
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zaraz, ze ksztalt podstawy nie gra zadnej roli w naszem rozumo-
waniu, tak, iz otrzymany wynik stosuje sie réwnie dobrze do
ostrostupéw o podstawach dowolnych.

Wysokos$¢ ostrostupa oznaczmy przez h, podzielmy jg na n
czedci réwnych (na rys. 337 na 5 czesci) i przez punkty po-
dzialu przesunmy ptaszczyzny, réwnolegte do podstawy, otrzymujac
w ten sposob n wielokgtéw podobnych, do ktérych stosuje sie
twierdzenie § 367.

Na kazdym z tych wielokgtéw, jako na podstawie, zbudujmy
po dwa réwne sobie graniastostupy: jeden lezacy pod wielokgtem
i wystajacy nazewnagtrz piramidy (jak na rys. 338), drugi poto-
zony pod tym samym wielokatem i zawierajgcy sie wewnatrz
piramidy*). Woyjatek stanowi tu sama podstawa ABC piramidy,
na ktérej budujemy jeden tylko groniastustup, mianowicie wy-
stajacy. Niech przytem wysoko$¢ kazdego graniastostupa réwna

Graniastostupy pierwszego rodzaju mozemy nazwaé krétko
ze wne tr znemi, graniastostupy drugiego rodzaju —*wewnetrz-
nemi.

Zauwazmy przedewszystkiem, ze dla kazdego graniastostupa
zewnetrznego istnieje réowny mu wewnetrzny. Wyjatek stanowi
tylko pierwszy od dotu graniastostup zewnetrzny ABCAZB2C1:
pomiedzy wewnetrznemi niema réwnego mu graniastostupa.

Jezeli teraz obliczymy objetosci wszystkich graniastostupéw
zewnetrznych i sume ich oznaczymy przez 22 sume za$ objetosci
wszystkich graniastostupéw wewnetrznych oznaczymy przez 2V@
woéwczas roznica

2, — 2W

rownac sie bedzie objetosci graniastostupa ABCAZB2CX (rys. 338).
Oznaczmy jeszcze przez S pole podstawy ABC.

*) Wiasciwie, oba rodzaje graniastostupéw nalezato zaznaczy¢ na tym
samym rysunku; chcac jednak unikngé gmatwaniny linij, narysowaliSmy obok
siebie dwie réwne piramidy i na jednej z nich zaznaczyli$my tylko graniasto-
stupy wystajace, na drugiej za$ tylko te, ktore zawierajg sie wewnatrz piramidy.
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Objeto$¢ graniastostupa ABCAZ2B2G\ réwna sie S . Y

mamy tedy 2Z— 2W= S . - = (Sh) .

Zauwazymy dalej, ze cze$¢ prawa tej réwnosci sklada sie
z dwdch czynnikéw, z ktorych jeden, mianowicie Sh, jest liczbg

stalg, drugi zas czynnik,-*-, jest zmienny i moze by¢ uczyniony
dowolnie matym przez zwiekszenie mianownika n, a wiec caty
iloczyn S . moze by¢ uczyniony dowolnie matym.

Widzimy tedy, ze je$li bedziemy nieograniczenie zwigkszali
liczbe czesci, na ktore dzielimy wysokos¢ piramidy, wowczas
sumy 2Zi 2Wdazy¢ beda do wspdlnej granicy.

Te ich wspo6lng granice nazywamy objetoscig piramidy.
Mamy tedy nastepujace

Okres$lenie* Objetoscig piramidy nazywawy liczbey bedaca
wspolng granicg dwoéch ciggéw zmiennych liczb: sumy objetosci
graniastostupéw zewnetrznych i sumy objetosci graniastoslupow
zuewnetrznych.

§ 369. Twierdzenie. Objetos¢ ostrostupa réwna sie trzeciej
czesci iloczynu z pola podstawy przez dhugos¢é wysokosci ostro-
stupa.

Do dowodu postuzy nam ta sama konstrukcja, ktéra dopro-
wadzita nas do okreslenia objetosci ostrostupa.

Obliczmy mianowicie sume 2Zi znajdzmy granice tej sumy,
gdy n rosnie nieograniczenie.

Podstawy kolejnych graniastoslupéw, poczynajac od gory,

oznaczmy przez Si, S/ . .. *T, objetosci ich przezvu v¥ . .,
Mamy Ax
czyli
N n*
Dalej, -
(£)

czyli 2*S
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W taki sam sposdb znajdujemy, ze
_32.S
S3 = ,2 »
42.S
2.5
Sn= S = "
Wobec tego -7 = + ... + vn

= 1+ 22+ 32+ 42+

A nh+ D)2n+ 1) *)

a dzielac licznik i

mianownik przez n3 mamy

n-)

o o] +)(2+

*) Wzor 12422 3a—f "= —— —~ mozna z ‘tatwo-

écig otrzymac rozmaitemi sposobami. Najprostszy moze jest sposéb nastepujacy:
w tozsamosci (1 -f- x)3= x*-j- 3x2A- 3x -\-I

podstawiamy kolejno na x wartoéci 1, 2, 3, 4, ... (n—1), n. Otrzymujemy ciag

tozsamosci

23= 13_].3.12_].3 ! I |
33= 23-43.2243.2—1
43= 33-1-3.32-h 3.3 -1

n= (n-1)3+ 3(n- )2+ 3(n- 1)+ 1
(n-f-1)3= «3+ 3.n*-f*3.n-f-1.
Sumujac te tozsamosci kolumnami, redukujac i oznaczajac przez St sume
liczb ciggu naturalnego, przez S2 sume kwadratéw liczb ciggu naturalnego, mamy

(n+ 1)8= 1+ 35*+ 3S++ n
skad 3S2= n3+ 3n*-j-2n—3. — n

n (2n* -j—3n 4-1)
2

. nin+ 1) @n+ 1)
wreszcie 6
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Aby wykazaé, iz 2X dazy do granicy sh wystarczy zauwa-

zyé, ze s2 stale maleje, gdy n rosnie (dlaczego?) i dowiesc,

\% Sh

ze'réznica 7 =S —

moze by¢ uczyniona dowolnie mala.

Jakoz mamy

3 A+ H) 3 6 (+1)(2+7)-2

N

6 e

Otrzymalismy iloczyn, ktérego pierwszy czynnik SR jest staly,

drugi za$ 2 4 moze by¢ uczyniony dowolnie matym przez od-

powiednie zwiekszanie liczby n, a wiec caly nasz iloczyn maleje
nieograniczenie, gdy zwiekszamy nieograniczenie liczbe n.

. L . . Sh . . .
Dowodzi to, ze istotnie stata liczba jest granice zmien-

nej sumy Sz, a poprzednio juz nazwaliSmy te granice objetosScig

piramidy.

§ 370, Twierdzenie. Objetosé
sie wzorem.

\Y; "I"(Sx S2ySxS52)9

gdzie przez Sx i S2 oznaczyliSmy
pola podstaw pnia.

Objeto$¢ pnia mozemy uwa-
za¢ jako roznice objetosci dwdch
ostrostupéw

OAXBXCXDX i 0 a2b2c2d 2

Oznaczajac objeto$¢ tych ostrostu-
pow odpowiednio przez Vx i V¥

pnia ostrostupowego wyraza

pola ich podstaw przez Sx i S wysokosci przez hxih2y wreszcie
objetosé¢ i wysokos¢ pnia przez v i A, mamy
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'y [~ -57" - Al

I-[AL(V5i-vA) (V5i+VA)+1]. == (i)

Zauwazmy dalej, ze na mocy § 367 musi by¢

S2= (A - A2
czyli WS i \JSi = AL: (A] — A),
skad A= hasL )
VSi-V&.

Podstawiajac do wzoru (1) warto$¢ na hil ze wzoru (2), mamy
V = j(S 1+ S2+ ~S1S)).

Cwiczenia LVI. 1. Jezeli w dowolnej piramidzie przesuniemy przez kazda
krawedz boczng ptaszczyzne, prostopadta do podstawy, woéwczas wszystkie te
ptaszczyzny przetng sie wedlug- jednej proste;j.

2. Na jednej ze Scian czworoécianu kreslimy trzy Srodkowe i przez kazda
z nich oraz przez krawedz, przeciwlegta tej srodkowej, przesuwamy ptaszczyzny.
Dowie$¢, ze trzy te plaszczyzny przecinajg si¢ wedlug jednej proste;j.

3. Laczac Srodek ciezkosci kazdej Sciany czworoscianu z przeciwlegtym
wierzchotkiem, otrzymujemy cztery odcinki, ktére przecinaja sie w jednym punkcie
(zwanym $rodkiem ciezkoséci czworo$cianu) i dzielg sie w tym punkcie
tak, ze cze$¢ kazdego odcinka, przylegta do wierzchotka, jest trzy razy wieksza
od czesci pozostatej.

4. Wewnatrz czworoscianu ABCD znalez¢ taki punkt, ze jesli go potaczymy
ze wszystkiemi wierzchotkami, otrzymamy cztery czworosciany, ktérych podsta-
wami sa $ciany czworoscianu ABCD i ktérych objetosci réwnaja sie sobie.
[Wskazéwka: Sformutowaé i rozwigza¢ analogiczne zadanie'dla tréjkatal.

5. Odcinki, taczace $rodki przeciwlegtych krawedzi czworoscianu, przeci-
cinaja sie w $rodku ciezkosci czworos$cianu.

6. Srodki krawedzi czworoécianu potgczyé w taki sposéb, by otrzymaé
czworokat ptaski. Zbada¢ rodzaj tego czworokata oraz diugosci jego bokow.

7. Znalez¢ punkt réwnoodlegty od $cian czworoscianu. [Wskazowka
jak rozwigzujemy analogiczne zagadnienie dla tréjkata?] m

8. Znalez¢ punkt réwnoodlegty od wszystkich wierzchotkéw czworoscianu.

9. Jezeli w dowolnej piramidzie punkt O jest jednakowo odlegty od
wszystkich krawedzi, woéwczas spodki prostopadtych, poprowadzonych z O do
Scian piramidy, sg $rodkami kot, wpisanych w te Sciany.
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10. W kazdym ostrostupie suma p6l $cian bocznych jest wigeksza od pola
podstawy.

11. Jezeli w czworoscianie ABCD wszystkie kliny, nalezagce do naroza A,
sg proste, woéwczas kwadrat pola $ciany BCD réwna sie sumie kwadratéw pél
trzech pozostatych Scian.

[Poréwnaj z twierdzeniem Pitagorasal].

12. W czworoscianie ABCD dwie przeciwlegte krawedzie AC> BD réwnaja
sie sobie; to samo wiemy o dwéch innych przeciwlegtych krawedziach BC, AD.
Czy czworoscian posiada réwne $ciany i réwne kliny i ktére mianowicie?

12a. Co mozna powiedzie¢ o czworoscianie, w ktérym kazde dwie prze-
ciwlegte krawedzie réwnajg sie sobie?

13. Zbudowaé czworoscian, majac dane wszystkie jego krawedzie.

14. Zbudowaé ostrostup o podstawie kwadratowej, majac dang krawedz
podstawy i wysokosé.

15. To samo pytanie, jezeli mamy dang krawedZ boczng i wysokos¢.

16. Zbudowaé siatke czworoscianu, majac dang jego podstawe oraz kliny
miedzy podstawag i Scianami bocznemi.

17. Zbudowa¢ siatke ostrostupa prostego, majac dang jego podstawe
i wysokos¢.

18. Czworoscian foremny o krawedzi = 5 cm przecinamy ptaszczyzna,
réwnolegta do podstawy i poprowadzong w takiej odlegtosci od tej podstawy,
ze pole przekroju jest 9 eazy mniejsze od pola podstawy. Zbudowac siatke pnia
ostrostupowego, ktéry w ten spos6b otrzymalismy.

19. Prostopadtoscian o wymiarach danych (a, b, c¢) wydrgzono tak, ze
zagtebienie, ktére powstato, ma ksztatt ostrostupa prostego. Ostrostup ten ma
wspélng podstawe z prostopadioScianem, wysoko$¢ za$ dwa razy mniejsze od
wysokosci prostopadtoscianu. Zbudowac siatke otrzymanej w ten sposob bryty.

20. Na rys 340 wykaza¢, ze graniastostup o podstawie tréjkatnej da
sie podzieli¢ na trzy piramidy, majace réwne
objetosci.
21. Analogicznie do okreslenia § 251,
str. 218, utworzy¢ okreslenie figur jedno-
ktadnych w przestrzeni.

22. Majac dany ostrostup, zbudowac
ostrostup jednoktadny z nim wzgledem jednego
z jego wierzchotkow.

23. Zbada¢ zwigzki miedzy elementami
obu ostrostupéw (czy maja one réwne katy lub
kliny? co mozna powiedzie¢ o wielkosci ich
krawedzi i Scian, jak réowniez o ksztatcie $cian?)

24, Utworzy¢ okreSlenie  ostrostupéw
(graniastostupéw) podobnych.
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25. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej i objeto$¢ czworoscianu foremnego
majac dang krawedz jego = a.

26. To samo pytanie dla piramidy prostej o podstawie szeSciokatne
foremnej. Krawedz podstawy = a, krawedZ boczna = h. f

27. W wierzchotku A kwadratu ABCD wystawiamy prostopadta do jego
ptaszczyzny i na prostopadtej odkladamy AM — b. Obliczy¢ pole powierzchni
bocznej ostrostupa MABCD, jezeli AB — a.

28. W szescian wpisujemy ostrostup, #taczac Srodek podstawy goérnej
szescianu ze $rodkami krawedzi podstawy dolnej. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej
i objeto$¢ ostrostupa, jezeli krawedZz szeScianu = a.

29. Podstawa ostrostupa jest romb, ktérego kat ostry ma 60°. Obliczy¢
krawedz podstawy i krawedzie boczne, jezeli wiemy, ze objeto$¢ ostrostupa = v,
a wysoko$¢ = h.

30. Obliczy¢ pole powierzchni i objeto$¢ ostrostupa, ktérego podstawe
stanowi tréjkat foremny, a jedna ze $cian bocznych réwna sie podstawie” i jest
do niej prostopadta. Krawedz podstawy = a.

31. W ostrostupie prostym o podstawie szeSciokatnej foremnej krawedz
boczna jest dwa razy wieksza od krawedzi podstawy. Objeto$¢ ostrostupa = v.
Obliczy¢ krawedz podstawy i wielko$¢ kata, pad ktérym krawedz boczna jest
nachylona do podstawy.

32. Podstawg ostrostupa jest tr6jkat réwnoramienny o bokach a, b, a;
Sciany boczne sa nachylone do podstawy pod katem 45°. Obliczy¢ objetosc
ostrostupa.

33. Pienn ostrostupowy przecinamy ptaszczyzng réwnolegta do podstaw.
Znalez¢ odlegto$¢ tej plaszczyzny od mniejszej podstawy, jezeli pole przekroju
jest $rednig arytmetyczng pdél obu podstaw.

34. W czworoscianie OABC mamy

AB = BC = AC = a; * AOB = * AOC = * BOC = 90»

1) Co mozna powiedzie¢ o dtugosci krawedzi OA, OB, OC?

2) Obliczy¢ pole powierzchni zupetnej czworoscianu.

3) Wykazaé, ze pole $ciany OAB jest $rednig proporcjonalng miedzy po-
lami tréojkatow As ABC i ABH, gdzie H jest spodkiem wysokosci czworo-
Scianu, poprowadzonej z punktu O.

35. To samo pytanie, jak w zadaniu 33, jezeli pole przekroju jest $rednig
geometryczng pél obu podstaw.

36. Ostrostup o wysokosci h przecieto ptaszczyzna, réwnolegta do pod-
stawy. Pole przekroju réwna sie iloczynowi obu odcinkéw, na ktére podzieliliSmy
wysokos$¢, pole za$ podstawy réwna sie iloczynowi z diugosci gérnego odcinka
przez diugos$¢ calej wysokosci. Obliczy¢ pola podstawy i przekroju.

37. Na trojkacie foremnym, jako na podstawie, budujemy ostrostup prosty
i graniastostup o réwnych wysokosciach. Jaki jest stosunek miedzy wysokoscig
tych bryt a krawedzig ich wspdlnej podstawy, jezeli pola powierzchni bocznych
obu bryt majg sie do siebie, jak 1 : n?

38. W jakich granicach moze sig¢ zmienia¢ liczba n w poprzedniem za-
daniu? Jaka warto$¢ na n otrzymamy, jezeli ostrostup jest czworoScianem
foremnym?
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39. Rozwigza¢ zadanie 37 w zalozeniu, iz wspo6lna podstawa bryt jest
jakikolwiek wielokat foremny i ze znamy apoteme wielokata = a.

40. Jezeli w czworoscianie ABCD przez krawedz AB przesuniemy ptasz-
czyzne dwusieczng klina CABDYy podzieli on przeciwlegta krawedz CD na dwa
odcinki, proporcjonalne do pdl scian CAB oraz DAB. Jakie jest analogiczne
twierdzenie w planimetrji?

41. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej pnia ostrostupowego o podstawie
1) tréjkatnej foremnej, 2) kwadratowej, 3) o$Smiokatnej feremnej, jezeli wiadomo,
ze pien jest prosty, i jezeli mamy dang wysoko$¢ jego h i krawedzie podstaw a i b.

42. W pniu ostrostupowym prostym o podstawie kwadratowej krawedz
podstawy goérnej = a, pole powierzchni zupelnej «= S, $ciany za$ boczne sg
nachylone do podstawy pod katam 30°. Obliczyé: 1) krawedZ podstawy dolnej;
2) wysokos$¢ pnia; 3) wysokos$¢ piramidy, z ktérej otrzymano ten pien.

43. W pniu prostym o podstawie trdjkatnej foremnej krawedZ boczna na-
chylona jest do podstawy pod katem 45°. Obliczy¢ pole powierzchni i objetos¢
pnia, jezeli pola podstaw réwnajg sie odpowiednio a2i b2

44. Objetos¢ pnia = v, wysoko$¢ = ht krawedzie podstaw majg sie do
bie, jak m : n. Obliczy¢ pola podstaw.

45. Obliczy¢ objetos¢ pnia prostego o podstawie kwadratowej, jezeli jego
przekatna = o, krawedzie za$ podstaw réwnajg sie b i c.

46. W pniu ostrostupowym prostym o podstawie tréjkgtnej foremnej wy-
drazcno otwor w ksztakcie ostrostupa, ktérego podstawg jest podstawa gérna pnia,
wierzchotek za$ lezy w srodku podstawy dolnej pnia. Obliczy¢ objeto$¢ pozostatej
czesci pnia, jezeli pola jego podstaw réwnajg sie a2 i bX wysoko$¢ réwna sie h.

47. W pniu prostym o podstawie kwadratowej pola podstaw réwnajg sie
a2i b2, pole powierzchni bocznej réwna sie potowie pola powierzchni zupetnej.
Obliczy¢ wysoko$¢ pnia.

48. Wysoko$¢ pnia prostego podzielono na trzy czesci réwne i przez
punkty podziatlu poprowadzono ptaszczyzny, réwnolegte do podstaw. Obliczyé
pola otrzymanych przekrojéw, jezeli pola podstaw réwnaja sie S i Sr

49. Pole podstawy ostrostupa = 100 cm2 wysoko$¢ jego = 6 cm. Na
ile czesci nalezy podzieli¢ jego wysoko$¢, jezeli chcemy, zeby objeto$¢ wszyst-
kich graniastostupéw wewnetrznych (zbudowanych tak, jak to uczyniliSmy
w § 368) roznita sie od objetosci wszystkich graniastostupéw zewnetrznych
mniej niz o 1 cm3? mniej niz o 0,1 cm3? mniej niz o 0,01 cm\

50. To samo pytanie, jezeli chodzi o réznice miedzy suma objetosci gra-

. ) . Sh . - o
niastostupéw zewnetrznych a liczba statg 3 ,ktéra nazwali$my objetoscia piramidy.

51. W ostrostupie S = 550 cm2 h = 10 cm. Jak nalezy dobrac liczbe |

graniastostupéw zewnetrznych, zeby byto

gdzie £ jest jakakolwiek liczbg dodatnig?
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C. 0 wieloscianach foremnych.

§ 371. Okreslenie. WieloScian nazywamy foremnym, jezeli
wszystkie jego Sciany sg wielokgtami foremnemi réwnemi i jezeli
wszystkie naroza réwnajag sie sobie.

Pozralismy juz dwa wielosciany foremne: szeScian i czwo-
roscian forenmy. Powstaje pytanie: czy istniejg jeszcze inne wie-
losciany foremme i ile ich jest?

Wiemy z planimetrji, ze wielokat forermny moze mie¢ do-
wolnie wielkg liczbe bokdéw, tak, iz mozemy utworzyC nieogra-
czenie wiele rodzajow wielokatow forenmych. Zdawadoby sie, ze
to sano da sie powedzie€ o wieloscianach. Przekonamy sie
jednak zaraz, ze wielosciandéw foremnych istnia¢ moze
tylko piec.

Jakoz z twierdzenia § 339 (str. 322) wieny, ze suma scian
naroza musi by¢ mmiegjsza od 360°; jesli wiec wieloscian ma by¢
ograniczony przez trojkaty forenme, ktorych kazdy kat ma 60°,
to w kazdym wierzchotku moze schodzi¢ sie tylko 3, 4 albo 5
scian, gdyz
3 .60° < 360; 4.60°=240° < 360° 5 .60°= 300° < 360°
natomiast 6 . 60° = 360°.

W taki sam sposob przekona sie czytelnik, ze jesli wielo-
scian ma by¢ ograniczony przez kwadraty lub przez pieciokaty
forenme, wowczas naroze nie moze mie¢ wiecgj nad 3 Sciany;
moze wiec istnie¢ tylko jeden rodzaj wielosciandw forentych
o Scianach kwedratowych i1 jeden rodzaj o Scianach pieciokatnych
forenmych.

Kat wewnetrzny szesciokgta foremnego na 120°, poniewez
zas 3 . 120° = 360°, a naroze musi mieC congjnmiegj trzy Sciany,
zatem niepodobna utworzy¢ wieloscianu forenmego, ograniczonego
przez szesciokaty foremme.

§ 372. UstalilisSmy, ze nie moze istnieC wiecej niz pie¢ ro-
dzajow wielosciandw forenmych. Teraz przekonanmy sie, Zze wszyst-
kie one naprawde istniejg, a mianowicie pokazemy, wjaki sposob
nmoznma je zbudowal.

1 Aby zbudowa¢ czworoscian foremny, wkreSlamy
ngjpierw trgjkat forenrmy A BCD, w jego srodku O wwystaniamy
prostopadta OA do plaszczyzny trojkata, wreszcie z punktu B
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w plaszczyznie .405 kreSlimy koto promieniem, réwnajacym
sie BC.

Poniewaz OB < 5C,~zatem koto przetnie prostopadig w ja-
kim$ punkcie A. Figura ABCD jest zadang (dlaczego?).

F

Rys. 342.

2. W $rodku O kwadratu ABCD wystawiamy prostopadia
do jego ptaszczyzny i na niej p >obu stronach ptaszczyzny odkta-
damy odcinki OE = OF = OA Bryla, wyznaczona przez punkty
A, 5, C, DyEyFy jest zgdanyn o$miosScianem foremnym.

Rys. 344.

3. Kreslimy najpierw pieciokat foremny KLNRPf w Srodku
0 wielokagta wystawiamy prostopadta do jego plaszczyzny
1 w ptaszczyznie KOV kreslimy z punktu K koto promieniem,
rownajgcym sie bokowi pieciokata. W ten sposob budujemy kat
brytlowy V(KENRP)y w ktérym kazda sciana ma 60°.

Jesli teraz w powyzszy sposéb przy kazdym wierzchotku
trdjkata foremnego A ABC zbudujemy naroze o pieciu S$cianach,
majacych po 60°, przyczem kazda krawedz réwnac sie bedzie AB,

Geometrja elementarna. 23
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otrzymamy powierzchnie wypukta, ztozong z 10 réwnych tréjkatow
foremnych i z jednej strony otwartg. Budujac druga takg sama
powierzchnie i zestawiajgc je wolnemi brzegami, otrzymamy dwu-
dziestoscian foremny.

4, Szes$cian uczen zbuduje sam.

Rys. 345.

5. Do pieciokagta foremnego ABCDE przystawiamy piec¢
rownych mu pieciokgtéw tak, by przy kazdem wierzchotku utwo-
rzyto sie naroze o trzech S$cianach. Otrzymujemy powierzchnie
wypukia, zlozong z szesciu foremnych i réwnych pieciokgtow
i z jednej strony otwarta. Budujac drugg takg sama powierzchnig
i zestawiajgc je wolnemi brzegami, otrzymamy dwunastos$cian
foremny?*).

Cwiczenia LVII. 1. Jezeli $rodki wszystkich $cian szescianu potaczymy
prostemi, otrzymamy o$mioscian foremny, wpisany w szescian.

2. Jezeli $rodki $cian osmioscianu foremnego potaczymy prostemi, otrzy-
mamy szescian, wpisany w o$mioscian.

3. Jezeli na kazdej parze przeciwlegtych $cian szeScianu wykreslimy po
jednej przekatnej tak, by byly one wzgladem siebie sko$ne, otrzymamy czworo-
Scian foremny, wpisany w szescian.

*) Nalezatoby dowies$¢, ze te brzegi istotnie przystang do siebie, dowdd,
jako zbyt dtugi, opuscilismy.
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4. Jezeli w o$mioscianie foremnym przedtuzymy cztery $ciany, z ktérych
zadne dwie nie majg spdlnej krawedzi, otrzymamy czworoscian foremny, opi-
sany na o$mioscianie.

5. Zbudowacé siatke osmioscianu foremnego.

6. To samo dla dwudziesto$cianu.

7. To samo dla dwunastoscianu.

8. Majac dang krawedz szesScianu, zbudowaé¢ krawedz os$mioscianu fo-
remnego, wpisanego w ten szescian.

Cwiczenia 9—14 uczen winien przerobi¢ na modelach, przez siebie zbu-
dowanych.

9. Jezeli w szeScianie materjalnym potaczymy S$rodki O, O' dwoéch prze-
ciwlegtych $cian i obraca¢ bedziemy szescian dokota osi 00\ woéwczas w ciggu
obrotu zupelnego szescian 4 razy zajmowaé¢ bedzie to samo potozenie.

Prostg OO' nazywamy poczwO6rng osig symetrji szeScianu. lle poczwérnych
osi symetrji mozna odnalezé w sze$cianie?

10. Odszuka¢ w szescianie wszystkie osie symetrji potréjne i podwdjne.

11. Wykazaé, ze wszystkie osie symetrji szeScianu przecinajg sie w jednym
punkcie, ktéry jest $rodkiem symetrji tej bryty.

Okres$lenie. Jezeli punkty A, A tak sa potozone wzgledem ptaszczyzny a,
iz dzieli ona na potowy odcinek AA i jest do niego prostopadta, wdéwczas po-
wiadamy, ze a jest plaszczyzng symetrji dla punktéow A i A.

Jezeli figure F mozemy jaka$ ptaszczyzng a podzieli¢ na potowy w ten
sposéb, ze kazdemu punktowi jednej potowy odpowiada symetryczny (wzgledem
ptaszczyzny a) punkt drugiej potowy, woéwczas powiadamy, ze a jest ptaszczyzna
symetrji danej figury F.

12. Odnalez¢ w szescianie wszystkie ptaszczyzny symetrji. Poréwnac prze-
ciecia sie tych ptaszczyzn z osiami szescianu.

13. Wykazaé, ze wszystkie osie symetrji szescianu sg osiami takiego sa-
mego rzedu w o$mioscianie foremnym wpisanym.

14. Odnalez¢ osie symetrji czworoscianu foremnego i poréwnac je z osia ii
symetrji szescianu, opisanego na czworoscianie.

23*



KSIEGA VII.

Bryly obrotowe.

A Walec obrotowy.

§ 373. Jezeli ze wszystkich punktéw okregu wystawimy
prostopadie do jego ptaszczyzny, utworzg one powierzchnig, zwang
powierzchnig walcowg (obrotowg). Prostopadia, wystawiona
w $rodku okregu, nazywa sie osig walca.

Powierzchnia walcowa jest miejscem geometrycznem punktéw
(w przestrzeni) réwnoodlegtych od osi.

W geometrji szkolnej poprzestajemy zwykle na rozwazaniu
pewnej czesci tej powierzchni. Jezeli mianowicie przetniemy po-
wierzchnie walcowg dwioma ptaszczyznami, prostopadtemi do osi,

otrzymamy bryle, zwang walcem prostym
(ograniczonym).

Jezeli prostokat materjalny ABCD
obraca¢ bedziemy dokota boku BC, wow-
czas bok przeciwlegty AD zakresli powierz-
chnie walca (ograniczonego), a caly prosto-
kat zakresli walec. Z tego powodu walec
nazywamy brytg obrotows.

Odcinek AD i wszystkie rownolegte
do niego odcinki, lezgce na powierzchni
walca, nazywamy tworzgcemi walca.

Odcinek AB i wszystkie rowne mu odcinki, poprowadzone
z dowolnego punktu powierzchni walca prostopadle do osi, na-
zywamy promieniami walca.
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Punkt X nazywamy puntem wewnetrznym walca, jezeli
odlegtos¢ jego od osi jest mniejsza od promienia walca; jezeli
za$ odlegto$¢ ta jest wieksza od promienia, punkt X zwie sie
zewnetrznym.

§ 374. Twierdzenie. Plaszczyzna, réwnolegta do osi walca,
ma z jego powierzchnig albo dwie tworzace wspdlne, albo jedna,
albo wreszcie nie ma z nig wcale punktow wspolnych — zaleznie
od tego, czy odlegtos¢ tej ptaszczyzny od osi jest mniejsza od
nromienia walca, réwna promieniowi,
czy tez wieksza od promienia.

W pierwszym przypadku, gdy
odlegto$¢ ptaszczyzny a od osi jest
mniejsza od promienia, przetnijmy
cata figure nowa ptaszczyzna /?, pro-
stopadtg do osi. W przekroju otrzy-
mamy koto (ktérego Srodek lezy
na osi) przeciete prosta [a/?], stano-
wigca krawedz tych dwu plaszczyza.

Jezeli w punktach przeciecia okregu

z prosta [ap] wystawimy prosto-

padte do plaszczyzny p9 dwie te proste, bedace tworzacemi walca,
muszg leze¢ zarazem na plaszczyznie a (dlaczego?).

Uczen dowiedzie sam twierdzenia dla dwu drugich przy-
padkéw, postugujac sie rys. 347.

8§ 375. W jedna z podstaw walca wpiszmy dowolny wielokat
(np. czworobok ABCD na rys. 348)
i przez wierzchotki jego poprowadzmy
tworzgce. Utworzy sie wowczas na dru-
giej podstawie réwny mu wielokat (AB*C'D*
na rys. 348), wpisany w te podstawe.
Otrzymamy zarazem graniastostup, zwany
wpisanym w walec.

Analogicznie, zbudujmy wielokat,
opisany na podstawie walca i przez jego
boki przesunmy ptaszczyzny, styczne do
Eowierzchni walca. Na E‘I'aSZCZ Znie dru-
giej podstawy walca otrzymamy wielokat,
rownajacy sie pierwszemu (dlaczego?) i opisany na tej drugiej

R s 348
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podstawie, a zarazem otrzymamy graniastostup, ktory nazywac
bedziemy opisanym na walcu.

§ 376. Pojecie pola powierzchni walca i objetosci walca
utworzymy w spos6b analogiczny do pojecia pola kota.

Wyobrazmy sobie mianowicie, iz opisaliSmy na walcu i wpi-
saliSmy w niego dwa graniastostupy o podstawach foremnych.
Niech podstawy ich maja po n bokdw. Oznaczmy pola tych
podstaw przez Sn i sn, obwody ich przez Pn i pn, wysokos$¢ zas
graniastostupéw (i walca) przez h.

Podwajajmy stopniowo liczbe $cian tych graniastostup6w.

Pola powierzchni bocznych graniastostupéw opisanych two-
rza ciag liczb nieskoniczony malejacy

Prh, P2rh9 Pith9 ..ooovveeeeeeeeeeeeee. 1)

pola za$ powierzchni bocznych graniastostupéw wpisanych tworza
ciag liczb nieskonczony rosnacy

* Py p2rhy ptnhf . . . . . . . (2)
przyczem jednak wszystkie wyrazy pierwszego ciggu pozostajg
wieksze od wyrazéw drugiego ciggu (dlaczego?).

Zauwazmy jeszcze, iz roznica miedzy odpowiedniemi wyra-
zami obu ciggéw nieograniczenie maleje, gdyz

Pkh — pkh = h(Pk — pk)f

przyczem h jest liczbg stalg, réznica za$ Pk — pk maleje nieogra-
niczenie (§ 329, (3), str. 309).

Wobec tego istnieje jedna i tylko jedna liczba, wieksza od
wszystkich wyrazéw drugiego ciggu, lecz mniejsza od wszystkich
wyrazow pierwszego ciagu.

Liczbe te nazywamy polem powierzchni bocznej
walca.

Jest to okreslenie tego pola.

Tak samo objetosci graniastostupéw opisanych i wpisanych
tworzg dwa ciagi nieskonczone

Snh, S2rh, Sinh , . (19

cany s2nny Co )
co do ktorych uczen dowiedzie, ze 1) pierwszy stale maleje, drugi
rosnie; 2) wyrazy pierwszego pozostajg wieksze od wyrazéw dru-
giego ; 3) réznica miedzy odpowiedniemi wyrazami obu ciggéw
maleje nieograniczenie.
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Istnieje wiec znéw jedna i tylko jedna liczba, mniejsza od
wyrazow pierwszego ciggu, lecz wieksza od wyrazéw drugiego.
Liczbe te nazywamy objetoscig walca.

§ 377. Twierdzenie. Pole powierzchni bocznej walca réwna
sie iloczynowi z obwodu jego podstawy przez diugos¢ wysokosci.

Istotnie, jezeli promienn walca oznaczymy przez r, woéwczas
liczba

2nrh

jest wieksza od wszystkich liczb puh ciggu (2), lecz mniejsza od
wszystkich liczb Puh ciggu (1), a wiec — zgodnie z naszem okre$-
leniem — jest polem powierzchni bocznej walca.

§ 378. W podobny spos6b uczern dowiedzie sam nastepuja-
cego twierdzenia.

Twierdzenie. Objetos¢ walca rowna sie iloczynowi z pola
iego podstawy przez dtugos¢ wysokosci czyli rowna sie nrzh, gdzie
r oznacza promien walca.

Cwiczenia LVIII. 1. Plaszczyzna porusza sie tak, ze pozostaje wcigz row-
nolegta do danej prostej i ma od niej zawsze statg odlegto$¢. Znalez¢ figure,
do ktoérej ta plaszczyzna pozostaje przy swym ruchu styczna.

2. Przekroje walca, réwnolegte do osi, maja réwne pola, jezeli sa réwno
odlegte od osi — i odwrotnie.

3. Kazde dwie ptaszczyzny styczne do walca albo sg do siebie réwno-
legte, albo tez przecinajg sie wedtug krawedzi, réwnolegtej do osi walca.

4. Poprowadzi¢ ptaszczyzne, styczng do danegoj walca wedtug danej
tworzacej.

5. Poprowadzi¢ do walca ptaszczyzne styczng, ktéra bytaby réwnolegta
(lub prostopadta) do danej ptaszczyzny.

Warunki mozliwosci zadania.

6. Czy na kazdym graniastostupie o podstawie czworokgtnej mozna opisac
walec i czy w kazdy taki graniastostup mozna wpisa¢ walec?

7. W prostopadioscian o podstawie kwadratowej wpisano walec, ktéry
przecigto nastepnie ptaszczyznag, roéwnolegta do osi i odlegta od niej o potowe
promienia. Zbudowaé¢ (planimetrycznie) ten przekréj, majac dane wymiary prosto-
padtoscianu.

8. W dany klin wpisa¢ powierzchnie walcowg nieograniczong tak, by prze-
chodzita ona przez punkt A, dany wewnatrz klina.

9. Do dwéch walcéw, ktérych podstawy dolne leza na jednej ptaszczyznie,
poprowadzi¢ spoing ptaszczyzne styczna.

10. Zbudowaé walec jednoktadny z danym wzgledem punktu J, lezacego
na osi. Promienie walcéw majg by¢ proporcjonalne do dwoéch danych odcin-
kéw m i k.
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11. To samo zadanie, jezeli punkt J lezy na powierzchni walca.
12. Przez dany punkt A wewnatrz walca poprowadzi¢ ptaszczyzng, kté
raby przecieta walec wedtug- dwéch tworzacych, mozliwie bliskich do siebie.

13. Obliczy¢ pole powierzchni i objeto$¢ walca, opisanego na szescianie
o krawedzi = a

14. Jaki musi by¢ stosunek wysokosci walca do promienia, zeby pole jego
przekroju osiowego (t. j. wyznaczonego przez ptaszczyzne, na ktérej lezy o$
walca) réwnato sie polu podstawy?

15. Walec przecieto ptaszczyzng réwnolegta do osi. Przekatna przekroju = a,
pole przekroju = m2 odlegto$¢ przekroju od osi = k. Obliczy¢ promien i wy-
sokos$¢ walca.

16. Objetosci bryt, utworzonych przez obrét prostokata dokota dwéch
sgsiednich bokéw, réwnaja sie v i Obliczy¢ przekatna prostokata.

17. Walec opisano na szescianie tak, iz osig jego jest przekatna szeScianu.
Obliczy¢ pole powierzchni bocznej walca, majac dane pole przekroju prze-
katnego m2

18. W ostrostup prosty o podstawie kwadratowej wpisano walec tak, ze
dolna jego podstawa lezy na podstawie ostrostupa, gérna za$ dotyka jego S$cian
bocznych. Obliczy¢ wysokos$¢ walca, jezeli kazda krawedz ostrostupa = a, obje-
to$¢ za$ walca jest m razy mniejsza od objetosci ostrostupa.

19. Majac dane obfitosci v> v' dwoéch walcéw o réwnych wysokosciach”™
znalez¢ objeto$¢ walca, majacego te samg wysoko$¢ i pole powierzchni bocznej,
rownajace sie sumie pél powierzchni bocznych danych walcéw.

B. Stozek obrotowy.

8 379. Jezeli wszystkie punkty okregu potaczymy linjami
prostemi z dowolnym punktem O, nie lezagcym w plaszczyznie tego
okregu, otrzymamy powierzchnie, zwang powierzchnig stoikowg
kotlowa (nieograniczong). Proste, o ktédrych mowa, nazywamy
tworzgcemi stoika; gunkt O nazywa sie wierzcholkiem stoika.

Jezeli prostopadta, poprowadzona z wierzchotka do pla-
szczyzny okregu, przechodzi przez $rodek tego okregu, woéwczas
stozek nazywamy prostym albo obrotowym. Prostopadta nazywa
sie wéwczas osig stoika.

Wierzchotek dzieli na dwie czesci kazda tworzgca powierzchni
stozkowej, a wiec dzieli réwniez catg powierzchnie na dwie czesci
zwane powlokami stozka (rys. 349).

W zagadnieniach elementarnych poprzestajemy zwykle na
rozwazaniu pewnej czesci powierzchni stozkowej. Jezeli miano-
wicie wszystkie punkty okregu kota potgczymy odcinkami z punktem,
nie lezacym w ptaszczyznie okregu, otrzymamy cze$¢ jednej po-
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wioki powierzchni stozkowej. Te wAasnie cze$¢ mamy zwykle na

mysli, gdy w geometrji elementarnej méwimy o powierzchni stozka.
Jezeli trojkat prostokatny materjalny obraca¢ bedziemy do-

kota jednej z przyprostokgtnych, wowczas przeciwprostokatna

zakresli powierzchnie stozka prostego kotowego (ograniczonego).

Z tego wilasnie powodu stozek taki nazywajg réwniez obrotowym.
Ptaszczyzna, przesunieta przez o$ stozka prostego, przecho-

dzi przez dwie jego tworzace, albo inaczej: przecina powierzchnie

stozka wedlug dwéch tworzacych (dla-

czego?); kat miedzy temi tworzacemi na-

zywamy katem rozwarcia stoika (np.: AVB

na rys. 349).

§ 380. Twierdzenie. Jezeli stozek obro-
towy przetniemy dowolng ptaszczyzna, pro-
stopadtg do osi, otrzymamy w przekroju
koto, ktérego srodek lezy na osi stoika.

Przedewszystkiem zauwazmy, ze pla-
szczyzna ta przecina wszystkie tworzace
stozka, gdyz kat rozwarcia stozka musi by¢
mniejszy od 180°.

Niech na rys. 349 punkt V bedzie
wierzchotkiem stozka. Tréjkaty prostokatne
A AOVY%A COVy A BOV réwnajg sie sobie
(dlaczego?), zatem OA = OB = OC.

8§ 381. Twierdzenie. Ptaszczyzna, przechodzgca przez wierz-
chotek stoika, albo przecina go wedtug dwoch tworzacych, albo ma
Z nim jedng tworzaca spoing (i wtedy nazywa sie plaszczyzng
styczng) albo wreszcie nie ma z powierzchnig stoika iadnych
innych punktéw spolnych, zaleinie od tego, czy kat miedzy pta-
szczyzna a osig stoika jest mniejszy, réwny, czy wiekszy od po-
towy kata rozwarcia stoika.

Dowod przeprowadzi uczen sam, Kierujac sie rysunkiem 350.

§ 382. Pojecia pola powierzchni i objetosci stozka ustalimy
w taki sam sposéb, jak to uczyniliSmy dla walca.

Jezeli w koto, stanowigce podstawe stozka, wpiszemy do-
wolny wielokat i wierzchotki jego potaczymy z wierchotkiem
stozka, otrzymamy ostrostup, wpisany w stozek. Tak
samo, jezeli na podstawie stozka opiszemy dowolny wielokat
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i wierzchotki jego potaczymy z wierzchotkiem stozka, otrzymamy
ostrostup, opisany na stozku.
Wyobrazmy sobie, ze wpisaliSmy w stozek i opisaliSmy na

A

Rys. 350.

nim ostrostupy, majgce za podstawy wielokaty foremne o n bo-
kach, i ze stopniowo podwajamy liczbe $cian ostrostupow.

Utworzmy dwa ciggi nieskonczone liczb, bedacych obje-
tosciami tych ostrostupéw

N 2nh N snh9 e * U)
- 2
Wyrazy pierwszego ciagu rosna, drugiego — malejg, przy-

czem jednak wyrazy pierwszego ciggu pozostajg zawsze mniejsze
od wyrazéw drugiego ciggu (dlaczego?). Zauwazymy jeszcze,
ze roznice miedzy wyrazami obu ciggébw mozemy uczyni¢ dowol-
nie malg, gdyz réwna sie ona

Suh - suh — —}i(Sk— Sk).
a wiec sklada sie z dwoéch czynnikéw, z ktérych pierwszy h
jest liczbg stalg, drugi zas Sk— Sk moze by¢ uczyniony dowolnie

matym przez dobranie w odpowiedni sposéb liczby k (d laczeg o ?).
Wynika stad, ze istnieje jedna i tylko jedna liczba, wieksza
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od wszystkich wyrazéw ciggu (1), a zarazem mniejsza od wszyst-
kich wyrazéw ciggu (2). Liczbe te nazywamy objetoscig stozka.
tatwo przekona¢ sie mozemy, ze objetos¢ stozka réwna sie

— gdzie r oznacza promien podstawy stozka, h za$ jego

wysokos¢.

Istotnie, liczba ta jest wieksza od wyrazéw ciggu (1), lecz
mniejsza od wyrazéw ciggu (2) (dlaczego?); ze za$ istnieje
tylko jedna liczba, czynigca zado$¢ temu warunkowi, zatem liczba

----- jest rzeczywiscie tern, co nazwaliSmy objetoScig stozka.

§ 383. Chcac utworzy¢ pojecie pola powierzchni stozkowej*
zauwazymy przedewszystkiem, ze jesli w dane koto wpiszemy wie-
lokat foremny i bedziemy podwajali liczbe jego bokéw, wdwczas
dtugosé kazdego boku wielokata male¢ bedzie nieograniczenie.

Istotnie, gdyby tak nie byto, gdyby np. bok wielokata wpi-
sanego nie moégt nigdy sta¢ sie mniejszy od jakiegos statego
odcinka £, woOwczas przy nieograniczonem zwiekszaniu liczby bo-
kéw obwdéd wielokata bytby zawsze wiekszy od ne, a wiec przy
ustawicznem zwiekszaniu liczby n musiatby rosngé bez granic,
wiemy zas, ze tak nie jest, ze obwdd
ten pozostaje zawsze mniejszy od
obwodu jakiegokolwiek wielokata
opisanego.

Dalej zauwazmy, ze jesli w sto-
zek wpisaliSmy ostrostup o pod-
stawie foremnej, wdwczas roznica
miedzy jego krawedzig boczng (ktoé-
ra jest zarazem tworzacg stozka)

a apotemg jest mniejsza od potowy
boku podstawy, t. j. (rys. 351)
SA- SC< AC.

Mozemy tedy przez podwajanie liczby $cian takiego ostro-
stupa osiggng¢ to, iz apotema jego dowolnie mato rézni¢ sie be-
dzie od tworzacej stozka.

8§ 384. Teraz postagpmy, jak poprzednio, t. j. wpiszmy w sto-

zek ostrostup o podstawie foremnej i opiszmy na nim drugi ostro-
stup o podstawie podobnej, nastepnie zas podwajajmy wcigz liczbe
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écian bocznych obu ostrostupéw. Otrzymamy w ten sposéb dwa
nieskonczone ciggi liczb, bedacych polami powierzchni bocznych
tych bryt:

PMOQyPh rwWPnGry = = . . . . (1)

Pnl, Pl P<nl, (2),
gdzie pni Pn oznaczajg potowy obwodéw podstaw, an oznacza
apoteme ostrostupa wpisanego, / za$ oznacza tworzacg stozka,
ktora jest zarazem apotemag ostrostupa opisanego.

Wyrazy drugiego ciggu stale malejg (dlaczego?), wyrazy
za$ pierwszego ciggu stale rosng, gdyz rosnie zaréwno czynnik pry
jak i czynnik an Niemniej jednak wyrazy ciggu (1) pozostaja
mniejsze od wyrazéw ciggu (2), roéznica za$s miedzy niemi

Pkl — pk au
moze by¢ uczyniona dowolnie malg przez powiekszenie liczby k*).

Mamy tedy prawo twierdzi¢, ze istnieje jedna i tylko jedna
liczba, wieksza od wszystkich wyrazéw ciggu (1), lecz mniejsza
od wyrazéw ciggu (2).

Liczbe te nazywamy polem powierzchni stoika. Réwna sie ona

Tir,

gdyz liczba nrl jest wieksza od wyrazéw ciggu (1), a zarazem
mniejsza od wyrazéw ciagu (2) (dlaczego?).
§ 385. Uczenn dowiedzie sam nastepujgcych trzech twierdzen:

Twierdzenie. Jezeli stozek przetniemy ptaszczyznami prosto-
padiemi do osi, wéwczas pola przekrojéw beda sie mialy do siebie
tak, jak kwadraty ich odlegtosci od wierzchotka.

§ 386. Stoikiem Scietym albo pniem stozkowym nazywamy
cze$¢ stozka, zawartg miedzy jego podstawg a jakimkolwiek prze-
krojem, roéwnolegtym do podstawy. Odlegtos¢ miedzy dwiema
podstawami pnia nazywamy jego wysokoscia.

*) Istotnie niech bedzie / — ak — uk czyli ak= | — uk. Wobec tego mamy

Pk I ~Pk ak= Pk I~Pk (*-«*) = (** ~Pk) |+ Pk uk-

Otéz prawa cze$¢ tej réwnosci maleje nieograniczenie, gdyz pierwszy
sktadnik (Pk — pk) | maleje nieograniczenie (dlaczego?); co sie za$ tyczy
drugiego skitadnika pk uk. to jakkolwiek czynnik pk rosnie, pozostaje on jednak
mniejszy od statej liczby P3, drugi za$ czynnik uk maleje nieograniczenie, gdyz
wyraza réznice miedzy tworzacg / i apotemag ak.
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Twierdzenie. Objetos¢ pnia stozkowego zoyraza sie wzorem
nh
V= — ((fI*+ rr+ Rn).

w ktérym przez h oznaczyliSmy wysoko$¢ pnia, przez R i r pro-
mienie obu jego podstaw.

§ 387. Twierdzenie. Pole powierzchni bocznej pnia stozko-
wego wyraza sie wzorem
nl(R + ry
w ktorym przez / oznaczyliSmy tworzgcg pnia.

¢wiczenie LIX. 1. Jezeli mamy dane dwa nieréwne kota, lezace na dwoch
rownolegtych ptaszczyznach, woéwczas proste, taczace konce promieni, réwno-
legtych do siebie i majacych jednakowe zwroty, przecinaja sie w jednym punkcie.

Czy zajdzie jaka zmiana w twierdzeniu, jezeli réwnolegte promienie beda
mialy zwroty przeciwne?

2. Plaszczyzna a, przechodzaca przez wierzchotek stozka, przecina go
wedtug tréjkata /N\AOB. Przesung¢ przez wierzchotek druga ptaszczyzne tak,
by otrzymaé¢ w przekroju tréjkat, réownajacy sie tréjkatowi AOB.

3. Czy w kazdy ostrostup prosty mozna wpisa¢ stozek i czy na kazdym
ostrostupie prostym mozna opisa¢ stozek?

4. Jezeli plaszczyzna a jest styczna do stozka, wéwczas przecinajac figure
dowolng ptaszczyzng /?, prostopadig do osi, otrzymamy koto, do ktérego prosta
fa$] jest styczna.

5. Osie dwéch stozkéw nieskonczonych lezg na jednej prostej, wierzchotki
ich za$ nie zlewajg sie. Czy stozki przecinajg sie? Jezeli tak, to jaki ksztalt ma
linja przecigcia?

6. Stozek i walec maja wspé6lng 0$; jaki ksztalt ma linja przeciecia sie
obu figur ?

7. Przez dany punkt poprowadzi¢ ptaszczyzne styczng do danego stozka.
lle rozwigzan?

8. Poprowadzi¢ ptaszczyzne, styczng do danego stozka i prostopadtg (lub
réwnolegtg) do drugiej danej ptaszczyzny.

9. Przez dany punkt poprowadzi¢ plaszczyzne, przecinajaca dany stozek
wedtug dwoch tworzacych tak, ze kat miedzy temi tworzacemi réwna sie da-
nemu katowi (o

10 Dane sa dwa stozki, ktérych podstawy leza na jednej ptaszczyznie.
Czy zaws2e mozna poprowadzi¢ ptaszczyzne, styczng do obu stozkéw i w jaki
sposéb uczyni¢ to?

11. Zbudowa¢ stozek (ograniczony), majac dany jego wierzchotek O
punkt A, o ktérym wiadomo, ze lezy na okregu podstawy, oraz punkty B, (*
o ktérych wiadomo, ze majg leze¢ na powierzchni stozka, jezeli przytem Zzadne
dwa z posréd punktéw A, B, C, nie lezg na jednej prostej z punktem O.
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12. Zbudowa¢ stozek nieograniczony, majac dany jego wierzchotek 05
0$ oraz punkt A na powierzchni stozkowej.

13. Dane sg dwa kota spétsrodkowe, zakre$lone promieniami r i 2r. Po
jednej stronie ich ptaszczyzny zbudowano na nich dwa stozki, przyczem stozek
na mniejszem kole ma wysoko$¢ = 2h, stozek za$, na wiekszem kole zbudo-
wany, ma wysoko$¢ = h. Zbudowaé linje, wedtug ktdrej przecinajg sie stozki.

14. Dwa stozki, majgce wsp6lng wysokos$¢, tak sg potozone, ze wierzcho-
tek jednego lezy w $rodku podstawy drugiego. Majac dang wysoko$¢ h i pro-
mienie r i / podstaw obu stozkéw, wykresli¢ linje, wedtug ktérej przecinajg sie
stozki, oraz zbudowac figure, ktérej obrot dokota osi stozkéw maogtby zakresli¢
cze$¢ spoing obu tych bryt

15. Majac dany stozek o promieniu podstawy = r i wysokosci == h,
zbudowa¢ stozek jednokitadny z nim i majacy wysoko$¢ = 2h, jezeli $rodek
jednoktadnosci J lezy:

a) w wierzchotku danego stozka;

b) na jego powierzchni bocznej;

c) w dowolnym punkcie wewnetrznym lub zewnetrznym.

16. Gdzie nalezy poprowadzi¢ ptaszczyzne prostopadig do osi stozka,
zeby podzieli¢ na potowy: 1) jego objeto$é; 2) jego powierzchnie boczng?

17. Obliczy¢ boki trojkata prostokatnego, réwnoramiannego, ktory przy
obrocie dokota przyprostokatnej zakre$la stozek o objetosci danej v.

18. To samo pytanie dla tréjkata prostokagtnego A ABC o kacie ~"4=30°,
jezeli przyprostokatna AC jest osig obrotu.

19. Obliczy¢ pole powierzchni i objeto$¢ bryty, ktérg zakre$la trojkat
réwnoramienny A ABC, obracajac sie dokota jednego z réwnych bokéw. Dane
sg: a— 6 = 125cm, ® A = 30° obliczenie przeprowadzi¢ z doktadnoscig do 1.

20. Boki trojkata réwnajg sie a, b, c. Obracamy tréjkat dokota naj-
wiekszego boku a. Obliczy¢ pole powierzchni i objetos¢ bryty zakreslonej przez
obrot trojkata.

21. Znalez¢ pole powierzchni i objetos¢ stozka, wpisanego w czworoscian
o krawedzi = a

22. Obliczy¢ w zadaniu 19 objetosci trzech bryt, utworzonych przez obrét
trojkata kolejno dokota bokéw a, b, c. Jaki zwigzek zachodzi miedzy temi
objetosciami ?

23. Na kole (0)r zbudowano walec o wysoko$ci h i wydrgzono w nim
zagtebienie w ksztalcie stozka, ktérego wysoko$¢ = ZYar i ktérego o$ lezy na
osi walca. Przecinamy te bryle ptaszczyzna, réwnolegta do podstawy i dzielgca
wysoko$¢ stozka w stosunku 1:3. Obliczy¢ pole przekroju.

24. Jaka zalezno$¢ zachodzi miedzy tworzaca stozka i promieniem jego
podstawy, jezeli pole powierzchni bocznej jest $rednig geometryczng miedzy
polem podstawy a polem powierzchni zupetne;j.

* 25. Obliczy¢ promien goérnej podstawy pnia stozkowego, jezeli objetos¢
j2go = v, wysoko$¢ = h, promien podstawy dolnej = .
26 W pniu stozkowym wydrgzono zagtebienie w ksztatcie stozka, Kkto-
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rego podstawag jest gérna podstawa pnia, wierzchotek za$ lezy w $rodku pod-
stawy dolnej. Wskutek tego objeto$¢ pnia zmniejszyta sie m razy. Znalez¢ za-
lezno$¢ miedzy promieniami podstaw pnia.

27. Obliczy¢ pele powierzchni bocznej pnia stozkowego jezeli tworzaca
jego jest nachylona do podstawy pod katem 60°, a pola obu podstaw réwnaja
sig S is.

28. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej pnia stozkowego, jezeli wiadomo,
ze pole jego przekroju osiowego = S, a tworzaca nachylona jest do podstawy
pod katem 45°.

29. Wysoko$¢ pnia podzielono na n réwnych czesci i przez punkty po-
dziatlu przesunieto ptaszczyzny roéwnolegte do podstaw. Wykazaé¢, iz zaréwno
promienie przekrojéw, jak pola warstw, na ktére podzieliliSsmy powierzchnie
boczng pnia, tworzg postep arytmetyczny.

30. Jezeli tworzgca pnia stozkowego réwna sie sumie promieni podstaw,
woéwczas wysokos$¢ pnia jest dwa razy wieksza od S$redniej geometrycznej tych
promieni, objeto$¢ za$ pnia réwna sie polu powierzchni zupetnej, pomnozonemu
przez szo6sta cze$¢ wysokosci.

31. Objetosci dwu bryt, ktére zakresla réwnolegtobok, gdy obracamy go
kolejno dokota dwoéch bokéw, sa odwrotnie proporcjonalne do tych bokéw.

32. Stozek przecigto zapomocg n ptaszczyzn, réwnolegltych do podstaw
i dzielgcych wysokos$¢ stozka na n réwnych czesci. Na tych przekrojach zbu-
dowano walce tak, jak w § 368 budowaliSmy graniastostupy. Wzorujac sie na
rozumowaniu S 368, 369, utworzy¢ nowe okres$lenie objetosci stozka, otrzymac
wzér na te objeto$¢ i wykazaé, ze to nowe okreslenie jest zgodne z okresle-
niem, podanem w tekscie (§ 382, str. 361—2).

C. 0 kuli.

§ 388. Okreslenie. Miejsce geometryczne punktow przestrzeni,
jednakowo odleglych od statego punktu O, nazywamy powierzchnig
kulista.

Punkt O nazywa sie Srodkiem kuli.

Odcinek, tgczacy Srodek z dowolnym punktem powierzchni
kulistej, nazywa sie promieniem kuli.

Punkt nazywamy wewnetrznym lub zewnetrznym — zaleznie
od tego, czy odlegtos¢ jego od Srodka jest mniejsza, czy wieksza
od promienia kuli.

Kulg nazywamy zbidr wszystkich punktéw, potozonych badzto
na powierzchni kulistej, badZz wewnatrz kuli.

Czesto zamiast ,powierzchnia kulista® méwimy ,kula“, jezeli
to nie moze wywota¢ nieporozumienia.
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£ 389. Twierdzenie. Jezeli odlegtos¢ miedzy ptaszczyzna a
a Srodkiem kuli jest mniejsza od promienia, wéwczas ptaszczyzna
przecina powierzchnie kulistg wedlug okregu kota.

Rozrézniamy dwa przypadki: 1) gdy ptaszczyzna przechodzi
przez $rodek kuli, 2) gdy ptaszczyzna nie przechodzi przez $ro-
dek kuli.

. W pierwszym przypadku dowdd jest niemal oczywisty.
Zgodnie z okresleniem powierzchni kulistej, wszystkie punkty tej
powierzchni, jakie tylko znajdujg sie na plaszczyznie @ tworzg
okrag kota, gdyz ten jest miejscem punktéw na plaszczyznie
rowno odlegtych od statego punktu O.

Tym stalym punktem jest w danym razie $Srodek kuli. Tak
wiec $Sladem przeciecia sie plaszczyzny a z powierzchnig kulistg
jest okrag kota, ktérego promien réwna sie promieniowi kuli.

Okrag taki nazywamy kotem wiel-
kiem na kuli.

Il. W przypadku drugim prowa-
dzimy promienn kuli prostopadly do
ptaszczyzny a, ktéry przebija te pla-
szczyzne, powiedzmy, w punkcie A
(rys. 352).

Przesunmy trzy jakiekolwiek pta-
szczyzny przez ten promien. Przecinajg
one ptaszczyzne a wedlug trzech pro-
stych AB, AD, AC, powierzchnie zas
kulistg wedtug trzech okregow.

Proste te musza, oczywiscie, przecia¢ sie z okregami (dla-
czego?). Niech D, B, C bedg trzema z posréd tych punktéw
przeciecia (rys. 352). Odcinki AD, AB, AC réwnajg sie sobie
(dlaczego?), zatem twierdzenie zostato dowiedzione.

Okrag taki, jak DBC na rys. 352, nazywa sie kolem ma-
tem na kuli.

§ 390. Uczen sam dowiedzie, ze ptaszczyzna i powierzchnia
kulista majg jeden punkt spoiny (s<? do siebie styczne), lub nie
majg wcale punktéw spoinych — zaleznie od tego, czy odlegtosé
ptaszczyzny od Srodka kuli réwna sie promieniowi, czy tez jest
od promienia wieksza.
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§ 391. Uczen zbada i sformutuje warunki, ktérym czyni za-
doé¢ prosta, jezeli: 1) nie ma punktéw spélnych z powierzchnig
kulistg, 2) ma z nig jeden punkt spoiny; 3) przebija te powierzchnie
w dwoch punktach.

[Wskazowka: przez prosta i $rodek kuli przesuwamy
ptaszczyzne, poczem sprowadzamy zagadnienie do potozenia pro-
stej wzgledem kota].

§ 392. Twierdzenie. Z punktu zewnetrznego mozna popro-
wadzi¢ dowolng ilos¢ prostych, stycznych do powierzchni kulistej.

Proste te tworzg stozek, styczny do
kuli wedtug kota matego.

Niech bedzie dany punkt zewnetrzny
P (rys. 353). Kazda ptaszczyzna, przesunieta
przez prostg OP, przecina kule wediug kota
wielkiego, do kazdego za$ z tych kot mo-
zemy z punktu P poprowadzi¢ po dwie
styczne.

Wszystkie te styczne rdéwnajg sie sobie
(dlaczego?). Jesli teraz z punktéw stycz-
nosci AyBy C, D it d. poprowadzimy pro- Rys. 353.
stopadte do prostej OP, przetng sie one
wszystkie w jednym punkcie O', a to z powodu réwnosci tréjka-
tow OPBy /\ OPCy /\ OPD it d. Wobec tego odcinki 0 ‘B,
OCy OD . . . lezag w jednej ptaszczyznie prostopadtej do prostej
OPy a ze réwnajg sie one sobie (dlaczego?), zatem linjaBCD...
jest okregiem kota matego na kuli.

P

§ 393. Zauwazmy jeszcze, ze jeSli plaszczyzna a jest styczna
do kuli w punkcie M9 woéwczas kazda prosta tej ptaszczyzny,
przechodzaca przez punkt Mf jest réwniez styczna do kuli
(dlaczego ?).

§ 394. Jezeli podtkole obraca¢ bedziemy dokota Srednicy,
zakre$li ono kule. To spostrzezenie ulatwi nam ustalenie pojeé
pola powierzchni kulistej oraz objetosci kuli. Najpierw jednak do-
wiedziemy nastepujgcego twierdzenia pomocniczego.

Twierdzenie pomocnicze. Pole powierzchni bocznej pnia
stozkowego réwna sie iloczynowi z wysokosci pnia przez obwod
kota wielkiego kuli, ktéra dotyka powierzchni pnia wedtug kota
réwnoodleglego od obu podstaw.

Geometrja elementarna. 24
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Na rys. 354 mamy przekr6j pnia i kuli, o ktérej mowa
w twierdzeniu. Kladac DG = hy EM = /?, mamy dowie$¢, ze
pole powierzchni pnia wyraza sie
iloczynem 2nRh.
£/ Oznaczajagc EJ przez r, two-
J \ rzaca przez /, mamy najpierw
B 4r = AB + DCy
M ) zatem pole powierzchni pnia wy-
G x raza sie wzorem
S = 2w/ . ).
Z podobienstwa  trojkgtow
A ADG oo A J wynika, iz
Rys. 354. AD : DG = EM : EJ
czyli I h=R er,
skad Ir = R O e, (2),

z réwnan zas (1) i (2) wynika, Zze istotnie

S

2nRh.

Uwaga. tatwo przekona¢ sie, ze wzor ten nie ulegnie zadnej

zmianie, jezeli przez powiekszanie

i ze z podobienstwa trojkatow A

ab bo
czyli /I h =
albo Nl =
zatem =

sie stopniowe podstawy gornej
pien stozkowy przeksztalci sie
w walec.

Tak samo, jezeli podsta-
we gorng pnia bedziemy zmniej-
szali, pien przeksztalci sie
stopniowo w stozek, wz0r
jednak pozostanie prawdziwy.

Istotnie, pole S powierzchni
bocznej stozka wyraza sie
wzorem
S = nrl,
gdzie r= AOyl = AB.
Zauwazmy, ze EI — £ "0

ABO o> A EIM mamy
EM EJ
ir



§ 395. Wyobrazmy sobie teraz, iz majac dany okrag kota (O)r,
wpisaliSmy w niego wielokat foremny o n bokach.

Oznaczmy apoteme wielokagta przez an.

Jezeli figure nasza obraca¢ bedziemy dokota Srednicy AB
{rys. 356), okrag zakres$li powierzchnie kulista, wielokat za$ za-
kredli bryte, zlozong ze stozkéw, pni
stozkowych i walcow, a wiec z bryt,
do ktorych stosuje sie twierdzenie po-
mocnicze, dowiedzione w § 394.

Kula, zakre$lona ze srodka O pro-
mieniem, réwnajacym sie apotemie OC,
bedzie styczng do powierzchni kazdej
z tych bryt, akoto stycznosci przecho-
dzi¢ bedzie przez S$rodki tworzacych.

Bedzie to wiec wiasnie ta kula, o ktorej
mowa w twierdzeniu pomocniczem.

Wysokosci wszystkich poszcze- Rys* 356.
golnych bryt dadzg po zsumowaniu
Srednice AB, zatem pole powierzchni, otrzymanej przez obrot
wielokata, musi sie réwnac

2nan . 2r = 4nran.

Jezeli teraz stopniowo podwajaé bedziemy liczbe bokéw
wielokata, otrzymamy cigg nieskonczony rosnacy
Anran, 4nrazn9 Anrain, . . ..

Z tatwoscia mozemy sie przekonaé, iz ten cigg dazy do
oznaczonej granicy, ktérg jest liczha 4nr2
Istotnie, rdznica
4 nr2 — Artrak = Anr(r — a*)
maleje nieograniczenie, jezeli tylko réznica
miedzy promieniem r i apotema a* maleje
nieograniczenie.
Ze tak jest, mozemy przekona¢ sie
w spos6b nastepujacy.
Jezeli MN jest bokiem wielokgta fo- Rys. 357.
remnego o n bokach, OS jego apotema,
woéwczas odcinek SP jest réznica miedzy promieniem i apotema.
Otéz mamy
SP < MP,
24%
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ze za$ odcinek MP, jako bok wielokgta foremnego wpisanego,
majacego 2n bokéw, maleje nieograniczenie przy podwajaniu liczby
bokéw (8 383, str. 363), zatem odcinek SP musi tembardziej
male¢ nieograniczenie.

Widzimy tedy, ze powierzchnia naszej bryly obrotowej dazy
do granicy 4nr2 Granice te nazywamy polem powierzchni kulistej.

§ 396. Jezeli zamiast okregu obraca¢ bedziemy tuk kota
dokota S$rednicy, przechodzacej przez $rodek lub poczatek tuku,
wowczas otrzymamy czes$¢ kuli, zwang odcinkiem kulistym

Wopisujgc w ten tuk tamang foremna i powtarzajac to samo
rozumowanie, ktdére stosowalismy do kuli, otrzymamy wzor na
pole powierzchni bocznej odcinka kulistego

2nrhy

w ktérym h oznacza wysoko$¢ odcinka, r zas promien kuli.
Uczen przeprowadzi cate rozumowanie szczegétowo.

§ 397. Chcac ustali¢ pojecie objetosci kuli, mozemy
postgpi¢ w sposdb nastepujacy.

R4 Bn

Promien OA pétkola podzielmy na nréwnych czesci i w punk-
tach podziatu wystawmy prostopadie do jego Srednicy, nastepnie
za$ zbudujmy dwa ciagi prostokgtéw (jak na rys. 358), z ktérych
jedne mieszczg sie catkowicie w pdtkolu, inne za$ czeSciowo
wystajg poza potkole.

Jezeli calg figure obraca¢ bedziemy dokota Srednicy, otrzy-
mamy dwa ciggi walcéw, z ktérych jedne leza wewnatrz kuli
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(mozemy je nazwa¢ wewnetrznemi), inne za$ wystajg poza
kule (nazwijmy je zewnetrznemi).

Zauwazmy, ze kazdemu walcowi zewnetrznemu odpowiada ro-
wny mu walec wewnetrzny— z wyjatkiem tylko najwiekszego walca ze-
wnetrznego, t. j. zakre$lonego przez obrdt prostokata An—+ Br\BnO:
srod walcow wewnetrznych niema réwnego mu. Jesli wiec zsumu-
jemy objetosci wszystkich walcéw wewnetrznych, osobno za$ do-
damy do siebie objetosci wszystkich walcow zewnetrznych, to
jedna suma r6zni¢ sie bedzie od drugiej o najwiekszy walec ze-
wnetrzny. Objetosé tego walca réwna sie

nrg.f_lr] N

mozemy jg wiec uczyni¢ dowolnie malg przez zwiekszenie liczby n,
t. j. liczby podziatek.

Jak widzimy, przy nieograniczonem zwiekszaniu liczby po-
dziatek obie sumy daza do wspélnej granicy. Te wdasnie granice
nazywamy objetoscig pétkuli, zakreslonej przez obrét fuku AB1Bn
dokota $rednicy AO.

§ 398. Postarajmy sie wyznaczy¢ te granice dokladniej.
W tym celu zauwazmy, ze jesli przez r19 r2, r3... m oznaczymy
promienie podstaw kolejnych walcow zewnetrznych, poczynajac
od najmniejszego, woéwczas bedziemy mieli

) r ,_ 2 nr
r, n ('Zr'Anl n2 - 3 <2n-1)
2N\ _ 2r2 n2r3
- 2r - =
) n(* no Vo ng 2 )
3r 3r\ n3r3 .
- 2/i- 3
r32- @r n/  n2 ( )
2 _ nrio n_nr2. :'Eng(Zn—ny.
B B | r " <<J' 7? (2n_") n

Sumujac objetosci wszystkich walcéw io0znaczajgc te sume przez
mamy

2— [2/i + 2.2n 4-3 .2/i+... + n2n— (12 + 22+ 32+ .
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-3+ ...+ n)—((12+ 22+ 32+ ... + ,a)]

7ir° THIU+ 1) ( + 1)
nHN + 1)

= 1+ — — =
n

Teraz juz z tatwoscia wykaza¢ mozemy, ze przy nieograni-
czonem zwiekszaniu liczby n, suma ~ dazy do granicy, Kktora
rowna sie | nr3.

Istotnie
1 1 1 1
1+ -
n 3 Pn 6n2
T T
= nr3 L 1

In 6n2

Prawa cze$¢ tej rownosci sklada sie z dwoch czynnikéw,
z korych pierwszy nr3 jest liczbg statg, drugi zas »
maleje nieograniczenie, gdy n ro$nie nieograniczenie, a wiec réznica

miedzy 2 i stalg liczba 2 nr3 istotnie maleje nieograniczenie.

Dowodzi to, ze suma 2 dazy do granicy n*3. Granica ta,

zgodnie z naszem okresleniem, jest objetoscia poétkuli, objetosc
zatem cadej kuli wyraza sie wzorem

v —\ nr3.

§ 399. Twierdzenie. Objeto$¢ odcinka kulistego wyraza sie
wzorem
v = nh2r — £ nh3y
w ktorym h oznacza wysoko$¢ odcinka.
Uczen dowiedzie tego wzoru, stosujac te samg metode,
ktérg zastosowaliSmy do catej kuli.

Cwiczenia LX. 1. Jakie jest miejsce geometryczne $rodkéw kul, przecho-
dzacych przez dwa dane punkty? przez jeden punkt dany?

2. Przez punkt dany wewnatrz kuli poprowadzi¢ ptaszczyzne tak, |
otrzymac¢ koto o mozliwie najmniejszem polu. — Jakie jest analogiczne zadanie
planimetryczne?
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3. Przez punkt A poprowadzi¢ ptaszczyzne, styczng do danej kuli i réw-
nolegta do danej ptaszczyzny a. Jaki jest warunek mozliwosci zadania?

4. Przez punkt A poprowadzi¢ ptaszczyzne, styczng do danej kuli i row-
nolegta do danej prostej m.

5. Przez punkt A poprowadzi¢ prostg styczng, réwnolegta do danej
ptaszczyzny a. Czy zadanie jest zawsze mozliwe?

6. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw w przestrzeni, z ktorych
dany odcinek AB wida¢ pod katem prostym?

7. Dowie$¢, ze dwie kule przecinajg sie zawsze wedtug okregu kota. Jak
lezy to koto wzgledem linji $rodkéw obu kul? Jaka figure ptaska otrzymamy,
przecinajac nasza figure ptaszczyzna, przechodzaca przez $rodki obu kul?

8. Jezeli z punktu M poprowadzimy wszystkie styczne do kuli, otrzy-
mamy, jak wiadomo, stozek, ktéry dotyka kuli wedtug okregu pewnego kota
matego. Dowies¢, ze punkt M wraz ze $rodkiem tego kota dzielg harmonicznie
Srednice kuli.

9. Wyznaczy¢ $rodek jednoktadnosci dwéch danych kul.

10. Jakie jest miejsce geometryczne $rodkéw kul, stycznych do ptaszczyzny a
w danym jej punkcie M?

11. Jakie jest miejsce $rodkéw kul stycznych do danej prostej a w danym
jej punkcie M? stycznych do dwoéch prostych réwnolegtych? stycznych do
dwéch przecinajacych sie ptaszczyzn?

1?. Dane sa dwie przecinajace sie proste m, n. Zbudowa¢ kulg, ktéra
bytaby stycznag do obu prostych i przechodzita przez punkt A, lezacy w pia-
szczyznie [mn). lle rozwigzan posiada nasze zadanie?

13. To samo zadanie, jezeli proste m, n sg do siebie réwnolegte.

14. Dane sa dwie ptaszczyzny a, fi ipunkt M, lezacy wewnatrz klina [a /?].
Zbudowa¢ kulg, styczna do obu ptaszczyzn i przechodzaca przez punkt M.

15. Jezeli mozna zbudowa¢ kule, styczng do wszystkich szesciu krawedzi
czworos$cianu, wéwczas suma dowolnej
pary przeciwlegtych krawedzi czworo-

Scianu réwna sie sumie kazdej innej
pary jego krawedzi przeciwlegtych.

16. Dane sa cztery punk-
ty A, B,C,D, nie lezace w jed-
nej ptaszczyznie, przyczem
zadne trzy z posrod nich nie
leza na jednej prostej. Wyka-
za¢, ze istnieje w przestrzeni
jeden itylko jeden punkt row-
no odlegty od punktéowA,B,C,D.

[Niech P bedzie $rodkiem kota
ABC. Prosta PO, prostopadta do pta-
szczyzny tego kota, jest miejscem
punktéw przestrzeni réwno odlegtych
do punktéw A, B i C. Jezeli teraz
potaczymy C z D i poprowadzimy plaszczyzne, dzielagcg odcinek CD na potowy
i prostopadtg do tego odcinka, bedzie ona miejscem punktéw réwno odlegtych od
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kohncéw odcinka CD. Piaszczyzna ta nie moze by¢ réwnolegta do prostej PO,
w przeciwnym bowiem razie punkt D lezatby w plaszczyznie ABC, co przeczy
zatozeniu. Tak wiec plaszczyzna ta przecina prostag w jakim$ punkcie O, Kktoéry
jest jednakowo odlegty od A, B, Ci D\

17. Z poprzedniego zadania wywnioskowa¢, ile potrzeba punktéw do wy-
znaczenia kuli.

Czy mozna opisa¢ kule na czworoscianie i ile takich kul opisa¢ mozna?

18. W dany czworos$cian wpisa¢ kule.

19. Jezeli mamy dany czworoscian foremny, mozemy zbudowaé kule,
styczna do wszystkich jego krawedzi.

20. Z punktuj, jako se $rodka, zakresli¢ kule, styczng do innej danej kuli.

21. Z punktu A, jako ze $rodka, zakres$li¢ kule tak, by dana ptaszczyzna a
przecieta jg wedtug kota o danym promieniu r.

22. Zbudowacd kule, ktéra z dang ptaszczyzng a przecinataby sie wedtug
kota o promieniu = a. |lle rozwigzan? Dodaj warunek nowy tak, by zadanie
uczyni¢ oznaczonem.

23. Zbudowa¢ kule, styczng do ptaszczyzny a w punkcie M i przecho-
dzacg przez dany punkt L. lle rozwigzan

24. To samo zadanie, jezeli zamiast M mamy dany promienn r kuli.

25. Zbudowaé¢ kule, przechodzaca przez trzy dane punkty A, B, C
i styczng do danej plaszczyzny a.

26. Laczymy punkt A, lezacy zewnatrz kuli, z okregiem kota wielkiego
tak, iz powstaje stozek prosty. Stozek ten przecina kule. Zapomoca konstrukcji
planimetrycznej znalezé¢ promien tego przekroju, jezeli mamy dane: dtugosé
stycznej do kuli, poprowadzonej z punktu A, oraz sume promienia kuli i wy-
sokosci stozka.

27. Zbudowaé (planimetrycznie) przekréj osiowy pnia stozkowego, opisa-
nego na danej kuli, majac dany promien kuli i tworzacg pnia.

28. Znalez¢ promien kuli wpisanej w piert stozkowy, majac dang tworzaca
pnia i réznice promieni jego podstaw.

Uczen znajdzie nastepujace miejsca geometryczne, dla kazdego z nich
poszuka analogicznego miejsca punktéw na ptaszczyznie i przekona sie, w jaki
sposéb otrzyma¢ mozna miejsce punktéw na ptaszczyznie, jezeli znamy odpo-
wiednie miejsce punktéw w przestrzeni.

29. Jakie jest miejsce geometryczne rzutéw punktu statego A na wszyst-
kie ptaszczyzny, przechodzace przez staty punkt B?

30. Jakie jest miejsce $srodkéw koét, wyznaczonych na kuli przez pek pta-
szczyzn siecznych (t. j. przez ptaszczyzny o wspdlnej krawedzi)?

31. Rozwazamy wszystkie kule o promieniu r, styczne do danej ptaszczyzny a.
Jakie jest miejsce geometryczne punktéw stycznosci tych kul z ptaszczyznami /?,
ktére wszystkie sa do siebie réwnolegte i tworza staly kat z ptaszczyzng a?
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32 Jakie jest miejsce punktéw, z ktérych mozemy poprowadzi¢ do danej
kuli trzy styczne tak, iz w utworzonym przez nie tréjScianie wszystkie $ciany sg
katami prostemi?

33. Jakie jest miejsce punktow, z ktérych mozna poprowadzi¢ réwne
styczne do dwéch kul danych ?

34. To samo pytanie, jezeli mamy dane trzy kule.

35. Jakie jest miejsce geometryczne punktow, ktérych odlegtosci od dwdéch
statych punktéw sg do siebie w statym stosunku?

36. Kule przecieto ptaszczyzng w odlegtosci= m od Srodka. Jaki jest
stosunek pola przekroju do pola kota wielkiego?

37. Kule przecieto dwiema ptaszczyznami. Stosunek odlegtosci tych pta-
szczyzn od $rodka kuli= m; pola przekrojéw réwnajg sie odpowiednio a2i b2
Obliczy¢ promien kuli.

38. W potkule wpisano stozek, majacy z nig wspdélng podstawe. Dwie te
bryly przecinamy ptaszczyzng w poto wie wysokosSci stozka. Obliczyé pole pierscie-
nia kotowego, Kktéry utworzyt sie na ptaszczyznie siecznej, jezeli wiadomo, ze
promien pétkuli = r i ze ptaszczyzna sieczna jest réwnolegta do podstawy pétkuli.

39 Dana jest kula o promieniu r. Z dowolnego punktu na jej powierzchni
zakre$lamy druga kule tym samym promieniem. Obliczy¢ dtugosé linji przeciecia
sie tych dwu powierzchni.

40. Na wspolnej podstawie po jednej jej stronie zbudowano pétkule i stozek.
Wysokos$é stozka jest m razy wigksza od promienia pétkuli. Obliczy¢ pole kota,
wedtug ktorego przecinajg sie te dwie powierzchnie, oraz odlegto$¢ tego kota
od podstawy stozka.

41. Na wspoélnej podstawie po jednej jej stronie zbudowano potkule i sto-
zek, ktérego wysokos$¢ jest m razy wieksza od promienia potkuli. Na jakiej wy-
sokosci nad podstawa nalezy poprowadzi¢ réwnolegta do niej ptaszczyzne sieczng»
zeby pole przekroju potkuli byto k razy wieksze od pola przekroju stozka?

42. Na ptaszczyznie potozono cztery roéwne kule tak, iz $rodki ich tworzag
kwadrat. Majac dany promien r tych kul, obliczy¢: 1) promien najmniejszej kuli,
stycznej zewnetrznie do wszystkich czterech kul; 2) promien najmniejszej kuli,
do ktoérej cztery dane kule sg wewnetrznie styczne.

43. Na dnie szesScianu umieszczono cztery réwne sobie kule, z ktérych
kazda dotyka dwdch sasiednich kul i jest styczna do trzech $cian szescianu.
Obliczyé: 1) promien pigtej kuli, ktéra lezac réwniez na dnie szescianu, bylaby
styczna do czterech danych kul; 2) promien széstej kuli, ktéra lezac na czterech
danych, dotykataby zarazem gdrnej podstawy szescianu.

44. Majac dang krawedz a szescianu, obliczy¢: 1) objetos¢ kuli wpisanej,
2) objetos¢ kuli opisanej, 3) objeto$¢ kuli stycznej do wszystkich krawedzi
szescianu.

45. Majac dang krawedz a czworoscianu foremnego, obliczyé: 1) pole po-
wierzchni kuli wp:sanej, 2) pole powierzchni kuli opisanej, 3) pole powierzchni
kuli stycznej do wszystkich krawedzi czworoscianu.

Jaka zalezno$¢ zachodzi miedzy temi trzema liczbami ?
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46. Objetos¢ walca réwnobocznego (t. . takiego, iz przekréj jego osiowy
jest kwadratem) jest érednig geometryczng miedzy ogjetoScia kuli opisanej na
walcu a objetoscig stozka réwnobocznego*), wpisanego w te kule.

47. Na spdélnej podstawie zbudowano poétkule, walec opisany na niej
i stozek wpisany w nig. Jaki stosunek zachodzi miedzy objetosciami tych bry#?
miedzy polami ich powierzchni bocznych?

48. Jezeli wysokos$¢ pnia stozkowego jest $rednig geometryczng miedzy
$rednicami obu jego podstaw, wéwczas w pienn ten mozna wpisa¢ kule.

49. Majac dany odcinek AB — a, zakres$lono koto (0)B tak, ze gdy po-
prowadzono do niego styczng AC, okazato sie, iz przy obrocie figury dokota AB
powstaja stozek i kula, ktérych pola powierzchni réwnajg sie sobie. Obliczy¢
promien r.

50. W koto o promieniu r wpisano kwadrat, poczem calg figure zaczeto
obraca¢ dokota przekatnej kwadratu. Obliczy¢ objeto$¢ wszystkich bryt, jakie
przytem powstaty.

51. To samo zadanie, jezeli osig obrotu jest Srednica kota, réwnolegta do
dwéch bokéw tego kwadratu.

52. Jaki jest stosunek miedzy objetoSciami (lub miedzy polami pewierzchni)
stozka réwnobocznego*), kuli wpisanej w niego i kuli na nim opisanej?

53. To samo pytanie dla o$mioscianu foremnego i dwéch kul: wpisanej
W niego i opisanej na nim.

54. Z punktu A, lezacego na powierzchni kuli o promieniu r, zakreslono
druga kule tym samym promieniem. Jak wielkie jest pole powierzchni i jak
wielka objeto$¢ bryty, wspélnej obu kulom.

55. Kule przecieto ptaszczyzng w odlegtosci a od $rodka, poczem w oba
odcinki kuliste wpisano mozliwie najwieksze kule, styczne do kuli danej i do
ptaszczyzny siecznej. Obliczy¢ stosunek objetosci obu wpisanych kul do kuli danej.

56. Na trojkacie foremnym o boku = a zbudowano graniastostup pfrosty,
w ktéorym pole powierzchni bocznej réwna sie potowie pola powierzchni zupetnej.
Obliczy¢: 1) objetos¢ tej bryty; 2) pole powierzchni i objeto$¢ kuli, opisanej na
graniastostupie.

57. W kule o promieniu r wpisano pieri ostrostupowy o podstawie kwa-
dratowej. Podstawa dolna pnia wpisana jest w koto wielkie, $ciany za$ boczne
sg nachylone do podstawy pod katem 60°. Obliczy¢ objeto$¢ i pole powierzchni
bocznej pnia.

58. Na szescianie opisano kule. Obliczy¢ objetosci odcinkéw kulistych,
ktére otrzymamy, przedtuzajgc Sciany szeScianu. Krawedz szeScianu = a.

59. To samo pytanie dla o$mioscianu foremnego.

60. Dang kule przecigé ptaszczyzng tak, by pole przekroju réwnato sie
réznicy po6l powierzchni obu odcinkéw kulistych.

61. W stozek réwnoboczny wpisano kule; nad nig umieszczono druga
kule, ktéra dotyka zaréwno pierwszej kuli jak powierzchni stozka; nad ta druga
kulg umieszczono w taki sam sposéb trzecig kule i t. d. Obliczy¢ granice, do
ktérej dazy suma objetosci tych kul, gdy liczbe ich zwiekszamy nieograniczenie.

*) Réwnobocznym nazywamy taki stozek, ktérego przekréj osiowy jest
tréjkatem foremnym.
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62. Cztery réwne sobie kule lezg tak, ze kazka z nich jest styczna dc
trzech pozostatych. Na kulach opisano stozek, ktdrego powierzchnia boczna i pod-
stawa dotykajg kul. Wykaza¢, ze sto-
sunek miedzy promieniem podstawy
stozka, jego wysokoscia i tworzaca
réwna sie stosunkowi 1:[ 2 : ] 3.

63. Znalez¢ wzdér na objetosc
warstwy kulistej (rys. 360), ktérag
otrzymamy, przecinajgc kule dwiema
ptaszczyznami, do siebie réwnole-
gte mi.

Dodatek do stereometrji.

0 rysowaniu bryt w rzucie ukosnym rownolegtym.

Kazda figure ptaska mozemy predstawi¢ zapomoca rysunku
tak wiernie i z takg dokladnoscia, na jaka tylko pozwalajg nasze
przybory rysunkowe. Inaczej rzecz ma sie, jesli chodzi o bryty;
mozemy co najwyzej wykona¢ rysunek figury ptaskiej, ktora z brylg
pozostawa¢ bedzie w pewnym zwigzku geometrycznym, tak, iz
z whasnosci tej figury plaskiej bedziemy mogli wnosi¢ o wia-
snosciach bryty.

Istniejg rozmaite metody wykonywania (budowania) figur
ptaskich, zwigzanych w ten spos6b z brylami. Do naszych celéw
najodpowiedniejszg jest t. zw. metoda rzutow ukosnych
rownolegtych, gdyz obrazy daja sie wedtug niej wykonad
z tatwoscig i mogg wywoltywa¢ w nas ztudzenie, iz istotnie wi-
dzimy przed sobg bryte. i

Wyobrazmy sobie, ze na kwadrat ABCD> zrobiony z tektury
lub innego materjatlu nieprzezroczystego, pada wigzka promieni
rownolegtych i ze te wigzke przecieliSmy plaszczyzng a, réwno-
legla do kwadratu i potozong za nim. Kwadrat nasz rzuci wow-
czas na plaszczyzne a cien, Kktéry bedzie miat réwniez ksztatt
kwadratu AB C U *),

*) Uczen przerobi zaréwno niniejsze doswiadczenie, jak i wszystkie dalsze.
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Cien ten nazywamy rzutem réwnolegtym kwadratu ABCD,
ptaszczyzne za$ a nazywamy ptaszczyznag rzutéw albo ptaszczyzna
obrazu.

Promienie moga by¢ prostopadie do plaszczyzny obrazu —
wowczas obraz nazywamy rzutem prostokgatnym; mogg one byé
jednak nachylone pod innym jakim$ katem do ptaszczyzny obrazu,
a wowczas rzut zwie sie ukosnym réwnolegtym. — W dalszym
ciggu bedzie mowa tylko o rzucie uko$nym.

Przypusémy teraz, ze kwadrat ABCD nachylilismy do pta-
szczyzny obrazu, tak jednak, iz dwa jego boki AB, CD sg do tej
ptaszczyzny rownolegte. Jezeli promienie, przechodzace przez boki
AD, CB, lezg w ptaszczyznach prostopadtych do krawedzi prze-
ciecia sie ptaszczyzny kwadratu ABCD 1z plaszczyznag rzutdw,
woéwczas obrazem naszego kwadratu musi by¢ prostokat AB!CD *
przyczem dwa jego boki AB*, C'D", réwnajg sie bokom AB, CD
kwadratu (dlaczego?), pozostate zas boki AD'y CB"' sg albo
oba krotsze, albo oba dtuzsze od odpowiednich bokéw kwadratu.

Uczenn sam ustali, kiedy mianowicie dwa te boki prostokata
sg krdtsze, kiedy za$ diuzsze od bokoéw kwadratu.

Przypusémy wreszcie, ze kwadrat znajduje sie w takiem sa-
mem potozeniu, jak poprzednio (t.j. boki jego AB, CD sg réwno-
legte do ptaszczyzny obrazu), ale promienie, przechodzace przez
boki AD, cB, lezg w ptaszczyznach, ktore nie sg prostopadie do
krawedzi, wedtug ktorej ptaszczyzna kwadratu ABCD przecina sie
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z plaszczyzng obrazu (rys. 361). Obrazem kwadratu musi by¢
czworobok AB'C'D’, w ktérym boki A'B’, C'Dr sg rownolegle do
AB, CD i réwnajg sie im (dlaczego?) boki za$ A'D\ C'B'
sg do siebie rownolegte, rownajg sie sobie i sg oba albo krdtsze,
albo dtuzsze od odpowiednich bokéw kwadratu (dlaczego?),
wreszcie katy na obrazie sa jedne ostre, inne rozwarte. Tak wiec
obrazem kwadratu jest w tym wypadku roéwnolegtobok.

Uczen dowiedzie sam: 1) ze odcinki réwnolegte rzutujg sie
zawsze w postaci odcinkéw roéwnolegtych; 2) ze jesli a, b sa
dwoma odcinkami réwnolegtemi, za$ a , b' sg ich rzutami, wéwczas
zachodzi zawsze proporcja a b= a Ib'; 3) w naturalnej wiel-
kosci odwzorowuja sie wszystkie odcinki, rownolegte do ptaszczyzny
obrazu; 4) jezeli mamy dane dwie proste prostopadte do ptaszczyzny
obrazu (np. AD, BC na rys. 361), wéwczas na obrazie otrzymamy
dwie réwnolegle do siebie proste, nachylone pod tym samym ka-
tem do prostej, tgczacej punkty przebicia obu prostopadtych.

Ten kat /? jest w tym wypadku obrazem kata prostego; kat a,
bedacy jego dopetnieniem do 90°, nazywaé bedziemy skrzywieniem
obrazu.

Jak widzimy, przy rzucie uko$nym kazda figura, z wyjgtkiem
figur réwnolegtych do ptaszczyzny obrazu, ulega znieksztatceniu,
ktére polegaé moze: 1) na skrzywieniu (oznacza¢ je bedziemy
symbolem a) i 2) na skréceniu (0znaczaé bedziemy symbolem v).
Rzecz prosta, ze to, co nazwalismy skréceniem, moze by¢ w rze-
czywistosci wydtuzeniem pewnych odcinkéw.

Znieksztatcenie obrazu zalezy od dwéch przyczyn: 1) od
potozenia figury wzgledem ptaszczyzny obrazu; 2) od kierunku
promieni rzutujgcych. Zmieniajgc kierunek promieni i potozenie
figury, mozemy osiggna¢ dowolnej wielkosci skrocenie i skrzywie-
nie. Wobec tego przy rysowaniu figur w rzucie ukoSnym mozemy
a i v obiera¢ dowolnie, kierujgc sie tylko tem, by obraz robit
wrazenie naturalne i uwidoczniat to wszystko, co chcemy na nim
ujrzeé. Wiekszos¢ figur stereometrycznych w Kksiazce niniejszej
zostata wykre$lona przy zatozeniu, ze a = 30°, v = J3 lub */2

Jako przykiad rozwigzemy nastepujace

Zadanie. Wykres$li¢ obraz danego graniasiostupa o podstawie
osmiokatnej foremnej w zatozeniu, ze ptaszczyzna obrazu jest pio-
nowa, podstawa za$ graniastostupa lezy na ptaszczyznie pozio-
mej, przyczem a = 30°, v = 12
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Przedewszystkiem ustawiamy graniastostup w potozeniu naj-
dogodniejszem, mianowicie tak, by dwie krawedzie podstawy byty
rownolegte do plaszczyzny rzutéw, przez co na obrazie otrzymamy
je w wielkosci naturalnej. Nastepnie na rysunku pomocniczym
kreslimy te podstawe w wielkosci naturalnej i przedtuzamy boki
oSmiokata tak, by utworzy¢ kwadrat opisany na osmiokacie.

Rys. 362.

Zkolei rysujemy rzut ukosny tego kwadratu. W tym celu kreslimy
E c' = Ec, gdyz bokE£C, jako rownoleglty do ptaszczyzny rzutow,
musi odwzorowywac sie w wielkosci naturalnej; na E'c r budu-
jemy roéwnolegtobok o kacie ostrym = 90° —a = 60° i o boku
c'D' = i/tcp. Dalej odktadamy E'A* = EA, A'Br= AB. Ponie-
waz BFI/EDy zatem obrazy tych odcinkéw muszga by¢ réwniez do
siebie rownolegte. Kreslimy tedy B'F'HE'D' i mamy juz obrazy
trzech wierzchotkéow podstawy. Pozostate obrazy wierzchotkow
uczen znajdzie sam, Kierujac sie tern spostrzezeniem, ze cztery
krawedzie podstawy sg réwnolegte do przekgtnych kwadratu
(a wiec obrazy ich sg rownolegte do przekatnych rownolegto-
boku), a cztery przekatne tej podstawy sa rownolegte do bokdw
kwadratu. Teraz pozostaje juz tylko wystawi¢ w punkcie A
prostopadta do A'B', odlozyé na niej w naturalnej wielkosci
(dlaczego?) krawedz A'k\ a przez wszystkie inne wierzchotki
osmiokata poprowadzi¢ odcinki, réwnajace sie A k' i rownolegte
do tej prostej.

éwiczenia LXL*) 1 Na pfaszczyznie obrazu mamy dane dwa punkty A,

Bt w ktérych wystawiono do tej ptaszczyzny prostopadte diugosci 6 cm. Wy-
kresli¢ obrazy tych prostopadtych, zaktadajac, ze

*)  We wszystkich tych zadaniach nalezy wyobraza¢ sobie plaszczyzne
obrazu jako ptaszczyzne pionowa.
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() promienie padaja z goéry z lewej strony i a = 30° v = \;
(1) ” N ., Z prawej ,a= 60°V—i;
(HI) » » Z dotu

2. Szedcian o krawedzi 6 cm dotyka ptaszczyzny obrazu jedng swa Sciang
tak, ze cztery jego krawedzie sa do tej ptaszczyzny prostopadie. Wykresli¢
obraz szescianu, zakladajac, ze

() promienie padajg z gory z lewej strony i a= 45° v = };

(I " n z doly " . *a=30°v=i;

3. Wykresli¢ obraz szescianu o krawadzi 7 cm, widzianego z goéry i ze
strony prawej i zaznaczy¢ na nim trzy plaszczyzny przekatne oraz krawedzie
ich przeciecia (a = 60°, v —£).

4. Wykresli¢ obraz szescianu (a  30° » = i). wyznaczy¢ $rodki jego
écian i potaczy¢ je odcinkami tak, by otrzyma¢ o$mioscian wpisany w szescian.

5. Wykresli¢ obraz piramidy prostej o podstawie kwadratowej. Bok pod-
stawy = 5cm; wysoko$¢ piramidy = 4cm; a 60°, v = J; podstawa pi-
ramidy lezy w plaszczyZznie poziomej, przyczem dwa boki podstawy sg prosto-
padte do ptaszczyzny obrazu. [Wskazéwka: na obrazie wyznaczamy S$rodek
podstawy].

6. To samo zadanie przy zalozeniu, ze przekatna podstawy piramidy jest
prostopadta do ptaszczyzny obrazu.

7. Narysowa¢ tréjkat foremny A ABC o boku = 6cm i obok niego wy-
kresli¢c obraz tego tréjkgta w zalozeniu, ze promienie padajg z gory ze strony
lewej, a= 60°, v= \ i ze bok AB trojkata jest rownolegty do ptaszczyzny
obrazu, caly za$ tréjkat lezy na ptaszczyznie prostopadtej do ptaszczyzny obrazu.
[Wskaz 6wka: w tréjkacie kreslimy najpierw wysoko$¢ CC'].

8. Wykresli¢ obraz piramidy prostej, majacej za podstawe tréjkat foremny
0 boku 6cm i wysoko$¢ réwnajaca sie 4cm. [Wskazéwka: spodek wyso-
kosci lezy w $rodku kota wpisanego w podstawe, w naszym za$ przykladzie
Srodek ten jest zarazem $rodkiem ciezkoSci podstawyl].

9. Wykresli¢ obraz czworosScianu foremnego o krawedzi = 7cm w za-
tozeniu, ze

() promienie padajg z géry ze strony lewej i a = 60°, v = |;

(W) ” B R . prawej i a= 20° v —|.
[Wskazowka: na rysunku pomocniczym (planimetrycznym) znajdujemy naj-
pierw wysokos$¢ piramidy].

10. Wykresli¢ graniastostup o podstawie tréjkatnej foremnej (rys. 362).
Bok podstawy —a; wysokos$¢ brylty = b; a= 30° v =

11. Wykres$li¢ piramide o podstawie kwadratowej, ktérej jedna $ciana
boczna, prostopadta do podstawy, jest tréjkatem foremnym. Plaszczyzna pod-
stawy ma byé¢ pozioma.

12. To samo zadanie w zalozeniu, ze pozioma jest Sciana, majgca ksztatt
tréjkata foremnego.

13. Wykreséli¢ szedcian, na dwoéch jego réwnolegtych $cianach poprowa-
dzi¢ po jednej przekatnej tak, by proste te byly do siebie sko$ne, na czterech
za$ innych S$cianach wykreslic po przekatnej tak, by otrzymaé¢ czworoscian
foremny, wpisany w szescian.
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14. W szescian wpisa¢ dwa czworo$ciany foremne, przenikajgce si
wzajemnie.

Wykresli¢ szeScian tak, by jedna jego przekatna byta prostopadta do

ptaszczyzny obrazu.

16. Wykresli¢ o$mioscian foremny tak, by jedna jego $ciana lezata na
ptaszczyznie obrazu~p”~SOQ
w=t)-

17.
rzut ukosny kota, postepu-
jemy w nastepujacy sposoéb:
érednice  AG dzielimy na
dowolng ilo$¢ czesci, wy-
stawiamy  cieciwy M By
LC,.... prostopadte do tej
$rednicy, przez Srodek ko-
ta prowadzimy prosta, na-
chylona do S$rednicy pod
katem a, na niej odktadamy
Ok = Od= v . KDt kre-
$limy bm/Icl/ZIdk/]..., wresz-
cie prowadzimy szereg réw-
nolegtych MmIILI/iKKk//....... Mamy wéwczas um = v, uM> si = v . Js,---
Wobec tego krzywa, wyznaczona przez punkty A, m, /, k,.... jest obrazem
kota danego. Krzywa ta nazywa sie elipsa.

Zauwazmy, iz prosta JN, styczna do kota, rzutuje sie w postaci stycznej

do elipsy.

Jezeli potaczymy cieciwami punkty A, m, otrzymamy na rys. 364

dwunastokat wpisany w elipse, ktéry jest obrazem dwunastokata wpisanego
w dane koto.
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18. Wykresli¢ rzut uko$ny walca.
19. Wykresli¢ rzut ukosny szesciokata foremnego wpisanego w koto.

20. Dany jest w rzucie ukosnym (a= 30° v —\) obraz A A Q Kkata;
wykresli¢ jego dwusieczna. [Wskazéwka: budujemy najpierw réwnolegtobok,
wykreslamy prostokat, ktérego obrazem

22. W piramidzie, o Kktorej
w poprzedniem zadaniu, znalezé:

(1) prawdziwag wielko$¢ kata miedzy $ciang SBC i ptaszczyzng podstawy.

(2) prawdziwg wielko$¢ innych dwuscianéw, np. miedzy $cianami SBC
i SAC.

23. Na danym kwadracie, jako na podstawie, zbudowaé piramide prosta
o takiej wysokosci, zeby $ciany boczne nachylone byly do podstawy pod da-
nym katem.

24. Na trojkacie foremnym zbudowa¢ ostrostup o takiej wysokosci, zeby
pole jego powierzchni bocznej byto cztery razy wieksze od pola podstawy. %

Rys. 365.

25. W wierzchotkach tréjkata ABC wystawiamy prostopadte do jego
ptaszczyzny i na nich odktadamy trzy nieréwne odcinki AAIlt BBIt CCi; znalezé
krawedz przeciecia sie ptaszczyzny ABC z plaszczyzng AIBICi.

26. Wykreséli¢ graniastostup oraz dwa punkty A> B na jego powierzchni
bocznej; znalez¢ punkty, w ktérych prosta AB przebija obie podstawy gra-
niastostupa.

Po czem poznaé mozna na rysunku, czy prosta AB jest, czy nie jest
réwnolegta do podstaw?

27. Dany jest prostopadtoscian ABCDA'B'C'D'. Przez przekatna prosto-
padtoscianu B'D przesungé¢ ptaszczyzne, réwnolegta do przekatnej AC podstawy
i wykresli¢ figure, wedtug ktdérej przecina ona prostopadtoscian.

28. Wykresli¢c w prawdziwej wielkosci figure przekroju, o ktérym mowa
w zadaniu poprzedniem.

29. Dany jest tr¢jscian ©raz trzy punkty A, B, C na jego S$cianach; wy-
kresli¢ tréjkat, wedtug ktérego ptaszczyzna ABC przecina trojscian. [Wska-

Geometrja elementarna. 25
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zéwka: jak znalez¢ punkt, w ktérym prosta AB przebija trzecig $ciang
trojScianu ?].

30. W prostopadtoscianie ABCDABTfCD' znalezé punkt, w ktérym prze
katna A C przebija ptaszczyzne przekatng AB'CD.
5

31. To samo zagadnienie, jezeli zamiast prostopadto$cianu mamy réwno-
legtoscian pochyty.

32. Na trzech krawedziach bocznych prostopadto$cianu obieramy trzy
dowolne punkty A, B, C. Wyznaczy¢:

(1) punkt przebicia czwartej krawedzi bocznej z ptaszczyzng ABC;

(2) krawedz przeciecia sie
ptaszczyzny ABC z ptaszczyzna pod-
stawy prostopadto$cianu.

33. Dana jest w rzucie uko$nym
piramida SABCDE (rys. 366) oraz
trzy punkty na jej krawedziach, mia-
nowicie F naSA, G naSB, H naSC.
Wykreslic (1) w rzucie ukosnym;
(2) w wielkosci naturalnej — wielo-
kat, wedtug ktérego ptaszczyzna FGH
przecina piramide.

34. To samo zadanie, jezeli F,
G, H dane sa na trzech niekolejnych
krawedziach bocznych.

35. To samo zadanie, jezeli
F, G, H sa trzema punktami, lezg-

cemi na S$cianach piramidy, lecz nie na krawedziach.
36. Na krawedziach szeScianu dane sg trzy punkty A, B, C. Wykresli
przekro6j szescianu, wyznaczony przez ptaszczyzne ABC.
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37. Przecig¢ szescian dowolng ptaszczyzng, prostopadtg do jego przekatne;j.

38. Dana jest piramida SABC o dowolnej czworokatnej podstawie; prze-
cig¢ ja ptaszczyzng tak, by otrzymaé¢ w przekroju réwnolegtobok, ktérego jeden
wierzchotek winien leze¢ w punkcie A na krawedzi *Si4d. [Wskazowka: jezeli
zadany réwnolegtobok oznaczymy przez A'B'C'iy woéwczas boki jego A*B', C'D’
musza by¢ réwnolegte do krawedzi przecigcia sie plaszczyzn SAB i SCD
(dlaczego?)].

39. Czworoécian foremny przecig¢ tak ptaszczyznag, by otrzymaé w prze-
kroju kwadrat.

Zbudowa¢ siatke obu czesci, na ktére rozpadt sie czworoscian.

40. W dany ostrostup o podstawie kwadratowej wpisa¢ szeScian.

41. Srodki dwéch przeciwlegtych $écian szeécianu tgczymy z wierzchotkami
tak, by otrzyma¢ dwa ostrostupy o podstawach kwadratowych. Wykresli¢ czes¢
spoing obu ostrostupom.

42. Zbudowa¢ siatke bryty, ztozonej z dwoéch réwnych, przenikajacych sie
szesciandw, jak wskazuje rys. 367.

25’
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