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PRZEDMOWA.

Kiedy prawie przed dziesigtkiem lat Towarzystwo
Naukowe Krakowskie wéwczas z Uniwersytetem Jagiel-
lonskim potaczone, pomiedzy swemi celami wytkneto
sobie takze wydawanie. A&iblioteki Naukowdj majacej
obejmowac szczegdlniej dzieta do wykiadu uniwersy-
teckiego stuzace, odtozywszy inne prace, zatrudnitem
sie napisaniem ksigzki w moim przedmiocie, ktoérej
datem tytut Elementarny wyktad Mate-
matyki. Tego icyktadu toydato Towarzystwo Nau-
kowe dwie czesci, mianowicie: Arytmetyke w r. 1851
i Algebre w r. 1852. A ze z istoty rzeczy do zupet-
nosci tytulem zapoiciedzianego wyktadu nalezy roéw-
niez Geometryja,, wiec tez nad tg bez przerwy praco-
watem. Te juz prawie od roku ukonczywszy, oddaje
pod sad moich wspoétpracowmikéw. Wypada mi tu
atoli nadmieni¢ nieco o jej tresci i uktadzie.

Lubo przymiotnik ,elementarny4 wyklucza nie-
jako z Geometryi, wedtug dawniejszych autoréw, Try-
gonometryja sferyczng i Geometryjg analityczna, to
przeciez obie te czesci w moim wyktadzie zamiescitem.
Nie dos¢ natern, piszgc Geometryja analityczng w dwéch

i trzech wymiarach, nie podobna byto wstrzymac sie



od wyktadu teoryi linij i powierzchni Kkrzywych dru-
giego stopnia, ho tajest tylko zastésowaniem pierwszej.
Nie pomahi tez znaglata mnie do tego uwaga, ze w te-
razniejszym stanie nauk przyrodniczych, dzieki pracom
najstawniejszych Matematykéw, kazda prawie w tej
dziedzinie prawda, moze hyc tak elementarnie, jako tez
i wyzszym sposobem dowiedziona. Zwazywszy wreszcie,
ze udajacy sie na nauki Wyzszego Rachunku, Astrono-
mii, Fizyki, Mechaniki i Mineralogii, jezli nauczyciel
nie chce przestawaé¢ na mnié¢j Scistym wyktadzie, tak
bez Trygonometryi sferycznej, jako tez i wspomnionej
teoryi linij i powierzchni krzywych drugiego s >pnin
obejs¢ sie nie moga, uznatem za stésowne i korzystni
obja¢ wyktadem moim nastepujgce przedmioty:

Planimetryja,

Sterometryja,

Trygonometryjg p taska,

Trygonometryja sferyczna,

Geometryja analityczng w dwoéch wymiarach,
Z teoryja linij krzywych drugiego stop-
nia znanych pod nazwa przecie¢ ostro-
kregowych (sectiones conicae)

i Geometryja analityczng w trzech wymia-
rach z teoryja powierzchni krzywych
drugiego stopnia.

Tym sposobem taz Geometryja sktada sie z trzech czesci:

1. Planimetryi z Stereometryja,

2.  Trygonometryi ptaskiej i sferycznej,

3. Geometryi analitycznej w dwoch i trzech
wymiarach, wraz z teoryjg linij i po-

wierzchni krzywych drugiego stopnia.



Uktad Planimetryi i Stereometryi tak sie stara-
tem urzadzi¢, izby uczacych sie zapoznacé¢ li z najpo-
trzebniejszemi twierdzeniami i zagadnieniami, w roz-
nych zastosowaniach swo6j uzytek majgcemi; opuscitem
za$ wszystkie, ktére kazdy, pojgwszy i strawiwszy pierw-
sze, tatwo przy pilnosci, ic innych autorach napotkane,
zrozumieé¢potrafi. Dlatego to nie dotknatem w tdj czesci
tak w tych czasach bogatej teoryi transwersalnych,
symetryi i innych nowa Geometryjg stanowiacych;
sadze bowiem, iz tu nie moze znale$s¢ trudnosci, kto
przejat sie nalezycie zasadami Geometryi Euklideso-
wej. Zreszta mysle, iz nie daleko jest ten czas, gdzie
rownie dzielny jak Euklidesa geniusz, zebrawszy w ca-
tos¢ liczne juz dotad przygotowane materyjaly nowej
Geometryi i takowe uporzadkowawszy, obdarzy uczony
Swiat Geometryjg zbudowang na nowych zasadach,
ktora w edukacyi zajmie miejsce przeszto przez 20
wiekow uzywanej Euklidesa Geometryi.

Jak Plcmimetryja z Stereometryja, tak réwnie obie
Trygonometryje stanowig i stanowi¢ powinny nierozer-
wang catos¢, bo dowody twierdzen sferycznej, catkiem
sie opierajg na Trygonometryi ptaskiej tak dalece, ze
nawet wszystkie wzory pierwszej, z ptaskiego czylipro-
stokreslnego trojkata otrzymacé mozna.

Gdy inni autorowie najczesciej uwazajg linije
trygonometryczne w kole, a rzadziej wyprowadzaja je
z uwazania prostopadtych, to ja poszedtem cokolwiek
odmienng w tym iczgledzie droga; a czyli zdazajac
tedy do celu, nie postawitem jakiego fatszywego kro-

ku, znawcy to dopatrza.



W uktadzie Geometryi analitycznej, szczegélnemi
przewodnikami byli mi Bourdon i E tingshausen; przy
tern jednak korzystatem i z innych w tym przedmiocie
pisanych dziet jako tez z pism czasowych a szczegél-
niej z ,,Ardiiv. der Mathematik und Physik von A.
Grunert* i , Nouvelles annales de Matbematigues
par Terquem et Gekono.”

Jezeli tg mojg praca zdotatem naszej miodziezy,
dla ktérej pracowac jest calem i jedynem zadaniem
mego zycia, ulatwi¢ wstep do przybytku nauk przyro-
dniczych, bedzie to dla mnie, przy schylku mego a

wodu i bliskosci wieczora, sowitg nagroda.

Pisatem w Krakowie dnia 23. Kwietnia 1857 r.
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WIiTEP.

Otaczajace nas przedmioty zmystowego Swiata, zewnetrznie
i ogblnie uwazane, przedstawiaja nam tylko tozsamos$¢ albo
réznos¢, t.j. przedmioty te albo noszg jedne i tez sarne, albo
t6z rézne nazwy. Przedmioty tejze samej nazwy prowadzg
nas do wyobrazenia liczby, réznej za$ nazwy, do wyobraze-
nia ksztattu.

Ksztatt jest to odgraniczenie kazdego przedmiotu od
reszty przestrzeni. Kazdy z tych przedmiotéw zajmuje w o-
golnej przestrzeni pewne miejsce (spatium) co jego rozcia-
gtoscig (extensio) nazywamy. Rozciggtosé jest wszystkim przed-
miotom zmystowego $wiata spoing wilasnoscig tak dalece, ze
gdyby tez przedmioty nie byly rozciggte, t. j. nie zajmowa-
ty zadnej przestrzeni, nie moglibyémy sobie zrobi¢ zadnego
0 nich pojecia; same za$ przedmioty przestaltyby by¢ rzeczy-
wistemi i zamienityby sie w utwory wyobrazni na wzdér du-
chéw, kazde i zadnego miejsca nie zajmujacych, t. j. zamie-
nityby sie na istoty przenikliwe, jakich w rzeczywistym Swie-
cie nie znamy.

Gdyby nie ciata zajmujgce rézne miejsca ogoélnej prze-
strzeni, nie moglibySmy mieé¢ zadnego o niej wyobrazenia.

Kazdy przedmiot naszemi zmystami ujgé¢ sie dajacy, na-
zywamy pospolicie ciatem fizycznem (corpus v. solidum). Sko-
ro wiec kazde cialo zajmuje pewng przestrzen, ktéra z tego
powodu musi by¢ rozciagta t. j. mie¢ musi swoje wymiary,
czyli by¢é musi dtuga, szeroka i wysoka lub gruba, przeto
kazde takze cialo ma tez same trzy wymiary. Chcac ciato
jakie blizej pozna¢ czyli opisaé¢, wskazaé¢ potrzeba doktadnie
trzy co dopiero wspomnione wymiary, przez toz ciato zajetéj
przestrzeni.



Jakim sposobem przychodzi cztowiek do pojecia prze-
strzeni, jest rzeczg Psychologii; my tyle tylko tu powiemy,
ze wypadek tego pojecia jest tenze sam u kazdego cztowieka,
t. j. ze kazdy tym tylko sposobem pojmuje przytomnos$é ciat,
72 sg rozciagte, czyli ze zajmuja pewng przestrzen. Poniekad
atoli przyjs¢ mozemy do wyobrazenia przestrzeni nastepuja-
cym sposobem: wystawiwszy sobie jaki przedmiot w ruchu,
miejsce jakie tenze w kazd¢j chwili zajmuje, bedzie coraz
inne, bo otoczenia jego bedg coraz inne a inne; jezeli wiec
te szczegdlne pojecia miejsca ruchomego ciata zbierzemy wje-
dno, takowe niczem innem by¢ nie moze, jak porzadkiem
posrednich miejsc w jakim tez po sobie nastepuja, te za$
posrednie miejsca sa rzeczywiscie przestrzenig. Stad wnios-
kowa¢ mozna, ze pojecie przestrzeni bez ruchu bytoby albo
zbyt trudne, albo niepodobne. Danego tu pojecia przestrzeni
nie nalezy uwaza¢ za joj definicyja, ale raczej za skazowke
cechujaca przestrzen; Geometryja bowiem nie definijuje, ale
juz przypuszcza w kazdym pojecie przestrzeni, nie mogac go
nikomu wlaé, jezeli go nie posiada.

Przestrzeh zajetg przez ciato fizyczne, nazywamy ciatem
yeometrycznem. Pojecie wiec ciata geometrycznego, jest oder-
wanem od ciata fizycznego. Geometryja czysta (pura) wszyst-
kie swe prawdy odnosi do ciat geometrycznych, skoro za$
ma na celu ciata fizyczne, nazywa sie wtenczas Geometryjg
zastosowang, (applicata).

Kazde ciatlo ma ze wszech stron granice, bo ciata bez
granic pojaébysmy nie mogli; te tez granice stanowig jego
ksztalt, jak na poczatku powiedzieliSmy. Granice te nazywa-
my w Geometryi powierzchniami (superficies); powierzchnie
zatem nic moga by¢ niczem rzeczywistem, bo bez ciat istnie¢
nie moga. Kazda znowu powierzchnig ograniczajg linije (li-
nea), a nareszcie granicami tych ostatnich sg punkta. Punkt
zatem geometryczny bedac tylko poczatkiem lub koncem li-
nii, nie moze mie¢ zadnej rozciggtosci, jest wiec w Geome-
tryi tém, czém zero w Arytmetyce.
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Linija geometryczna jest dtugos¢ bez szérokosci i gru-
bosci. Taka linijg mie¢ tylko mozna w mysli, ale jéj ani wi-
dzieé¢, ani narysowa¢ nic mozna. Wszystkie linijc jakie na
papierze i tablicach kreslimy, sg linijami fizyczncmi; shluzag
one jedynie do tatwiejszego pojecia i zatrzymania w pamiegci
linij geometrycznych.

Lubo powiedzieliSmy wyzej, ze punkt jest zerem geo-
metrycznem, nie idzie zatem izbySmy sobie nie mogli zmy-
stowo wystawi¢ linii jakg ztozonéj z punktéw, albo raczdj
utworzonej ruchem punktu. Ten ruch jezeli ciggle bedzie
wjednymze kierunku, rzeczony punkt zrodzi nam linijgpro-
sg, (linea recta), jaka Fig. 1 pokazuje, jezeli za$ kierunek
tego ruchu w kazdej chwili czyli ciggle zmienia¢ sie bedzie,
pomyslany punkt zrodzi nam linijg krzywa (linea eurva), jak
na Fig. 2. Linii prostej wszystkie czesci, albo lepiej wszyst-
kie punkta lezg w jednym i tymze samym kierunku; w linii
za$ krzywej dwie obok siebie lezgce czgstki maja rozne kie-
runki; dlatego téz kazda czastka linii prostej, jest takze pro-
stg; gdy przeciwnie najmniejsza czastka linii krzywej, Scisle
mowiac, nie moze by¢ prosta, ale krzywa; bo inaczej kieru-
nek ruchu, tez linijg tworzgcego punktu, zmieniatby sie nie
ciagle, lecz przeskokiem. A ze punkt w ruchu bedacy zmie-
nia¢ moze w bardzo rézny sposéb swdj kierunek, przeto
krzywych linij jest nieskonczona liczba, kiedy prosta linija
jest zawsze jedna i taz sama.

Poniewaz wszystkie punkta linii prost¢j leza w tymze
samym kierunku, wypada wiec z tego, iz kazda taka linija
wystawi¢ sobie mozemy przedtuzong dowolnie tak w jedne,
jako tez i druga strone, przez to bowiem przedtuzenie, natury
joj catkiem nie zmieniamy. Z takiego pojecia linii prostej
wypada roéwniez, iz ona jest najkrdotsza odlegtoscia miedzy
dwoma danemi punktami, a nastepnie, ze miedzy dwoma punk-
tami jedna tylko prosta (tak w dalszym ciagu zwa¢ bedzie-
my najczesciej linijg prosta) przechodzi¢ moze; wszystkie bo-
wiem inne linije, jakie od jednego do drugiego punktu po-
prowadzi¢ mozna, zbacza¢ bedg mniej lub wiec¢j od kierun-

L
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ku prostej i z tego powodu bedg albo linijami krzywemi,
albo tez z prostych ztozonemi czyli famanemi, jak nam to
przedstawia Fig. 3. Z jednego punktu nieskoriczona jest licz-
ba mozebnych kierunkéw, dlatego tez przez jeden punkt nie-
skoriczona liczba prostych przechodzi¢ moze. Z pojecia ro-
dzenia sie prostej wypada i ta prawda, ze poniewaz na pro-
stej pomysle¢ sobie mozna dowolnie jeden lub ilekolwiek
punktéw, kazda zatem prostg dzieli¢ mozna na tyle i takich
czesci, na ile i jakich sie podoba.

Z linij krzywych najwazniejsza, a zarazem najznajom-
szg jest linija kotowa czyli jak zwyczajnie moéwimy okrag
kota (periphaeria v. circumferentia circuli). Ma ona te naj-
walniejszg wiasnos¢, iz kazdy jej punktjest w réwnej odlegtosci
od pewnego ws$rdd niej lezacego punktu, a ktéry z tego po-
wodu $rodkiem (centrum) nazywamy. Odlegtos¢ kazdego punk-
tu linii kolowej od $rodka, czyli co najedno wychodzi, kaz-
da prosta tgczaca sSrodek z ktérymkolwiek punktem okregu,
jak sg proste SA, SB, SCit d. Fig. 4 zowie sie promieniem
(radius). Wszystkie zatem promienie jednejze linii kotowdj
sg sobie réwne. Z wiasnosci linii kotowej w jej definicyi wy-
razonej, nastrecza sie zaraz bardzo tatwy sposéb jej wykre-
Slenia. Jezeli bowiem otworzymy kazdemu znane narzedzie
cyrkiel i jedne jego nozke postawimy w punkcie, w ktérym
ma by¢ S$rodek, jak tu w S, druga za$ oprowadza¢ be-
dziemy naokoto kres$lac nig na papierze lub stole linija,
dopoki nie powrécimy do punktu skad kreslenie rozpoczelis-
my, krzywa tym sposobem zakreslona, bedzie linijg kotowa;
w kazdem bowiem potozeniu cyrkla koniec nézki kreslacej,
jest ciagle w jednejze odlegtosci od punktu w ktérym druga
stoi, a zatem wedtug definicyi, kazdy punkt zakreslondj krzy-
wej, jest w tejze samej odlegtosci od Srodka. Odlegtosé
konncow nozek cyrkla, ktora mierzy w kazdej chwili od-
legtos¢ punktow krzywej od S$rodka, jest whasnie to co wy-
zej promieniem nazwalismy.

Prostg przez srodek przechodzacg i konczaca sie w obu
kierunkach na okregu kota, nazywamy s$rednica (diameter).
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Tak proste DE, FG, HI i t d. sg Srednicami. Kazda taka
Srednica co do swdj dtugosci réwna sie naturalnie dwom pro-
mieniom. A jako wszystkie promienie, ktoérych by¢ moze nie-
skonczona liczba, sg sobie réwne, tak tezi $rednice sa so-
bie réwne, bo kazda z nich réwna sie dwom promieniom.
.Srednic takze moze by¢ nieskoniczona liczba jako prostych
przez jeden punkt przechodzgcych.

Kazde ciato, wedtug tego co wyzej powiedzieliSmy, ma
koniecznie trzy wymiary, ditugosé, szerokos¢ i wysokosé,
czyli grubos¢, inaczej bowiem przestatoby by¢ ciatem. Jezeli
w ciele nie uwazamy na jego grubos$¢, ale tylko mamy na
celu jego dtugosé i szerokosé, t.j. jezeli nas tylkojego ksztatt
zajmuje, nie majac wzgledu na grubosé, cialo zniknaé musi
a pozostang w nasz6j mysli jedynie jego granice, ktére wy-
zej powierzchnig nazwaliSmy. Powierzchnia wiec geometry-
czna jest to rozciggtos¢ wzdluz i wszerz. Te powierzchnie
tak jak linije sg albo proste czyli raczoj ptaskie (superficies
piana) albo krzywe (superficies curva). Jak linijg tak row-
niez powierzchnig mie¢ tylko mozna w mysli, ale jej ani
widzie¢ a tem mniej nakres$li¢ mozna.

' Plaskiej powierzchni czyli ptasczyzny (planum) [tak
bowiem w dalszym ciagu powierzchnig ptaskg nazywaé bedzie-
my] nie mozna takze dac¢ definicyi, mozna tylko podaé¢ nie-
ktore znamiona, po ktérych ja zawsze poznamy. Pierwszem
i najwybitniejszem takiem znamieniem jest, ze prosta przez
dwa ktoérekolwiek jej punkta poprowadzona, catkiem i wszyst-
kiemi swemi punktami lezy na plaszczyznie. Drugiom zna-
mieniem ptaszczyzny, lubo moze potrzebujgcem dowodu, jest,
ze trzy punkta nie w jednym Kierunku lezgce, doktadnie
wyznaczaja potozenie ptaszczyzny, tak, ze przez takie trzy
punkta jedna tylko ptaszczyzna przechodzi¢ moze; wszystkie
bowiem inne przez tez punkta poprowadzone, zmiesza¢ sie
z pierwszg muszg, i stanowi¢ jedne tylko ptaszczyzne. Z po-
wodu ze prosta majgca z ptaszczyznag dwa punkta spélne,
catkiem na niej lezy, stolarze i inni rekodzielnicy proébujac
czyli deska, kamien lub inny przedmiot jest dokiadnie plas-
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ko obrobiony, przykitadajg do tej powierzchni we wszystkich
kierunkach linijat (znane narzedzie do prowadzenia czyli
kreslenia linij prostych), a skoro tenze wszystkieini swemi
czesciami i w kazdym kierunku przylega zupeilnie do po-
wierzchni, méwiag ze jest dokladnie eplaskg t. j. ptaszczyzna.
Wyobrazenie plaszczyzny moze nam jeszcze daé¢ powierzch-
nia wody w stawie spokojnie stojgcej i najmniejszym wiatrem
niezmarszczonej.

Tak poznawszy ptaszczyzne po jej znamionach, kazdag
inng powierzchnig tych znamion nie majaca, nazywac bedzie-
my powierzchnig krzywa. Ta znowu by¢ moze albo zupetnie
albo po czesci krzywa, a po czesci ptaska lub nareszcie z
ptaskich ztozona.

Jezeli przy powierzchni nie mamy wzgledu na jej diu-
gos¢ lub jej szerokos¢, ale tylko na jeden z tych wymiaréw,
pozostanie naturalnie wmysli naszej tylko granica powierzch-
ni w jednym z tychze kierunkéw. Granica tajak juz wiemy
jest tinijg prosta lub krzywa.

Miejsce na ptaszczyznie lub w przestrzeni ze wszech
stron ograniczone, nazywamy pospolicie figurg. A Zze takie
miejsce, jak widzieliSmy, jest rozciggte wzdtuz, szerz iglgbsz
i jest przedmiotem Geometryi, zadaniem wiec tej nauki be-
dzie: znalez¢ wielko$é, potozenie, ksztatt i kierunek figur geo-
metrycznych, tudziez figur zrodzonych ruchem lub obrotem
pierwszych.

Miejsce na ptaszczyznie ograniczy¢ mozna linijami pro-
stemi lub krzywemi, z tego powodu wszystkie takie figury
nazywac¢ bedziemy ptaskiemi (planae), pierwsze prostokresl-
nemi (rectilineae), drugie krzywokreslncmi (curvilineae). Prze-
strzeni nie mozna ograniczy¢ tylko powierzchniami, ktére
takze sg jak widzieliSmy ptaskie lub krzywe, a stad powsta-
ja ciata graniaste (polyedra) i okragle (rotunda).

Poniewaz potozenie figury a w szczeg6lnosci ciata, znajdu-
je sie szukajagc jego odlegtosci od wiadomych punktéw lub
ptaszczyzn,— ksztatt za$ figury lub ciata zalezy od potoze-
nia szczego6lnych jego czesci,— a ruch jest to zmiana poto-
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zenig czyli miejsca,— obrot nareszcie jest zmiana kierunku;,—
wszystkie za$ te wymogi majg za cel wyznaczenie wielkosci
W przestrzeni, przeto i zadanie Geometryi zwraca sie do zna-
lezienia w kazdym razie wielkosci ilosci ciggtéj w przestrzeni.

Doktadne poznanie ciata i jego wlasnosci, rozumie sie
pod wzgledem rozciagtosci, zalezy od poznanin jego granic
czyli powierzchni, poznanie za$ tych ostatnich wymaga zno-
wu znajomoséci ich granic czyli linij; nie od ciat zatem po-
czyna¢ musi Geometryja, ale od ilosci najmniej ztozonych
t. j. od linij, potem przejs¢ do powierzchni, a nakoniec od
tych do samyclize ciat. Lecz widzieliSmy ze linija jest albo
prosta, albo krzywa, uwazajgc linijg tamang, jak jest rzeczy-
wiscie, za zlozong z prostych, a zatém osobnego gatunku nie
stanowigca, Geometryja przeto zatrudni¢ sie naprzéd musi
linijami prostemi. A ze powierzchnie ograniczone by¢é moga
pierwszemi lub drugiemi linijami, przeto od prostych linij na-
turalne jest przejscie do powic¢rzchni czyli figur prostemi o-
graniczonych czyli do powic¢rzchni prostokreslnych, a potom
do powierzchni krzywemi linijami zamknietych. Poznawszy
wilasnosci tak pierwszych jako i drugich powiérzchni, zatru-
dnia sie dopiero Geometryja ostatecznie ciatami. Nauka o li-
nijach i powierzchniach ptaskich t. j. na ptaszczyznie uwa-
zanych, stanowi Epifaneometryja (epiphaneometria) zwyczaj-
nie Planimetryjg nazwana, nauka za$ o ciatach badzto ptas-
kiemi, badz krzywemi powierzchniami ograniczonych, Stereo-
metryja. Dwie wiec gtéwne czesci ma Geometryja, z ktorych
kazda ma swe poddziaty. | tak Planimetryja moéwi o linijach
prostych i figurach takiemiz linijami ograniczonych, potém
o linijach krzywych i powierzchniach, réwniez krzywemi li-
nijami zamknietych. Stereometryja méwi naprzéd o ciatach
ptaskiemi, a potém krzywemi powierzchniami ograniczonych.
W tym ostatnim poddziale moéwi tylko o trzech ciatach o-
kragtych, ktdére jak to na swojem miejscu zobaczymy, do
elementarnej Geometryi naleza.

W kazdej z tych czeSci moéwi¢ najprzéd bedziemy o
prawach, wedtug ktorych te ciggte iloSci powstajg, a potém o
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ich wzajemnych stosunkach pochodzgcych z ich miedzy sohg
polaczenia. taczac ilosci ciggle miedzy sobg, stara¢ sie be-
dziemy wyznaczaé¢ nietylko ich wielko$¢, ale tez ich poto-
zenie i kierunek.

Do dowiedzenia prawd wynikajgcych z uwazania ilosci
ciaglej, uzywa Geometryja albo wykreslenia (constructio) albo
rachunku (calculus), albo jednego i drugiego razem. Ponie-
waz w pierwszym sposobie kazda prawda przedstawiona jest
zmystom w osobnym rysunku, dla czego w wysokim stopniu
dziata na przekonanie nasze, zatem sposob ten jest najwia-
sciwszym do rozwiniecia zasadniczych twierdzen Geometryi.
Chcac zas$ ogarnaé wszystkie z dowodzong spokrewnione praw-
dy, uzy¢ musimy sposobu rachunkowego. A ze Geometryja
wyprowadza kazdg nastepng prawde z poprzedzajacych, na
jej przeto wydobycie tgczy¢ musi z soba juz dowiedzone
twierdzenia. W tern zatrudnieniu postepuje sie albo sposobem
zbiorowym (synthesis), albo rozbiorowym (analysis). Zbiorowym
sposobem postepuje sie wtedy, gdy na udowodnienie jakiego
twierdzenia zbiera sie juz poprzednio dowiedzione a tu swe
zastosowanie majace i te sie tak z sobg taczy, ze twier-
dzenie bedace przedmiotem dowodzenia, jest rzeczywiscie wy-
padkiem tego potgczenia. Postepuje sie za$ sposobem roz-
biorowym (analitycznym), rozkiladajgc rzeczone twierdzenie
na czesci, kazdg z tych udowodniajgc i nareszcie na catos¢
wnioskujgc, ze jezeli czesci sa prawdziwe i cate twierdzenie
takiem by¢é musi, a przeciwnie gdyby czesci byly fatszywe,
twierdzenie téz fatszywem byé musi.

Z tego opisania tak pomocy jako i sposobéw w Geo-
metryi uzywanych jasno sie pokazuje, ze do wytozenia po-
czatkow, wykréslenie ma niezaprzeczong wyzszos$¢ nad ra-
chunkiem; ale ten ostatni tak w doktadnosci jako t6z i w o-
golnosci przewyzsza tamten; do wyzszych wiec prawd geo-
metrycznych, nalezy koniecznie z wykrdsleniem tgczy¢ ra-
chunek.

Co do sposobow wyktadania prawd geometrycznych tak
jeden jako tez i drugi ma swoje zalety, i czesto jeden bez
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drugiego obej$¢ sie nie moze; sadze jednak, ze na sposobie
syntetycznym ksztaltci sie umyst do analitycznego, ktéry Geo-
metryjg posuwa do najwyzszego ogdlnosci stopnia, przedsta-
wiajgc zaleznosc ilosci ciagtych miedzy soba.

W obecnem dzietku uzywaé bedziemy obu tych sposo-
béw, stosujac nabyte w dwoch pierwszych czesciach wiado-
mosci rachunkowe do Geometryi. Dla nieprzerywania atoli
ciggu naszych rozumowan, wytozymy naprzéd sposobem
rysunkowym obie czesci t. j. Planimetryjg i Stereometryja,
czyli rozwigzemy piérwsze zadanie Geometryi, jak sie wyzna-
cza wielkos¢ ilosci rozciagtych. Potem przejdziemy do spo-
sobu rachunkowego, pokazujgc jak sie wyznacza potozenie
i kierunek tychze ilosci.



CZESC 1.

Epifaneometryja(Planimetryja).

rozdziat |.

O linijach prostych i luzajemnem icli wzgledem siebie potozeniu.

§. L

Jak o kazdej ilosci samej w sobie uwazanej nic wiecej
powiedzie¢ nie mozna, tylko ze jest tem i taka, tak tez o
jednej linii prostéj wiecej nad to co we wstepie powiedzie-
lisSmy, ani wi¢my ani powiedzie¢ mozemy; chyba ze obrawszy
na jej kierunku dwa punkta, juz tym sposobem z nieskon-
czonej dtugosc jej ograniczamy. Oznaczong ditugos¢ zwyklismy
mianowac przez wymienienie j¢j koncéw, na ktérych zwyczaj-
nie gtoski abecadta kltadziemy. A tak zwyczajnie moéwimy:
prosta AB, Aa, Ab, ab, bB, i t. d. fig. 5 albo, dtlugos¢ AB,
Aa, Ab, i t. d. Aby oznaczy¢ kierunek prostej, dosy¢ jest
wymieni¢ dwa ktérekolwiek na niej lezgce punkta. Wedtug
tego Aa, Ab, AB, ab, aB, bB, oznaczajg jedne i tez sarne
prostag AB.

Przy wyznaczaniu dtugosci linii prostej nie dos¢ jest
mie¢ wzglad na jej stosunek do inngj diugosci, ktorg je-
dnostkg albo miara zwa¢ bedziemy, ale jeszcze uwazaé po-
trzeba i na jéj kierunek. Poniewaz kierunki sg nieskoncze-
nie rézne, a kazdy ma sobie wprost przeciwny, przeci-
wienstwo to koniecznie by¢ musi wzgledem jakiego$ pun-
ktu od ktorego i8¢ mozna na téjze samcj prostéj w jednym
lub drugim kierunku, w prawo lub w lewo, naprzéd lub w tyt,
ktore kierunki sg rzeczywiscie wprost sobie przeciwnemi.
Punkt ze wzgledu ktérego przeciwne sobie kierunki uwaza-
my, nazywaé¢ zwyklismy poczatkiem (origo). Jezeli na tymze
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samym Kkierunku znajduje sie jaki przedmiot np. po prawej
rece albo naprzéd, tedy postepujac w prawo lub naprzdd,
zbliza¢ sie, idac zas w lewo lub wtyt, oddala¢ sie bedziemy
od tegoz przedmiotu; zblizanie sie wiec i oddalanie od jakie-
go przedmiotu, sg kierunkami wprost sobie przeciwnemu i
dajg ile mi sie zdaje, wraz z powyzszem w prawo i lewo
bardzo naturalne pojecie kierunkéw sobie przeciwnych. Ozna-
czywszy kierunek w prawo albo naprzéd znakiem (+), kie-
runek w lewo lub wtyt znakiem (—) oznaczy¢ musimy i
przeciwnie; temi bowiem dwoma znakami oznaczalismy takze
w Arytmetyce dwie sobie przeciwne ilosci. Mie¢ wiec be-
dziemy i w Geometryi ilosci dodatne i odjemne, wyrazajace
dwa wprost sobie przeciwne kierunki, jak to juz wc wstepie
do Arytmetyki widzieliSmy, a w ciagu obecnej czesci liczne
przyktady réznych kierunkéw napotkamy.
8= 2-

Poréwnywajac dwie proste miedzy soba, poniewaz kazda
z nich jest tylko dtugoscig i kierunkiem, wiec tez w tych
tylko cechach rézni¢ sie od siebie moga. Co dopiero po-
wiedzieliSmy, zc dtugo$¢ prostej wtedy tylko zajmowaé moze
nasza uwage, kiedy ja dwoma punktami ograniczamy, inaczdj
bowiem w obu kierunkach dowolnie przedtuzong by¢ moze.
Wszelkie mierzenie jest pordéwnywanie znanej ilosci z nie-
znang; jezeli wiec chcemy zmierzy¢ czyli pozna¢ dtugos¢ pro-
stej ograniczonej, do tego inaczej przyj$¢ nie mozemy, tylko
biorgc dobrze nam znajoma lub tez dowolng diugos$é czyli
inng prostg i te przyktadajac do prostej mierzy¢ sie majace;j.
Tym wiec sposobem mamy do czynienia z dwiema prostemi.
Chcac poréwnaé¢ dwie proste AB i CD fig. 6 miedzy soba
we wzgledzie ich ditugosci, co nie znaczy co innego, tylko
ze chcemy podac ile razy jedna jest dtuzszg od drugiej, czyli
wiele razy dluzsza AB miesci w sobie krétsza CD, tak po-
stepujemy: krotsza linijga za pomoca cyrkla przenosimy i od-
cinamy na diuzszej tyle razy ile sie da np. 3razy; jezeli z
dtuzszej prostéj nic sie nie zostaje, czyli jezeli CD miesci
sie w AB zupelnie 3razy, powiemy wtedy ze prosta AB jest
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3razy dtuzsza niz CD, a w takim razie krotsza CD moze
stuzy¢ za miare dla AB, i jezeli CD jest znajomg dlugoscig
np. sazniem, tokciem, stopg i t d., dlugos¢ AB znajdziemy
tez w znajomych miarach czyli jednostkach. Jezeli zas CI)
nie jest zadng znajomg miarg ale diugoscig dowolng, tedy
chociaz CD nie przestaje w obecnym przypadku by¢ miarg
prostej AB, wszelako tyle tylko z tego poréwnania wniesé
mozemy, ze AB jest 3razy diuzsza niz CD, nie wiedzgc nic
0 j¢j dhugosci.

Gdyby po odcieciu prosté¢j CD na AB 3razy, pozostat
siejeszcze kawatek EB, powiedzielibysmy ze AB=z3CD -j-EB.
Te pozostata dtugos¢ EB przenosimy na CD znowu tyle razy
ile sie da, np. raz i zostaje kawatekFD, zattm CD=EB-)-FD.
Dalej ten ostatni kawatek FD przenosi sie na poprzednig
reszte EB tyle razy ile sie znowu da, np. 3razy i zostaje GB,
tedy podobniez powi¢my ze EB —3FD -j- GB.

Postgpiwszy nareszcie z pozostatym kawatkiem GB wzgle-
dem FD tymze samym sposobem, przypus¢my ze sie zupet-
nie miesci 2razy, tedy nasze poréwnywanie tym sposobem

juz skonczone, bo mamy: FD=2z2GB
A ze

EB=3FD + GB wiec EB= 6GB+ GB czyli EB = 7GB
Lecz

CDzzEB + FD wiec CD= 7GB-f2GB czyli CD = 9GB

Nareszcie

AB=3CD + EB wiec AB= 27GB + 7GB czyli AB—34GB
Wyrazenie to dwoéch diugosci AB i CD znaczy, iz dhluzsza
AB miesci w sobie prostg GB 34, a krétsza CD 9razy. Je-
zeliby wiec GB byto np. calem albo inng znajoma miara,
powiedzielibySmy ze prosta AB zamyka 34, zas§ CD 9 cali
lub innych miar. Jezeli za§ GB zadnej ze znajomych miar
nie znaczy, uwazang tu wszelako bedzie zawsze jako taka
ktéora dokladnie t j. bez pozostawienia reszty, mierzy tak
AB jako i CD. Takag dtugos¢ spélng dwom lub wiecej pro-
stym nazywac¢ bedziemy jednostka lub sp6lng miarg, a mia-
nowicie spélng najwiekszg miarg (maxima communis mensura).
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Same proste w takim razie nazywac sie bedg spotrniememi
(commensurabiles), a powyzsze postepowanie szukaniem spol-
nej najwiekszej miary. Ze ta spoina miara jest najwieksza
jakg proste AB i CD majg, przekonywa nas o tern samo
postepowanie. Chcac pozna¢ stosunek dwoch diugosci AB i
CD mamy:

AB _ 34GB_ 34

CU- 9GB“ IT
t j. stosunek tych diugosci jest wyrazony w liczbach, jak
tez natura rzeczy wymaga.

Uwazaé tu potrzeba, ze otrzymany stosunek w liczbie
utamkowej jest zawsze takim, iz dwajego wyrazy sg liczbami
pierwszemi miedzy sobg. Gdyby bowiem byto inaczej t. j.
gdyby licznik i mianownik znalezionego stosunku, miaty ja-
kiego spolnego dzielnika, tedy wyraziwszy og6lnie 6w sto-

sunek przez — a spo6lng najwieksza miare przez d mielibys-

my w naszym przypadku J=GB, ABz=pd, CDzrq,i a na-
stepnie AB _ p!_p . Gdyby wiec p i g mialy jakiego
CD g§f g
spélnego dzielnika m, mielibySmy tez AB—pmrf, CD=gmrJ
a w takim razie nie dale md bytoby spélng najwiekszg mia-
rag dwoch prostych AB i CD, co sie sprzeciwia tak definicyi
jako téz i postepowaniu naszemu w szukaniu tej spélnej naj-
wiekszej miary. Czesto wyrazajgc dtugos¢ prostej piszemy
ja przez skrécenie w liczbach tak np. AB—34, CD—9; sko-
ro sie jednak z uwagg nad temi wyrazeniami zastanowimy,
dostrzezemy iz sg niedorzeczne chociaz prawdziwe. Lubo bo-
wiem prosta AB zamyka rzeczywiscie 34 takich czesci ja-
kich CD zamyka 9, piszac atoli w ten sposoéb, wyrazamy,
ze linija AB rowna sie liczbie 34, co jest wielkg niedorzecz-
noscig, bo réznorodne ilosci nie tylko réwne, ale nawet za-
dnego stosunku miedzy sobg mie¢ nie mogg. Dla tego tez
jezeli sie kiedy tego sposobu pisania uzywa, pamieta¢ zawsze
potrzeba, ze przy liczbie domys$ina jest dilugo$¢ wzieta za
miare czyli jednostke.
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Jeszcze i na to nie zawadzi zwr6ci¢ uwage, ze przez
mierzenie, zamieniliSmy kazdg z powyzszych dwdéch prostych
na ilos¢ krotng, co nas dowodnie przekona¢ moze, iz kazda
ilos¢ ciggta sposobem poprzedzajacemu podobnym lub innym
mierzona, przechodzi na ilo$¢ krotna, kiedy odwrotny przy-
padek nigdy miejsca mie¢ nie moze.

& 3

Jezeli postepowanie w szukaniu spoélnej najwiekszej
miary dwoéch prostych dobrze rozwazymy, dostrzezemy bez
trudnosci, ze zupelnie odpowiada szukaniu spolnego najwiek-
szego dzielnika dwoch liczb catkowitych w Arytmetyce. Je-
dyna tylko zachodzi réznica w wypadku, iz dziatanie aryt-
metyczne jakkolwiekby byto diugiem, koriczy sie nareszcie
w kazdym przypadku, gdy przeciwnie w szukaniu spolngj
najwiekszej miary dwdch prostych, nie rzadko wydarzy¢ sie
moze, iz dzialanie przenoszenia pozostatego kawatka na po-
przedzajacy, nigdy sie nie skoriczy (rozumie sie nie mecha-
niczne ale umystowe dziatanie). W Arytmetyce bowiem ko-
niecznie przyjdziemy kiedy$ do reszty zero, gdy w dziata-
niu geometrycznem moze by¢ przypadek iz nigdy takiej
reszty nie otrzymamy. Co6z za przyczyna tej osobliwosci?
Nie inna zaiste tylko ta, ze, jak wiadomo, w dziataniu aryt-
metycznem t. j. w dzieleniu, zawsze wiekszej przez mniejsza
liczbe, konieczny warunek dobrego ilorazu jest, izby reszta
z odjecia czgstkowego iloczynu z ilorazu przez dzielnik otrzy-
manego, wypadta przynajmniej o 1 mniejsza od dzielnika;
tu wiec reszty maja swoje granice oznaczone, ktérych nigdy
przestapi¢ nie moga; w dziataniu za$ geometrycznem nie
masz takich granic, bo .sie oznaczy¢ nie dadzg; tu bowiem
tak dzielnik jako tez i dzielna sg ilosciami ciggtemi a zatem
bez konca podzielnemi. Z tego powodu, lubo tak w poste-
powaniu geometrycznem jak i w arytmetycznem, kazda na-
stepna reszta bedzie rzeczywiscie mniejszg od poprzedzaja-
c6j, atoli w Arytmetyce dojdziemy kiedy$ do reszty 1, na-
stepna za$ koniecznie musi by¢é zero, bo 1 jest spoing miarg
wszystkich liczb catkowitych, sama nie bedac przez zadng
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podzielna, gdy tym czasem przy linijaeh nie przyjdziemy
nigdy do reszty ktdrejby juz dalej dzieli¢ nie mozna; jest to
bowiem wiasnosciag ilosci ciagltych, iz bez konca dzielone by¢
moga, gdyz nie maja jednostki zasadniczej jak liczby cat-
kowite. Jezeli sie wiec taki przypadek wydarzy, nie bedzie-
my mogli poda¢ doktadnie stésunku dwoéch diugosci jak nam
sie wyzej udato. Gdy jednak posuwajgc coraz dalej dziata-
nie, kazda nastepna reszta staje sie mniejsza od poprzedza-
jacej, zatem mozemy sie tym sposobem dowolnie zblizy¢ do
prawdziwego stésunku; bo ostatecznie spoina najwieksza miara
mniej sie bedzie r6zni¢ od prawdziwej, niz wszelka jakkol-
wiek mata ilos¢. Mozemy nawet, uzywajgc utamkoéw cig-
gtych, oceni¢ btad jaki popetniamy biorgc jedne z reszt za
spoing najwieksza miare. Taki stosunek nazywamy w Aryt-
metyce jak wiadomo nieioyviiernym (irrationalis), w Geome-
tryi zas dwie podobne proste, nazywajg sie pospolicie nie-
spétmiernemi (incommensurabiles), bo rzeczywiscie nie majg
zadnej spoélnej miary.

Wszystko dotgd o dwoch prostych powiedziane, pro-
wadzi nas do tej prawdy, iz aby diugosci pod rachunek pod-
ciggna¢ mozna, wyrazi¢ je potrzeba w liczbach, czyli przez
mierzenie zamieni¢ na ilosci krotne. Ze na ten koniec obiera
sie pewng znang lub dowolng dlugos$¢ za jednostke i z tg
poréwnywa sie dtugosci pod rachnek podciggna¢ sie majace,
a w takim przypadku mie¢ bedziemy do czynienia z samemi
stos thkami czyli liczbami; bo kazda liczba wyraza¢ nam be-
dzie stosunek dtugosci do obranej jednostki. Tak w §. 2.
Gdyby CD miescita sie zupelnie w AB np. m razy, mogli-
bysmy napisa¢é AB —m.CD = m.l, biorgc CD za jednostke,
albo krocej AB= m t j. AB  AB gdzie liczba m,

CD -r = >
jak naocznie widzimy, wyraza stosunek dtugosci AB do CD
za jednostke obranej. Jeszcze atoli raz powtarzam, iz piszac
AB = m, pamieta¢ potrzeba iz to tylko jest sposéb skrécony
pisania, inaczej bowiem wpadlibySmy na te niedorzecznos¢,
iz dtugos¢ réwnaé sie moze liczbie.
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§e 4.

Poniewaz o dwéch prostych razem uwazanych, we wzgle-
dzie ich diugosci nic wiecej powiedzie¢ nie mozna, przeto
przystapmy do drugiej cechy, mogacé¢j proste od siebie roéz-
ni¢ t. j. do kierunku; w tej atoli czesci Geometryi rozumiecé
zawsze bedziemy proste na jednéjze plaszczyznie lezgce.

Dwie proste moga tylko mieé¢ albo tenze sam kierunek,
albo mniej lub wiecej od niego zbacza¢. Dwie proste na
jednej plaszczyznie lezgce i majgce tenze sam kierunek, na-
zwiemy réwnolegtemi (parallelae); a ze proste, skoro ich dtu-
gosci nie oznaczamy, czyli nie ograniczamy, uwazamy w obu
kierunkach do nieskonczonosci ciggnace sie, przeto bedac
w calym swym ciggu jednegoz kierunku, nigdzie sie z sobg
spotka¢ nie moga. Jezeli za$ dwie proste majg rézne Kkie-
runki, te w nieskoniczenie rozmaity sposéb zmienia¢é moga.
O takich prostych moéwi¢ bedziemy ze do siebie sg nachy-
lone. Pod wyrazem nachylenie, nie co innego wystawi¢ sobie
mozemy, jak zblizanie sie (convergentia) do spotkania czyli
przeciecia sie z sobg w jednym kierunku; w przeciwnym
wiec kierunku musi by¢ naturalnie ich oddalanie sie od sie-
bie (divergentia). Nachylenie do siebie dwoch prostych jest
rzeczywiscie wiekszem lub mniejszem ich zboczeniem od te-
goz samego kierunku; wyrazenia wiec: roznos¢ kierunkéw,
nachylenie i przeciecie sie dwoch prostych, jedno i toz samo
znacza.

Skoro dwie proste AB i AC fig. 7. zbaczaja od jedne-
goz kierunku, a jeszcze kierunek jednej z nich np. AB wez-
miemy za staly, tedy druga AC rézni¢ sie koniecznie musi
0 pewng ilos¢ od kierunku prostej AB. Te tedy rdznice ich
kierunkéw nazywamy katem (angulus). Takie dwie proste
nieskoniczonej diugosci pomyslane, przetna sie z sobg i to
w jednym tylko punkcie; gdyby bowiem mialy dwa przynaj-
mniej punkta spélne, juzby, wedilug tego co we wstepie
powiedzieliSmy, byty jedna i tgz samg prosta. Otwartos¢
wiec prostych AB i AC ktéra réznice ich kierunkéw oznacza,
daje nam jasniejsze pojecie kata, jaki te proste czynig miedzy
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soba. Samo proste AB i AC zowiemy ramionami (crura), a
punkt A w ktérym sie przecinajg, wierzchotkiem kata (ver-
tex anguli). A Ze kierunki prostych kat czynigcych nie za-
lezg od ich wielkosSci czyli diugosci, bo te tak w najmniej-
szych czastkach, jako tez i w nieskonczonych prostych sg
zawsze jednakowe, przeto wypada stad, iz wielkos$¢ kata cat-
kiem nie zalezy od dtugosci jego ramion, i ze jedynie za zmia-
ng kierunku prostych kat tworzacych zmienia sie tez Kkat.
Kat oznacza -si¢ i czyta trzema gloskami kiadgc dwie na kie-
runkach ramion a trzecig w wierzchotku. W czytaniu, gtos-
ka u wierzchotka stojgca kiadzie sie zawsze w S$rodku, tak
np. czyta sie kat BAC lub CAB. Jezeli przy punkcie A nie
masz wiecej katéw oprécz kata BAC, mozna go tez prze-
czyta¢ wymawiajac tylko gtoske stojgca w wierzchotku; jezeli
zas przy tymze samym punkcie jestwiec¢j katéw, moznajednak
i w takim przypadku kat oznaczy¢ jedng gloska kiadac ta-
kowag miedzy jego ramionami w bliskosci wierzchotka. Tak
np. powyzszy kat mozna naznaczy¢ i przeczyta¢ jak wyzej
BAC, albo A, albo nareszcie «.
§. 5.

Przypusciwszy ze ramie AC Fig. 8 ma potozenie ra-
mienia AB, w takim razie dwie te proste stanowi¢ bedg je-
dne AB i zadnego kata tworzyé nie beda, albo jak czesto
moéwimy czynig miedzy sobg kat zero. A skoro pomyslimy
ze prosta AC, obracajgc sie okoto punktu A, zacznie coraz
wiecéj zbacza¢ od kierunku prostej AB, katjaki tworzg mie-
dzy soba coraz bardziej rosng¢ bedzie. Tak np. jezeli pro-
sta AC wezmie potozenie wzgledem AB takie jak jest na
figurze, kat jaki czynig miedzy sobg jest BAC; przyszediszy
w swym obrocie do potozenia AC', AC", AC™, i t. d. po-
niewaz przez te nowe potozenia prostej AC, zmienit sie jSj
kierunek wzgledem AB, zmienit sie wiec i kat jaki czynig
miedzy sobg, bo ten jest réznicg ich kierunkéw. Tak kat
BAC'> BAC, bo roznica kierunkow prostych AB i AC' jest
wiekszg niz réznica kierunkéw AB i AC. Podobniez kat

BAC" > BAC a tern bardziej BAC” > BAC, bo ro6znica
2
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kierunkéw AB i AC" jest wiekszg niz AB i AC' a tém bar-
dziej wiekszg niz AB i AC i t. d. Przypuszczajgc iz prosta
AC obraca sie w przeciwnym kierunku okoto punktu A t
j. wstrone ku B i bierze potozenie AD, AD’, w takim razie
kat BAC zmieniac¢ sie takze bedzie, ale w przeciwném pierw-
szemu rozumieniu t j. jak w pierwszym razie zmieniajgc sie
rést, tak tu male¢ bedzie. Skoro wiec kat, jaki dwie proste
czynig z sobg, moze sie powiekszaé¢ lub zmniejszaé nie tra-
cac nic z swej natury, zatem przekonywamy sie, ze katjest ilo-
scia. A jezeli jeszcze zgodzimy sie przyjaé prostg AB za
kierunek wzgledem ktdérego inne kierunki uwazamy, tudziez
kierunek obrotu prostej AC od AB w strone ku C, C', C",
i t d. przyjmiemy za kierunek w ktérym katy rosna, prze-
ciwny temu t. j. w strone ku C,, C,, C,,, i t. d. bedzie
kierunkiem w ktérym katy malejg. Naocznie bowiem widzi-
my, izjezeli ramie AC wezmie potozenie jak AD, AD', it. d.
kat BAD<c.BAC, kat BAD'<~"BA D atern bardzief BAD'*cBAC.
Gdy ramie AC w obrocie swoim przyjdzie do potozenia AB,
kat bedzie =: 0. Niech prosta AC nie wstrzymujac sie w swo-
im obrocie, przyjdzie do potozenia AC,, tedy kat BAC,, ze
wzgledu prostej AB, ktéra zupetnie tak sobie wystawi¢ na-
lezy jak 6w punkt na prostéj ktorySmy poczatkiem nazwali,
jest rzeczywiscie katem w przeciwnym pierwszemu kierun-
kowi uwazanym. A ze przeciwne kierunki zgodziliSmy sie
wyraza¢ dwoma znakami (-+-) i (—), przeto jezeli piérwszym
katom przyznamy znak (+), drugie jako lezace z przeci-
wnej strony prostéj AB, oznaczymy drugim z rzeczonych
znakéw t. j. (—) i tym sposobem mie¢ bedziemy katy do-
datne i odjemne jako ilosci.
§. 6.

Jezeli dwie réznego kierunku proste AB i CD Fig. 9,
uwazac¢ bedziemy jako ciggnace sie bez konca, te przecigw-
szy sie z sobg w punkcie E, uczynig naturalnie dwa katy
BEC i AEC po jednej, a dwa inne BED i AED po dru-
giej stronie prostej AB. Zastanéwmy sie tylko nad dwoma
picrwszemi. Poniewaz te katy powstaja z roznicy kierunku
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prosté¢j EC wzgledem AB, wniesiemy stad, ze ile razy sie
dwie proste przecinajg, powstajg nam zawsze dwa rozne ka-
ty, miedzy ktéremi z tego powodu zachodzi¢ koniecznie mu-
si pewien zwigzek; zwigzek ten odnosi¢ sie jedynie moze do
ich wielkosci. Jakoz dwa te katy mogg tylko byé réwne lub
nie rowne. W przypadku nieréwnosci, zawsze jeden jest na-
turalnie mniejszy, drugi wiekszy; mniejszy nazywa sie katem
ostrym (angulus acutus), wiekszy za$ rozwartym (obtusus).
Ale widzieliSmy wyzej, ze odsuwajac czyli raczéj obracajac
ramie EC koto punktu E, czyli co na jedno wychodzi roz-
wierajac coraz bardziej ramiona kata BEC, kat ten rosnac,
a w naturalném nastepstwie kat AEC maleé¢ bedzie, bo jak
powiedzieliSmy z tamtym jest w zwigzku. Jest wiec konie-
cznie jedno potozenie, ale tylko jedno, dla ramienia EC ta-
kie jak EF, zc oba katy BEF i AEF sa miedzy sobg ro-
wne. Takie katy nazywajg sie prostemi (recti), a potozenie
prostej EF wzgledem Ali prostopadie lub pionowe; sarne zas
prostg EF takie potozenio wzgledem AB majacg, nazywac
bedziemy prostopadtg lub pionowa (perpendicularis), a punkt
E w ktérym spotyka prosta AB, nazwiemy spodkiem prosto-
padiej. Ogodlniej nazywamy punkt E rzutem (projectio) kto-
regokolwiek punktu na prostopadiej EF wzietego, jak jest
np. punkt F. Nawzajem tez prosta AB jest prostopadig do
EF, bo czyni z nig dwa katy po jednejze jej stronie lezgce
rowne. Kazdg inng prostg, rézne od tej ostatniej potozenie
wzgledem AB majgacg, nazwiemy pochyla (obligua). Gdyby
ramie EC jeszcze dalej swoj obrot odbywato i przyszio do
potozenia EG, znowu katy stana sie nieréwne ale przeciwnie
bo kat BEC bedac mniejszym od kata AEC, przeszediszy
na kat BEG, stal sie teraz wiekszym niz kat AEG, ktory
taz sama prosta EG tworzy z prostg AB. Skad sie poka-
zuje, ze kat ostry zawsze jest mniejszy od prostego, a roz-
warty wiekszy. Jezeli sie dwom takim katom jak BEC i
AEC, albo BEF i AEF, lub nareszcie BEG i AEG z uwaga
przypatrzymy, dostrzezemy zaraz, ze jedno ramie (EC, EF,
EG) majg spélne, drugie za$ ich ramiona (EB, EA) leza w
2.
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w jednymze kierunku; oprécz tego majg oba wiérzchotek w
tymze samym punkcie. Takie to dwa katy nazywa¢ bedzie-
my przyleglemi (anguli adjacentes v. deinceps positi). Katy
wiec przylegte sg te, ktére maja wierzchotek spoiny 10 jednym-
ze punkcie, ramie jedno spoine, a drugie ramie jednego, jest
przedtuzeniem drugiego ramienia kata drugiego czyli oba te
ramiona lezg na jednej proste;j.

Z tego co sie o katach przylegtych powiedziato, tatwo
sobie utworzy¢ wniosek, ze tylko katy proste sg zawsze je-
dne i tez same t j. sobie réowne, katy za$ tak ostre jako i
rozwarte nieskonczenie by¢ moga rozne.

Samo spojrzenie na figure daje nam pozna¢, ze cokol-
wiek powiedzieliSmy o katach BEC i AEC, wszystko to ro-
zumie sie takze o katach BED i AED z drugiej strony pro-
stej AB lezacych. Przypatrzywszy sie dobrze tym eztérem
katom, zaraz dostrzezemy, zo ramiona kazdego z nich sg
przedtuzeniami ramion jednego z trzech pozostatych katow.
| tak: ramie EA jest przedtuzeniem ramienia BE, ramie ED
przedtuzeniem ramienia CE, a nareszcie EB, przedtuzeniem
ramienia AE, a EC przedtuzeniem ramienia DE. Skoro sie wiec
dwie proste przecinaja, tworzg zawsze cztery katy, z ktdérych
dwa a dwa takie, iz ramiona jednego sa przedtuzeniami ra-
mion drugiego kata, jak sg katy BEC i AED, tudziez AEC
i BED, nazywa¢ bedziemy katami wierzchotkiem przeciwle-
glemi (anguli ad yerticem oppositi), albo kréc¢j: katami wierz-
chotkotcemi (a. verticales). Tak tedy dwie proste przecinajgce
sig, tworza dwie pary katéow przylegltych i dwie pary katow
wicérzchotkowycli.

8 7.

WidzieliSmy ze katy przylegte sg w takim z soba zwigz-
ku, ze zawsze jeden jest mniejszy drugi wiekszy. Zwigzek
ten moze mie¢ nieskonczenie wiele zmian, nie co do istoty
ale co do wielkosci kazdego z katéw; jeden tylko jest przy-
padek, jak to juz takze widzieliSmy, gdzie te katy sg mie-
dzy sobg roéwne t. j. proste. Pomimo tak licznych zmian
jakim oba katy podlega¢ moga, jest wszelako jedno znamie
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z ktérego znajac jeden z nich, drugi zaraz poznamy. Tem
tatwo dostrzezonem znamieniem jest to, ze oba katy przyle-
gle czynig razem dwa katy proste. Skad wypada, ze jezeli
dwa katy, majac jedno ramie spélne, czynig razem dwa katy
proste, drugie ich ramiona muszg by¢ w linii prostej; tudziez
ze dwa katy sg sobie rowne, jezeli im przylegte sg takze
miedzy sobg réwne, bo kazdy z przylegtym sobie, czyni dwa
katy proste. Dlatego to dwa katy wierzchotkowe sg sobie
réwne, gdyz na figurze poprzedzajacej kat BEC ma sobie
przylegty CEA, jak rownie kat AED ma sobie przylegly
tenze sam kat CEA. Co do drugiej pary katéw wierzchot-
kowych t. j. katow AEC i BED, mamy tenze sam przypa-
dek, ze kat AEC ma sobie przylegty kat BEC i tenze sam
kat jest przylegtym kata BED; przeto AEC musi by¢ row-
nym katowi BED, bo kazdy z nich czyni z tymze samym
katem dwa katy proste. Katy przeto wierzchotkowe zaiosze
sobie sg réwne.

Z tego co w tym 8. powiedzieliSmy o katach przyle-
gtych i wierzchotkowych, wypada naturalny wniosek, iz na-
rysowawszy ilekolwiek katéow po jednej stronie prostej AB
lecz tak, izby wszystkie mialy wierzchotek spélny w jednym-
ze punkcie E, katy te razem wziete nie wiecej uczynig jak
dwa katy proste. A ze po drugiej stronie tejze prostéj jest
toz samo, -wiec okoto jednego punktu jest nie wiecej, ani
mniej, jak cztery katy proste, t.j. narysowawszy tyle katdw
ile sie podoba, lecz tak izby wszystkie mialy wierzchotek
spélny, summa ich koniecznie czyni cztery katy proste. Bo
przedtuzywszy ktérekolwiek ramie nieograniczenie, znajdzie-
my sie zawsze w tym przypadku, ze po jednej stronie tak
przedtuzonego ramienia summa wszystkich katéw czyni¢ be-
dzie dwa, a po drugiej znowu dwa katy proste.

§e 8.

Przekonajmy sie teraz, ze z katami tak jak z ilosciami
wszystkie dziatania arytmetyczne odbywaé mozna.  Niech
katy AOB, BOC, COD, DOE i EOF Fig. 10 bedg miedzy
sobg rowne, tedy poniewaz
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AOC = AOB-f BOC - 2A0B

AOD= AOC-fCOD- 2A0B-f COD= 3A0B

AOE = AOD-j- DOE= 3A0OB-f DOE=4 AOB

AOF = AOE4- EOF = 4A0OB-fEOF = 5A0B

it d

przeto widzimy ze kazde dwa katy majace jedno ramie spoi-
ne i wierzchotek w jednymze punkcie, jak np. dwa katy
AOB i BOC, majace ramie OB spolne i wierzchotek w punk-
cie O, mozna do siebie dodaé. Mozna téz podobne katy od
siebie odjaé¢; bo wzigwszy dwa 'katy AOC i BOC majace
ramie OC spélne, jezeli sobie wystawimy ze toz spélne ra-
mie OC obraca sie okoto punktu O zblizajgc sie do OA,
skoro w obrocie swoim wezmie potozenie prostéj OB czyli
spolnego ich ramienia, kat AOC zamieni sie na AOB czyli
stanie sie réznicg miedzy AOC i BOC. Dal¢j widzimy ze
np. kat AOE jest cztéry razy wiekszy od kata AOB, i ze
tenze kat AOB jest *5 kata AOF czyli AOE—4X AOB,

AOF
za$ AOB~----5-----Sth wypada, ze kiedy sobie zawsze po-

mys$le¢ mozna kat 2, 3, 4 . . . razy wiekszy niz kat dany,
mozna tez wzajemnie pomysli¢ sobie kat 2, 3, 4 . . . razy
mniejszy, t. j. ze kazdy kat mozna tak mnozy¢, jako tez i
dzieli¢.

Jezeli dwéch katéw chcemy znale$¢ stésunek, postepo-
wanie jest zupetnie podobne, jak przy linijach prostych, t
j. chcac znale$¢ stosunek dwéch katow AOB i aob, Fig 11.
Kat mniejszy aob przenosimy na wiekszy ukfadajac go w
ten sposéb, izby wierzchotki oi O przypadly na siebie, tu-
dziez ramie oa padio na ramie OA; w takim razie ramie
ob weZmie potozenie O//; a zdjgwszy ten kat i potozywszy
go drugi raz tak, izby zachowujgc tenze sam wierzchotek,
ramie¢ oa padto na Ob', ramie ob w tém nowem potozeniu
wezmie kierunek prostej Ob"; powtdrzywszy takiez samo
przeniesienie, ramie ob poéjdzie w kierunku Ob"'; kat wiec
AOB zamyka kat mniejszy aob trzy razy i pozostawia resz-
te W"OB. Z tg reszta postapiwszy tymze samym sposobem,
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przenoszac ja podobniez na kat aob i ukladajgc tak, zeby
Ob™ przypadio na oai punkt O na o ramie OB niech wez-
mie polozenie prostej ob,, a przenidstszy jeszcze raz tenze
kat, niecli w tern drugiem potozeniu ramie OB padnie na
ramie ob; w takim razie, wedlug tego co byto wyzej, bedzie

aob— 2//"OB

AOB 3aob-f-6"'OB=606"0B -j-6""OB = 76"OB

skad wniesiemy ze kat //"OB jest spoing najwieksza miarg
AOB 7b”'OB 7
aobh ~ 2b' OB -2
Kat ten 6'""OB uwaza¢ tu mozna zajednostke katowa. Gdy-
by aob miescit sie byt dokltadnie w AOB np. cztery razy,
kat ten aob bylby sam spoing miara. Katy takie jak tu
AOB i aob, nazywajg sie takze spotmiememi; by¢ bowiem
moze przypadek, ze posuwajac jak najdalej powyzsze poste-
powanie, nie dojdziemy do spolnej miary, a wtedy dwa katy
beda niespolmierne.

Uwaya. Skoro sie w dalszym ciggu przekonamy, ze lu-
ki okregu kota sg miarami katéw, poznamy takze zc dziata-
Ine z katami przenoszenia jednych na drugie zastgpionem
by¢ moze przez daleko tatwiejsze dziatanie z lukami tez ka-
ty mierzgcemi.

katow AOB i aob, a ich stosunek jest-

8 O-

W picrwszych trzech §§. poznaliSmy jeden gatunek ilo-
éci ciaggtych t. j. diugosci czyli linije i widzieliSmy iz chcac
takowe pod rachunek podciggna¢, potrzeba byto pewng zna-
joma lub dowolng dtugos¢ obra¢ za jednostke i z tg poro-
wnaé¢ wszystkie inne diugosci, skad nam wypadty ich sto-
sunki do jednostki czyli liczby,*z ktéremi wszystkie rachun-
ki wykona¢ mozemy. W nastepnych §8. poznali$my znowu
nowy gatunek ilosci t. j. katy. Aby katy pod rachunek pod-
ciggna¢, nalezy je takze wyrazi¢ w liczbach. Na ten koniec
obra¢ potrzeba jednostke, i z tg wszystkie katy poréwnac,
z czego otrzymamy icli stosunki do jednostki czyli liczby.
A jako przy mierzeniu dtugosci jednostka byta takze diuga
czyli linijg, tak t¢z do mierzenia katéw jednostka by¢ musi



24

tegoz samego gatunku t j. katowg czyli katem. A ze w 8.
6 przekonaliSmy sie, ze tak katy ostre, jako tez i rozwarte
moga by¢ nieskoriczenie rézne, i ze tylko katy proste sg
stale miedzy sobag réwne, zatem najnaturalniejszag jest rzecza
taki kat staly a nie inny obraé¢ za jednostke katowa. Poro-
wnywajac wiec katy ostre i rozwarte z prostym, stara¢ sie
potrzeba podaé¢ w liczbach jaka czescig jest kazdy z nich
wzgledem kata prostego. Dla tém tatwiejszego atoli porow-
nywania i predkiego dostrzezenia stosunku dwoch lub wie-
cej katoéw, podzielono kat prosty na 90 czesSci rownych na-
zwanych stopniami; kazdy stopien na 60 czeSci rownych i
te nazwano minutami a nareszcie kazda minute na 60 czesci
takze réwnych, ktére sie sekundami nazywajg. Dalsze jesz-
cze drobniejsze podziaty, ktoére jako w ilosci ciggtej, do nie-
skonczonosci posungé mozna, dla nadzwyczajnej swej dro-
bnosci nie sa w uzywaniu. Chcac wedtug tej ugody ozna-
czy¢ wielkos$é¢ kata, dosy¢ jest wyrazi¢ go w stopniach, mi-
nutach i sekundach, a czasem dziesietnych i setnych cze-
sciach sekundy. Z takiego wyrazenia kata przez liczbe sto-
pni, minut i sekund, zaraz sadzi¢ mozna o jego wielkosci
czyli stosunku do jednostki t. j. do kata prostego. Dla osz-
czedzenia tak miejsca, jako tez i czasu w pisaniu, znaczymy
stopnie przez (°), minuty (') a sekundy (") u gory z prawej
strony tak stopni, jako téz minut i sekund potozone. Tak
47°, 53', 25" czyta sie 47 stopni, 53 minuty i 25 sekund.
Wedtug tejze ugody katy przylegte czynig 180°, w okoto je-
dnego punktu jest 360°. Kat prosty czesto i pospolicie zna-
czg autorowie przez gtoske R (rectus) wiec R—90°, i80°=:2R,
360°=4R.

Kazdy kat miejszy od 2R czyli od 180° nazywa sie
wklestym (concavus), wiekszy za$s wypuklym (convexus).
Z dwoéch katéow przylegtych, kazdy nazywa sie spetnieniem
drugiego (supplementum) do dwoéch katéw prostych, a w o-
gélnosci dwa katy sa spetlnieniem jeden drugiego, jezeli w
summe wziete czynig i80° czyli 2R. Jezeli za$s dwa katy
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w summe wziete czynig 90° czyli kat prosty, natenczasjeden
drugiego nazywa sie dopetnieniem (eomplcmentum).
§. 10

Kiedy dwie proste przecinajace sie czynig kat, ktdry
jest réznicg ich kierunkéw, zatem proste rownolegte czyli
majgce tenze sam kierunek nigdzie sie z sobg przecina¢ a
nastepnie tworzy¢ kata nie moga, jak to juz w 8. 4 wspo-
mnielisSmy.

Jezeli dwie takio proste AB i CD Fig. 12 przetniemy
trzecia EF, ktérg sieczng (secans) zwac bedziemy, powstajg
nam z tego przeciecia rézne a bardzo wazne katy, ktére dla
t6j waznosci maja nawet szczegdélne swe nazwy. A naprzod
wszystkie katy po jedn¢j stronie siecznej lezace, jak sg katy
FHB, BHE, FGD i DGE, nazywaja sie jednostronne (anguli
ad eandem partem positi); toz samo ma sie rozumie¢ o ka-
tach z drugiej strony siecznej. 2°. Takie katy jak BHE i
DGF, tudziez AHE i CGF, nazywajg sie wewnetrznemi (a.
interni) jako lezace wewnatrz réwnolegtych. 3°. Katy FHB
i DGE, jako tez AHF i CGE nazywamy zewnetrznemi (a.
externi) bo leza zewnatrz réwnolegtych. 4°. Dwa katy we-
wnetrzne lub zewnetrzne, jeden z jednej a drugi z drugiej
strony siecznej, jak sa katy BHE i CGF, albo AHE i DGF,
tudziez BHF i CGE lub AllIF i DGE, zowiemy katami na-
przemianleglemi (a. alterui) a mianowicie pi¢rwsze dwie pa-
ry sa naprzemianlegle wewnetrzne (alterni interni), drugie za$
dwie pary naprzemianlegle zewnetrzne (alterni externi). 5°.
Dwa katy jednostronne, jeden wewnetrzny a drugi zewnetrz-
ny naprzeciwko siebie potozone, jak sg katy BHF i DGF,
albo BHE i DGE, jak réwniez katy AHF i CGF albo AHE
i CGE, zowig sie katami odpowiadajacemi sobie (a. corres-
pondentes v. oppositi).

Twierdzenie. Jezeli dwie proste rownolegle przecina
trzecia, tedy czyni z niemi 1° katy jednostronne odpowiadajg-
ce sobie rowne; 2" katy naprzemianlegle tak wewnetrzne mie-
dzy soba, jako i zewnetrzne takze miedzy soba réwne; 3° sum-
me katéw jednostronnych wewnetrznych, jako tez summe katow
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jednostronnych zewnetrznych, kazdgj, rowng dwom katom pro-
stym. | nawzajem, jezeli ktérakolwiek z trzech tych wiasnosci
bedzie dowiedziona, dwie proste beda réwnolegle.

Niech prosta EF przecina dwie réwnolegte AB i CD
w punktach Il i G, tedy z tego przeciecia powstajg katy jak
je co dopiero wymieniliSmy; mamy naprzéd dowies¢ ze kto-
rekolwiek dwa katy jednostronne odpowiadajgce sobie sg
réwne.

Poniewaz proste AB i CD majg tenze sam kierunek,
bo z zatozenia sg réwnolegle, przeto z trzeciag EF majac tez
sarng roznice kierunkéw, czyni¢ muszg katy réwne, miano-
wicie za$ katy zawarte miedzy jednoimiennemi kierunkami.
A tak katy jednostronne odpowiadajgce sobie sg réwne t. j.
kat BHFmMDGF; ramiona bowiem tych katow sg jednokie-
runkowe. Z réwnosci katow BUF i DGF wypada, ze tez dwa
katy im przylegte BIIE i DGE jak rownie i inne dwa przy-
leglo AHF i CGH sag sobie réwne, a nareszcie ich katy
wierzchotkowe AIIE i CGE sg takze rowne wedtug §. 7.
Kazda z trzech tych ostatnich par, sg réwniez katami odpo-
wiadajgcemi sobie i takze miedzy jednoimiennemi Kkierun-
kami zawarte. W kazdym wiec przypadku gdy dwie proste
réwnolegte przecina trzecia, katy jednostronne odpowiadajgce
sobie sg rowne i nawzajem, skoro katy jednostronne odpo-
wiadajgce sobie sg réwne, proste sg réwnolegte; za réwno-
écig bowiem katéow idzie roznica kierunkéw: a kiedy jaka
prosta ma z dwiema innemi tez sarne réznice kierunku, dwie
ostatnie mie¢ musza koniecznie tenze sam kierunek t.j. mu-
sza by¢ réwnolegtemi.

Co do drugiego. Za réwnoscig katéw jednostronnych
odpowiadajgcych sobie, idzie tez rownos$¢ katéw naprzemian-
legtych tak wewnetrznych jako i zewnetrznych. Jezeli bo-
wiem BHFizDGF, tedy poniewaz BUF AHE jako wierz-
chotkowe, wiec tez AIIE—DGF; tudziez, kiedy BIIE= DGE
za§ DGE=OGF jako wierzchotkowe, zatem BIIE = CGF.
Podobniez BHF=DG F=CGE inareszcie DGE—BHE=AIIF.
Réwnos¢ wiec katéw odpowiadajacych, sprowadza réwnosc
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katéw naprzemianlegtyeh tak wewnetrznych jako i zewnetrz-
nych. A Zze za réwnoscig katéw jednostronnych odpowiada-
jacych idzie réwnolegto$¢ prostych AB i CD wedtug powyz-
szego, przeto gdy proste AB i CD sa réwnolegte, katy na-
przcmianlegte tak wewnetrzne jako i zewnetrzne sg sobie
rowne. Odwrotnie: skoro katy naprzemianlegte czy wewnetrz-
ne czy zewnetrzne sg sobie réwne, proste AB i CD sg row-
nolegte ; katy bowiem te sa réwne katom odpowiadajacym,
a za réwnoscig tych ostatnich idzie réwnolegtos$¢ prostych.

Co do trzeciego. Poniewaz BHE+BIIF=:2R jako przy-
legte, zas$ BHF = DGF, wiec DGF + BHE = 2R t j. jezeli
proste AB i CD sa réwnolegte, summa katéw jednostronnych
wewnetrznych réwna jest dwom katom prostym. Toz samo
rozumie sie o dwoch drugich katach jednostronnych we-
wnetrznych z drugiej strony siecznej t.j. ze AIIE-(-CGF=:2R.
Réwniez, poniewaz DGE -j- DGF — 2R jako przylegte, a
DGF —BHF, wiec tez BUF -f-DGE ~ 2R t. j. skoro prosto
AB i CD sa rownolegte, katy jednostronne zewnetrzne w
summe wziete czynia takze dwa katy proste. Tym samym
sposobem dowiedzie sig¢ ze summa katéw zewnetrznych z dru-
giej strony siecznej, czyni dwa katy proste. Jezeli wiec pro-
ste AB i CD sa réwnolegte, tak summa katéw jednostron-
nych wewnetrznych jako téz i summa katéw jednostronnych
zewnetrznych réwna si¢ dwom kagtom prostym. Wzajemnie
gdy dwie proste przecina trzecia tak, ze summa katéw czy
wewnetrznych, czy zewnetrznych jednostronnych jest réwna
dwom katom prostym, dwie pierwsze proste sg réwnolegto.

8 H.

Co dopiero dowiedzione witasnosci katéow powstajgcych
z przeciecia sie dwoch prostych réwnolegtych z trzecia sieczna,
w tak Scistym sa zwigzku z réwnolegtoscig prostych, iz sko-
ro jedna ktérakolwiek jest dana lub dowiedziona, wszystkie
inne sg prostym jej wypadkiem i proste sg réwnolegte. Na-
wzajem, jezeli ktoérakolwiek z trzech rzeczonych wiasnosci
nie ma miejsca, dwie inne osta¢ sie takze nie moga i proste
nie sg rownolegte.
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Dla pokazania jak z ktoérejkolwiek witasnosci dowies¢

inne, przyjmijmy za dowiedzione, ze dwa katy naprzemian-
legte wewnetrzne BHE i CGF fig. poprzedzajgca, sg sobie

rowne, a starajmy sie dowie$¢ wiasnosci innych katéw.
u) Poniewaz BHF-f-BHE=2R i podobniez CGF-fCGE:n2R

b)

)

8§ 7, zatem BHFfBHE= CGF-fCGE. A ze z zato-
zenia BHE = CGF, przeto od dwéch ilosci réwnych od-
jawszy roéwne reszty pozostate beda rowne t.j. BHFr=CGE
t. j. katy naprzeinianlegte zewnetrzne sg sobie réwne.

Dwa inne katy naprzeinianlegte zewnetrzne t. j. AHF

i DGE sg wierzchotkowemi katow z zalozenia réwnych,
przeto takze sg réwne.
Wedtug §. 7jestBHF-fBHE=:2R, tudziezD G FfCGF=2R,
zatem BIIF f BHE= DGFf CGF; odjgwszy tu od
pierwszej strony BHE a od drugiej CGF jako rdéwne,
pozostanie BHF = DGF t. j. katy jednostronne odpowia-
dajace sobie sa réwne. Podobniez AHE+BHEZz=2R jako
tez CGF-f-CGEr=2R, przeto AHE-fBHE=CGF-fCGE.
Lecz BHE ~ CGF zatem AIlE zz CGE t. j. takiez katy
po drugiej stronie siecznej sg sobie réwne.

Dwa inne tegoz samego nazwiska katy z jednej i dwa
z drugiéj strony siecznej, bedac wierzchotkowemi katéw
danych z zalozenia réwnych, sa takze réwne.

Summa CGF-fDGF=2R wedlug§. 7; aze CGF = BHE
z zalozenia, przeto potozywszy w miejsce kata CGF je-
mu réwny BHE, bedzie t¢z BHE-fDGF:=2R.

Rowniez BHE -f AHE =: 2R a wzigwszy CGF za BHE
jako jemu rowny, bedzie takze AHE-)-CGF=z2R t j.
katy jednostronne wewnetrzne w summe wziete czynig
dwa katy proste.

Podobniez BHF -f BHE= 2R; a ze BHE — CGF za$
CGF—DGE jako wiorzchotkowe, wiec kltadac DGE za
BHE, znajdziemy t¢z BH Ff DGEtr2R.

| znowu: CGEfCGF=2R; lecz CGF—BHE = AHF,
zatem C G Ef AHF=r2R, t j. summa katéw jednostron-
nych zewnetrznych czyni dwa katy proste.
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Tyra sposobem z przyjetej jednej wilasnosci, ze dwa
katy naprzemianlegte wewnetrzne sg sobie réwne, dowiedlis-
my wiasnosci innych katéw.

Uwaga. Uczacy sie dobrze uczynig skoro kazdag z wia-
snosci przyjmowac¢ beda za dowiedziong, a stara¢ sie beda
udowodni¢ inne, tym bowiem sposobem na tém bardzo ta-
twem dowodzeniu, nabedg wprawy tyle potrzebnéj przy tru-
dniejszych dowodzeniach.

Pokazmy tu jeszcze sposob dowodzenia, gdy na odwrot
ktorakolwiek z wiadomych wiasnosci nie ma miejsca, ze tez
i inne osta¢ sie nie moga, a nastepnie ze proste nie sg row-
nolegte.

Niech bedzie dowiedzione ze BHE-f-DGF> 2R t j. ze
summa katéw jednostronnych wewnetrznych nie czyni dwoch
katéw prostych, ale jest np. wieksza, tedy
a) poniewaz BHE -j- BHF = 2R, tudziez DGF -j- DGE=; 2R,

zatem (BHE + DGF)-f-(BHF-fDGE) = 4R. Od dwobch
ilosci réownych odjgwszy nieréwne, reszty pozostale bedg
nie réwne, a mianowicie ta reszta bedzie mniejsza, ktoéra
pozostaje z odjecia wiekszej ilosci; jezeli wiec od picrw-
szej strony ostatniego zréwnania odejmiemy BHE-f-DGF
a od drugiej 2R, znajdziemy BHF -f-OGE 2R.

Podobniez: poniewaz BHE= AHF aDGF CGE jako
wiérzchotkowe, za$ z zalozenia BHE-f-DGF>2R wiec
tez AHF-f-CGE >2R, t j. summa katéw zewnetrznych
tak z jednej jako i drugi6j strony siecznej nie jest row-
na dwom katom prostym, ale jedna jest mniejsza a druga
wieksza niz dwa katy proste.

b) Summa katéw BHF-j-BHE=2R. Odjgwszy tu z piérw-
szej strony BHE-f-DGF a z drugiej 2R, pozostanie
BHF— DGF < 0 czyli BHF <. DGF, przeto takze
All1Ec CGE jako wierzchotkowe pierwszych. Roéwniez
DGE-f-DGF—2R; a odjgwszy tu znowu zatozong nie-
rownosé, znajdziemy DGE—BHE<;0 czyli BGE<BHE,
a nastepnie CGF<AHF jako katy wierzchotkowe po-
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przedzajacych. Zadne wiec dwa katy odpowiadajgce so-
bie nie sa réwne.

c) Nareszcie: AHE-f-BHE=2R; lecz BHE-(-DGF2>2R
przeto tymze samem co wyzej rachunkiem znajdziemy
AHE —DGF<0 czyli AHE<DGF.

Dalej: CGF-fDGF=i2R, ale BIIE-fDGF>2R, zatem
CGF— BHE<”™0 czyli CGF<cBHE.

BHE-j-BHF = 2R, lecz BHE-{-DGF>2R, wiec
BHF—DGF<0 czyliBIIF<DGF lecz DGF=CGE jako
wierzchotkowe, zatem réwniez BIIF <; CGE.

DGF -j-DGE = 2R, za$ BHE + DGF > 2R, skad
DGE —BHE<O albo DGE < BHE; a ze BHE=AHF
jako wierzchotkowe, wiec tez DGE<”ALIF. Jezeli przeto
summa dwoch katéw jednostronnych wewnetrznych nie
jest rowna dwom katom prostym , ani katy wewnetrzne
ani zewnetrzne naprzcmianlcgic nie sg sobie réwne.

Uwaga. Uczacy sie i tu nie bez korzysci moga zato-
zenie zmienia¢ a dowodzi¢ niepodobienstwa innych prawd
przy prostych réwnolegtych dowiedzionych.

8= 12-

Twierdzenie. Dwie proste AB i CD fig. 13 przeciete
ocl trzeciej EF 1 nie czynigce katéw jednostronnych odpowia-
dajacych sobie réwnych, nie mogg by¢ réwnolegte.

Niech bowiem bedzie kat CHE;>AGE, tedy przez punkt
Il pomys$le¢ sobie mozna poprowadzong inng prostg IK tak,
ze bedzie kat IHE=AGE i ze nastepnie ta prosta IK be-
dzie réwnolegta do AB; dwie wiec rdwnolegte AB i IK mieé
muszg koniecznie jednakowe potozenie wzgledem prostej CD.
A ze CD przecina jedne z nich t,j. IK, wiec tez i drugg
AB takze przecina¢ musi pod tern samem nachyleniem,
skoro jg dostatecznie przedtuzymy; a kiedy sie proste AB i
("D przecinaja, nie moga zatem by¢ réwnolcgtemi, co tez
potrzeba byto dowies¢.

W niosek. Przez dany punkt za prostg, jak tu przez
punkt Il, dany za prosta AB, jedna tylko roéwnolegta do
tejze prostej AB poprowadzona by¢ moze, wszystkie bo-
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wiem inne, podobne do prostéj CD, dostatecznie przedituzone,
przecinaja bliz¢j lub daléj prosty AB.
8= 13.

Twierdzenie. Prosta prostopadta dojednej z dwoch réow-
noleglych, jest tez prostopadia i do drugiej.

Niech AB i CD fig. 14 beda dwie réwnolegte i niech
trzecia EF bedzie prostopadta np. do AB, trzeba dowiesc,
z6 tez jest prostopadtg i do CD. Niech EF przecina AB w
punkcie G, zas CD w punkcie H, tedy z zalozenia kat EGB
jest prosty, przeto i jemu przylegtly BGF jest prosty. Ale
kat BGF z kagtem DHE jako jednostronne wewnetrzne wzgle-
dem réwnolegtych AB i CD tudziez sieczn6j EF czynig dwa
katy proste, zatem i ten ostatni kat prostym by¢ musi, a
proste EF i CD do siebie prostopadie.

Albo tak: katy BGE i DHE jako jednostronne odpo-
wiadajace sobie sg réwne; a ze pierwszy z zalozenia jest pro-
sty, zatem i drugi prostym by¢ musi i prosta EF roéwniez
do HD czyli CD prostopadta co bylo do dowiedzenia.

W niosek L Z tego wypada, ze jezeli z dwdch row-
nolegltych jedna jest prostopadta do trzeciej, druga tez musi
by¢ do tejze prostej prostopadia, co wprost i naturalnie z po-
przedzajgcego twierdzenia wyptywa.

W niosek 2. Dwie proste réwnolegte do trzeciéj sag tez
miedzy sobg réwnolegte. Bo poprowadziwszy czwartg prosta
prostopadtg do jednej z dwodch pierwszych i te przedtuzyw-
szy tak izby dwie inne takze przecinata, widoczng jest rze-
cza iz wszystkie trzy bedg do tdj czwartej prostopadie, gdyz
pierwsza z trzecig i druga z trzecig jako miedzy sobg row-
nolegte, sg do niej prostopadte, a przeto i pierwsza z druga
sg takze prostopadie, a nastepnie miedzy sobag réwnolegte.
Ogolnie wiec ilekoiwiek bedzie prostych prostopadtych do
jednejze prostej, wszystkie beda miedzy sobg réwnolegte,
i wzajemnie jezeli jedna z ilukolwiek réwnolegtych bedzie
prostopadtg do jakiej prostdj, wszystkie tez do niej bedg pro-
stopadte.
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& 14

Twierdzenie. Dwa katy ktérych ramiona sg réwnole-
gle od siebie i rozchodzg sie te jedne strone t. j. w jednymze
kierunku, sa sobie réwne.

Niech bedg dwa katy ABC i abc fig. 15. takie, ze ba
ramie kata abc jest rownolegte do BA ramienia kata ABC,
jak rowniez drugie ramie bc kata abc réwnolegte do BC ra-
mienia kata ABC, potrzeba dowie$¢ ze kat abcz=ABC.

Uwazajgc kierunki ramion w prawo t. j. od B ku A i
C, jako tez od b ku a i ¢ za dodatne, przeciwne Kkierunki
wzgledem punktéw B i b bedg odjemne. Wystawiwszy so-
bie ramiona tych katéw do nieskonczonosci w jednymze kie-
runku przedtuzone, dwa z nich nie réwnolegte, jak tu BC i
ba koniecznie przecig¢ sie muszg wedtug §. 12., niech punkt
przeciecia bedzie d. Kagt ABC=«dC tudziez adC—abc jako
jednostronne odpowiadajgce sobie pierwsze wzgledem dwoéch
réwnolegtych AB i ab i trzecij sieczndj BC, drugie zas
wzgledem dwdéch réwnolegtych BC i bc tudziez siecznej ab]
przeto ABC = adc co nalezato dowiesc.

Uwaga. DodaliSmy tu w twierdzeniu i rozchodzg sie
w jedne strone z tego powodu, ze ramiona dwoch katow ABC
i cha' sg takze réwnolegte, rozchodza sie atoli w przeciwne
strony i dla tego tez te katy nie sg réwne ale w summe
wziete czynig dwa katy proste, bo abc-\-cba — 2R jako przy-
legte; a wzigwszy ABC za abc jako jemu rowny, bedzie tez
ABC -)-cba'— 2R.— Jednak kat abc’, chociaz ramiona jego
rozchodzg sie w przeciwnych kierunkach ramionom kata
ABC, jest mu wszelako réwny jako wierzchotkowy kata abc
réownego katowi ABC; przypatrzywszy sie atoli z uwaga tak
katom ABC i abc, jako tez katom ABC i cba a nareszcie
katom ABC i abc , dostrzezemy te prawde, ze katy roéwne
Ktérych ramiona sg rownolegte, majg kazdy oba swe ramiona
w jednymze kierunku. Tak ramiona katéw ABC i abc maja
kierunek w prawo, t. j. dodatny, jako t6z katy ABC i abc'
chociaz ramiona ba i bc rozchodzg sie w przeciwne strony,
oba przeciez majg jednoimienne kierunki t. j. odjemne, tak
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jak ramiona BA i BC, chociaz ich kierunki idg w prawo,
oba jednak sag jednoimienne t. j. dodatne. Tymczasem dwa
katy ABC i cha sg takie, iz pierwszego oba ramiona sg do-
datne, gdy drugiego ramie bc jest dodatne, a ramie ba od-
jemne, zatem réznoimienne. Dla tego mozeby og6lniej wysto-
wi¢ mozna poprzedzajgce twierdzenie nastepujgcym sposobem:
dwa katy ktérych ramiona sa rownolegle od siebie i oba w
kazdym kacie idg w tymze samym lub eprzecinnym Kierunku,
sg sobie réwne.

ROZDZIAL II.

Figury prostokreslne, to jest prostemi Unijami ograniczone,
tudziez ich roicno$¢ i przystawanie (congruentia).

8= 15.
Miejsce na ptaszczyznie ilukolwiek prostemi ograniczo-

ne, nazywa sie figurg geometryczng prostokreslng. Juz w po-
przedzajagcym rozdziale widzieliSmy, ze dwiema prostemi nie
mozna zupeknie miejsca ograniczy¢, dla tego tez przybrawszy
do dwodch prostych jeszcze trzecig i te poprowadziwszy tak
izby kazda z nich dwie inne przecinata, trzy te proste juz
zamkng miejsce czyli ograniczg ze wszech stron ptaszczyzne.
| tak, niech trzy proste GH, IK, LM fig. 16 przecinajg sie
z sobg w ten sposéb, ze GH przecina dwie inne w punktach
A i B, IK przecina dwie inne w punktach A i C, nareszcie
trzecia LM przecina dwie inne GH i IK w punktach B i C,
tedy miejsce temi trzema prostemi ograniczone, czyli figura
ABC nazywa sie trdjkatem (triangulum v. trigonum). Ponie-
waz do zamkniecia miejsca potrzeba najmniej trzech pro-
stych, przeto trojkat jest najprostsza z figur; ale poniewaz,
jak to pézniej zobaczymy, wszystkie inne figury mozna roz-
tozy¢ lub zamieni¢ na tréjkaty, przeto trojkat jest podstawg
catej Geometryi.

Kawatek kazdej z prostych GH, IK, LM zawarty mie-
dzy dwiema innemi, jak sg AB, AC i BC, nazywa sie bo-

3
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kiem tréjkata (latus trianguli). Kazdy kat miedzy dwoma bo-
kami zawarty, nazywa sie katem wewnetrznym trojkata (an-
gulus internus), takiemi katami sg: BAC, ABC i ACB. Kaz-
dy za$ kat zawarty miedzy bokiem i przedtuzeniem drugiego,
zowie sie katem zewnetrznym (angulus externus), jak sa katy
IAB, ABL, HBC i t. d. Z tych katéw kazde dwa sg sobie
rowne jako wierzchotkowe, jak np. IAB—GAC i podobniez
inne. Summa trzech bokéw trojkata stanowi i nazywa sie
jego obwodem (perimeter).

Co do bokoéw tréjkata samo z siebie wypada, ze sum-
ma dwoch ktorychkolwiek jest wieksza od trzeciego, bo ten
trzeci bok bedac linijg prosta, jest najkrétsza odlegtoscia je-
dnego punktu od drugiego, gdy przeciwnie dwa inne boki
stanowig linijg ztamang, a zatem dtuzszg droge miedzy te-
miz punktami. Réznica za$ tychze samych bokéw jest mniej-
sza od boku trzeciego.

Twierdzenie. Wzigwszy wewnatrz trojkata ABC fig. 17.
gdziekohoiek punkt D 1 ten zlaczywszy z punktami A i C
prostemi AD i CD, summa tych dwoich prostych jest mniejsza
niz summa AB i BC t j. AB-j-BC> AD-j-DC.

Przedtuzywszy bowiem AD az do przeciecia sie z BC
w punkcie E, mamy w trojkacie ABE wedlug powyzszego
AB-j-BE j>-AE czyli AB-(-BE!>AD-f-DE; réwniez w trdj-
kacie DEC jest DE-}-ECr>DC. Do dwodch ilosci nieréwnych
dodawszy nieréwne i to tak ze wiekszg do wiekszej a mniej-
szg do mniejszej, summy wypadng nieréwne , a mianowicie
pierwsza bedzie wieksza niz druga, zatem
AB+BE-fDE+EOAD-fDE+DC. Lecz BE-fEC = BC,
przeto AB-j-BC-f-DE>AD-j-DC-]-DE; a od nieréwnych
ilosci odjgwszy réwne, reszty pozostajg nieréwne; odjawszy
przeto od kazdej z ostatnich ilosci DE, pozostaje

AB-j-BC>AD-j~DC. Prawdg zatem jest ze i t. d.

Trojkaty ze wzgledu bokéw majg wiasciwe swoje na-
zwy. | tak: tréjkat ktorego wszystkie trzy boki sg miedzy
sobg réwne, nazywa sie réwnobocznym (aequilaterum), trdj-
kat majacy dwa tylko boki miedzy sobg réwne, zowie sie
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réwnoramiennym (aeguicrurum v. isosceles), nareszcie trojkat
ktérego wszystkie trzy boki sg rozne, réwnobocznym (scale-
num) nazywamy.

Definicyja. Wystawiwszy sobie tréjkat jako stojacy,
na jednym z swych bokéw, nazywaé¢ bedziemy ten bok pod-
stawg trojkata (basis). Z wierzchotka kata przeciwlegtego
podstawie prostg prostopadtg do tejze podstawy, zwac be-
dziemy wysokoscig trojkata (altitudo). W trojkacie réwnora-
miennym bierzemy zwyczajnie bok trzeci za podstawe,
w innych za$ tréjkatach kazdy bok mozna wzia$¢ za pod-
stawe. Kazdy tréjkat réwnoboczny uwaza¢ mozna za réw-
noramienny.

§. 16.

Potgczmy nastepnie cztery proste tak, izby kazda z nich
dwie z pozostatych trzech przecinata; albo, co na jedno wy-
chodzi, poprowadziwszy w trojkacie prosta tak, izby dwa
ktorekolwiek jego boki przecinata, ograniczymy tym sposo-
bem na ptaszczyznie miejsce cztérema prostemi, ktére czwo-
rokatem (guadrilaterum v. tetragonum) nazywamy. Tak np.
jezeli sie cztery proste AB, CD, EF i GH jig. 18 w powyzszy
sposéb przecinaja w punktach P, Q, R, S, lub tez, jezeli
w tréjkacie KQR poprowadzimy prostg EF tak izby dwa
jego ktorekolwiek boki np. KQ i KR przecinata, miejsce
PQRS czterema prostemi w ten spos6b ograniczone, jest czwo-
rokgtem. Cze$¢ kazdej prostej miedzy dwiema innemi jak
PQ, QR, RS i PS, nazywa sie tu znowu bokiem czworokata.
Kazdy kat zawarty miedzy takiemi bokami, zowie sie katem
wewnetrznym, kat za$ zawarty miedzy bokiem i przedtuze-
niem drugiego, zewnetrznym czworokata. .Tuz w tréjkacie wi-
dzieliSmy ze ta figura ma tyle katéow ile bokdédw; w czworo-
kacie znowu toz samo dostrzegamy, wnioskowaé¢ wiec mozemy,
ze kazda figura prostokreslna ma tyle bokoéw ile katéw; z tego
tez powodu brano czasem nazwy figur od liczby bokow i
zamiast czworokat, moéwiono i pisano czworobok; teraz atoli
zgodzono sie ogdlnie brac¢ te nazwy od katéw. Summa wszyst-
kich czterech bokéw czworokgta nazywa sie takze jego

3.
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obwodem. Odmiany czworokatéw oraz ich szczegdlne nazwy
sg nastepujace:

1. Kazdy czworokat podobnie poprzedzajgcemu nakre-
Slony, nazywamy pospolicie czworokatem albo trapezojdem
(trapesoides) fig. 19.

2. Jezeli w czworokacie dwa ktérekolwiek boki sg row-
nolegle lecz nieréwne, nazywano go dawniej réwnolegtobokiem
niezupelnym, sagdze jednak iz nie majac stosowniejszej na-
zwy dla takiego czworokata, lepi¢j zosta¢ przy greckiej trapez
(trapezium) pochodzgcej od n thaneia, stot znaczacej, fig. 20.

3. Skoro oprocz dwoch bokéw rownolegtych i dwa inne
takze miedzy soba sa rownolegte, wtenczas czworokat nazy-
wamy réwnolegtobokiem (parallelogramum) fig. 21.

4. Jezeliw réwnolegloboku jeden kat jest prosty, wszyst-
kie tez inne muszg by¢ prostemi; bo dwa a dwa przy je-
dnymze boku lezace jako jednostronne wewnetrzne, czynig
dwa katy proste. Taki znowu czworokat nazwiemy prosto-
katem (rectangulum) fig. 22.

5. Jezeli w prostokacie wszystkie cztery boki sg mie-
dzy sobg réwne, przechodzi on na kwadrat (guadratum) fig. 23.

6. Zdarzy¢ sie moze rownolegtobok majacy wszystkie
eztéry boki rowne, a katy nieréwne, albo kwadrat majacy
katy rézne od prostego, natenczas czworokat taki nazwiemy
kwadratem ukosnym (rhombus). Francuzi nazywaja go lo-
sange fig. 24. Rhombus, nazywaja zwyczajnie kazdy row-
nolegtobok.

7. Nareszcie miedzy trapezojdami czyli zwyczajnemi czwo-
rokatami, znajduje sie jeden ich gatunek majacy wykgcznie
sobie stuzace wiasnosci i dlatego nadano mu takze szczegdl-
ng nazwe antiparallelogramu. Jest to rzeczywiscie czworo-
kat taki, ze summa dwoch jego przeciwlegtych katéw, czyni
dwa katy proste, on téz sam miedzy trapezojdami jest, jak
pézni¢j zobaczymy, czworokagtem mogacym by¢ w koto w pi-
sanym lub linijg kolowa opisanym.

W jakimkolwiek czworokacie prosta taczgaca dwa wierz-
chotki katow przeciwlegtych, nazywa sie przekatnig (diago-
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nalis). Wysokoscig réwnolegtoboku nazywa sie prostopadia,
z ktoregokolwiek punktujednego z bokéw, najemu przeciwle-
gty, lub jego przedtuzenie spuszczona. Bok na ktory prosto-
padta pada, uwaza sie w tym razie za podstawe. W trapezie
wysokoscig jest prostopadta z ktoregokolwiek punktu jedne-
go z bokow réwnolegtych na drugi spuszczona. W prostokacie
wzigwszy jeden z jego bokéw za podstawe, jemu przylegly
bedzie wysokoscig prostokata.
8= 17.

Jezeli pie¢ prostych polaczymy z soba tak, izby kazda
z nich dwie z pozostatych przecinata, albo jeszcze prosciej,
przybrawszy do czterech prostych, z ktérych czworokat zto-
zyliSmy, piata i tg przecigwszy dwa ktdrekolwiek boki prze-
cinajace sie, miejsce tak ograniczone pieciu prostemi, nazwie-
my pieciokgtem (pentagonum).

| tak potaczywszy proste MN, PQ, RS, TU i VW fig. 25
sposobem jak wspomnieliSmy, lub tez w czworokgcie ABCD
z czterech pierwszych prostych ziozonym, przecigwszy dwa
boki np. AD i CD przecinajace sie w punkcie D, pigtg pro-
sta VW, ograniczymy tym sposobem miejsce ABCDE ktére
pieciokatem nazwalismy. Jak w trdjkatach i czworokatach,
tak tez i tu cze$¢ kazdej z prostych ograniczajgcych, zawarta
miedzy dwiema innemi, nazywa sie bokiem pieciokgta* Katy
zawarte miedzy kazdemi dwoma bokami, nazywajg sie kata-
mi wewnetrznemi, zawarte za$ miedzy kazdym bokiem i prze-
diuzeniem jemu przylegtego, katami zewnetrznemi.

Z tego co powiedzieliSmy o trojkacie, czworokacie i pie-
ciokacie, tatwo pojac jakg figure nazwiemy szeSciokgtem (hexa-
gonum), siedmiokgtem (heptagonum), osSmiokgtem (octogonum) i
w 0g6lnosci wielokgtem (polygonum). Zwyczajnie kazda figure
wiecej niz cztery boki majgca, nazywamy wielokgtem. Jak w
czworokacie tak tez podobnie i w pieciokacie, a w ogo6lnosci
w kazdym wielokacie prosta tgczaca dwa ktérekolwiek wiérz-
chotki katéw przeciwlegtych nazywa sie przekatnia.

Summa wszystkich bokéw w kazdym wielokacie, rowniez
jak w tréjkacie i czworokacie nazywa sie obwodem icielokata.
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Co do katéow wewnetrznych kazdego wielokata poczy-
najgc od czworokata, nie zawadzi tu powiedzie¢, ze tez wie-
lokaty, moga mie¢ nie same katy wkleste ale tez i wypukile
8. 9. Pospolicie nazywamy pierwsze wyskakujacemi (salien-
tes), drugie zas icskalcujgcemi (insilientes). Tak np. w czwo-
rokacie ABCD fig. 26 kat ADC, w pieciokacie ABCDE fig.
27 kat EDG, w szesciokgcie ABCDEF fig. 28 katy AFE i
BCD i t. d. sg wskakujacemi czyli wypukiemi.

Kazdy wielokgt ktérego wszystkie boki miedzy soba,
tudziez wszystkie katy takze miedzy sobg sg réwne, nazy-
wac bedzieiuy wielokgtem foremnym (polygonum regulare).
A tak trojkat réwnoboczny jest tréjkagtem foremnym, jak row-
nie kwadrat, czworokatem foremnym.

& IB.

W 8. 15 wspomnieliSmy ze kazdy wielokat mozna roz-
tozyé, czyli rozebra¢ na trdjkaty, poznawszy przeto tez wie-
lokaty, zobaczmy w jaki spos6b to rozitozenie da sie usku-
teczni¢. Niech bedzie wielokat jakikolwiek ABCDEFGHIK
fig. 29 ktéry chcemy roztozy¢é na trojkaty; ktorykolwiek z
wierzchotkéw jego katéw np. K potaczywszy ze wszystkiemi
innemi wierzchotkami linijami prostemi, czyli, z jednegoz
wierzchotka K poprowadziwszy do innych wierzchotkéw prze-
katnie, jak tu KB, KC, KD, KE, KF, KG i KH, przekatnie
te podzielg caly wielokat, jak to naocznie widzimy, na same
trojkaty. Albo: wewnatrz wielokata obrawszy gdziekolwiek
punkt O i ten zlgczywszy prostemi ze wszystkiemi wierz-
chotkami katéow wielokata, podzieli sie tenze wielokat takze
na trojkaty, majace wszystkie punkt O za wierzchotek spoiny.
W drugim razie rozbiera sie fwielokat na tyle trojkatow, ile
wielokgt ma bokéw, w pierwszym za$ na tyle, ile przekatni
poprowadzi¢ mozna wiecej jeden.

§. 19.

Abysmy w kazdym razie mogli doktadnie wiedzie¢ na
ile trojkatow da sie jaki wielokat roztozy¢, zastanéwmmy sie
nad tem ile z jednegoz wierzchotka poprowadzi¢ mozna prze-
katni w wielokacie o jakiejkolwiek liczbie bokéw, ktoérg w
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og6lnosci wyrazmy przez n. Poniewaz w tréjkacie zaden kat
wewnetrzny nie ma sobie przeciwlegtego, zadnej tez prze-
katni w trojkacie poprowadzi¢ nie mozna.

W czworokacie, w ktdrym jak wiemy sg cztery katy
kazdy z nich ma sobie przeciwlegly ale tylko jeden; wiec
tez jedne tylko przekatnie z tegoz samego wierzchotka po-
prowadzi¢ mozna. W pieciokacie kazdy kat ma sobie dwa
inne przeciwlegte, a przeto obrawszy ktdérykolwiek z nich za
ten z ktorego przekatnie prowadzi¢ chcemy, tych nie wigcej
jak dwie poprowadzi¢ mozemy.

W szesciokacie podobniez rozumujgc, znajdziemy ze
tylko trzy przekatnie z jednegoz zjego wierzchotkow katow,
do innych poprowadzi¢ mozna i t. d. Zestawiajgc wiec pod
jeden widok to co o przekatniach powiedzieliSmy, mamy, ze
w tréjkacie zadnej przekatni prowadzi¢ nie mozna czyli0=3—3

w czworokgcie jedne tylko o o o 1=4—3
w pieciokacie dwie » n n o 2=5—3
w szesciokacie trzy " © 0 o 3=6—3
a zatem w siedmiokacie cztery @ o) ) 4=7—3

w oé$miokacie piec . @ o) 5=8—3
w wielokacie majacym n bokdw, poprowradzié¢
mozna przekatni ,, n @ @ n—3
A ze czworokat przez prowadzenie jednej przekatni, roz-
biera sie na dwa trojkaty, pieciokat przez dwie przekatnie
rozbiera sie na trzy trdjkaty, szesciokat przez trzy przeka-
tnie na cztery trojkaty i t. d. zatem
czworokat rozbiera sig na 2 = 4 — 2 trojkaty
pieciokat ” ,, 3=5-2
szesciokat ” B -
i t. d.
a w ogolnosci wielokat majacy n bokéw, rozbiera sie przez
przekatnie powyzszym sposobem prowadzone na
n—2—n—3-j-1 trojkaty.
Z tego roztrzasania pokazuje sie, ze kazdy wielokat
rozebra¢ mozna albo na n— 2, albo tez na n tréjkatow.
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g 20.

Do figur prostokresinych przytgczmy tu dobrze- wszyst-
kim znajoma figure krzywokres$lng, a ktéra, jak po6zniej zo-
baczymy, pomimo ze jest krzywokreslna, wszelako z prosto-
kreslng, a mianowicie z wielokgtem foremnym poréwnang
byé moze. Chce tu méwié¢ o figurze linija kotowa ograni-
czonej.

Miejsce na ptaszczyznie kotowa linijg ograniczone, na-
zywamy kolem (circulus). Poniewaz juz ze wstepu wiemy co
to jest linijg kotowa, co promien a co $rednica, przeto teraz
powiedzie¢ nam wypada o innych prostych w kole prowa-
dzonych, jako tez o czesciach tak okregu jako tez i kota.

Prosta taczaca dwa ktorekolwiek punkta okregu i nie
przez srodek kota ale mimo tegoz przechodzaca, zowie sie
cieciwg (chorda) jak jest prosta AB fig. 30.

Prosta przecinajaca okrag kota w dwéch punktach i
przynajmniej w jedne strone wychodzgca za okrag, nazywa
sie sieczng (secans), takg sieczng jest prosta CD.

Prosta w jednym tylko punkcie dotykajgcg okrag kota,
nazywac¢ bedziemy styczng (tangens), jak jest prosta EF,

Jakkolwiek wielkg czes¢ linii kotowoj nazwiemy lukiem
(arcus) jak BG.

Srednica dzieli okrag kota na dwa pélokregi (setnipe-
riphaeria), koto za$ na dwa potkola (semicireulus) miedzy
sobg réwne. Dwie S$rednice HG i IK do siebie prostopadie,
dzielg tak caly okrag, jako tez i kolo na cztery czesci réw-
ne, ktére céwiartkami (guadrans) zwac bedziemy.

Cze$¢ kota, zawartg miedzy dwoma promieniami i tu-
kiem, nazwiemy wycinkiem kota (sector), jak np. cze$¢ ko-
ta BSG.

Czes$¢ tegoz kota zawarta miedzy cieciwg i tukiem, na-
zywa sie odcinkiem kota (segmentum), jak np. AIB.

Z opisania $rednicy i cieciwy tatwo dostrzedz, ze Sre-
dnica jest takze cieciwg, lecz najwiekszg, ze cieciwa dzieli
koto na dwa odcinki nieréwne, ze zatem do kazdej cieciwy
dwa odcinki naleza, jeden wiekszy drugi mniejszy; a naste-
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pnie, ze jednej tylko $rednicy odpowiadajg dwa odcinki réw-
ne poétkolami wyz6j nazwane. Tak do cieciwy AB nalezy
odcinek AIB, jak rownie odcinek AKB. Mowigc atoli o od-
cinku, zawsze rozumie¢ bedziemy odcinek mniegjszy.

Réwnos¢ i przystawanie figur prostokrcslnych (congruentia).
5. 21.

Poniewaz figury sa to ograniczone miejsca, czyli pola
na ptaszczyznie, moéwigc przeto o ich réwnosci, nie co innego
mie¢ bedziemy na celu, tylko réwnos$é miejsc prostemi ogra-
niczonych. Ale to kazdy wie z doswiadczenia, ze miejsca, a
zatem figury bardzo réznego ksztattu, moga sobie byé wsze-
lako réwne; ogrod bowiem lub dziedziniec czworokatny, kwa-
dratowy lub tréjkatny, moze by¢ zupetnie tak obszernym, jak
pieciokatny, lub szesciokgtny; stét kwadratowy Ilub prosto-
katny co do swej wielkosci moze by¢ zupetnie réwny sto-
towi innego nawet okragtego lub owalnego ksztattu i t. d.
0 takiej rownosci dopiero po6zniej mowi¢ bedziemy, tu zas
bedzie mowa o réwnosci figur tegoz samego nazwiska. Ale
1 figury tejze samé¢j nazwy, mogg mieé¢ ksztatt bardzo od
siebie roézny, a wszelako by¢ sobie réowne we wzgledzie
miejsc prostemi ograniczonych. O takich figurach bedzie
mowa takze na innem miejscu. Pozostaje wiec tylko przy-
padek réwnosci figur jednejze nazwy i tegoz samego zupet-
nie ksztattu, ktére potozone na sobie przykrywaja sie do-
ktadnie we wszystkich swych czesciach. O takich figurach
mowi¢ bedziemy, ze przystajg do siebie (congruunt). Jak
skoro figury przystajg do siebie, juz tern samem sg sobie
rowne. Aby latwiej pozna¢ cechy takiej réwnosci figur, za-
cznijmy od najprostszych t. j. od tréjkatow.

§. 22.

Majac trzy proste materyjalne, np. trzy druciki lub
preciki oznaczonej dtugosci, lecz takie, izby summa dtugosci
dwoch ktérychkolwiek byla wieksza od trzeciego, z powodu
w 8. 15 wytozonego, i ztozywszy je tak, izby kazdy z nich
dwoma swemi koncami, dotykat koncéw dwoch innych dru-



42

cikéw dla zamkniecia trojkata, bez trudnosci dostrzezemy,
iz dtugosci trzech tych drucikéw ztozonych w trojkat, w tak
scistym zostajg zwigzku z trzema katami przez tez druciki
uformowanemu, iz chcac dtugosé ktoregokolwiek z nich zmie-
ni¢, koniecznie przynajmniej dwa katy zmienig takze swa
wielko$é. Nawzajem, chcac ktérykolwiek z katow powiekszy¢
lub zmniejszy¢, zmiana jego pociaga za sobag konieczng zmia-
ne diugosci przynajmniej jednego drucika, a nastepnie zmia-
ne przynajmniej jednego z pozostatych kagtéw. Zastgpiwszy
mys$la owe druciki prostemi geometrycznemi, prawda co do
Scistej zaleznosci czyli zwiazku bokéw z kagtami, nie podlega
zadnemu ograniczeniu, ale bedzie tenze sam wypadek, chcac
boki geometryczne albo katy powiekszaé lub zmniejszac.
Przy oznaczonej wiec diugosci kazdego z bokéw, kazdy z
katéow ma tez wielko$¢ oznaczona, a zatem stalg i niezmien-
na; trzy przeto oznaczone boki trojkata z trzema jego ka-
tami, stanowig niejako cato$¢, ktéra za zmiang ktéregokol-
wiek z szesciu elementéw (trzy boki i trzy katy), koniecznie
takze zmieni¢ sie musi; wypadkiem tej zmiany bedzie zawsze
trojkat rozny od pierwszego. Dla tego rozumiem iz kazdy
tatwo pojmie, ze z trzech prostych dtugosci danej, nie mozna
ztozy¢ dwdch tréjkatow réznych ale tylko jeden. A chociaz
kazda z prostych coraz inne miejsce zajmowac i coraz w inng
strone tymze samym konicem skierowang by¢ moze, to wsze-
lako nie stanowi réznosci trojkatéw, gdyz to wychodzi na
odwrécenie w roézny sposéb raz ztozonego trdjkata. Wypada
tez izeczywiscie z nauki o przestawieniach §. 45 Arytm., ze
z trzech elementéw jest 1. 2. 3 ~6 przestawien, skadby sie
zdawato, iz szes$¢ réznych trojkatéow z trzech prostych da-
nych ztozy¢é mozna. Jak atoli kazde z szeSciu przestawien
tez sarng calo$¢ stanowi bez wzgledu na porzadek, tak w
trojkacie, z powodu ze go przeczyta¢ mozna, poczynajac od
ktoregokolwiek z wierzchotkéw i to w jednym lub drugim
kierunku, nie zmienia sie catkiem moéwigc: tréjkat ABC,
ACB, BAC, BCA, CAB, CBA, bo tem czytaniem zawsze
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tenze sam trojkat wyrazamy, sze$¢ zatem pozornych tréjka-
tow, zlewaja sie w jeden i tenze sam.

To dobrze zrozumiawszy, dwoma tréjkgtami réwuemi
i do siebie przystajacemu bedg te, w ktérych trzy boki je-
dnego, sg réwne trzem bokom drugiego trdjkata kazdy kaz-
demu. Tak tedy mamy pierwszg ceche réwnosci dwdch tréj-
katéw i mozemy ustanowié

Twierdzenie. Dwa trojkaty w ktoérych trzy boki jednego
sg rowne trzem bokom drugiego, kazdy kazdemu sg sobie réwne
i przystajg do siebie.

Zn dowdd tego twierdzenia stuzy powyzsze rozumowa-
nie, ktdre zadn¢j sprzecznosci nie zamyka. Kiedy tréjkaty
przystaja, wszystkie czesci jednego musza by¢ dokiadnie
rowne odpowiednim czesciom drugiego trojkata tak, iz poto-
zywszy je na sobie, przykryja sie wzajemnie najdokiadnicj
we wszystkich swych cze$ciach; skad naturalny wniosek wy-
ptywa, ze katy tylko dwdch trojkatéw sa sobie réwne takze
kazdy kazdemu. Uwazac¢ tych potrzeba, ze w tym przykryciu
sie zupelnem, te katy sg sobie réwne, ktére lozg naprzeciw-
ko bokéw réwnych, lub zawarte sg miedzy bokami réwnemi.
Takie katy nazywa¢ bedziemy w dalszym ciggu katami je-
dnakowo potozonymi (anguli liomologi). Toz samo rozumie
sie wzgledem bokdw, iz lezace naprzeciwko katéw réwnych,
zwa¢ bedziemy takze bokami jednakowo potozonemi, albo
lepiej bokami odpowiadajgcemi (latera liomologa).

8= 23.

Twierdzenie. Dwa tréjkaty majace po dwa boki rowne
kazdy kazdemu i po kacie miedzy temiz bokami zawartym
réownym, sg sobie owiore i przystajg do siebie.

Niech bedg dwa tréjkaty ABC i abc jig. 31 takie, ze
AB — ab, BCz=6c i B=r0; potrzeba dowies¢, ze te trojkaty
potozone stoésownie na sobie, zupeinie sie przykryja, a tem
samém sg sobie réwne, t. j. ze tez AC ~ac, A— a, C=:c.
Na dowiedzenie tego dosy¢ jest tylko dowiesé, ze AC = ac,
a juz wedtug poprzedzajacego twierdzenia dwa te tréojkaty
przystang do siebie.



44

Wystawmyz sobie tréjkat abc oderwany z swego miej-
sca i potozony na trojkacie ABC i utozony w ten sposoéb,
izby punkt b padt na B, a bok ba poszedt w kierunku boku
BA; tedy z powodu ze kat b— B, bok bc pdjdzie tez w kie-
runku BC. Ale ze z zalozenia 6a”~BA i 6c=BC, przeto
punkt a padnie koniecznie na punkt A i punkt ¢ na C; a
ze przez dwa punkta jedna tylko prosta przechodzi¢ moze,
zatem bok ac przykryje zupetnie bok AC tak, iz sie stang
jedng i tgz samg prostg, a nastepnie ac~ AC co potrzeba
byto rzeczywiscie dowies¢. Dwa wiec zatozone trojkaty przy-
stawszy do siebie, sg sobie we wszystkich swych czesSciach
réwne, a przeto réwniez i a—A., c= C.

Jest to wiec druga cecha po ktor¢j sie poznaje réwnosé
i przystanie trojkatéow. W pierwszym przypadku z réwnosci
trzech bokdéw, dowiedliSmy przystania tréjkatéow, z czego
wnioskowaliSmy o rownosci katéw; w obecnym przypadku
podobniez z réwnosci trzech elementéw (dwoch bokéw i kata),
dowiedlismy, ze trojkaty przystaja do siebie, a nastepnie
wnioskujemy o réwnosci trzech innych elementow.

8= 24.

Twierdzenie. Dwa tréjkaty majgce PO jednym Iljoku
réownym i po dwa katy przy tychze bokach lezace réwne, sa
sobie takze rowne i przystaja do siebie.

Niech dwa trojkaty ABC i abc jig. 31 beda takie, ze
AC ac, kat A=a i kat C= c; mamy dowie$¢ ze te troj-
katy sa sobie we wszystkich czesciach réwne, czyli ze przy-
stajg do siebie, t. j. ze tez AB —ab, CB= c¢6 i Brro. Aby
tego dowie$¢, dosyé tu znowu pokaza¢ ze AB—ab, CB ~ch,
bo tym sposobem dwa te tréjkgty mie¢ bedg po trzy boki
rowne, a zatem bedg sobie rowne.

Podobnie jak w poprzedzajagcem wystawmy sobie trdj-
kat abc potozony na tréojkacie ABC w ten sposob, izby punkt
a padt na A a bok ac poszedt w kierunku boku AC. Po-
niewaz te boki z zalozenia sa réwne, zatem i punkt ¢ padnie
na punkt C, a bok ac przykryje zupeinie bok AC. A zZe
réwniez z zalozenia kat a— A i c~C, przeto bok ab pdj-
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dzie po AB, a bok cb po boku CB; punkt wiec b padnie
w pierwszym razie gdziekolwiek na bok AB lub jego prze-
dtuzenie, w drugim za$ razie tenze sam punkt b padnie na
bok CB lub jego przedtuzenie; ten przeto punkt znajdowaé
sie bedzie razem na dwoéch prostych, t j. na AB i CB,
gdzieindziej wiec zadng miarg znajdowacé¢ sie nie moze jak
na spélném tych prostych przecieciu czyli w punkcie B, bo
proste rzeczone ten tylko jedyny punkt majg spoiny: wiec
nareszcie i punkt b pada na punkt B, a bok ab przykrywa
doktadnie bok AB i bok cb przykrywa podobniez bok CB.
Dwa zatem zatozone trdjkaty przystaja do siebie a tern sa-
indbm sa sobie réwne; skad wniesiemy ze ab—AB , cb— CB
i kat i = B co byto do dowiedzenia.

Uwaga 1 Co dopiero dowiedzione twierdzenie stanowi
trzecig ceche rownosci tréjkgtow. W niem widzimy, ze zno-
wu z réwnosci trzech elementéw trojkata, pomiedzy ktéremi
znajduje sie jeden bok, dowodzimy przystania czyli réwnosci
trojkatow, a potem wnioskujemy o réwnosci trzech innych
elementéw. Trzy te cechy ucza nas, ze jezeli z szeSciu ele-
mentéw trojkata trzy se dane, trdjkat wtedy tylko jest zu-
peinie oznaczonym, gdy danemi elementami sa: albo trzy
boki, albo dwa boki z katem miedzy niemi zawartym, lub
nareszcie jeden bok z dwoma katami przylegtemi.

Uwaga 2. Trzy poprzedzajgce twierdzenia o réwnosci
i przystawaniu tréjkatow sg bardzo wazne, na nich bowiem
polega dowdd wielu prawd w Geometryi i prawie ciggtego
bedg w dalszym ciagu uzycia; dla tego tez juz tu nalezy sie
przeja¢ duchem geometrycznego dowodzenia i nie mie¢ na
oku prostych trdjkat ograniczajacych, albo samych tréjkatow
jako materyjalnych, ale raczej dobrze uwaza¢ na sposéb i
scistos¢ z jaka kazda prawde udowodni¢ nalezy, jezeli kogo
0 jej rzetelnosci przekona¢ chcemy. Z tej strony uwazajac
poprzednie i nastepne dowodzenia, wiejemy w owe linije i
figury ducha, ze je styszeé¢ bedziemy przemawiajace do nas
1 wskazujgce nam co to jest prawdziwe dowodzenie jakiej-
kolwiek prawdy.
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Uwaga 3. Co sie tyczy przystawania innych figur, nie-
potrzebne sg osobne twierdzenia; rozebrawszy albowiem kaz-
de dwa wielokagty tymze samym sposobem za pomocag prze-
katni na trojkaty, skoro kazde dwa odpowiadajgce sobie, a
tem samem wszystkie czesci w tymze samym porzadku, jak
sg ultozone, przystajg do siebie, natenczas i calosci t j. sa-
me wielokaty przysta¢ takze muszag. Dwa zatém roéwnole-
gtoboki majace po dwa boki przylegle rowne i po kacie mie-
dzy temiz bokami zawartym réwnym, przystajg do siebie.
Dwa prostokaty majgce po dwa boki przylegte réwne, takze
przystajg do siebie i t. d. .

Za pomoca nabytychjuz dotad wiadomosci, mozemy roz-
wigza¢ nastepujace zagadnienia.

8= 25.

Zagadnienie 1. Na danej prostej i przy punkcie danym
narysowac kat réwny danemu.

Rozwigzanie. Niech bedzie kat M i prosta AB, tudziez
punkt A na nity dany fig. 32 potrzeba z tego punktu popro-
wadzi¢ inng prosta, ktéraby z dang czynita kat rowny dane-
mu M. Na ten koniec z punktu M dowolng otwartoscig cyr-
kla kréslimy tuk przecinajagcy ramiona kata M w punktach
N i P tgz samag otwartoscig cyrkla, kréslimy z danego punk-
tu A tuk z tej strony prost$j danej, z ktorej chcemy miec
kat, tak izby przeciat prostg AB, jak tu w punkcie D. Wzigw-
szy potom cyrklem odlegto$é punktéw N i P, i tg z punktu
D (t. j. postawiwszy jedne nozke cyrkla w punkcie D), prze-
cinamy ostatni tuk w punkcie C, a poprowadziwszy przez
punkta A i C prostg, ta z dang AB czyni¢ bedzie kat rowny
danemu M. Dla dowiedzenia, ze takiem postepowaniem za-
gadnienie to jest rzetelnie rozwigzane, polgczmy tak punkta
N i P jako t¢z C i D prostemi NP i CD, tedy w dwdch
trojkgtach MNP i ACD jest AC— MN, AD=zMP i CDzrNP
z wykreslenia, bo tak oba luki tgz samg otwartoscig cyrkla
nakresliliSmy, przez co promienie MN, MP i AC, AD sa
miedzy soba réwne, jako tez i odlegtos¢ NP tez sarne prze-
niesliSsmy od D do C, zatem dwa te tréjkaty wedtug twier-
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dzenia §. 22 przystaja do siebie, a z przystania wnosimy ze
katyjednakowo potozone sg sobie rowne, przeto CAD=CAB=rM
co byto do okazania.

8. 26.

Zagadnienie 2. Prostg oznaczonej dhtugosci podzieli¢ na
dwie czesci réwne.

Rozioigzanie. Niech prosta dang bedzie AB, fig. 33, po-
trzeba te prostg podzieli¢ na dwie czesci rowne. Z koncow
j¢j A i B jako ze $rodkéw kota, dowolng otwartoscig cyrkla,
byle tylko wiekszg niz potowa prostej AB, zakreslamy z obu
stron prostej tuki jakiejkolwiek wielkosci, byle sie tylko z
sobg przeciety, co w kazdym razie nastgpi, skoro warunek
otwartosci cyrkla byt zachowany, jak tu w punktach C i D.
Ztaczywszy te dwa punkta prostg CD, ta podzieli AB w punk-
cie w ktérym jg przecina, t. j. wE na dwie réwne czesci.

Na dowiedzenie rzetelnosci tego postepowania, ztgczmy
punkta C i D z punktami A i B prostemi AC, BC, AD,
BD; w dwdch tréjkatach CAD i CBD jest AC ~ BC ,
AD —BD i CD spolne, przeto dwa te trdjkaty wedtug §. 22
przystajg do siebie, z przystania za$ wnosimy, ze katy je-
dnakowo potozone, sg miedzy soba réwne, zatem ACD=BCD.
W dwoéch znowu trojkgtach ACE i BCE jest AC= BC, bok
CE spoiny i kat ACE = BCE, zatem wedtug §. 23 przystajg
do siebie, a w szczegdlnosci bok AE= BE co byto do okaza-
nia.

Uwaga. Zupetnie takiem samem postepowaniem podzie-
lic mozna tuk dany na dwie réwne czesci, kreslac z jego
konncow tuki tak jak z koncéw prostej danej kreslilismy ita-
czac punkta przeciecia sie dwdéch tukdéw prostg, ktora podzie-
li dany tuk, na dwie réwne czesci.

8= 27.

Zagadnienie 3. Z danego punktu na prostej danej po-
prowadzi¢ inng prosta do pierwszej prostopadia.

Rozwigzanie. Dang prostg niech bedzie AB fig. 34, tu-
dziez niech na jej kierunku danym punktem bedzie C, po-
trzeba z tego punktu poprowadzi¢ w jedne lub drugag strone
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prostopadta do AB. Na ten koniec od punktu C tak ku A
jako téz i ku B, odetnijmy czesci CD i CE miedzy sobg ro-
wne a z resztg dowolne, z punktéw D i E jakgkolwiek otwar-
toscig cyrkla, byle wiekszg niz potowa DE, czyli wiekszg niz
kazda z odcietych czesci, zakreslmy nad, lub pod prostg AB
dwa luki jak w zagadnieniu poprzedzajgcém, ktdére przetng
sie w punkcie F; ztagczywszy punkt F z danym C prosta
FC, ta bedzie prostopadtg zadana.

Na dowiedzenie rzetelnosci tego rozwigzania, potgczmy
punkt F z punktami D i E prostemi DF i EF, tedy dwa
trojkaty DFC i CFE sa sobie réwne i przystajg do siebie,
wedtug 8. 22, bo DF = EF, gdyz punkt F znajduje sie tak
na okregu kota ze Srodka D, jako tez i na okregu kota ze
srodka E, tymze samym promieniem zakreslonym, CD CE
takze z wykreslenia i CF spoélne, z przystania za$ tych tréjka-
tow wnosimy; ze kat DCF~ECF. Ale te katy sa przylegte,
czynig zatem dwa katy proste, a kiedy sobie sg réwne, kaz-
dy z nich jest prostym 8. 6 a prosta FC jest prostopadta do
AB co nalezato dowies¢.

Gdyby z kohca danej prostej potrzeba byto poprowa-
dzi¢ do niej prostopadia, wtedy nalezy przediuzy¢ prostg da-
na w przeciwng strone i postgpi¢ jak wyzej.

Uicaga. Jezeli z punktu na prostej danego potrzeba po-
prowadzi¢ prostopadia do téjze, uzywamy w takim razie wy-
razenia: z punktu na prostej danego, wyprowadzi¢ lub wysta-
wi¢ do niej prostopadia.

§. 28.

Zagadnienie 4. Z punktu danego nad linijg prosta po-
prowadzi¢ prostopadia do tejze.

Rozwigzanie. Niech AB bedzie prostg dana, tudziez nad
nig (moze téz by¢ i pod nia) punkt C jig. 35, potrzeba z te-
go punktu poprowadzi¢ prostopadtg do AB. Z danego punk-
tu C, krésli sie tuk otwartoscia cyrkla wiekszg niz jest odle-
gtos¢ punktu C od AB, a zatem dowolng byle tylko taka,
izby zakre$lony tuk przecigt prostg AB w dwoch punktach
D i E; z tych ostatnich punktéw jako ze $rodkéw jednymze
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promieniem, ale wiekszym niz potowa DE, kreslimy dwa
tuki z przeciwlegtej strony punktu danego wzgledem prostej
danej, przecinajace sie w punkcie F, lub tez miedzy prostg
i punktem danym, przecinajgce sie¢ w punkcie G, lub naresz-
cie nad punktem C, przecinajgce sie w K (pierwsze w kaz-
dym razie jest doktadniejsze); punkta C i F lub C i G, lub
tez C i K taczymy prostg, ktérg w dwoch ostatnich przy-
padkach przedtuzamy az do przeciecia sie z AB w punkcie
H, a ta bedzie prostopadta do AB. Na udowodnienie ze tak
jest w istocie, potgczmy punkta C i F z punktami D i E
prostemi CD, CE, DF i EF, tedy zupelnie jak w zagadnie-
niu poprzedzajgcem, dwa tréjkaty CDF i CEF przystajg do
siebie wedtug §. 22, a w szczegélnosci kat DCF=FCE.

Dwa znowu trdjkgty DCH i LICE przystaja takze do
siebie wedtug §. 23, a nastepnie kat DIIC= CHE. A Ze te
katy sa przylegte, wiec kazdy z nich jest prostym a prosta
CH prostopadta do AB wedtug §. 6 co byto do dowiedzenia.

Gdybysmy z jakich powodoéw musieli kresli¢ tuki prze-
cinajace sie w G lub K, wtenczas dowo6d zupelnie jest ten
sam jak poprzedzajacy.

Uwaga 1 Przez punkt dany za prostg poprowadzié
prostopadta do tejze, uzywa sie w Geometryi wyrazenia:
z punktu danego za linija, spusci¢ prostopadta do tejze.

Uwaga 2. Ze tak z punktu na prostej, jako tez i za
prosta danego nie wiecej jak jedne prostopadta do niej po-
prowadzi¢ mozna, jest rzeczg bardzo jasna, gdyz w pierwszym
razie kazda inna, w inny spos6b prowadzona jak np. CG
lub CH jig. 34 czyni¢ bedzie z prostag dang dwa katy nie-
réowne; bo kat GCB<;FCB t. j. od prostego, kat zas
HCB>FCB, pierwszy wiec jest ostry a drugi rozwarty;
proste wiec CG i CH sa pochytemi wzgledem AB stosownie
do 8. 6. Co sie tyczy drugiego przypadku, pozwdlmy, jezeli
to by¢ moze, ze prosta CE jig. 35 z punktu C do AB po-
prowadzona, jest takze do AB prostopadta. Dwie proste pro-
stopadle do trzeciej sg od siebie réwnolegte wedtug §. 13,
wiec CE musiataby by¢ réwnolegta do HC. Ale proste row-

4
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nolegte nigdzie sie z sobg nie schodza, proste za$ IIC i EC
spotykaja sie w punkcie C, nie moga wiec by¢ réwnolegtemi
a nastepnie prosta CE nie jest prostopadta do AB lecz po-
chyta; zatem z punktu za linijg nie mozna wiecej jak tylko
jedne spusci¢ do niéj prostopadia.

8= 20.

Zagadnienie 5. Przez punkt dany za prostga poprowa-
dzi¢ inng prostg rownolegta do pierwsze;j.

Rozwigzanie. Niech dang prostg bedzie AB i punkt za
nig C jig. 36, potrzeba przez ten punkt poprowadzi¢ réwno-
legta do AB. Z punktu C poprowadzmy prosta CD pod ja-
kiemkolwiek nachyleniem do AB, potem przy prostéj CD i
przy punkcie C wedlug 8. 25 narysujmy kat ECD CDB,
a przedtuzywszy jego ramie CE w obie strony nicograniczc-
nie, prosta EF jest zgdanag rownolegla do AB. Katy bowiem
ECD i CDB sa naprzemianlegte wewnetrzne i sobie réwne
z wykres$lenia, zatem proste AB i EF wedlug 8§ 10 sg
réwnolegte.

Uwaga. Ze przez punkt C nie wiecej jak jedna réow-
nolegta do AB jest mozebng, przekona¢ sie mozna z §. 12
jako tez i ztad, ze przypusciwszy iz prosta GIT przez p.unkt
C przechodzaca rézna od EF, jest takze rownolegta od AB,
musiatby kat GCD by¢ réowny katowi CDB; a ze CDBrrECD
z wykres$lenia, zatem i kat GCD bytby réwny katowi ECD.
Ale kat GCD, jest czescig kata ECD wiec mu nie moze by¢
rowny, przeto i to byé nie moze, izby prosta GH byta réw-
nolegta do AB; zatem przez punkt C nie wiecej nad jedne
prostg réwnolegta do AB poprowadzi¢ mozna.

8= 30.

Zagadnienie 6. Przez dany zaprosta punkt poproioa-
dzi¢ inng, ktéraby z dang czynita kat zadany lub dany.

Rozwigzanie. Niech AB bedzie prosta, C punktem, M
katem danym, jaki prosta przez C przechodzgca ma czyni¢
z AB fig. 37. Przy ktérymkolwiek punkcie M' prostej dandj
narysujmy kat NM'D réwny danemu wedlug §. 25, a potém
wedtug zagadnienia poprzedzajgcego poprowadzmy przez
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punkt C réwnolegta, do NM' a ta z dang prostg czyni¢ be-
dzie kat CDB=:M. Rozwigzanie to tak jest oczywistém, ze
zadnego dowodzenia nie potrzebuje, pamietajgc tylko wia-
snos¢ liuij rownolegtych.

§= 31.

Zagadnienie 7. Majgc dane trzyproste oznaczonej dbugosci,
narysoica¢ trojkat, ktoregoby bokami byly te trzy proste dane.

Rozwigzanie. Niech danemi trzema prostemi bedg AB,
CD i EF jig. 38, nakresliwszy prostg nieograniczonej dtu-
gosci, odcina sie na niej jedna z prostych danych np. AB
od M do N, potém z punktu M otwartoscig cyrkla réwnag
jedn¢j z pozostatych prostych np. CD kresli sie tulc, a z pun-
ktu N otwartoscig cyrkla réwng drugiej prostej przecina sie
tenze tuk; punkt przeciecia sie tych tukéw P polgczywszy
z punktami M i N prostemi MP, NP, otrzymamy trojkat za-
dany. Gdy bowiem MN —AB, MP—CD a NP= EF, z wy-
kreslenia, wiec bokami tréjkata MNP sa trzy proste dane,
jest zatem trojkat MNP zadanym, bo z trzech prostych jeden
tylko tréjkat nakreslic mozna wedtug §. 22.

Uwaga 1 Aby to zagadnienie byto podobném do rozwig-
zania, jedyny tylko jest warunek, aby summa dwdch ktérych-
kolwiek prostych danych byta wiekszg niz trzecia wedtug §. 15.

Uwaga 2. Gdy z danych elementéw mamy narysowac
trojkat, uzywamy w Geometry! wyrazenia sie: wykresli¢ lub
wystawic'trojkat. Tak ostatnie zagadnienie wystowig sie zwy-
czajnie: z trzech prostych danych wykresli¢ lub wystawic troéj-
kat. Tegoz samego wyrazenia sie uzywac takze bedziemy
przy innych prostokresinych figurach.

Uwaga 3. Gdyby trzy proste byty miedzy sobag réwne,
wystawiony trojkat bytby réwnobocznym, a w takim razie
zagadnienie zmienitoby swoje brzmienie w nastepujace: na
prostej danej wystawi¢ trojkat réwnoboczny, ktérego rozwia-
zanie niczoém sie nie rézni od poprzedzajgcego.

§= 32.

Zagadnienie 8. Majac dane dwie proste i kat majacy

by¢ miedzy niemi zaioarty, wystawic tréojkat.
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Rozwigzanie. Niech danemi prostemi beda AB i CD,
tudziez danym katem M fig. 39 nakresliwszy prosta nieo-
graniczonej dtugosci, odcina sie na niej jedna z prostych da-
nych np. CD od M do N, potem przy prost§j MN i przy
punkcie M lub N, kresli sie kat rowny danemu M, a odcigw-
szy na ramieniu nakreslonem, druga z prostych danych AB
od M do P i ztaczywszy punkta P i N prosta PN, otrzyma-
my trojkat MPN zadany; albowiem MNzr CD i MP—AB
tudziez kat PMN— M jest katem miedzy danemi prostemi
zawartym, jak zadano; a z dwoch prostych i kata miedzy
niemi zawartego nie podobna mie¢ dwdéch trdjkatéw réznych
wedtug §. 23.

&a 33.

ZAGADNIENIE 9. Dana jest prosta i dwa katy majace
przy niej leze¢, wystawi¢ z tych trzech elementéw trojkat.

Rozwigzanie. Niech dang prosta bedzie AB a dwoma
danemi katami M i N fig. 40, potrzeba z tych rzeczy wy-
stawi¢ trojkat. Nakres$liwszy prostg nieograniczonej dtugosci,
odcina sie na niej prostg dang AB od M do N; przy punk-
cie M kresli sie kat rowny danemu M, a przy punkcie N
kat rowny katowi N lub przeciwnie; nakre$lone ramiona
przedtuzajg sie az do przeciecia sie z sobg w punkcie P, a
te zamknag trojkat MNP zadany; jest bowiem MN= AB,
PMNrzM, PNMzzN i oba te katy lezg przy prostejf MN=AB
jak zadano : z trzech za$ takich elementéw nie mozna wy-
stawi¢ dwoch réznych trojkatéw wedtug §. 24.

Uwaga. Zeby to zagadnienie byto podobnem do roz-
wigzania, koniecznym jest warunkiem aby summa dwéch da-
nych katéw byla mniejsza niz 2R, inaczej bowiem przedtu-
zone ramiona nie przetng sie z sobag ale raczej rozchodzié¢
sie bedg jak np. ramiona MP i NQ fig. 41, z tego powodu,
iz dwie proste MP i NQ przeciete od trzeci6j MN czynia
summe katéw jednostronnych wewnetrznych wiekszg niz
2R, zatdm nie przetng sie nad ale pod prosta MN w punk-
cie R i zamkng rzeczywiscie tréjkat MNR, ktorego dwa katy
RMN i RNM sa spetnieniami katéow danych do dwéch katéw
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prostych. W takim wiec przypadku wykreslony tréjkat nie
bedzie zamykat elementéw danych a mianowicie katéw, ale
ich spetnienia.

Gdyby summa danych katéw réwnata sie 2R, ramiona MP
i NQ nigdzieby sie nie przeciety, gdyz w takim przypadku
summa katéw PMN i QNM bedac réwna 2It, proste MP i NQ
bytyby réwnolegtemi wedtug twierdzenia §. 10 co do trzeciego.

8. 34.

Zagadnienie 10. Dany katpodzieli¢ na dwie rowne czesci.

Rozwigzanie. Danym katom niech bedzie kat A fig. 42,
na ramionach jego naznaczywszy dwa punkta B i C jedna-
kowo od wierzchotka A odlegte, z tych punktéw BiCjako
ze $rodkéw dowolnym promieniem byle wiekszym niz poto-
wa odlegtosci BC zakres$liwszy dwa *tuki przecinajgce sie
w punkcie D, prosta tgczgca wierzchotek z punktem D po-
dzieli dany kat A na dwie réwne czesci.

Na udowodnienie rzetelno$ci tego rozwigzania, ztgczmy
punkta B i C z punktem D prostemi BD i CD, tedy dwa
trojkaty ABD i ACD wedtug §. 22 przystajg do siebie, a
nastepnie katy jednakowo potozone sa sobie réwne; przeto
kat BAD lezacy naprzeciwko boku BD, jest réwny katowi
CAD przeciwlegtemu bokowi CD a réwnemu bokowi BD,
co byto do okazania.

W niosek. Dzielac tym samym sposobem kazdy z ka-
tow BAD i CAD znowu na dwie réwne czesci, podzielimy
kat dany A na cztery czeSci réowne; a dzielagc kazdy z ostat-
nich katéw na dwie, caty kat A podzielimy tym sposobem
na oSm czesci rownych i t. d. Widzimy przeto ze powyzszem
postepowaniem kazdy kat podzieli¢ mozemy na 2,4, 8, 16 ... .
czyli 21 22 23 24 ........ 2" czesci réwnych.

§. 35.

Zagadnienie 11. Majgc dane dicie proste na dwa przy-
legle boki réwnolegloboku i kat majacy by¢ miedzy niemi za-
warty, wykresli¢ czyli wystawi¢ rownoleglobok.

Rozwigzanie. Prostemi danemi niech bedg AB i CD
tudziez danym katem M jig. 43, potrzeba z tych elementéw
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wystawi¢ réwnolegtobok. Na ton koniec kresli sie naprzéd
prosta nieograniczondj diugosci i na niej odcina sie jedna
z prostych danych np. wieksza AB od P do R; przy punk-
cie P lub R kresli sie kat réwny danemu; a na jego na-
kreslonem ramieniu odcigwszy drugg prostg dang CD od P
do T, przez punkt T prowadzi sie réwnolegta od PR, a przez
punkt R réwnolegta od PT; te przedtuzone az do ich prze-
ciecia sie z sobg, zamknag réwnolegtobok zgdany. Lub t6z
na réwnolegtej od PR odcigwszy TS “ PR, punkt S ztaczyé
z punktem It prosta, dwie tak poprowadzone proste z dwie-
ma pierwszcmi zamkng réwnolegtobok jak poprzednio. Rze-
telno$¢ tego rozwigzania nie potrzebuje dowodu; jest bowiem
rzeczg widoczng, ze wystawiona figurajcst rownolegtobokiem
i zawiera trzy elementa dane.

ROZDZIAL 1II.
Wihasnosci figur prostokresinych, co do bokéw i katéw, tudziez
whasnosci prostych prostopadiych i pochykych.

8= 36.

Po rozwigzaniu poprzednich zagadnien, fatwo dowie-
dziemy zasadnicze twierdzenie catej nauki o trdjkgtach, a
zatem i figurach prostokresinych, ktére jak juz wspomnielis-
my, mozna albo rozebraé, albo zamieni¢ na tréjkaty. Twier-
dzenie to jest nastepujace:

Twierdzenie. W kazdym tréjkacie prostokresinym sum-
ma trzech jego wewnetrznych katéw réwna sie dwom katom
prostym.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 44, potrzeba dowies¢ ze
A-fB+ Cn2R = 180°.

Przez wierzcholek ktéregokolwiek z jego katéow np. B
poprowadziwszy prostg DE roéwnolegta do boku przeciwle-
gtego AC, kat A —DBA, kat C= CBE jako naprzemianle-
gte wewnetrzne wzgledem dwoéch réwnolegtych AC i DE i
siecznych AB i CB. Ale summa katéw DBA-j-B4-CBE~2R
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wedtug §. 7, wzigwszy wiec zamiast katéw DBA i CBE im
rowne A i C, bedzie t¢z A-j-B-j-C— 2R co byto do dowie-
dzenia.

W niosek 1. W kazdym tréjkacie prostokres$lnym sum-
ma dwéch ktérychkolwiek katéw mniejsza jest od dwéch ka-
tow prostych | warunek w uwadze przy zagadnieniu 8. 33
gtéwnie na tej zasadzie polega.

W niosek 2. Jezeli w trojkacie prostokresinym znamy
dwa katy, juz tem samem i trzeci jest znany; réwna sie bo-
wiem réznicy miedzy 180° a summag dwoéch wiadomych. Twier-
dzenie wiec §. 24 moze. by¢ og6lniej wystowione tym sposo-
bem: dwa tréjkaty majace po jednym bolcu réwnym i po dwa
ktorekolwiek katy rowne, sa sobie réwne i przystaja do siebie.

W niosek 3. Jezeli w tréjkacie jeden kat jest prosty,
dwa inne koniecznie musza by¢ ostre. A gdyby w tréjkacie
jeden kat byt rozwartym, dwa inne tem wiecej muszg by¢
ostre.

Uwaga. Trojkaty ze wzgledu katéw majg takze szcze-
gélne nazwy. | tak: trojkat majacy kat prosty, nazywa sie
prostokatnym (triangulum rectangulum). W takim trojkacie
bok przeciwlegly katowi prostemu, zowie sie przeciwprosto-
katnig (hypothenusa), dwa za$ inne boki nazywajg sie boka-
mi katowi prostemu przyleglemi (catheti). Trojkat, ktdérego
jeden kat jest rozwarty, nazywa¢ bedziemy rozwartokgtnym
(obtusangulum), a bok temu katowi przeciwlegly, przeciwroz-
icartokatnia. Trdjkat nareszcie, ktérego kazdy z trzech ka-
tow jest ostry, zwaé bedziemy ostrokatnym (acutangulum), bok
za$ przeciwleglty katowi ostremu, przeciwostrokgtniag. Dwie
ostatnie nazwy rzadko sie uzywajg, a trdjkaty rozwarto- i
ostrokatne nosza jeszcze jedne og6lng nazwe ukosnokatnycli
(obliguangulum).

8= 37.

Na podstawie poprzedzajacego twierdzenia, znajdziemy
w kazdym wielokgcie summe jego katéow wewnetrznych na-
stepujacym sposobem:
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a) W czworokacie ABCD fig. 45 poprowadziwszy przeka-

tnig AC lub BD, ta podzieli czworokat na dwa trojkaty,
ktérych katy wewnetrzne nalezg do katow czworokata.
A ze w kazdym z tych tréjkgtéw summa trzech katéw
czyni 2R czyli 180° zatem summa katéw wewnetrznych
czworokata czyni 2.2R=4R  2.180°= 360".

Mozna tez znalez¢ summe wewnetrznych katéw czwo-
rokagta tak: gdziekolwiek wewnatrz czworokata obrawszy
punkt E i takowy polgczywszy z wierzchotkami katéw
czworokata prostemi, te podzielg czworokat jak wiemy
na cztéry tréjkaty, ktérych katy, oprécz tych ktére sa
przy punkcie E, stanowig katy wewnetrzne czworokata.
Poniewaz w kazdym z czterech tréjkgtéw summa trzech
katow czyni 2R, zatem summa wszystkich katéw czyni
4.2Rr=8R. Ale, jak to wspomnielismy, katy przy E nie
nalezg do katéow czworokata, a czynig 4R wedtug §. 7,
zatdbm summa katéw wewnetrznych czworokata jest réwna
8R—4R=4R jak wyzej. "Te summe dla dalszego wy-
razmy tak 4.2R—A4R.

b) W pieciokgcie ABCDE Fig. 46 z wierzchotka ktéregokol-

wiek zjego katéw np. A poprowadziwszy do innych wierz-
chotkéw przekatnie, ktérych dwie tylko wediug §. 18
prowadzi¢ mozna, te wedlug tegoz §. podzielg piecio-
kat na trzy trojkaty, ktoérych katy wewnetrzne stanowig
katy wewnetrzne pieciokata. A ze summa trzech katéw
kazdego tréjkata czyni 2R, zatem summa katéw 'wszyst-
kich trzech tréjkatéw, czyli summa katéw wewnetrznych
pieciokata, réwna sie 3.2R~6R.

Albo: obrawszy wewnatrz pieciokgta gdziekolwiek punkt
S i ten zigczywszy prostemi ze wszystkiemi wierzchot-
kami katow pieciokata, podzieli sie tym sposobem piecio-
kat ten na pie¢ trojkatéow. W kazdym z tych tréjkatow
summa jego katéw wewnetrznych czyni 2R, wiec we
wszystkich tréjkgtach summa katow czyni¢ bedzie 5.2R=
10R. Ale znowu katy przy S czynig 4R a nie nalezg
do katow pieciokgtaj wiec nareszcie summa katéow we-
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wnetrznych pieciokgta jest réowna 10R—4R=r6R jak wy-
z¢j, albo 5.2R—4R.

c) Zobaczmy jeszcze w szeScioltacie. Postapiwszy tu dwo-
ma powyzszemi sposobami, znajdziemy wedtug pierwsze-
go summe katéw wewnetrznych szesciokgta réwng 4.2R=
8R; bo przez prowadzenie przekatni, ktérych bedzie trzy,
podzieli sie szesciokgt na cztery trojkaty. Wedtug zas
drugiego sposobu tenze szesciokat podzieli sie na sze$¢
trojkatow, a zatem summa katéw wewnetrznych szescio-
kata bedzie rowna 6.2R— 4R = 8R jak pierwszym spo-
sobem.

Zestawiajgc to co dotad o summie katow wewnetrznych
trojkata, czworokata, pieciokata i szesSciokata dowiedlis-
my, pod jeden widok, i piszac 2R= 3.2R— 4R summe
katéw wewnetrznych w tréjkacie, mie¢ bedziemy:
summa kagtow wewnetrznych tréjkgta = 2R=3.211—#R

” ” ” czworokgta — 4R=.4.2R—4R

” " ” pieciokgta — 6R~5.2R—4R

. . . szesciokgta ~8R=6.2R—4R
wiec w ogdlnosci summa katéw wewnetrznych wielokgta
majacego n bokéw réwna sie . ?i.2li— 4R = (n— 2)2R.
t. j. summa rzeczonych katéw réwna sie tyle razy wzie-
tym dwom katom prostym ile wielokat ma bokéw mniej
4 katy proste, albo: réwna sie tyle razy wzietym dwom
katom prostym, ile wielokagt ma bokéw mnigej 2.

Uwaga. Poniewaz summa katéw wewnetrznych

trojkata czyni

czworokata 4 1 )
pieciokata ., 6 { katow
szesciokata g | prostych

siedmiokata ,, 10

it d
wiec summa katéw wewnetrznych wielokgtow tak jak po so-
bie nastepuja, poczynajac od trojkata, stanowig szereg liczb

parzystych 2, 4, 6, 8, 10 ... . ktdérego ogolny wyraz jest
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2 (n—2) wyrazajagcy summe katéw wewnetrznych wielokata
n bokéw majacego.
8= 38.

Definicyja zewnetrznego kata w 8§. 15 i 16 podana,
pozostaje dla kazdego wielokgta taz sama, zobaczmy wiec
co jest uwagi godnego wzgledem katow zewnetrznych kaz-
dego o jakiejkolwiek liczbie bokéw wielokata.

Jezeli w trojkacie ABC fig. 47 idac w kierunku ABC
przedtuzymy jego boki w tymze kierunku, otrzymamy przy
kazdym wierzchotku jeden tylko kat zewnetrzny, jak tu sg
katy DBC, ECA i FAB; takie katy nazywa wikasciwie be-
dziemy katami zewnetrznemi tréjkata, ile razy bedzie mowa
o wszystkich razem; maja one bowiem te wilasnos¢, ze w
summe wziete czynig 4R. Jakoz przy kazdym wierzchotku
kat zewnetrzny z wewnetrznym czynig 2R jako przylegte,
w trzech przeto wierzchotkach jest 6R, od czego odjgwszy
katy wewnetrzne, ktérych summa— 2R, pozostaje na summe
katéow zewnetrznych tréjkata 4R.

W czworokacie ABCD fig. 48 postgpiwszy tymze sa-
mym sposobem, otrzymamy jego katy zewnetrzne EBC, FCD,
GDA i BAH. A Zze znowu kazdy kat zewnetrzny z wewne-
trznym czyni 2R, a wierzchotkdw jest cztéry, zatém summa
katéw zewnetrznych z wewnetrznemi czyni 4.2R— 8R. Od-
jawszy od tej summy katy wewnetrzne czworokata, ktore
wedtug poprzedzajgcego §. czynia 4R, pozostaje na summe
katéow zewnetrznych czworokata 4R.

W pieciokacie ABCDE fig. 49 przedtuzywszy jego bo-
ki w spos6b przy trojkacie i czworokacie wskazany, otrzyma-
my summe katéw zewnetrznych i wewnetrznych =z5.2R— 10R.
A Ze wedlug powyzszego summa drugich ~ 6R, zatem na
summe katéw zewnetrznych pieciokgta wypada 10R—6R=4R.

W szcsciokacie przez podobnez rozumowanie znalezli-
bySmy summe katéw zewnetrznych z wewnetrznemi=: 6.2R~
12R; ale ze summa drugich czyni 8R, summa przeto pierw-
szych czyli zewnetrznych czyni¢ bedzie 12R—8R—4R.
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Kiedy dla kazdego z czterech przywiedzionych wielo-
katéw summa katéow zewnetrznych wypada~4R, wniesiemy
wiec ogolnie: ze summa katéw zewnetrznych kazdego wieloka-
ta jest stalg i rowna sie czterem katom prostym.

Albo tak: wielokat majgcy n bokéw, ma tez n wierz-
chotkéw katow, przeto summa katéw zewnetrznych i wewne-
trznych razem, czyni >i.2R. Ale wedtug poprzedzajgcego 8.
summa drugich czyni n.2R— 4R, ktére odjgwszy od poprze-
dzajgcej summy, otrzymamy n.2R— (n.2R—4R) =:4R na
summe katéw zewnetrznych jak szczegétowo widzielisSmy.

§. 39.

Twierdzenie. Kgt zewnetrzny trojkata réwna sie dwom
wewnetrznym naprzeciwko lezacym.

Niech bedzie tréojkat ABC jig. 50, w ktérym przedtu-
zywszy jeden z bokéw np. AC nieograniczenie, otrzymamy
kat BCD zewnetrzny trojkata ABC; potrzeba dowies¢ ze
BCD = A-f-B. Przez punkt C poprowadziwszy prostg CE
réwnolegta do AB, bedzie kat BCE"“ B, jako naprzemianle-
gte wewnetrzne wzgledem AB i CE i sieczndj BC; podobniez
kat ECDzrA jako jednostronne odpowiadajgce sobie wzgle-
dem tychze réwnolegtych i siecznéj AD. A ze BCE-f-ECDrz
BCD, wiec tez A-j-B—BCD co bylo do dowiedzenia.

Uwaga. Katy naprzeciwkolezace nazywaja sie te, ktore
z katem zewnetrznym nie majg spolnego wierzchotka.

W niosek. Z tego twierdzenia wypada, ze kat zewnetrz-
ny trojkata jest zawsze wiekszy od kazdego z wewnetrznych
naprzeciwko potozonych.

8. 40.

Poznawszy cechy roéwnosci trojkatéw, tudziez ze sum-
ma katéw wewnetrznych tréjkata jest stalg i rowna sie 2R,
zobaczmy teraz jaki wplyw maja boki tréjkata na jego ka-
ty i wzajemnie, gdyz juz wiemy ze pomiedzy niemi S$cisty
zachodzi zwigzek.

Twierdzenie. W trojkacie naprzeciwko hokéw réwnych
leza katy rowne i wzajemnie: naprzeciwko katéw réwnych le-
za boki rowne.
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Co do pierwszego. Niech bedzie tréjkat ABC fig. 51, w
ktorym AB=:BC; potrzeba dowies¢ ze tez kat A=C. Na do-
wiedzenie tej prawdy, bok trzeci AC podzielmy w punkcie
D na dwie réwne czesci i punkt podziatu zlgczmy z wierz-
chotkiem kata przeciwlegtego B prostg BD. Dwa trojkaty
ABD i DBC wedtug §. 22 przystang do siebie, bo trzy bo-
ki jednego sg réwne trzem bokom drugiego, kazdy kazdemu,
t. j. AB=BC z zalozenia, ADnz:DC zpodzielenia a BD spoi-
ny, nalezy bowiem tak do tréjkata ABD jako téz i DBC.
Z przystania tych tréjkgtow wnosimy, ze katy ich jednako-
wo potozone sg sobie réwne; jest wiec A=C, ADB—BDC
i ABDzzDBC. Pierwsza przeto cze$s¢ obecnego twierdzenia
jest tym sposobem dowiedziona.

Twierdzenie to wystowig sie zwyczajnie tak: w tréjkacie
rownoramiennym katy lezace przy podstawie sg sobie réwne.

W niosek t. Poniewaz kazdy tréjkat réwnoboczny jest
zarazem réwnoramienny, wiec taki trojkat jest oraz réwno-
katnym, t.j. trzy jego katy sa miedzy sobg réwne. A kie-
dy summa trzech katéw trojkata jest = 180°, zatem w troj-
kacie rownobocznym kazdy kat jest= 60°.

W niosek 2. Poniewaz z przystania dwdéch powyzszych
trojkatéow wypadto takze iz ADB—BDC, a te katy jako
przylegte czynig 2R, zatem kazdy z nich jest prostym a pro-
sta BD prostapadta do podstawy AC. A ze réwniez z przy-
stania rzeczonych trojkatow wniesliSmy ze ABD —DBC, wiec
prosta BD dzieli kat w wierzchotku na dwie réwne czesci.
Whniesiemy wiec ogdlnie, ze w tréjkacie réwnoramiennym
potaczywszy wierzchotek kata przeciwlegtego podstawie ze
srodkiem tejze podstawy linijg prostg, ta jest prostopadig do
podstawy i dzieli kat w wierzchotku na dwie réwne czesci.

Co do drugiego. Jezeli w trojkacie ABC kat A— C,
potrzeba dowies¢, ze tez bok AB—BC. Na dowiedzenie te-
go, podzielmy kat B na dwie réwne czesci wedlug §. 34, a
prosta dzielgcg przedtuzmy az do przeciecia sie z bokiem AC
w punkcie D. Poniewaz A=C z zalozenia, zas ABD=:DBC
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z wykreslenia, zatom i trzecie katy sg sobie réwne §. 36
wniosek 2; a ze i bok BD jest spoiny, przeto te trojkaty we-
dtug §. 24 przystaja do siebie, a w szczeg6lnosci boki odpo-
wiadajgce sobie sa miedzy sobg rowne, t j. AB= BC i
AD=DC. Druga przeto czes¢ powyzszego twierdzenia jest
takze dowiedziona, t. j. ze trojkat majacy dwa katy miedzy
sobg réwne, jest réwnoramienny.

W niosek |. Poniewaz AD — DC i katy przy D sg réow-
ne, a jako przylegte sa proste, wniesiemy z poprzedzajgcego
ze w trojkacie réwnoramiennym podzieliwszy kat przeciwle-
gly podstawie na dwie réwne czesSci, prosta dzielgca dzie-
li tez podstawe na dwie réwne czesci, i jest do niej prosto-
padia.

W niosek 2. W tréjkacie ré6wnoramiennym prostopadta
z wierzchotka kata przeciwlegtego podstawie, spuszczona na
tez podstawe, dzieli tak kat w wierzchotku, jako tez i pod-
stawe na dwie réwne czeéci; tudziez prostopadta ze $Srodka
podstawy trojkata réwnoramiennego do niej wyprowadzona,
koniecznie przechodzi¢ musi przez wierzchotek kata przeciw-
legtego i podzieli¢ tenze kat na dwie cze$ci réwne, bo z
punktu na prostej danego, jedneg tylko prostopadta do tejze
poprowadzi¢ -mozna.

§= 41.

Twierdzenie. W kazdym trdjkacie naprzeciwko boku
wiekszego lezy kat iciekszy, i odwrotnie.

Niech bedzie tréjkat ABC jig. 52, w ktorym BC>AB,
trzeba dowie$¢ ze kat A>C. Na ten koniec na boku wigk-
szym BC odcina sie BD — AB, a ztaczywszy punkta A i D
prosta AD, poniewaz AB = BD, trojkat przeto ABD jest row-
noramienny; zatem BAD = BDA wedlug poprzedzajgcego
twierdzenia. Lecz kat B1)A>C jako zewnetrzny wzgledem
trojkata ADC, zatem i kat BAD>*C, a tembardziéj kat A,
ktorego tamten jest tylko czescia, jest wiekszy od kata C co
byto do dowiedzenia.

Odwrotnie. Jezeli w trojkacie ABC kat A> C, po.
trzeba dowie$é¢, ze t6z BC>AB. Gdyby kto§ temu twier-
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dzeniu przeczyt, nie mogitby tego w inny sposob czyni¢, tyl-
ko moéwiagc, zenie jest BC>AB, ale, albo BC=:AB, albo
tez BC < AB, bo nie masz innego przypadku. Jezeli utrzy-
muje pierwsze, t j. ze BCrrAB, wedtug poprzedzajgcego 8.
byéby musiato A = C; jezeli za$ drugie, tedy wedlug pierw-
szej czesci obecnego twierdzenia byéby powinno A<cC. A ze
oba wypadki tych przeciwnych twierdzen sprzeciwiajg sie
zatlozeniu ze kat A > C, nie moze wiec by¢ ani BC zr AB
ani BC<AB; trzeci wiec mozliwy przypadek BC>AB jest
koniecznym, co tez potrzeba byto dowiesc.

W niosek. Z tego twierdzenia wypada, ze w trdjkacie
prostokatnym przeciwprostokatnia jest wiekszg od kazdego
z bokéw przylegtych katowi prostemu. W tréjkacie za$ roz-
wartokgtnym bok przeciwleglty katowi rozwartemu jest naj-
diuzszy.

Uwaga. Dowdd, ktdrego w drugiej czesci tego twierdze-
nia uzyliSmy, nazywaja Geometrowie dowodem nie icprost
(demonstratio indirecta), w Filozofii nazywa sie deductio ad
absurdum. Uwaza¢ tylko potrzeba, ze taki dowodd polega na
okazaniu czyli dowiedzeniu, Zze prawda twierdzeniu przeci-
wna, pod zadnym wzgledem osta¢ sie nie moze.

8. 42.
Z dwdch poprzedzajgcych twierdzen razem, wyplywajg
nastepujace prawdy:
aj Ze srodka prostej dan¢j AB fig. 53 wyprowadziwszy do
niej prostopadtg CD nieograniczonej dtugosci, kazdy punkt
téj prostopadtej, jak sg E, F, G, Il i t d. jest w réwnej
od obu koncow prostej AB odlegtosci. Uwazajac bo-
wiem AB za podstawe trdjkata, prostopadta zjej Srod-
ka przechodzi przez wierzchotek kata przeciwleglego tyl-
ko w tréjkacie rownoramiennym; skoro wiec ktérykolwiek
punkt prostopadtej ztgczymy z koncami A i B prostemi,
te wraz z AB, zamknag nie inny tylko réwnoramienny
trojkat, a nastepnie bedg sobie réwne.

b) Ze ze wszystkich prostych, jakie z danego punktu popro-
wadzi¢ mozna do prostej danej, najkrotsza jest prostopa-
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dla; wszystkie za$ pochyte tym sg diuzsze, im punkt icli
przeciecia sie z prostg dang, dalej pada od spodka pro-
stopadtej. Jakoz, jezeli z punktu B spuscimy prostopa-
dia BD do AC fig. 54, tudziez poprowadzimy inne pro-
ste BE, BF i t d., ktére jak wiemy nazywajg sie po-
chytemi, kazda taka pochyta jest przeciwprostokatnig w
trojkacie prostokgtnym, jakiemi sg tréjkaty DBE, DBF
i t. d. a zatem kazda jest diuzszg niz bok przylegty ka-
towi prostemu BD 8. 41 wniosek. Roéwniez, poniewaz
kat BED jest ostry 8. 36 wniosek 3, wiec katjemu przy-
legty BEF jest rozwarty; w trdjkacie wiec rozwartokat-
nym BEF, bok BF jest najdtuzszy wedtug tegoz samego
§. a zatem BF>BE. Ale t¢z punkt F, w ktérym po-
chyta BF 'spotyka prostg AC, dalej lezy od spodka pro-
stopadtej D niz punkt E, prawda wiec ze pochyte im sie
bardziej oddalajg od spodka prostopadiej, tym sg diuzsze.
Kiedy wiec prostopadta zjakiego punktu do prostéj da-
nej spuszczona jest najkrotsza, jest wiec staltg i uzytg
by¢ moze, jakoz uzywa sie za miare odlegtosci ‘punktu
z ktérego jest spuszczona od linii danej.

Dwie pochyte réwne, sg w réwnej odlegtosci od spodka
prostopadtej i nie moga inacz¢j by¢ poprowadzone, tylko
jedna z jednej, druga z drugiej strony prostopadtej. Je-
zeli bowiem BE ~ BG, tréjkat GBE jest réwnoramienny,
a prostopadta BD pada na S$rodek jego podstawy GE
§. 40 wniosek 1 i 2, wiec DE = DG.

W trojkacie prostokresinym prostopadta z wierzchotka
kata na podstawe spuszczona, trojakie mie¢ moze poto-
zenie, t. j. pas¢ moze wewnatrz tréjkagta na jego podsta-
we, albo na koniec téj podstawy, lub nareszcie zewnagtrz
trojkata na jej przedtuzenie. Jezeli katy przy podstawie
trojkata oba sg ostre, prostopadta koniecznie pas¢é musi
wewnatrz tréjkata; dwa bowiem boki czynigce z podsta-
wa katy ostre, sag dwiema w przeciwne strony pochytemi
z wierzchotka tréjkgta do podstawy poprpwadzonemi,
prostopadta wiec przypas¢ musi miedzy niemi a zatem



64

wewnatrz. Jezeli za$ jeden kat przy podstawie jest pro-
sty, ten musi leze¢ przy prostopadtej, a wtedy prostopa-
dfa pada na koniec podstawy. Gdyby nakoniec jeden kat
przy podstawie byt rozwarty, prostopadta padnie zewnatrz
trojkata, bo dwa boki beda pochylemi w jednez strone
wzgledem podstawy; z tego tez powodu prostopadta pada
ze strony kata rozwartego, a zatem na przedtuzenie pod-
stawy. | tak: w trojkacie ABC fig. 55, w ktorym dwa
katy przy podstawie A i C sag ostre, a przeto boki AB
i CB nachylajg sie do AC w przeciwne strony, prosto-
padta BD z wierzchotka kata B przeciwlegtego podstawie
do tejze spuszczona, pada wewnatrz trojkata t. j. na pod-
stawe AC. W tréjkacie A'BC rozwartokatnym przy A’,
poniewaz boki A'B i CB sa pochylono do AC w jednaz
strone, leze¢ muszg z tejze samej strony prostopadidj, a
zatem prostopadta BD leze¢ musi zaobu ramionami czyli pa-
dnie zewnatrz trojkagta A’'BC na przedtuzenie podstawy CA'".
§. 43.

Twierdzenie. Dwa tréjkaty prostokatne, majace prze-
ciwprostokagtnie réwne i po jednym boku przylegtym katowi
prostemu réwnym, sg sobie réwne i przystajg do siebie.

Niech bowiem bedg dwa takie tréjkaty ABC i abc fig.
56, w ktérych BC= 6c i AB:=«0, trzeba dowies¢ ze te troj-
katy przystaja do siebie t j. ze tez AC=ac i Bzzb, C=c.
Wystawiwszy sobie trojkat abc potozony na trojkacie ABC
w ten sposob, izby punkt b padt na punkt B a bok ba po-
szedt po boku BA, tedy poniewaz te boki z zalozenia sa so-
bie réwne, punkt a padnie na punkt A. W tern potozeniu
gdyby przeciwprostokatnia bc nie wzieta kierunku BC, mu-
sialaby przypas¢ z jednej lub drugiej strony BC, t. j. albo
jak BD, albo tezjak BD'. W pierwszym razie jest BC>BD,
w drugim za$ BC<BD' 8. popi'zedzajgey b). A ze w pierw-
szem potozeniu bytby tréjkat ABD — abc, skad BD* 6c i
podobniez w drugiem potozeniu bytby tréjkat ABD'  abc;
skad BD'~6c; z tego powodu bycéby téz musialo BC > bc
i BC< bc; co poniewaz sie w obu razach sprzeciwia zatozeniu
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ze BC — bc, przeto przeciwprostokgtnia bc nie moze pasé
ani z jednej ani z drugidj strony przeciwprostokatni BC; musi
wiec p6js¢ w kierunku BC, a nastepnie punkt e padnie na
C i bok ac przystanie do boku AC; bo przez dwa punkta
jedna tylko prosta przechodzi¢ moze. Skoro wiec wszystkie
czesci, tedy i caly trojkat cibc przystaje do trojkata ABC, a
z przystania wniesiemy ze AC—ac, B—b i C=c co byto
do dowiedzenia.

Uwaga. Czwarta ta cecha réwnosci tréjkatow, stuzy
tylko samym trojkatom prostokatnym.

W niosek. Dwa tréjkaty prostokatne majace albo prze-
ciwprostokatnio, albo ktérekolwiek boki przylegte katowi
prostemu réwne i pojednym z katéw ostrych réwnym, przy-
staja takze do siebie, bo drugie katy ostre sg tern samém
sobie réwne, w ktérym razie znajdujg sie te trojkaty w przy-
padku §. 24.

§. 44,

Twierdzenie. Dwa tréjkaty majace po dwa boki réwne
kazdy kazdemu i po kacie przeciwlegtym bokowi wiekszemu
réownym, sa sobie réwne i przystajg do siebie.

Niech tréjkaty ABC i abcjig. 57 beda takie, ze AB—ab,
BC —bc i kat A— a, ale takze BC>AB jako tez bc7>ab-,
trzeba dowie$¢ ze dwa te trojkaty przystaja do siebie, czyli
ze sg sobie réowne we wszystkich swych czesciach. Z wierz-
chotkéw katow B i b, spusémy prostopadie BD i bd na trze-
cie boki AC i ac; prostopadte te padna, jak z poprzedzaja-
cego wiemy, wewnatrz albo zewnatrz tréjkatéw. W obu przy-
padkach jest tenze sam dowdd. Przyjmijmy ze katy A i C,
a i c sg ostre i ze zatom prostopadie padajg wewnatrz troj-
katéw, tedy dwa tréjkgty ABD i abd, w ktorych kat A —a,
kat ADB zzzadb a zatem i trzecie katy sa sobie réwne t. j.
abd—ABD §. 36 wniosek 2, oprécz tego ABrrad z za-
tozenia, przystaja do siebie wediug §. 23, a z przystania
wnosimy, ze bdzzBD. Dwa tez trojkaty prostokatne DBC
i dbc maja przeciwprostokatnie réwne i po boku przylegtym
katowi prostemu réwnym, bo bc— BC z zatozenia, a bd— YYD

5
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z poprzedzajgcego dowiedzenia, zatem réwniez przystajg do
siebie wedtug 8. 43. Kiedy wiec czesSci skiadajgce trdjkaty
ABC i abc, t j. czesci ABD i abd, BBC i dbc przystaty do
siebie, zatébm i catosci przystajg, co byto do dowiedzenia.

Cecha réwnosci tréjkgtow w tem twierdzeniu wskazana
i dowiedziona, jest pigta i ostatnig cechg; widzimy atoli iz
ona nie jest ogolng ale wyjatkowa czyli pod pewném ogra-
niczeniem wystarczajgcg do réwnosci i przystania trojkatow.

Uwaga. W obecnem twierdzeniu dodalismy: ze katy
przeciwlegle bokom wiekszym sg sobie réwne, gdyby bowiem
zamiast katow A i a, dane byly katy C i ¢ z warunkiem,
ze C= c, t j. gdyby twierdzonem byto, ze katy lezgce na-
przeciwko bokéw mniejszych sg sobie réwne, natenczas mo-
ga by¢é dwa trojkaty majace te trzy elementa réwne, a wsze-
lako nie przystanag do siebie, bedac catkiem réznemi miedzy
sobg. Jakoz, w trojkacie abc, bd bedac prostopadia, z punktu
b do ac, za$ ba pochylg, mozna z drugiej strony prostopa-
dtej poprowadzi¢ inng pochylg tak, ze ba — ba; dosy¢ bo-
wiem wzigé¢ da ~da i punkt a zilgczy¢é z b prosta ba.
Tym sposobem dwa tréjkaty ABC i abc maja takze AB=a'¢,
BC ~bc i kat C—c, a jednak w zaden spos6b przysta¢ do
siebie nie moga, bo trojkat abc jest czescig trdjkata abc row-
nego tréjkatowi ABC, a zatem cze$¢ do catosci przystaé nie
moze. Ze tréjkaty ABC czyli abc i abc zupeilnie miedzy
sobg sa rézne, widzimy to naocznie, bo trojkat ABC jest
ostrokatny, za$ abc rozwartokatny.

8. 45.

Twierdzenie. Z punktu wzietego za, lub miedzy ramio-
nami kata danego spusciwszy 'prostopadle do tychze ramion,
kat jaki te prostopadte czynig miedzy soba, jest rowny kato-
wi danemu.

Niech danym katem bedzie BAC a danym punktem D
fig. 58, spusciwszy z tego punktu prostopadie DE i DF,
pierwszg na AC a drugg na AB, trzeba dowie$¢ ze kat mie-
dzy prostopadiemi t. j. kat EDF=BAC. Nazwawszy, albo
raczej wyraziwszy kierunek ramienia AC przez o, za$ ramie-
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nia AB przez b, tudziez kierunek pierwszej prostopadtej czyli
DE przez p a drugi¢j przez q dla jasniejszego i krdtszego
wyrazenia sie, bo tylké znaki i — wyrazajg w Gcome-
tryi kierunki, mozemy kat AED wyrazi¢ przez a—p, jako
réznice kierunkéw dwéch prostych AC i ED; dla tejze sa-
mej przyczyny kat AFD wyrazimy przez b—qg A ze to
katy jako proste sg sobie réwne, wiec a—p ~b—q, albo
przenoszac b na pierwsza a p na druga strone tego zréwna-
nia, wypada a— b—p—q. Lecz a— b wyraza rdznice kie-
runkéw dwdéch prostych AC i AB czyli kat BAC, zas p—q
wyraza rowniez kat EDF, zatem te katy sg sobie rowne jak
twierdzono.

Albo tak: W dwoch tréjkgtach AGE i DGF katy przy
G sa sobie réwne jako wierzchotkowe, katy przy E i F pro-
ste, wiec i trzecie katy sa sobie réwne t j. GAE czyli
BAC = GDE jak wyzej.

Uwaga. Dwie prostopadie jako proste przecinajgc sie
czynig dwa katy przylegte rozne, ale tez i dwa ramiona kata
danego jako proste, czynig podobniez dwa katy przylegte
réozne skoro jedno z nich przedtuzymy w przeciwng strone,
uwazaé¢ wiec potrzeba o ktérych katach méwimy i twierdzi-
my. Uwazajgc atoli punkt D za poczatek, prostopadie ze
wzgledu tego punktu majg dwa kierunki, jako tez ramiona
kata danego ze wzgledu na jego wiérzchotek A jako takze
poczatek, majg réwniez dwa kierunki; jezeli wiec kierunki
AB i AC przyjmiemy za dodatne, tudziez kierunki prosto-
padtych DE i DF takze za dodatne, dostrzezemy ze w kaz-
dym razie katy rowne zawarte sg miedzy jednoimiennemi
kierunkami.

Jezeli punkt dany jest miedzy ramionami kata, jak jest
punkt D miedzy AB i AC fig. 59, natenczas kat jaki pro-
stopadte czynig miedzy soba, jest spetnieniem danego kata
do dwoch katéw prostych. Poprowadziwszy bowiem tez pro-
stopadte jak na figurze widzimy, zamkng one wraz z ramio-
nami danego kata czworokat AEDF, w ktorym katy przy
E i F sa proste; kat wiec EDF z katem A czynig 2R §. 37 0),

5.
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a zatem jeden drugiego nazywa Kie spetnieniem jak to w 8.
9 powiedzielismy.

Uwaga. Tak proste AB i AC, jako tez DE i DF prze-
cinajac sie czynig réwniez jak poprzednio dwa roézne katy,
pamietajac atoli na ich kierunki, nigdy nie wezmiemy jed-
nego kata za drugi, oraz znajdziemy zawsze, ze katy miedzy
jednoimiennemi kierunkami zawarte, sg sobie réwne.

Co do réwnosci innych figur prostokresinych, ale réw-
nosci o jakiej dotad mowiliSmy, dosyé jest powiedzie¢, ze
skoro kazda taka figura przez prowadzenie przekatni z je-
dnego wierzchotka kata do wszystkich innych, moze by¢ ro-
zebrana na same trojkaty, przeto dwie figury czyli dwa wie-
lokaty o jednejze liczbie bokéw, mogace by¢ rozebrane na
trojkaty przystajace do siebie i podobnie w jednym jak w
drugim wielokacie utozone, réwniez przystaja do siebie; bo
kiedy czesci przystajg*! catosci przysta¢ musza, jezeli czesci
w tymze samym porzadku w obu wielokatach sg sobie réwne.

8. 46.

Zagadnienie 1. Majgac dang prostg z potozenia *) i dioa
punkta z jednejze jej strony lezace, znale$¢ na niej punkt
trzeci ktoryby byt iv réwnej odlegtosci od punktéw danych.

Rozwigzanie. Niech prostag dang bedzie AB, tudziez
dane dwa pnnkta C i D jig. 60, potrzeba na prostej AB zna-
les¢ punkt ktéryby byt w réwnej odlegtosci od C i D. Dla
znalezienia tego punktu, tgcze punkta C i D prostg CD, te
w punkcie E dziele na dwie réwne czesci i z tego punktu
E wyprowadzam prostopadta do CD az do przeciecia sie
z AB w punkcie F, ktéry bedzie punktem szukanym. Do-
wod rzetelnosci tego postepowania zasadza sie na wihasnosci
prostopadi¢j ze Srodka prostéj wyprowadzonej §. 42 a).

8= 47.

Zagadnienie 2. Majac dang prosta z potozenia i dwa
punkta z jednejze jej strony lezace, znales¢ na prostej danej
trzeci punkt taki, izby proste faczace go z danemi czynity
z dang katy réwne.

*) To znaczy, ic jej miejsce i kierunek sg dane.
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Niecli znowu prosta dang bedzie AB i dwa dane pun-
kta C i D fig. 60 jak w poprzedzajagcym zagadnieniu; z je-
dnego z punktéw danych np. z punktu C spusciwszy pro-
stopadtg do AB i te przedtuzywszy za prosta AB do punktu
G, lecz tak izby HG byto réwne CH i punkt G zigczywszy
z drugim z danych D prosta GD, ta naznaczy na prostej
danej punkt K szukany. Poprowadziwszy bowiem prostg CK
poniewaz CH=:HG, zatem wedtug 8. 42 jest t6z CK= GK,
a nastepnie wedtug §. 40, wniosek 2 kat CKAzzAKG. Lecz
AKG = BKD jako wierzchotkowe, zatem kat CKA = DKB
jak zagadnienie wymaga.

8= 48.

W §. 27 pokazato sie sposob wyprowadzenia prosto-
padtdj do prostej danej z punktu na niej danego; ten atoli
spos6b nie moze by¢ uzytym w przypadku gdy punkt dany
znajduje sie na koncu prostéj danej, a téj dla jakich prze-
szkdd przedtuzyé nie mozna. W takim przypadku zagadnie-
nie to inaczej musi by¢é rozwigzanem, a sposéb jego rozwia-
zania dopicro tu wskazanym by¢ moze, samo za$ zagadnienie
wystowi sie nastepnie:

Zagadnienie 3. Z konca prostej danij wyprowadzi¢ do
niej prostopadta nie przedtuzajac jej.

Rozwigzanie. Dang prostg niech bedzie AB fig. 61, po-
trzeba z j¢j kohca A wyprowadzi¢ prostopadta. Wzigwszy
w tym celu gdziekolwiek za prostg dang punkt C, i z niego
odlegtosciag réowng CA naznaczmy na AB punkt D, a po-
prowadziwszy przez punkta D i C prostag nieograniczoncj
dtugosci, odetnijmy na niej tez sama odlegtos¢ CA— CD,
z drugiéj strony punktu C do E, t j. tak zeby byilo
CE—CD —CA, a ztaczywszy punkta E i A prostg AE, ta
bedzie zgdana prostopadia, czego sie tak dowodzi: tak troj-
kat AC1) jako i ACE jest réwnoramienny, przeto katy przy
trzecim boku lezagce w kazdym, sg miedzy sobg roéwne; za-
tem CAD = CDA, CAE=CEA. Lecz w trojkacie AED jest
CEA+EAD-fEDA=CEA+CAE+CAD+EDA=2R wedtug
§. 36, czyli CAE-j-CAE-f-CAD-j-CAD=2 (CAE+CAD)=2R,
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;i nastepnie CAE -)- CAD z: EAD r: R; przeto prosta EA jest
prostopadta do AB jak zgdano.
8= 49.

Zagadnienie 4. Na danej 'prostej wystawi¢ kwadrat.

Rozwigzanie. Prostg dang niech bedzie AB fig. 62,
mamy na niej wystawi¢ kwadrat. W tym celu z koncéow A
i B wyprowadzajg sie dwie prostopadte do AB i na nich
odcinaja sie cyrklem diugosci AC i BD tak zeby AC=BD ~AB,
nareszcie taczg sie punkta C i D prostg CD a ta zamknie
zgdany kwadrat.

Albo tak: z koncoéw A i B fig. 63 otwartoscig cyrkla
rowng prostej danej, t. j. rowng AB, kreslag sie dwa luki
przecinajgce sie w C; z punktu C taz sama otwartoscia cyr-
kla przecina sie luk z kohca A zakreslony w punkcie D;
dalej szuka sie punktu jednakowo odlegtego od punktéw C
i D kreslac zawsze tgz samag otwartoscig cyrkla (mozna téz
i inng) z tychze punktow dwa tuki przecinajgce sie w punk-
cie E; a zigczywszy punkta E i A, prosta taczaca przetnie
tuk CD w punkcie F; potem z punktu C otwartoscia cyrkla
rowng CF, kresli sie tuk ktory przetnie tuk zakreslony z pun-
ktu B w punkcie G; nareszcie punkta F i G, B i G zig-
czywszy prostemi, te zamkng zagdany kwadrat. Albowiem,
AF = AB, bo sa promieniami jednegoz okregu, punkt C jest
w rownej odlegtosci tak od punktéow A i B, jako tez od pun-
ktow F i G, przeto $rodki prostych AB i FG z punktem
C leza na jednejze prostej, dzielagcej kazdg z pierwszych na
dwie rowne czesci. Ta prosta dzielgca, w mysli tylko po-
prowadzona, bedac prostopadig tak do AB jako tez i do
FG, jest rownolegta od AF wedlug §. 13; przeto i FG row-
nolegta od AB; a kiedy '/2AB — LiFG, zatem tez FG=AB,
BG oczywiscie r; AB; wszystkie przeto cztery boki tej figu-
ry sa miedzy sobg roéwne; a ze i kat przy A jest prosty,
zatem wszystkie inne sg takze proste, jest wiec ten czwo-
rokat kwadratem §. 16.

Uwaga. Drugie to rozwigzanie zdawac sie moze nieco
przydtuzszem, rzeczywiscie atoli mniej zachodu potrzebuje
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niz piérwsze, a przytem jest pewniejszem; dwa bowiem pun-
kta F i G wynajdujg sie przy pomocy cyrkla przez prze-
ciecie sie i to nie ostro tukéw, co nie mato wpltywa na pew-
no$¢ wyznaczy¢ sie majacych punktéw. Précz tego nie pro-
wadzi sie tutaj zadnej do szukanego kwadratu nie nalezacej
linii, ani sie spuszcza na dokiadnos$¢ tréjkatow prostokatnych
ekierkami (eauorre) zwanych, a do prowadzenia prostopa-
dtych i rownolegtych pospolicie uzywanych.
§.50.

Zagadnienie 5. Majac dang prosta majaca by¢ jednym
z bokow trojkata, kat majacy byc¢ przyleglym temuz i summe
diooch innych bokéw, wystawic trojkat.

Rozwigzanie. Niech prostg dang bedzie A, katem da-
nym M a prosta B niech bedzie summg dwoch innych bo-
kow fig. 64, z tych rzeczy mamy wystawi¢ trojkat. Na pro-
stej nieograniczonej diugosci odetnijmy PR =A i przy punk-
cie P wykreslmy kat réwny danemu M, dajagc mu za dru-
gie ramie PS— B; punkt S zigczywszy z R prostg SR, te
podzielmy w punkcie O na dwie réwne czesci, i z punktu
O wyprowadzmy prostopadta do RS az do przeciecia sie
z PS w punkcie T ; zlgczywszy nareszcie punkt T z R pro-
stg RT, otrzymamy trojkat PTR zadany. Ze tak jest, do-
wodzi sie nastepujgcym sposobem: RT — LS jako dwie po-
chyte jednakowo od O odlegte, zatem trojkat PTR zamyka
wszystkie rzeczy dane t j. PR=A, TPR=M i PT-f-TR=B,
jest wiec troj katem zgdanym z danych elementéw wystawionym.

ROZDZIAL V.
Podaobienstwo figur prostokresinych czyli icielokgtéw.

§. 51.

Jak w dwdch poprzedzajacych tak i w tym rozdziale

zacznijmy od najprostszych figur, to jest od trojkatéw i zo-

baczmy jakie wiasnosci trojkatow odkryja nam linije rowno-

legte. Na ten koniec dowiedZmy naprzéd pare przygotowaw-
czych twierdzen.
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Twierdzenie. Jezeli dwie proste réwnolegle przetniemy
dwiema innemi takie roionoleglemi, czesci pierwszych réwno-
leglych, zawarte miedzy dwiema drugiemi miedzy sobg, a cze-
éci drugich zawarte miedzy pierwszemi réwnolegtemi znowu
miedzy sobg sa rowne.

Niech dwie réwnolegte AB i CD fig. 65 przeciete beda
od dwoch innych EF i GH takze roéwnolegtych w punktach
M, N, O, P, potrzeba dowies¢, ze tak czeSci dwdch pierw-
szych MO i NP miedzy soba, jako tez czesci dwoch drugich
MN i OP miedzy sobg sg réwne. Poprowadziwszy w row-
nolegtoboku MNPO przekatnia NO, ta podzieli go na dwa
trojkaty MNO i NOP, w ktorych bok NO jest spolnym, kat
MNONtNOP, tudziez kat MON — ONP jako naprzemianle-
gte wewnetrzne, pierwsze wzgledem dwoch rownolegltych EF
i Gid, a drugie wzgledem réwnolegtych AB i CD i sieczngj
ON; dwa przeto te trojkaty wedtug 8. 24 przystaja do siebie,
a z ich przystania wnosimy, ze boki odpowiadajgce sobie sg
rowne. A tak bok MN przeciwleglty katowi MON, réwny
jest bokowi OP przeciwlegtemu katowi ONP; podobniez
NO ~ NP, oba bowiem te boki lezg naprzeciwko katéw réw-
nych, co potrzeba byto dowies¢.

W niosek 1 Z tego twierdzenia wprost wypada, ze prze-
katnia dzieli réwnolegtobok na dwa trdjkaty przystajace do
siebie, tudziez ze w kazdym roéwnolegtoboku katy przeciw-
legte sa sobie réwne.

W niosek 2. W roéwnolegtoboku poprowadziwszy dwie
przekatnie, te przecinajg sie wzajemnie jedna druga na dwie
réwne czesci; dwa bowiem tréjkaty MOS i NPS albo MNS
i OPS przystaja do siebie.

8. 52.

Twierdzenie. W trojkacie jakimkolwiek podzielitcszy je-
den zjego bokow na ilekolwiek czesci réicnych, aprzez punk-
ta podziatu poprowadziwszy proste réwnolegle do jednego z
pozostatych bokéw, rétonolegle te przedtuzone az do przecie-
cia sie z trzecim bokiem, podzielg go na tylez czesci miedzy
soba réownych.
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Niech bedzie trojkat ABC fig. 66, w ktérym podzielmy
ktérykolwiek bok np. AB na ilekolwiek czesci Ba, ab, bc,
i t d. miedzy sobg réownych, a przez punkta podziatu a, b,
C.... prowadzmy réwnolegle od AC, ktore przedtuzmy az do
przeciecia sie z trzecim bokiem BC w punktach a', b, ¢.....
potrzeba dowies¢, ze czesci tego ostatniego boku t. j. czeSci
Ba', ab', b'c..... sa miedzy soba réwne.— Z punktéw a, b,
Clns rownolegte do boku AB poprowadzmy proste az do
przeciecia sie kazdej z najblizszg z pierwszych réwnolegtych
w punktach m, n, o... Poniewaz Ba=zab —bc—..... wiec
takze am~b'n~c'o~....... wedtug poprzedzajacego twier-
dzenia; kat aBa —ma'b~nb'c’zz.... bo wszystkie sg jedno-
stronne odpowiadajace sobie. Roéwniez kat Ttaa— Tiob'—Yicé,
za$ Thb'— a’'mb’, Bcc = b 'nc'— i t d., przeto trojkaty B«a',
amb’, b'nc' it d. wedtug 8. 24 przystaja do siebie i sg sobie
rowne, a z przystania wnosimy, ze ich boki odpowiadajgce
sg sobie takze rowne, t. j. Bb'—db'— b'c— it d. co bylo
do dowiedzenia.

8. 53.

Twierdzenie. W jakimkolwiek trojkacie prostokresinym
poprowadziwszy do jednego z jego bokéw réwnoleglg, ta po-
dzieli dwa inne boki na czesci proporcyjonalne.

Niech bedzie tréjkat ABC fig. 67, poprowadziwszy pro-
stg DE réwnolegle do AC i te przedtuzywszy az do prze-
ciecia sie z bokami AB i BC, mamy dowie$¢ ze ta prosta
podzieli boki AB i BC na czesci proporcyjonalne, t. j. ze
bedzie

BD:AD = BE:CE.

Chcac to twierdzenie dowies¢ z catg Scistoscia, uwazaé
potrzeba iz tu mogg by¢ dwa przypadki, t. j. albo czesci BD
i AD sa spétmierne albo niesp6tmierne 88. 2 i 3.

Co do pierwszego. Jezeli czesci BD i AD sg spétmier-
ne, przypusémy ze Ba jest spoélna najwiekszg ich miarg i ze
BD zamyka takich cze$ci m, zas AD n, bedzie wiec BD=w.Ba,
AD = n.Ba, zatem

BD;AD rr m.Ba:n.Ba= m\n;
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caty przeto bok AB podzieli¢ mozna na m-\-n czesci miedzy
sobg rownych i réwnych spélnéj miarzo Ba. Pomysliwszy
przez te m-J-re podziatdw poprowadzone proste réwnolegie
do AC, te wedlug poprzedzajgcego twierdzenia podzielg tez
bok BC na tylez czesci znowu miedzy sobg réwnych i réw-
nych prostej Bb, mianowicie zas BE podzielong zostanie na
m, a CE na n takich czesci. Dlatego mie¢ tez bedziemy
BE~ui.B6, a CE= u.B¢, skad

BE;CE — wi.B6;m.Bo— m\n
t gczac z sobg dwa stosunki trzeciemu réwne, znajdziemy

BD;AD —BE; CE

co mieliSmy dowiesé.

Pomiedzy wiasnosciami proporcyi ilorazowej w §. 98
Arytm. dowiedzionemi znajduje sie i ta, ze w kazdej propor-
cyi ilorazowej summa dwoéch wyrazéw piérwszych tak sie ma
do summy dwdch wyrazéw drugich, jak poprzednik do po-
przednika lub jak nastepnik do nastepnika. Stésujac te wia-
sno$¢ do ostatniej proporcyi, otrzymamy:

BD + AD;BE+ CE= BD;BE = AD:CE
albo AB:BC = BD;BE=:AD:CE
t. j. ze prosta réwnolegta do podstawy tréjkata, dzieli dwa
inne jego boki na czesci takie, iz stosunek dwoch odpowie-
dnich sobie jak BD i BE albo AD i CE, réwna sie stosun-
kowi samych bokéw AB i BC.

Co do drugiego. Jezeli czesci BD i AD nie sag spotmier-
ne, uwazmy iz proporcyja AB1BC — B 1);BE wyprowadzilis-
my z proporcyi BD:AD = BE;CE; cokolwiek-wiec powiemy
lub dowiedziemy o pierwszej, wszystko to odnie$¢ mozna do
drugiej; jezeli przeto dowiedziemy, ze w razie niespotmier-
nosci czesci BD i AD proporcyja AB ;BC n BD ; BE jest
prawdziwa, tern samem dowiedziemy, ze t6z i proporcyja
BD;AD—BE;CE jest prawdziwa, bo z falszywej prawdziwa
wyptynadby nie mogta. Przypusémyz wiec ze proporcyjag
AB;BC—BD;BE jest falszywa. Poniewaz trzy wyrazy kaz-
dej proporcyi moga by¢ jakiekolwiek, byle tylko czwarty do-
petniat proporcyi, zatem fatszywos$¢ tej proporcyi pochodzié
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jedynie moze od czwartego jej wyrazu, ze ten jest albo za
maty, albo za wielki. Niechze wyraz BE bedzie za maly i
dajmy ze powiekszywszy go o ilos¢ Ep, czyli w miejsce BE
potozywszy Bp, proporcyja AB :BC —BU 1Bp bedzie pra-
wdziwa.

Podzielmy chociaz w mysli bok BC na tyle czesci row-
nych na ile mozna z tym wszelako warunkiem, izby wielko$¢
kazdej byla mniejsza niz przydana ilos¢ Ep, i niech jedna
takg czescig bedzie B6O<E p; wzigwszy ja w cyrkiel i prze-
noszgc od B ku C, Zaden podziat nie padnie na punkt p,
lecz z jednej lub drugi¢j jego strony, zpowodu zeBoé-cMEp.
Wezmyz wiec podzial przypadajacy miedzy E i p jak jest
punkt d, tedy prowadzac przez ten punkt d réwnolegta dc
do AC, znajdujemy sie w pierwszym przypadku gdzie Bd i
Cd bedac spotmierne, réwnolegta przez d do AC dzieli bok
AB na dwie czesci Bc i Ac proporcyjonalne czesciom Bd i
Cd; jest zatem wedtug pierwszej czesci tego twierdzenia

AB;BC = Bc;Bd
Z przypuszczenia mamy proporcyja AB;BC= BI);Bp
wiec tez bedzie Bc;BD Bd;Bp.
Ale w kazdej proporcyi ilorazowej czem jest poprzednik
wzgledem swego nastepnika w pierwszym, tém t6z by¢ po-
winien poprzednik wzgledem swego nastepnika w drugim
stosunku; wiec jako Bc>BD, tak tez by¢ powinno Bd~>Bp,
gdy tymczasem naocznie widzimy, ze Bd<Bp; ta przeto
ostatnia proporcyjajest fatszywa. A ze ona wypadta z dwéch
poprzedzajacych, albo wiec obie, albo przynajmniej jedna z
nich jest falszywa. Druga jest prawdziwg jako dowiedziona,
przeto pierwsza czyli przypuszczona jest fatszywa. Wyraz
wiec czwarty BE nie jest za maly, bo wiekszy Bp nie mo-
ze by¢ wyrazem tej proporcyi.

Zmniejszywszy BE o jakakolwiek ilos¢ np. Ep' i bio-
rac Bp' za BE, zupelnie podobnym sposobem dowiedlibys-
my, ze to Bp' nie moze takze by¢ czwartym wyrazem pro-
porcyi o ktorg chodzi i ze nastepnie wyraz BE nie jest za
wielki. A Kkiedy tenze wyraz nie jest ani za maty ani za



76

wielki, wiec by¢é musi takim, jakim by¢ powinien, aby pro-

porcyja byta prawdziwa, bo innego przypadku nawet pomy-

eli¢ nie mozna. Jest zatSm og6lnie w kazdym przypadku
AB:BC = BD:BE.

Uwaga I. W obecnym dowodzie uwazac¢ potrzeba, ze pra-
wde dowiedziong dla ilosci spétmiernych, przeniesliSmy do
ilosci niespotmiernych, t j. ze stésunku ilosci spétmiernych
przeszliSmy do stésunku ilosci niespotmiernych. Poniewaz
w dalszym ciagu takie przejscia nie rzadko nam sie wyda-
rza¢ beda, przeto nie od rzeczy bedzie powiedzie¢ tu nieco
o tern przejsciu.

Szukajac sposobem w §. 2 wytozonym spoélnej najwigk-
szej miary dwoch prostych niespotmiernych, przekonalismy
sie zc jakkolwiek daleko tamze wskazane dziatanie posunie-
my, zawsze jednak pozostanie reszta, ktéra wszelako tern
mniejszg bedzie, im dalej dziatanie posuwamy; skad wypada
naturalny wniosek, ze reszte te uczyni¢ mozna mniejsza niz
wszelka ilo$¢ jakkolwiek mata. Uwazajac wiec dwie proste
niespétmierne jako spétmierne, popetniamy rzeczywiscie biad
ale tern mniejszy, im spoing ich miare mniejszg wezmiemy;
a ze takowa bra¢ mozna dowolnie malg, zatem biorgc proste
niespétmierne za spotmierne, popeini¢ mozna btad dowolnie
maly a do tego taki, iz go uczyni¢ mozna mniejszym od kaz-
dej ilosci jakkolwiek malej. Dowiddiszy wiec jakiej prawdy
dla wszystkich bez wyjatku ilosci spétmiernych, bez zadne-
go skruputu przenie$¢ mozemy te prawde do iloSci niespot-
miernych; kazdg bowiem taka ilo$¢ wystawi¢ sobie mozna
zamknietg miedzy dwie spétmierne takie, iz ich réznica jest
mniejsza od wszelkiej pomysli¢ sie mogacej ilosci jakkolwiek
matcj; tern za$ bardzi¢j réznica miedzy jedng ze spoOtmier-
nych a $rodkujaca niespotmierna, bedzie jeszcze mnigjsza,
tak dalece, ze nie mozna nigdy dosiegnag¢ granicy, gdzie sie
spotmierno$¢ koniczy a niespotmierno$¢ zaczyna. Jezeli sie
wiec dostrzeze jakie prawo dla wszystkich ilosci spétmiernych,
toz samo prawo zachodzi¢ musi i miedzy niespotmiernemi;
albo innemi stowy: stosujgc jakie prawo, dowiedzione dla ilo-
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sci spétmiernych, do ilosci niespétmiernych, popetni¢ mozna
btad mniejszy niz wszelka jakkolwiek mata ilos¢, albo raczej
nie popetnia sie zadnego bledu. Poréwnawszy to rozumo-
wanie z uzytem w Arytmetyce dla ilo$ci niewymiernycli 8.
43, dostrzezemy ze jest zupetnie toz samo.

Uwaga 2. Wzigwszy w obecnem twierdzeniu bok AC za
podstawe trojkata, moznaby toz twierdzenie wystowié, jakoz
najczesciej wystowig sie, nastepujacym sposobem: W tréjkacie
prostokresinym prosta rownolegta do podstaioy jego dzieli dwa
inne boki trojkata na czesci proporcyjonalne.

§. 54.

Twierdzenie. W trojkacie prostokreslnym poprowadziw-
szy prosta rownoleglta do podstawy, ta od calego tréjkata ode-
tnie tréjkat, ktérego boki sgproporcyjonalne z bokami danego.

Niecti danym trojkatem bedzie ABC jig. 68, poprowa-
dziwszy prosta DE réwnoleglta do podstawy AC, ta odcina
tréjkat DBE; mamy dowie$¢ ze boki tego ostatniego sg pro-
porcyjonalne z bokami pierwszego, czyli ze

AB:;BD = BC:BE znAC:DE.

Poprowadziwszy z punktu E prostg EF réwnolegla do
AB, (mozna tez z punktu D prowadzi¢ réwnolegta do BC)
wedtug poprzedzajgcego twierdzenia jest:

AB;BD = BC;BE
w trojkacie zas ACB, EF jest rownolegtg do AB z wykresle-
nia, przeto wedtug tegoz samego twierdzenia jest
BC:BE = AC;AF
Lecz AF=DE 8. 51, zatom BC;BE = AC:DE; trzy wiec
stésunki AB;BD, BC;BE i AC;DE sa miedzy soba réwne t.j.
AB:BDrrBC;BE = AC:DE co bylo do dowiedzenia.

W niosek. Prosta wiec réwnolegta do podstawy tréjkata
dzieli dwa inne jego boki na czesci proporcyjonalne, a sama
jest do podstawy w takim stosunku, w jakim boki do swych
w wierzchotku trdjkata przecinajacych sie czesci.

8. 55.

Twierdzenie. W trojkacie prostokresinym poprowadziw-

szy z wierzchotka kata przeciicleglego podstaioie ilekolwiek
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prostych az do przeciecia sie z podstawa, te podzielg kazdag
réwnolegta do podstawy na czesci proporcyjonalne czesciom
na jakie podstawa podzielong zostata.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 69, z wierzchotka kata
B poprowadziwszy proste Bl), BE, BF it d. az do przecie-
cia sie z podstawg AC, jezeli gdziekolwiek poprowadzimy
prosta MN réwnolegtg do podstawy, potrzeba dowie$é ze taz
jest podzielona przez poprzednie proste w punktach d, e, /,
i t d. na czesSci proporcyjonalne czesciom podstawy, t. j. ze

AD:Md= DE:de=EF:e/= FC:/N= it d

W tréjkacie ABD, Md jest réwnolegtg do podstawy AD, dla-
tego wedtug poprzedzajgcego twierdzenia

jest BD:Bd= AD;Md
podobniez w tréjkgcie DBE jest BD:Bd=:DE;de —BE;Be
rowniez w trojkacie EBF BE:Be= EF;e/==BF;B/
nareszcie w trojkacie FBC BF;B/= FC:/N

Z tych proporcyj wypada AD\WMd*“ DE:de— EF;ef—FC:/N
co byto do dowiedzenia.

W niosek. Gdyby przez powyzsze proste podstawa poO-
dzielong zostata na czesSci réwne, t. j. gdyby bylo AD=DE=
EF = FC, byloby tez takze Md— de—e/ru/N czyli prosta
MN bytaby podzielong na czesci takze réowne. A jezeli cze-
sci AD, DE, EF i FC maja pewien oznaczony stosunek mie-
dzy soba, czesci tez Md, de, efi/N mie¢ bedg tenze sam stosunek
miedzy sobg. Tonamwskazujesposdb dzielenia prostej danej na
czesci rowne, lub naczesci pewien stosunek miedzy sobg majace.

8. 56.

Po tych przygotowawczych twierdzeniach, przystapmy
do podobienstwa figur geometrycznych.

Sadze iz nie masz cztowieka ktéryby nie miat wyobra-
zenia wyrazu podobienstwa i ktéryby zaraz nie czut, iz pe-
wien jaki przedmiot przedstawiony w rysunku, zazwyczaj by-
wa maty ale zupelnie i ze wszystkiemi szczegétami przed-
stawiajacy przedmiot rzeczywisty czasem nieporéwnanie wiek-
szy. W Gcometryi zatém dwie jakiekolwiek figury sa takze
podobne skoro obie ograniczone sg taz samag liczbg prostych
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lub ptaszczyzn jednakowo w obu figurach potozonych i zu-
petnie jednakowo wzajemnie do siebie nachylonych. Czuje
tez kazdy ze w takich figurach nie masz takiego punktu w
jednej, aby sobie nie miat odpowiedniego w drugiej, tak ze
potaczywszy w jakikolwiek, ale tenze sam sposéb w obu figu-
rach odpowiednie punkta prostemi, stosunki odpowiednich
prostych wszystkie beda miedzy sobg réwne. Spoiny ten
stosunek dla wszystkich prostych, nazywa sie stosunkiem po-
dobienstwa dwoch lub wiecej figur. Ze podobienstwo zacho-
dzi¢ tylko moze miedzy jednoimiennemi figurami, sadze iz
ostrzega¢ nie potrzebuje. Zacznijmyz wiec od najprostszych
figur t. j. od trdjkatéw i zobaczmy jakie sg potrzebne konie-
cznie warunki, izby dwa lub wiecdj tréjkatow byty podobnemi.

Definicyja. Jak dwa tréjkaty, w ktorych trzy boki je-
dnego sg réwne trzem bokom drugiego tréjkata kazdy kaz-
demu §.22, nazwaliSmy réwnemi, tak znowu dwa lub wiecoj
trojkatow, w ktérych trzy katy jednego sg rowne trzem ka-
tom drugiego kazdy kazdemu, albo krocej, trojkaty roéiunc-
katne nazywac¢ bedziemy tréjkgtami podobnemi (similes). Po-
dobienstwo figur wyrazac¢ bedziemy dla krotkosci znakiem™*”.
A ze dwa trdjkaty majace po dwa katy réwne, majg t6z i
trzecie katy takze réwne §. 36, wniosek 2, przeto stdsownie
do téj definicyi, dwa lub wiecej tréjkgtéow majacych po dwa
katy rowne kazdy kazdemu, sg podobne.

Uwaga. Na podobienstwie figur spoczywa cata Geome-
tryja zastésowana, dlatego tez nauka o podobienistwie figur
jest bardzo wazng i w praktyczn6j Geometryi konieczna.

Twierdzenie. Trojkaty podobne maja boki odpowiada-
jace proporcyjonalne.

Niech beda dwa trdjkaty ABC i abc fig. 70 podobne
t j. takie ze kat A—a, B= 6 i C= c, potrzeba dowies¢ ze
ich boki odpowiadajgce sag proporcyjonalne t. j. ze

AB;ab— BC:bc— AC:ac.

Gdyby byto AB — ab, trojkaty bytyby réwne i przy-
staty do siebie wedtug 8. 24 a ich boki miatyby sie w tym
przypadku do siebie jak 1:1, przeto i twierdzenie bytoby
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tern samom dowiedzione. Niech atoli bedzie AB > ab, tedy
na boku AB odcigwszy BD = ad i poprowadziwszy prostg DE
rownolegta do AC az do przeciecia sie z bokiem BC w punk-
cie E, poniewaz kat BDE — A, tudziez BED — C, za$ kat
A—a, Br:6 i Cne z zalozenia, zatem kat BDE=a, BED~c;
dwa wiec trojkaty BDE i abc przystajg do siebie i sag sobie
rowne wedlug §. 24, a nastepnie BE—o6c, DE—«c. W trdj-
kacie ABC, DE jest réwnolegta do AC, przeto wedtug §. 54
jest AB;BD=BC:BE=AC,DE.
Potozywszy w miejscu BD, BE i DE ilosci im réwne ab,
bc i ac, bedzie tez

AB;a6znBC;bc—AC ;ac.
co byto do dowiedzenia.

Uwaga. W przystawaniu trojkatow za réwnoscig ich
bokdéw szta rownos¢ katdw i przeciwnie: w podobienstwie zas
trojkatow za réwnoscig katow idzie proporcyjonalnos¢ bokéw
i przeciwnie; a jako z réwnosci bokéw wnioskowalisSmy o ro-
wnosci katéw im przeciwlegtych, tak tu z réwnosci katow,
whnioskowa¢ bedziemy o proporcyjonalnosci bokéw im prze-
ciwlegtych, lub katy réwne obejmujgcych. Wzajemnie téz
z proporcyjonalnosci bokéw dwdch trojkatéw wnioskowaé mo-
zna o réwnosci ich katéw, czyli o ich podobienstwie. Wy-
chodzac z definicyi trojkatéow réwnych czyli z twierdzenia 8.
22, na jego zasadzie wskazaliSmy cechy, po ktérych réwne
trojkaty rozpozna¢ mozna; tak tez i tu opierajac sie na defi-
nicyi tréjkatow podobnych, wskazemy réwniez cechy ich po-
dobienstwa.

& 57.

Twierdzenie. Dwa trojkaty sa podobne t j. réwnoka:
tne, jezeli boki jednego sa proporcyjonalne bokom drugiego
trojkata.

Niech bedg dwa trojkaty ABC i abc fig. 70 takie, ze

AB:a6=BC:6c= AC:ac,
potrzeba dowies¢ ze kat A—a, B—bi C ~c czyli ze te tréj-
katy sg podobne.
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Na boku AB odetnijmy BDrz ab (gdyby byto AB<ad
wtedy mozna odcig¢é AB na ab lub tez uh na przedtuzeniu
boku AB) i poprowadzmy DE rdéwnolegta do AC; tedy we-
diug §. 54 jest

AB:BD= BC:BE = AC:DE.

A ze z wykreslenia BD — ab,
przeto AB:a6~BC:BE tudziez AB:ab—AC:DE
Ale z zalozenia jest

AB:«6=BC:bc jakottZAB:ab—AC:ac
przeto, kiedy w dwdéch proporcyjach trzy wyrazy jednej, sg
rowne trzem wyrazom drugiej, czwarte wyrazy sg sobie takze
rowne; jest zatem BE—d6c i DE —ac. Dwa trojkaty DBC
i abc wedlug 8. 22 sg sobie réowne i przystajg do siebie, sg
zatem rownokatne, a w szczeg6lnosci BDE = a, i
BED”rc. A ze BDE — A, BED zz C jako jednostronne odpo-
wiadajace sobie, zatem A= a i C ~ c co potrzeba byto dowies¢.

Twierdzenie to stanowi pierwszg ceche podobienstwa
tréjkatéow. Dobrze atoli uwaza¢ potrzeba ze w podobnych
tréjkatach te katy sg sobie réwne, ktore lezg albo naprze-
ciwko bokéw proporeyjonalnych, albo tez sa zamkniete mie-
dzy takiemiz bokami. Jak przy réwnosci trojkatow tak i
przy ich podobienstwie nazywa¢ bedziemy takie katy jedna-
koioo potozonemi lub krécej odpowiadajacemi §. 22.

8. 58.

Twierdzenie. Dica trojkaty majace po dwa boki pro-
porcyjonalne i po kacie miedzy temiz bokami zawartym réw-
nym, sg podobne.

Niech znowu trojkaty ABC i abc fig. 70 beda takie,
ze AB :ab—BC :bci kat B =b, potrzeba dowies¢ ze sg row-
nokatne czyli podobne, t. j. ze tez kat A zza i kat C= c.

Na boku AB wzigwszy BD = ab i przez punkt D po-
prowadziwszy DE roéwnolegta do AC, poniewaz wediug 8. 54
jest ! AB:BD=BC:BE,
za$ z zalozenia AB:a6z"BC :bc
a z wykreslenia Bl) —ab, zattm BE = bc. Dwa przeto troj-
katy DBE i abc wedlug §. 23 sg sobie réwne i przystajg do

6



siebie a w szczegblnosci kat Y)~a i kat E —c. A ze kat
D= A i E~C, wiec t6z kat Azza i Cne; dane zatem
trojkaty sg réwnokatne, a tern samem podobne.

Twierdzenie té stanowi drugg ceche podobienstwa tréj-
katow.

8= 59.

Twierdzenie. Dwa trojkaty ktérych dica boki jednego
sa proporcyjonalne dteom bokom drugiego i katy lezace na-
przeciwko bokéw wiekszych miedzy soba réwne, sg podobne.

Niech trojkaty ABC i abc jig. 70 beda takie, ze
AB:ab— AC\ac i kat B~0¢6 tudziez AC>AB, jako toz
ac7>ab; dowies¢ potrzeba ze sg réwnokatne, czyli ze tez
kat A~a i kat C= c¢. Podobnie jak w dwdch poprzedza-
jacych twierdzeniach na boku AB wzigwszy BD —ab i przez
punkt D poprowadziwszy prostg DE rownolegla do AC, we-
dilug 8 54 jest AB:BD = AC:DE. Ale z wykreslenia
BD = ab, a z zatozenia AB:ab~ AC:ac, wiec czwarte wy-
razy tych dwoéch proporcyj sa sobie réwne, t j. DE — ac.
Dwa trojkaty DBE i abc w ktérych BD ~ ab, DE — aci kat
B=r b, wedlug 8. 44 przystajg do siebie, a z przystania wno-
simy ze katy odpowiadajgce sg sobie réwne t j. kat D = «
i kat E=c. Ale DE réwnolegta do AC, wiec kat D=:A
i kat E= C, przeto tez kat A—a i Crrc; sa wiec dwa te
trojkaty réwnokatne a nastepnie podobne, co bylo do do-
wiedzenia.

Jestto trzecia cecha podobienstwa trojkatow.

§. 60.

Twierdzenie. Trojkaty ktoérych boki sa réwnoleglte od
siebie kazdy od kazdego, sa podobne.

Niech beda dwa tréjkaty ABC i abc jig. 70, w ktérych
bok AB réwnolegty od ab, BC od bc i AC od ac, dowies¢
potrzeba ze sa roéwnokatne, czyli co jedno jest, podobne.

W 8. 14 dowiedliSmy ze dwa katy ktorych ramiona
sg rownolegte i rozchodzg sie w tychze samych kierunkach,
sg réwne; na mocy wiec tego twierdzenia, poniewaz AB row-
nolegta od ab i BC od bc, kat B= 6. Podobniez AB réw-



uolcgta od ab i AC od ac, wiec kat A —a. Dla téj samdj
przyczyny kat C*“ c. Dwa wiec te tréjkaty sa réwnokatne
a zatem podobne, co chcieliSmy dowies¢.

Réwnolegtos¢ przeto bokéw dwoéch lub wiecej trojka-

tow stanowi czwartg ceche ich podobienstwa.
8. 61.

Twierdzenie. Trojkaty w ktorych boki jednego sa pro-
stopadte do bokéw drugiego, sg réownokatne a nastepnie podobne.

Przedsiebiorgc dowiedzenie tego twierdzenia, napotkac
mozemy dwa rézne przypadki co do potozenia jednego wzgle-
dem drugiego trdjkata; t. j. albo jeden z nich lezy zewnatrz
albo wewnatrz drugiego. W obu przypadkach dowod jest
nader tatwy ze takie trojkaty sg rownokatne, przypomniaw-
szy sobie to co w §. 45 dowiedlismy.

Niech bowiem bedg dwa trojkaty ABC i abcjig. 71
takie ze ab prostopadte do AB, bc do BC i ac do AC i troj-
kat abc'lezy zewnatrz tréjkgta ABC, tedy poniewaz ab jest
prostopadta do AB a ac do AC, kat zawarty miedzy temi
prostopadiemi z punktu a zewngtrz lezacego na ramiona AB
i AC kata A spuszczonemi, jest rowny temuz katowi, t. j.
kat azzA. Zupeinie tym samym sposobem dowiedzie sie zc
kat 6= B i kat ¢ — C; przeto te trdjkaty sa podobne.

Podobniez, jezeli trojkat ab’c lezy wewnatrz tréjkata
ABC, z punktu a dwie prostopadte a'm i an czyli b'a'm
i acn do AB i AC spuszczone, czynia kat réwny katowi
zawartemu miedzy AB i AC, a zatem kgt a ~zA wedtug
tegoz co wyzej §. A ze i o katach zawartych miedzy ab’
i b'c’, jako t8z miedzy b’c i a'c’ toz samo powiedzie¢ moz-
na, zatem roéwniez kat 6'=B i kat c'~ C co bylo do do-
wiedzenia.

Albo tak: w czworokgcie Aman summa czterech jego
katéw wewnetrznych czyni 4R; a ze katy przy ni i n sg
proste, zatem kat A z katem nczynig takze 2R. Lecz kat «
z katem a czynig réwniez 2R jako przylegte, zatém kat
A —a’', i tak o dwdch innych katach.
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Prostopadto$¢ bokéw jednego do bokdw drugiego troj-
kata jest piatej, i ostatnia cechg podobienstwa trojkatow.

Uwaga. Podobienstwo trojkgtéow zakonczmy tg ogdlnag
uwaga ktéra sie i do wszystkich wielokatéw stosuje, ze w
tréjkatach réwnokatnych boki odpowiadajace sg te ktdre lezg
naprzeciwko katéw réwnych lub obejmujg katy roéwne.—
W trojkatach ktérych boki sg réwnolegte lub prostopadie,
odpowiadajacemi sg to boki, ktére sa roéwnolegte lub pro-
stopadle do siebie.

8= 62.

Twierdzenie. W trojkacie prostokreSlnym wzigwszy
jeden z jego bokdéw za podstawe i podzieliwszy kat przeciw-
legly tejze na dwie réwne czesci, prosta dzielgca podzieli takze
i podstawe na dwa odcinki ktdrych stosunek jest rowny sto-
sunkowi dwodch innych bokéw.

Niech bedzie trojkat ABC jig. 72 w ktérym biorgc
AC za podstawe, podzielmy kat B na dwie réwne czesci
wedtug §. 34 prostag BD, trzeba dowie$¢ ze taz prosta prze-
diuzona az do przeciecia sie z podstawa AC, podzieli ja na
dwa odcinki AD i DC takie ze AB ;CD:= AB ; BC. Na do-
wiedzenie tej prawdy, z konca podstawy A lub C wypro-
wadzmy roéwnolegta do BD az do przeciecia sie z przediu-
zonym bokiem CB w punkcie E lub tez z przedtuzonym
bokiem AB w punkcie F; tedy trojkat AEB jest réwnora-
mienny, bo kat EAB —ABD jako naprzemianlegte, tudziez
kat AEB DBC jako odpowiadajace sobie; z zalozenia
kat ABD = DBC, skad tez kat AEB — EAB; przeto we-
diug §. 40 AB= BE. W trojkacie ACE, BD jest rowno-
legta do AE, zatem wedlug 8. 53 jest AD : DC = BE ; BC;
a ze BE= AB, wiec AD;DC = AB;BC co potrzeba byto
dowies¢. Zupelnie ten sam dowdd z tréjkata AFC.

Uicaga. Podzieliwszy kat ABE spetlniajacy pierwszy
do dwoch katéow prostych na dwie réwne czesci prostg BD',
ta rowniez jak BD podzieli, albo raczej wyznaczy na prze-
dtuzeniu podstawy punkt D’ podobny co do wiasnosci pun-
ktowi D, t j. ze tez bedzie CD’'; AD'= BC : AB. Jakoz
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poprowadziwszy z punktu C prostg CE' réwnolegtg do dzie-
lacej BD' az do spotkania sie z przedtuzonym bokiem BA
w punkcie E', kat BECzzD B E’ jako naprzemianlegte; kat
BCE'=zEBD"jako odpowiadajgce sobie; azc kat D'BE'zzEBD
z podzielenia, wiec téz i kat BE'C~BCE"'; przeto trojkat
E'BCjest réwnoramienny i BE' zzBC. Trojkat AD'B-"AE'0
bo katy przy A sa réwne jako wierzchotkowe, kat ABD'zz
BE'C, zatem i kat AD'B zz ACE'. Z podobienstwa tych troj-
katéw wypada nastepujgca proporcyja AD':AC z: AB ; AE’
z ktérej AD'+AC ; AD'—AB4-AE"; AB,
albo CD":AD'z=BE';ABzzBC ; AB co byto do dowiedzenia.

taczac te proporcyjg z dowiedziong w twierdzeniu, t.j.
z proporcyjag DC; ADz=BC;AB, wypada CD';AD'zzCD:AD.
Potozywszy CD'zza, DD’'zzb, AD’zzc i poréwnawszy z 8.
20 Alg. dziat 11, dostrzezemy zc to jest proporcyja harmo-
niczna i dlatego ile razy taka proporcyja ma miejsce, mo-
wimy ze prosta AC jest podzielona harmonicznie a dwa pun-
kta D i D' nazywajg sie punktami z sobg zlgczonemi albo
do siebie nalezacemi (puncta conjugata). Jezli wiec prosta
AC jest podzielona w punkcie D w stosunku danym, tedy
znajduje sie zawsze na jej przedtuzeniu drugi punkt D’ taki
Ze jest proporcyja

CD': AD'zzCD ; AD
Odmieniwszy w tej proporcyi miejsce Srednim wyrazom bedzie
CD';CDzz AD': AD
ktéra nas uczy ze punkta A i C tak sg potozone wzgledem
prostej DD’ jak punkta D i D' wzgledem prostoj AC. Cztery
punkta C, D, A, D' tym sposobem utozone formujg zwigzek
albo ukiad harmoniczny.
8. 63.

Twierdzenie. W trojkacie prostokgtnym spusciwszy
z wierzchotka kata prostego prostopadtg na przeciwprostokat-
ni”, ta podzieli tréjkat na dwa inne takze prostokgtne podob-
ne calemu a nastepnie podobne miedzy sobg; potem dzieli prze-
ciwprostokatnie na dwa odcinki takie, ze kazdy bok przyle-
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gty katowi prostemu jest $rednig geometrycznie proporcyjonal-
ng miedzy calg przeéiwprostokatnig i odcinkiem jemu przy-
leglym, a nareszcie ze ta prostopadia jest Srednig geometrycz-
nie proporcyjonalng miedzy odcinkami.

Niech bedzie tréjkat ABC prostokatny przy A fig. 73,
spusciwszy prostopadta AD z wiérzchotka kata prostego na
przeeiwprostokatnie, mamy dowie$¢ naprzdd, ze kazdy z troj-
katow ABD i ADC jest podobny tréjkatowi ABC. Jakoz
dwa tréjkaty ABC i ABD majag kat B spoiny, katy przy A
i D réwne jako proste, przeto i kat DAB — C wedtug §. 36
wniosek 2, sg wiec te trojkaty podobne. Réwniez dwa trdjkaty
ABC i ADC maja kat C spoiny, katy przy A i D proste zatem
rowne, przeto i kgtBAC=zB i te wiec tréojkaty’ sg podobne.
Lecz ze dwie ilosci réwne lub podobne trzeciej musza by¢
miedzy sobg réwne lub podobne, przeto tréjkat ABD ADC
co tez i z rownosci ich katdéw wnioskowaé mozna; majg bo-
wiem katy przy D rowne jako proste, a z poprzedzajgcego
kat B— DAC i kat BAD=C sg wiec rownokatne a zatem
podobne.

Co do drugiego i trzeciego: W podobnych tréjkatach,
boki odpowiadajgce sa proporcyjonalne wedtug §. 56, zatem
kiedy trojkat ABC ABD bedzie

BC:AB = AB:BD
Roéwniez, poniewaz tréjkat ABC ADC, jest tez
BC:ACNAC:DC
Nareszcie trojkat ABD ADC, zatom
BD : AD —AD :DC co byto do do-
wiedzenia.

W niosek. Niech bedzie BC—hu, AB=a«, AC — 0,
BD™ mui DC=w«, j- niech abedzie obrang jednostka,
ktorg przemierzywszy boki uwazanych tu tréjkatéw, znalezlis-
my ze takich jednostek bok BC zamyka h, AB zamyka ich
a, AC, b, BD m aDC ti; tedy dwie pierwsze z powyzszych
proporcyj wedtug 88. 2 i 3 zamienia sie na nastepujace
liczbowe
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h\a~ a\m skad a2— hm

h\h—MN\n , b~=hn
Z dwoch tych zréwnali wypada at:bi—hm'hn—m!n
tudziez alA-h*—hm-A-hn— (m-\-n)h.

Ale m-f-a= BD-)-DC=BC ~ h, zatem a2-]- 64—n.n=n2
t. j. ze kwadrat z liczby wyrazajgcej dhugos¢ przeciwprosto-
katni, rowna sie summie kwadratéw z liczb wyrazajacych diu-
gosci bokow przyleglych katowi prostemu; poprzedzajaca zas$
proporcyja uczy nas, ze tez kwadraty majg sie do siebie jak
odcinki przeciwprostokgtni przylegte odpowiednim bokom.

8= 64.

Twierdzenie. W trdjkatach podobnych, stosunek ich
wysokosci réwna sie stosunkowi podstaw tychze trojkatow, czyli,
jak sie zwyczajnie wyraza, toysokosci dwodch podobnych troj-
katéw, maja sie do siebie jak podstawy.

Niech bedg dwa tréjkaty ABC i abc jig. 74 podobne,
ich podstawy AC i ac a wysokosci BD i bd, dowie$¢ po-
trzeba ze BD ; bd— AC : ac.

Dwa trojkaty ABD i abd sg réwnokatnc, bo kat A~a
z zatozenia, gdyz trojkaty ABC i abc sg podobne, kat D ~d
jako prosty prostemu, trzecie wiec katy sg sobie takze row-
ne, t.j. ABD"“ «b6c?, sa wiec te trojkaty podobne, a z ich
podobienistwa wedtug §. 54 wypada nastepujgca proporcyja

AB ;a6=BD ; bd
Ale ze tréjkat ABC K™abc z zalozenia, przeto wedtug tegoz

8. jest tez AB ;ab—AC : ac
zkad wypada BD ; bd— AC ; ac co nalezato dowies¢.
§. 65.

Przejdzmy teraz do podobienstwa wielokatéw. Mozna
tu da¢ ogdlne pojecie wielokatow podobnych, wychodzac
z podobienstwa tréjkatow, ze dwa wielokaty o jednakowej
liczbie bokow, ktérych katy sg sobie réwne, kazdy kazdemu i
io tymze samym porzadku w obu wielokatach utozone, a boki
obejmujace katy réwne propdrcyjonalne, sa podobne.
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Twierdzenie. Dwa wielokaty podobne mozna zawsze
rozebra¢ za pomoca przekatni na jednakowa liczbe trojkatow
podobnych 1 podobnie w obu wielokatach utozonych.

Niech bowiem bedg dwu np. szesciokaty ABCDEF i
abcdef jig. 75 takie, ze kat Al~a, B—b, C= ¢, D~d,
E=ei F~/, tudziez AB;a6=BC ;be—CD;cd=DE:de=
E F:ef stowem podobne, tedy z wierzchotkéw katéow A i a
poprowadziwszy przekatnie AC, AD, AE i ac, ad, ae, kazdy
z tych szesciokgtéw rozbierze sie na cztery trojkaty wedtug
§. 18; pozostaje wiec tylko dowies¢ ze te trojkaty sa sobie
podobne w tym porzadku jak po sobie nastepuja. Trdéjkat
ABC abc wedlug §. 58, zatem kat BCA = bca i kat
BAC = bac, tudziez BC:bc— AC:ac; a ze kat Circi wiec
kat ACD ~ acd. W dwdch nastepnych tréjkgtach ACD i
acd jest kat ACD= acd i CD:cdzzAC:ac; bo z poprze-
dzajgcego jest BC:bc—AC : ac, a z zatozenia BC: 6czz:CD: cd,
przeto trojkat ACD o-sacd §. 58. Z podobieristwa tych troj-
katéow wynika, ze kat Cl)Azzzeda, i kat C AD ~cad, jako
t¢z ze CD:cd— W ):ad. Przechodzac tym samym sposobem
do dwdch nastepnych tréjkatéw, znajdziemy je takze podob-
nemi wedtug tegoz samego §., zkad wniesiemy iz prawda
jest ze wielokaty podobne rozebra¢ mozna na réwng liczbe
trojkatéw podobnych i podobnie utozonych.

Nawzajem tez twierdzi¢ mozna, iz dwa lub wiecej wie-
lokatéw ktore sie dajg, jednymze sposobem w obu, rozebrac
na réwna liczbe tréjkatéow podobnych, i podobnie utozonych,
sg takze podobne.

Ze dwa lub wiecej wielokgtéw foremnych o jednako-
wej liczbie bokéw sg podobne, rozumiem ze nie potrzebuje
dowodu.

§. 66.

Twierdzenie. W dwich wielokgtach podobnych, prze-
katnie lub jakiekolwiek proste jednymze sposobem ic obu wie-
lokatach prowadzone, majg sie do siebie w stosunku odpowia-
dajacych bokéw.
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Niech beda dwa pieciokaty ABCDE i abcde fig. 76 po-
dobne; poprowadziwszy w nich jednakowo przekatnie AD i
ad, tedy dwa trdjkaty ADE i ade sg podobne, bo z zaloze-
nia kat Ez:e i AE:ne~DE: de jako w wielokgtach podob-
nych: zatem takze
AD:a d AE:ae albo n=DE:de~CD:cd~BC:6c=;:AB:ab.

Poprowadziwszy powtoro proste AF i af takze jedna-
kowo, t. j. zeby np. z bokami AE i ae czynity katy réwne,
beda katy FAE i fae sobie réwne, wiec znowu trojkat
AFE Kn™-afe, a nastepnie AF:af~ AE:ae—AB:ab— it d.

Poprowadzmy potrzecie proste GF i gf jakkolwiek byle
jednakowo w obu wielokgtach, a zatem zeby np. BG byio
taka czescig wzgledem BC, jaka jest bg wzgledem bc: réw-
niez EF wzgledem DE takaz czescig jakag efi wzgledem de;
ztgczywszy punkta G i F z punktem A, jak réwniez punkta
g i/ z punktem a prostemi AG, AF i ag, af, wedlug po-
przedzajacego tak tréjkat ABG abg jako tez i tréjkat
AEFts™aef, zkad poniewaz AG:ag—AB:ab i AF:af—
AE:ae= AB:a6, wypada ze AG:ag—AF:af. A ze kat
A — a z zalozenia, zas kat BAGr=déa(/ i kat EAF — eaf
z poprzedzajgcego, z powodu ze trojkat BAG ~ bag, a troj-
kat EAFi—eal/, wiec kat GAF~gaf] dla tego trdjkat
AGF agf. Z podobienstwa ich wypada AG:ag—GY:gf;
a ze AG:ag—AB:ab, wiec t¢z GF:gf=AB :ab.zBC:bc—
i t d. co potrzeba byto dowiesc.

8= 67.

Twierdzenie. Obwody dwoéch icielokatéw podobnych
majg sie do siebie w stosunku dwoch ktérychkolwiek odpowia-
dajacych bokdw.

Oznaczywszy obwody dwéch wielokgtéw podobnych
przez O i o, boki pierwszego przez A, B, C, D, it d. a
odpowiadajgce boki drugiego przez a, b, ¢, d, i t. d., tedy
wedtug definicyi wielokatéw podobnych mamy A :a~zB :b—
Cic=D:drrE:e= it d Ale z Arytmetyki 8§ 97 wia-
domo ze (A+ B+ C-fD+E ...):(a-j-6-fc-fd+e ...)=
A:«zr:B: b—C:czzD:d— i t d
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zatém poniewaz weditug §. 17 A-j-B-f-C-j-D-f-E-}- =..= 0,
tudziez a-\-b~\-c-\-d-\-e-\-... — o,
przeto 0:o = A:o0= B :tC:c = D:tir:E:er: it. d co
byto do dowiedzenia.

W niosek. Zatem obwody dwoch wielokgtéw podob-
nych maja sie takze wedtug poprzedzajacego twierdzenia,
w stdsunku dwéch prostych jednakowo w obu wielokgtach
poprowadzonych.

§. 68.

Zagadnienie 1. Na danej prostej wykresli¢ trojkat
podobny danemu.

Rozwigzanie. Niech danym trojkatem bedzie ABC/6/. 77
a prosta dang MN, potrzeba na t$j prostej wystawi¢ tréjkat
ktéryby byt podobny danemu ABC.

Poniewaz podobnemi trojkatami sg tréjkaty réwnokat-
ne, zatSm dla rozwigzania tego zagadnienia dosy¢ jest wy-
kresli¢ trojkat, ktéregoby jednym bokiem byta prosta MN,
a katy réowne katom trojkgta ABC. Na ten koniec przy
punkcie M i przy prostej MN wykresimy kat LMN —A i po-
dobniez przy punkcie N i z tejze samej strony prostej MN
kat KNM= C, a przedtuzywszy ramiona tych katéw az do
ich przeciecia sie z sobg w punkcie P, te wraz z prostg da-
ng zamkna trojkat zadany. Gdy bowiem kat M= A Kkat
N —C wiec tez i kat P =B ; a kiedy trojkgty MNP i ABC
sa réwnokatne, wiec sg podobne §. 56.

Albo tak: na kierunku AC boku danego trojkata od-
cigwszy prostg dang MN od A do I) i przez punkt D po-
prowadziwszy rownolegta do boku BC az do przeciecia sie
z bokiem AB w punkcie E, trdjkgt ADE bedzie zgdanym
8. 60. W przypadku ze prosta MN AC, punkt D przy-
padnie na przedituzenie AC, a punkt E na przediuzenie AB
co ani wykreslenia ani dowodu nie zmienia. Na tento przy-
padek powiedzieliSmy ogolnie ze sie odcina MN na kierun-
ku AC.



a1

& 69.

Zagadnienie 2. Na danej prostej wystawi¢ wielokat
podobny danemu.

Rozwigzanie. Danym wielokgtem niech bedzie piecio-
kat ABCDE, dang za$ prostg linija MN jig. 78, potrzeba na
tej ostatniej wystawi¢ pieciokat podobny danemu.

Na ten koniec z wierzchotka kata A poprowadziwszy
w danym wielokacie przekatnie AD i AC, podzielimy go
tym sposobem na trzy trojkaty; wystawiwszy teraz na pro-
stej MN tréjkat MNO ADE , potém na prostej MO tréjkat
MOP#¥-sADC, a nareszcie na prostej MP tréjkat MPB ABC,
tym sposobem otrzymamy pieciokat MNOPR ABCDE, sa
bowiem te pieciokaty ztozone z tejze samej liczby trojkatow
podobnych i podobnie utozonych, zatém wediug §. 65 sa
podobne.

Mozna tu takze postapi¢ jako w poprzedzajgcem zaga-
dnieniu, t. j. na kierunku boku AE wielokata danego, odcigé¢
prostg dang od A do K lub od A do Ze, wedtug tego jak
MN> AE Ilub MN< AE. Z punktu K lub k poprowadzmy
prostg réwnolegta do ED az do przeciecia sie z przedtuzong
lub téz z samag przekatnia AD w punkcie L lub Z przez
punkt L tub Z poprowadzmy znowu réwnolegta LM lub Im
do DC az do przeciecia sie z nastepng przekatnia AC przediu-
zong w punkcie M, lub z tgz przekatnig w punkcie m; naresz-
cie z punktu M lub m, réwnolegtg MN lub mn do boku BC
az do przeciecia sie z przedtuzonym lub samymze bokiem AB
w punkcie N lub n; tym sposobem otrzymany pieciokat
AKLMN lub AkImn bedzie podobny danemu. Jakoz wielo-
katy ABCDE i AKLMN sg réwnokatne, bo ramiona kazdego
kata w pierwszym, sa réwnolegte od ramion odpowiadajgcych
katow w drugim wielokgcie. Ze boki jednego sa proporcy-
jonalne bokom drugiego wielokgta jest oczywistém; w tréj-
kacie bowiem AKL prosta DE jest rownolegta od KL zatem
AK:AE = AL: AD =K L:DE; w trdjkgcie ALM dla tejze
samoj przyczyny jest AL:AD =rAM:AC —LM:DC; dalej
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w trojkacie AMN, AM:AC = AN:AB ~ MN:BC a nastepnie
AB:AN=BC :M N CD :LM = DE:KL = AE:AK.

Jak postapi¢ z wielokgtem o jakiejkolwiek liczbie bo-
kéw, chcac na prostej danej wystawi¢ jemu podobny, sadze
Ze z tego co sie powiedzialo o pieciokacie jest jasnetu i dal-
szego ttdmaczenia nie potrzebuje.

§. 70.

Zagadnienie 3. Prosta dang 'podzieli¢ na ilekoluriek cze-
sci réwnych.

Rozwiazanie. Niech prostg dang do podzielenia na ré-
wne czesci bedzie AB fig. 79. Zalézmy sobie podzieli¢ ja
na 7 czesci rownych, tedy na prostej nieograniczonej diugo-
sci poczgwszy od ktoregokolwiek jej punktu, odetnijmy w je-
dne lub druga strone siedm czesci réownych dowolnej dtugo-
éci np. od M do N; na prost§j MN wystawmy tréjkat réwno-
boczny MNP §.31 uwaga 3. Na boku MP od P ku M ode-
tnijmy PR — AB, a przez punkt It poprowadziwszy réwnole-
gta RS do MN, Ilub tez na boku PN odcigwszy PS= AB i
potaczywszy punkta R i S prosta RS, ta bedzie réwna
prostej AB danej do podzielenia; bo wedlug 8. 54 jest
MP:PR n; MN:RS; a ze MP= MN wiec tézi PR=RS. Ale
PR ~AB zwykreslenia, przeto rowniez RS=: AB. Jezeli te-1
raz wierzchotek kata P potgczymy z punktami podziatu 1,
2, 3,..... prostemi, te podzielg RS =: AB na tylez czesci pro-
porcyjonatnych czesciom pierwszym wedtug §. 55. A ze
pierwsze czesci sg miedzy sobag réwne, wiec tez i drugie mie-
dzy sobg sg réwne, co byto do okazania.

Albo tak: na prostej nieograniczonej dtugosci jak przed
tem, odcinamy roéwniez tyle czesci miedzy sobg réwnych,
lecz wielkosci dowolnej, na ile prosta danag podzieli¢ chce-
my fig. 80; z jednego lub drugiego konca t. j. z punktu M,
lub 7 prowadzimy prosta MP, pod jakiemkolwiek nachyle-
niem do MN i na niej od wierzchotka kata M odcinamy
MR — AB; punkt R tgczymy z ostatnim podziatem jak tuz 7
prosta R7 i przez wszystkie inne podziaty prowadzimy réw-
nolegte do R7, a te podzielg prosta M R=AB na zadang licz-
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be czesci rownych. W tréjkacie bowiem MNR prosta ia be-
dac réwnolegtg do R7, dzieli dwa inne boki na czesci pro-
porcyjonalne; jest wiec M7;M1 =M R;Ma. A jako MI= N7,
tak téz by¢ musi Ma=yM RrzjAB t j. Majest si6dmg cze-
écig prostej danej AB. Podobniez w tymze samym tréjkacie
uwazajac 62 réwnolegtg do R7, mamy tez proporcyjg M7 ;M 2~
MR : M6, z ktérej , poniewaz M2 n |M7 wypada, ze tez
Mo6=fMR = fAB i t d.

Uwaga. Poniewaz nie tak jest tatwo z potrzebng dokta-
dnoscig prowadzi¢ réwnolegte, przeto utatwia sie podziat pro-
stej na czesci réwne lub zadane i zyskuje na doktadnosci,
prowadzac z punktu R w przeciwnym kierunku prosta RS
rownolegla do MN i na tg, poczawszy od punktu R, przeno-
sza sie podzialy, ktéoreSmy na MN naznaczyli; taczac naresz-
cie odpowiednie punkta podziatow t j. 1il,2i2,3i3
i t d. prostemi, te podzielg jak wprzéd prosta MR= AB na
czesci zadane.

Gdyby potrzeba prostg dang podzieli¢ na dwie czesci
ktéreby sie mialy do siebie w stosunku dwoéch prostych da-
nych, tedy chociaz na zasadzie twierdzenia §. 55 tatwo to
uskutecznié¢, najtatwiejszy atoli spos6b jest nastepujacy:

Niech AB bedzie prostag dang do podzielenia na dwie
czesci majace sie do siebie w stosunku dwoéch innych pro-
stych P i Q fig. SI, z kohcéw prostej dan¢j A i B, popro-
wadzmy dwie inne proste AC i BC' w jakimkolwiek kierun-
ku lecz do siebie réwnolegle i jedne zjednej, a druga z dru-
giej strony prostej AB. Na pierwszej wezmy AC— P a na
drugiej BC'=Q lub przeciwnie, a potgczywszy punkta Ci C'
prostg CC’, taprzetnie prostg dang AB w punkcie 1) w stosun-
ku zadanym. Jakoz trojkat ADC."BDC’,
przeto AD;DB= AC:BC'=:P:Q.

Prowadzac réwnolegte z koncéw prostej danej po jedndj
ich stronie, jak sg AC i BC'=:Q, a potem #gczac punkta
C i C” prostg, ta przetnie prosta dang przedtuzong w punk-
cie D' tak, ze tez jest AD';BD'~ AC iBC"= P:Q. Te
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proporcyja taczac z powyzéj otrzymana,
bedzie AD":BD'=AD ;BD

Poréwnywajac te ostatnig proporcyja z otrzymang w §.
62 incaga dostrzezemy, ze jest harmoniczng a dwa punkta
D i D’ sg punktami do siebie nalezacemi. Podzieli¢ zatem
prostg w stésunku danym znaczy toz samo jak podzieli¢ pro-
stg w proporcyi harmonicznej, lub nareszcie wynale$¢ na jej
kierunku dwa punkta do siebie nalezace.

8= 71.

Sa tez i inne sposoby dzielenia prostej na czesci row-
ne, a szczeg6lniej kiedy wypadnie podzieli¢ prosta dang na
drobno czesci. Potrzeba takiego podzialu zachodzi zawsze
w zastésowaniach Geometryi, gdziekolwiek przedstawia sie ja-
kibgdz przedmiot w linijowym rysunku. Gdy bowiem takie
rysunki bywajg w zmniejszonych wymiarach robione z zacho-
waniem podobienistwa, rysujg sie zatem zawsze figury podobne,
te za$ jak wiemy, musza mie¢ odpowiadajgce boki proporcyjo-
nalne. Z tego powodu obiera sie dowolna dtugos¢ czyli pro-
sta majgca np. cal diugosci (jednostka), ktéra nam przed-
stawia¢ moze jakakolwiek dtugos$¢ rzeczywista, czyli odno-
$nie do przedmiotu, jako to: sgzen, sznur, 10, 100, 1000 i
t. d. sznuréw, mile i t d. Chcac za$ przy rysowaniu takie-
go przedmiotu mie¢ podzialy mniejsze, czego zawsze niezbe-
dna potrzeba wypada, rzeczong calowg ditugos¢ mieé¢ musimy
podzielong na drobniejsze czesci. Tak podzielona jednostka
nazywa sie zwyczajnie jpodziatka (scala). A Ze wspomnione
rysunki przedstawia¢ moga niniejsze lub wieksze obrazy przed-
miotdéw, prawie za$ zawsze mniejsze od samychzc przedmio-
tow, zatem im obraz ma by¢ mniejszy, tém podziatka przed-
stawiajaca np. cal diugosci, na drobniejsze czesci dzielona
by¢ musi. Sadze wiec ze tu bedzie wiasciwe miejsce ku po-
daniu sposob6éw robienia, czyli wykreslania podziatki.

Najpospolitsza podziatka, uzywana nie do bardzo dokia-
dnych rysunkoéw, sg to dwie proste réwnolegte blisko siebie
pociggnione, jedna grubsza druga ciensza. Wzdtuz tych od-
cina sie jednostka dowolng liczbo razy i te podziaty znacza
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sie prostopadtemi poprowadzonemi miedzy piérwszemi dwiema
rownolegtemi i przynajmnic¢j w jcdne strone nieco przedtuzo-
ncmi jako gtdwne podzialy znaezaceini. Pierwszy gtéwny po-
dziat dzieli sie na drobniejsze czes$ci, a to stosownie do potrze-
by na 4,5, 10 i t p. czesci. Drugi gtéowny podziat znaczy
sie liczbg zamykajaca tyle jednosci, ile ich ta jednostka ma
przedstawia¢, drugi 2razy tyle i t. d. jak na fig. 82 widzi-
my podziaty 10, 20, 30..... Tym sposobem drobniejsze po-
dzialy w pierwszym gtownym, wyraza¢ bedg kazdy 2 saznie;
dlatego tez znaczymy je liczbami 2, 4, 6, 8. W koncu po-
dziatki dopisuje sie jakie dlugosci ta podzialka przedstawia,
jak tu saznie. Gdyby gtéwny podzial przedstawiat sazen,
oznaczylibySmy drugi i nastepne podziaty zamiast liczbami
10, 20, 30 i t. d., liczbami 1, 2, 3 i t. d. a dzielac piérw-
szy na 6 czesci, kazdy z tych drobnych podziatéw wyrazat-
by stope, dlaczego nie liczbami 2, 4, 6, 8, ale liczbami 1,
2, 3, 4, 5 oznaczyctby je potrzeba. Uzycie takiej podzialki
nie potrzebuje jak sadze objasnienia.

Drugi gatunek podziatki, ktéry sie uzywa ile razy chce-
my zrobi¢ dokladniejszy rysunek, jest to podziatka wykre-
Slona za pomocg tak nazwanych prostych transicersalnych.
Aby takag podziatke wykresli¢, nalezy liczbe miar, jakg ma
wyraza¢ kazdy podziat gtéwny, rozebraé¢ na dwa czynniki.
Tak np. cliogac nakreslic podziatke gdzieby gtéwny podziat
wyrazat 20 sazni rzeczywistych i z ktorejby pojedyncze sa-
znie bra¢ mozna, tak postgpi¢ nalezy. Liczbe 20 roztozyw-
szy na dwa czynniki 4 i 5, kresli sie prostg MN nieograni-
czonej dtugosci fig. 83 i na nidj odcina sie tyle czesci row-
nych, ile potrzeba wymaga¢ bedzie i réwnych obranej je-
dnostce np. calowi, jak tu AB, BC, CD..... Pierwszy z tych
podziatéw dzieli sie na 4 mniejsze czesci, ale takze miedzy
sobg rowne; z punktéw A i B wyprowadziwszy prostopadte
do MN dowolnej dtugosci, bierze sie na ktérejkolwiek znich
5 czesci takze miedzy soba rownych, a z resztg dowolnych
od B do P; przez punkt P prowadzi sie réwnolegta do MN
i te przedtuza az do przeciecia sie z pierwszg prostopadia,
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oraz przenosza sie na nie cztéory mniejsze podziaty poprzednio
na AB zrobione. Przez pie¢ na prostopadtéj zrobionych po-
dziatéw, prowadza sie réwnolegte do MN przedtuzajac je tak
daleko, jak podziatka zasiega. Nakoniec tgczgc punktP z pierw-
szym podziatem mniejszym Q, a potem nastepne taczac takze
z sobg, mamy tym sposobem podziatke ukoriczong. Zobaczmy
tylko czyli zado$¢ wymogom czyni? Trojkat BPQ:-"« 1P pi-zeto
BP;P1=BQ;al; azePi~£BP, wiec podobniez al —£BQ.
Ale BQ=z"AB, zatem al = J.|AB= 2nAB.

Zupelnie tym samym sposobem okaze sie ze 62r=ynAB,
ze dalej c3 55AB it d. wiec al wyraza jeden, 62, dwa,
c3, trzy i t d. saznie; dlatego tez na tych roéwnolegtych
widzimy wzdtuz prostopadtéj PB liczby 1, 2, 3, 4. Kaz-
dy z mniejszych podziatébw jak BQ bedac czwartg czescig
20tu sazni, wyraza 5 sazni i z tego powodu widzimy wzdtuz
goérnej rownoleglej liczby 5, 10, 15.

Po takiem wyjasnieniu w mowie bedacej podziatki, ro-
zumiem iz jej uzycie nie stawi zadnej trudnosci ani watpli-
wosci.

Z tego rodzaju podziatek najuzywansza jest dziesietna,
z powodu ze tez i rachunek dziesietny, szczegélniej miedzy
uczonymi, stat sie prawie ogélnym. Taka podziatka kresli
sie zupelnie jak poprzedzajaca z tg jedynag roznica, ze sie
liczba nie rozktada na dwa czynniki i pierwszy gtowny po-
dziat dzieli sie na 10 czesci réwnych, tudziez na prostopa-
diej BP odcina sie takze 10 czesci réwnych, a tym sposo-
bem poniewaz BQ = TnAB, bedzie al — TJOAB, 62= TgOAB
i t. d. Taka podziatke przedstawia nam fig. 84. Uzycie jej
jak pierwszej, t. j. niech AB przedstawia 100 sznuréw, tedy
chcac z podziatki wzigs¢ 374 sznury, potrzeba jedne ndzke
cyrkla postawi¢ w punkcie R, a druga w r na prostej trans-
wersalnej liczbg 70 z géry oznaczonej, a tak dtugos¢ rR wy-
raza¢ bedzie 374 sznury,

bo Rr=R4-]-4ezZ-fir= 300+ 70-f4=374.

Zresztg predkiego i dokiadnego uzycia podziatki, naby-

wa sie dopiero w praktyce.
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8= 72.
Zagadnienie 4. Majac prostg podzielong na ilekolwiek

czesci, a zatem w ogolnosci na n czesci réwnych, podzielié
tez prostg na n-j- / czesci takze réwnych.

Rozwigzanie. Prostg dang podzielong na n czesSci niech
bedzie AB, 9a jej czescig niech bedzie AC jig. 85, znales¢
potrzeba jej (n-j-I)ta cze$¢. Na ten koniec na prostej AB
wystawmy kwadrat AB DE, a poprowadziwszy przekatnie AD,
tudziez punkta C i E ztaczywszy prostg CE, ta przetnie prze-
katnie w punkcie F; prowadzac przez punkt F prosta GH,
rownolegta do boku kwadratu AE, ta odetnie nam od AC
czes¢ AH, ktdra jest zadana (ra-j-l)ta czescig prostej AB.

Dowdd rzetelnosci tego postepowania jest bardzo pro-
sty, albowiem tréjkat EFD AEG bo sa réwnokatne, prze-
to FD;AF= ED;AC. W trojkacie BAD, HF réwnolegta do
BD dzieli dwa inne jego boki na czesci proporcyjonalne, za-
tem FD ; AF ---HB ;AH. Z dwdch ostatnich proporcyj wy-

pada ED:AC= BH:AH. Lecz ED=AB, AC= *-AB
n

zatem AB; 1 AB= BH;AH albo 1;— =BH ;AH,
n n

skad AH—  Bil, albo w.All= BH. Dodawszy do kazdej

z dwoch tych ilosci rownych, ilos¢ AH, bedzie «. AH-]-AH=
1

BH-j-AH, albo (n-j-1) AH=AB skad nareszcie All = n 11AB

co byto do dowiedzenia.
§. 73.

Zagadnienie 5. Majac dany punkt miedzy ramionami
kata, poprowadzi¢ przez tenze prosta, ktéraby korczac sie na
ramionach kata, w punkcie danym podzielong byla na dwie
rowne czesci.

Rozwigzanie. Niech BAC bedzie katem danym i punkt
M miedzy jego ramionami fig. 86, potrzeba przez ten punkt
poprowadzi¢ prostg miedzy ramionami, ktéraby wtymze punk-
cie podzielong byla na dwie czesSci réwne.

7
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Przez dany punkt poprowadzmy réwnolegtg do jednego
z ramion danego kata np. do AC, ta przetnie drugie ramie
w punkcie H; zrobmy HD — AH i przez punkta D i M po-
prowadzmy prosta DME, ta bedzie prostg zgdang t.j. ze be-
dzie DM = ME. Gdy bowiem HM roéwnolegta do AE wiec
AH;HD = ME:DM. A ze AH=iHD z wykreslenia, wiec tez
ME= DM co nalezato dowiesc.

sm 74.

Zagadnienie 6. Majgc dany kat i prosta miedzy jego
ramionami z wierzchotka poprowadzona, tudziez za ramionami
kata punkt dany, poprowadzi¢ miedzy ramionami rzeczonego
kata prostg tak, izby przez pomsta dang podzielona byla na
dioie rowne czesci a w przedtuzeniu sioojem przechodzita przez
punkt dany.

Rozwigzanie. Niechze danym katem bedzie BAO, pro-
sta dang AD, anareszcie E punktem danym fig. 87, potrze-
ba przez ten punkt poprowadzi¢ prosta tak, izby jej czes¢
miedzy ramionami kata zawarta, podzielong byta przez pro-
stg AD na dwie réwne czesci. Na danej prostej AD obierz-
my gdziekolwiek punkt F, i przez ten, wedlug poprzedniego
zagadnienia, poprowadzmy prostg B'C' podzielong w tymze
punkcie na dwie réwne czesci tak ze B'F~FC'. Jezeli te-
raz przez punkt dany E poprowadzimy EN réwnolegtg do tej
ostatniej prostej, cze$¢ jej MN bedzie takze podzielong w
punkcie O, azatem przez prostg dang, na dwie rowne czesci;
jest wiec prosta zagdana. Dowdd tej prawdy.jest oczywisty
przeto go pomijam.

§. 75.

Zagadnienie 7. Majgc dane trzy proste oznaczonej diu-
gosci, znale$¢ czwarta proporcyjonalna.

Rozwigzanie. Trzema prostemi danemi niech bedag A,
B, C fig. 88, potrzeba do nich znales¢ czwartg proporcyjo-
nalna. Na ten koniec wykresimy jakikolwiek kat P i naje-
dnem zjego ramion odetnijmy prostg pierwsza A od P do A,
tak, ze P A~ A; nadrugiem ramieniu odetnijmy PB~B; trzecig
prostag odetnijmy na ramieniu pierwszem, tak ze PC— C;
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C poprowadzmy réwnolegtg do AB, a ta na drugiem ramie-
niu odetnie PD, ktoéra jest czwartg proporcyjonalng szukana.
W trojkacie bowiem CPD, w ktéorym AB réwnolegta do CD
jest AP:BP= CP:DP czyli A;B = C:DP; jest wiec rzeczy-
wiscie DP czwartg proporcyjonalng, ktérej zadalisSmy.
8. 76.

Zagadnienie 8. D0 dwich prostych znalesoé trzecig ciggta.

Rozwigzanie. Niech prostemi danemi bedg A i Bfig. 89
i niecit B bedzie ta prosta, ktéra ma by¢ Srednig geometry-
cznie proporcyjonalng, a znales6 potrzeba trzecig ktéraby z
danemi czynita proporcyja ciggla. Dla znalezienia jéj wy-
kresimy znowu jak poprzednio jakikolwiek kat P i na je-
dnem zjego ramion wezmy PA= A, na drugiem PB=B i
znowu na pierwszem PB'=:B. Punkta A i B zlaczywszy
prosta AB a przez punkt B' poprowadziwszy réwnolegtg od
niej ta odetnie na drugiem ramieniu prostg PC, ktéra bedzie
trzecig ciggle proporcyjonalng szukang; wedtug bowiem po-
przedzajacego zagadnieniajestAP; BP~B'P;CP. Aze AP=A,
BP=B, B'P= B, wiecA'Bz=B;CP czyli -H A;B:CP; jest
wiec CP trzecig ciagta do dwoch danych A i B.

8. 77.

Zagadnienie 9. Majac dane dwie proste, znale$é mie-
dzy niemi $rednig geometrycznie proporcyjonalna.

Rozwigzanie. Niech A i B Jig. 90 bedg dwiema proste-
mi, pomiedzy ktéremi znale$6 mamy S$rednig geometrycznie
proporcyjonalna. Wiedzac z §. 63 ze prostopadta z wierz-
chotka kata prostego na przeciwprostokatnie spuszczona jest
Srednig geometrycznie proporcyjonalng miedzy odcinkami przez
siebie zrobionemi, na zasadzie tej kresli sie prosta nieogra-
niczonej diugosci, i na niej odcina sie jedna z prostych da-
nych np. A od M do N, potem druga B od N doP; z punk-
tu N wyprowadza sie prostopadta do MP, takze nieograniczo-
nej diugosci; chodzi teraz o to, jak jej diugo$é naznaczyc?
Naznaczenie tej diugosci zalezy na wyznaczeniu na tej pro-
stopadtej takiego punktu, izby proste tgczgce go z punktami
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M i P czynity w tymze punkcie kat prosty. Na ten koniec
dzieli sie prostga MP w punkcie Q na dwie réwne czesci iz
tego punktu otwartoscig cyrkla réwng QM, kresli sie luk
przecinajacy tez prostopaditg w punkcie R; mdwie ze NR jest
Srednig geometrycznie proporcyjonalng szukang. Aby te pra-
wde udowodnié, potrzeba okaza¢, ze kat MRP jest prosty.
Ztgczywszy punkt R z punktami M, Q, P prostemi, tak tréj-
kat MQP, jako tez tréjkat QRP jest rownoramienny, bo
QMrrQR=QP, zatem kat M=MRQ, tudziez kat P ~ QRP.
W tréjkacie MQR jest M-j- MRQ -j- MQR ~ 2R

czyli 2MRQ-j-MQR = 2R; podobniez w trojkacie QRP jest

P-f QRP + RQP = 2R czyli 2QRP -f-RQP = 2R,
zatem 2(MRQ-f QRP) + (MQR -f RQP) = 4R.

Lecz MRQ4-QBP= MRP, zas MQII-]-RQPrr 2R jako przy-
legle, przeto odjgwszy po obu stronach ostatniego zréwnania
ilosci réwne t. j. od pierwsz¢j ilos¢ MQR-j-RQP a od dru-
giej 2R, otrzymamy 2MRP = 2R czyli MRP=R. Jest wiec
kat MRP prosty, a prostopadita NR S$rednig geometrycznie
proporcyjonalng miedzy MN i NP czyli miedzy A i B co na-
lezato dowies¢.

8. 78.

Zagadnienie 10. Majac dane dwa iloczyny, kazdy
z dwich linij prostych, znale$¢ stdsunek tych iloczynéw takze to
linijach prostych, czyli znale$¢ dwie proste, ktoreby sie tak
miaty do siebie, jak sie majga rzeczone iloczyny.

Rozwigzanie. Niech dane iloczyny bedg AXB i CXD,
gdzie A, B, C, D wyrazajg linije proste albo ich stosun-
ki do jednostki, a w takim razie wyrazatyby liczby. Jezeli
wyrazaja liczby, przypusémy ze An5, B=14, 0=7, D=4,
tedy mamy znalds¢ stésunek réwnajacy sie stosunkowi

5X14:7X4-
Na ten koniec do trzech liczb 14, 7 i 4 szukamy czwartej
proporcyjonalnej, ktérg wedtug Arytmetyki znajdziemy

4X7
14:7 = 4; m czyli 14:7= 4;2 skad 7X 4* 2X 14; mieé
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wiec bedziemy 5X14:7X4 = 5X14:2X14=5:2; liczby
wiec 5 i 2 maja sie do siebie w takim samym stésunku, w
jakim sg iloczyny 5X14 i 7X4, gdyz 5X14'.7X4 = 5;2
czyli 70;28=5;2 skad 70X2 = 28X5, co dowodzi rzetel-
nosci tej ostatniej proporcyi.

Jezeli zas A, B, C, D wyrazajg linije, jak rzeczywiscie
w zagadnieniu wyrazono, postepowanie w rozwigzaniu zaga-
dnienia w tym przypadku jest toz samo, t. j. do trzech pro-
stych B, C, D szuka sie czwartéj proporcyjonalnéj 8. 75,
ktérag nazwawszy K, mamy B;C=D ;K skad CXD = BXK;
bedzie wiec AXHICXB> = AXUIIIXK= AiK"' j)wjc
wiec proste A i K maja sie do siebie, jak dwa iloczyny dane.

8. 79.

Zagadnienie 11. Majac dane dwa iloczyny, kazdy z
trzech prostych ztozony, znale$¢ ich stosunek wyrazony takze
w linijach prostych.

Rozwigzanie. Niech iloczynami danemi bedg A X B X C
i A'XH'XC"' gdzie ilosci A, B, Ci A', B, C' wyrazajg li-
nije proste, potrzeba znales¢ stosunek tych iloczynéw wyra-
zony w linijach. Na ten koniec naprzéd do trzech prostych
A', A, B szukamy czwartej proporcyjonalndj, ktéra nazwaw
szy K bedzie A’;A = B:K skad AXB = A'X K-

Potom do trzech prostych C, B', C' szukamy znowu
czwartej proporcyjonalnéj i te K' nazywamy, tak ze

C:B'= C"K; skad B'XC' = CXK".
Jezeli teraz w miejsce iloczynéw AXB i B'X C potozymy
znalezione im réwne waznosci, bedzie:
axbxCAxb,xc'Za'XkxC:Axcxk'=k:K;
skad sie pokazuje, ze znalezione dwie proste K i K’, majg
sie do siebie jak podane iloczyny, co tez w zagadnieniu
zgdano.
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ROZDZIAL V.
Wihasnosci prostych w rézny sposéb wzgledem okregu kota pro-
wadzonych, jako tez katow, réznie wsrod linii kolowej, na niej
lub za nig potozonych.

8= 80.

Z §. 20 juz wiemy co jest tuk i co cieciwa, w tym wiec
rozdziale dowiedziemy naprzéd nastepujace

Twierdzenie. Katgm réwnym majgcym swe wierzchotki
iv srodku kola, odpowiadajg cieciwy rowne i tuki miedzy ich
ramionami zawarte réwne. Nawzajem, cieciwom réwnym od-
powiadaja katy rowne i tuki rowne, jako t$z lukom réwnym
odpowiadajg cieciwy i katy rowne.

Co do pierwszego. Niech beda dwa katy ASB i CSD
jig. 91 réwne, majgce swoje wierzchotki w $rodku kola S;
jezeli polgczymy punkta A i B, C i D prosteini, czyli co je-
dno jest, jezeli poprowadzimy cieciwy AB i CD, potrzeba
dowies¢ ze te cieciwy sg sobie rowne, tudziez ze i tuki do
nich nalezace takze sobie sg réwne.

Dwa trojkaty ASB i CSD wedlug §. 23, sg sobie rod-
wne i przystajg do siebie, bo majg po dwa boki AS i BS,
CS i DS, jako promienie jednegoz kota réwne i po kacie
miedzy niemi zawartym z zatozenia réwnym; z ich wiec przy-
stania wnosimy ze AB =z CD.

Wycinek ASB potozywszy na wycinku CSD tak, aby
punkt S przypadt na S, promien SA poszedt w kierunku SC,
tedy punkt A przypada na C dla réwnosci promieni, a pro-
mien SB poéjdzie w kierunku SD dla réwnosci katéw przy S.
A ze SB= SC wiec i punkt B padnie na punkt D. Skoro
wiec dwa punkta A i B luku AB padly na dwa punkta C i
D ‘tuku CD, muszg tez wszystkie inne punkta tuku AB, pasdz
na odpowiadajgce punkta tuku CD, czyli tuki te zupeinie
przykry¢ sie musza, gdyz wszystkie punkta obu, bedac w ro-
wnej od Srodka S odlegtosci, nie moga pas¢ ani blizej ani
dalej tegoz S$rodka, jak sg punkta tuku CD, co byto do do-
wiedzenia.
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Co do drugiego. Poniewaz zaktadamy ze AB = 01),
wiec trojkaty ASB i CSD wedlug §. 22 przystajg do siebie,
a w szczego6lnosci kat ASB=CSD. Ze luki sg sobie rowne,
juz bardzo tatwo wnioskowaé, bo z przystania tréjkatow, punk-
ta AiBlezg naCi D.

Co do trzeciego. Wycinek ASB potozywszy na wycinku
CSD tak, aby punkt A padt na C, punkt B przypasé musi
na D, albowiem te tuki z zalozenia sg sobie réwne. A ze
przez dwa punkta jedna tylko prosta przechodzi¢ moze, za-
tem cieciwa AB przykryje cieciwe CD, a nastepnie te cieci-
wy sg sobie réwne. Z przystania potem tréjkgtéw majacych
po trzy boki réwne kazdy kazdemu, wniesiemy ze kat

ASB — CSD.
Prawda wiec jest wszystko, co twierdzilismy.

W niosek. Z samego toku dowodzenia tego twierdzenia
wyptywa, ze katom réwnym przy S$rodku kota odpowiadajg
nie tylko cieciwy i tuki, ale takze wycinki i odcinki réwne.

8= 81.

Podzieliwszy kat ASB fig. 92 na ilekolwiek czesci row-
nych, i podziatlowe proste przedtuzywszy az do przeciecia
sie z lukiem jakimkolwiek promieniem z wierzchotka kata
S jako ze $rodka zakreslonym, tuk ten podzielonym zosta-
nie na tylez czesci rédwnych. Wzajemnie, jezeli podzielimy
tuk miedzy ramionami kata z jego wierzchotka jakimkolwiek
promieniem zakres$lony na ilekolwiek czesci rowmych i pun-
kta podziatu potgczymy z wierzchotkiem prostemi, te podzielg
tez kat miedzy ktérego ramionami tuk zostat zakreslony na
tylez czesci rownych. Oprocz tego jasno widzimy, ze dwa,
trzy, cztery i t d. razy wiekszy tuk jest zawarty miedzy ra-
mionami kata dwa, trzy, cztery i t d. razy wiekszego; bo
np. tuk A5 bedac 5 razy wiekszym od tuku A, jest tez
zawarty miedzy ramionami kata AS5 5 razy wiekszego od
kata ASI; tuk A8 bedac 4 razy wiekszy od tuku A2, jest
tez zawarty miedzy ramionami kata AS8, 4razy wiekszego
od kata AS2 i t d. Kiedy wiec tuki nakre$lone z wierz-
chotkéw katéw tymze samym promieniem powiekszajg sie
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w tymze samym stosunku w jakim sie katy powiekszajg, na-
turalng jest rzecza, iz w miejsce stésunku katéw, wzigsé
mozna stésunek tukéw jednymze promieniem z wierzchotkéw
pomiedzy ich ramionami zakreslonych; katy przeto majg sie
w ogolnosci do siebie jak luki z ich wierzchotkéw jednymze
promieniem nakres$lone. Jezeli bowiem *tuki sa spoétmierne,
rzetelno$¢ tego twierdzenia z poprzedzajgcego jest jasng i
oczywista; jezeli za$ sg niesp6tmierne tedy wedlug tego co
w 8. 53 uiuaga wyrzekliSmy, mozna fatwo dowie$¢ ze i w
tym przypadku stésunek katéow jest rowny stoésunkowi tu-
kéw z ich wierzchotkéw jednymze promieniem miedzy ich
ramionami zakres$lonycli.

Poprowadziwszy przez $rodek kota dwie Srednice do sie-
bie prostopadte, te jak juz wiemy dzielg tak okrag kota jako
tez i samo koto na cztery czesci réwne, ktore w §. 19 ¢wiart-
kami kota nazwaliSmy. Lecz z przeciecia sie dwéch Srednic
prostopadle do siebie, powstajg cztery katy proste, wiec czwarta
cze$¢ okregu kota zawarta jest tym sposobem miedzy ramio-
nami kata prostego wierzchotek w Srodku kota majacego;
zamiast wiec poréwnywac kat z katem prostym jako jednost-
ka, mozna poréwnywac tuk z wierzchotka tegoz kata jakimkol-
wiek promieniem miedzy jego ramionami nakreslony, z czwar-
ta czescig okregu kota takimze promieniem nakreslonego, i
w tern to rozumieniu moéwimy zwyczajnie: miarg kata jest tuk
miedzy jego ramionami z wierzchotka jako ze $rodkag jakim-
kolwiek promieniem nakreslony.

W 8. 9 przyjgwszy kat prosty za jednostke do mie-
rzenia katéw, dla wiekszej wygody podzieliliSmy go na 90
czesci ktore stopniami nazwaliSmy, zatem i czwartg czesc
okregu kota jako miare kata prostego dzieli sie takze na 90
czesci; tym sposobem caly okrag kota jakimkolwiek pro-
mieniem zakres$lony, zamyka¢ bedzie 360 czesci, bo on jest
miarg cztorecb katéw prostych, ktére tez czynig 360 stopni,
z ktérych kazdy dzieli sie na minuty a te na sekundy. A tak
czyli to chcemy wyrazi¢ w liczbach kat czyli tez tuk, w kaz-
dym razie wyrazamy je liczbg stopni, minut, sekund i t. d.
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Chcac za$ znale$¢ stosunek dwoch katéw lub tukow, dosyé
jest znale$¢ stosunek dwoch liczb wyrazajacych ile kazdy
z nich zamyka stopni, minut i sekund.

Po tein co dotad o katach i lukach razem uwazanych
powiedzieliSmy, tatwo poznamy jak geometryczne dziatanie
w dochodzeniu stosunku dwoéch katow czyli ich spoélnej
miary w §. 8 wskazane, zamieni¢ mozna na dziatanie bez
poréwnania latwiejsze z lukami tymze katom za miare stu-
Zgeemi. ,

Uwaga. PowiedzieliSmy ze caly okrag kolajest miarg
czterech katéw prostych i to okrag kola jakimkolwiek pro-
mieniem nakreslony; skad sie pokazaje, ze wielkos¢ kata
nie zalezy od wielkosci promienia. Rzeczywiscie poniewaz
tu ramionami kata sg promienie, a od dtugosci ramion nic
zalezy wielko$¢ kata §. 4, wiec tez i od wielkoSci promie-
nia zaleze¢ nie moze. Lecz dlugos¢ luku miedzy ramionami
kata zakre$lonego tern jest wieksza im promien diuzszy;
skadby poszto ze luk jako, co do swej dtugosci zmienny, nic
moze by¢ miarg katajak poprzednio dowiedlismy. Atolijakkol-
wiek ditugos$¢ linii kotowej tern jest wieksza im promien diuz-
szy, wszelako tak maty okrag jako i wielki, zawsze jest mia-
ra czterech katéw prostych; jezeli bowiem miedzy ramionami
kata prostego nakres$limy réznemi promieniami luki, a kat
prosty wystawimy sobie podzielony na 90 czesci, podziatowe
linije podzielg tez kazdy z nakreslonych tukéw na 90 czesci,
dla tego to okrag kotajakimkolwiek promieniem nakreslony,
dzielimy zawsze na 360 czesci rownych nazwanych stopnia-
mi i kazda taka czes$¢ jest miarg kata majgcego 1 stopien;
jakkolwiek bowiem ta miara co do dtugosci swojej jest roz-
na, wedtug dtugosci promienia, zawsze jednak jest 90tg czescig
czwartej czesci okregu. W nowszych czasach Francuzi, wpro-
wadziwszy uzycie miar dziesietnych, podzielili tez okrag kola
na 400 czesci nazwanych stopniami (grade), kazdy taki stopien
podzielili na 100 cze$ci nazwanych minutami, a kazda minute
na 100 sekund. Chcac wiec w dawnym podziale znale$¢ stosunek
jakiegokolwiek kata do jednostki, dosy¢ jest liczbe jego sto-
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pni podzieli¢ przez 90, w nowym za$ podziale liczbe stopni
(grade) podzieli¢ potrzeba przez 100. Chcac za$ zamienié
stopnie dawnego podziatu na stopnie nowego, potrzeba liczbe
stopni pomnozy¢ przez 'S, a przeciwnie przechodzac z no-
wego do dawnego, liczba stopni mnozy sie przez B,. Tak np.
25"54'36" czyli 25°. 96 dawnego podziatu czynig nowych
25-96 X W =28%*8444 ... czyli 28*8444" ...

13°75'92” czyli 13-7592 nowego podziatu, czynig
13-7592 X B = 12°38328 = 12(22'59"808 podziatu dawnego.

8. 82.

Twierdzenie. Prostopadla ze s$rodka kota do cieciwy
spuszczona, dzieli jg i luk do niej nalezacy na dwie réwne
czesci.

Niech bedzie prosta SC prostopadta do cieciwy AB
fig. 93, potrzeba dowies¢ ze ta prostopadia dzieli cieciwe w
punkcie przeciecia sie z nig D na dwie réwne czesci, a w
przedtuzeniu swojem, dzieli takze tuk do niej nalezacy na
dwie réwne czesci.

Poprowadziwszy promienie SA i SB, dwa trdjkaty ASD
i BSD wedtug 8. 35 przystaja do siebie, sa bowiem prosto-
katne przy D tudziez majg przeciwprostokatnie SA, SB row-
ne i po jednym boku przylegtym katowi prostemu réwnym
t.j. SD S D; z ich wiec przystania wnosimy ze AD=BD.

Albo tak: SD jest z zatozenia prostopadta da AB, zas
SA i SB sg dwiema pochytemi; poniewaz te pochyte sa row-
ne jako promienie jednegoz okregu, wiec wedlug §. 32 c),
sa w rownej od spodku prostopadtej SD odlegtosci, przeto
BD=BD.

Powtére: Dwa tréjkaty ACD i BCD majg po dwa boki
z katem zawartym réwne, gdyz AD = BD z poprzedzajacego
CD = CD i katy przy D proste, wiec przystajg do siebie
wedtug §. 23, a z przystania wnosimy, ze cieciwva ACz=BC.

Albo: kiedy CD prostopadta do AB a z poprzedzajg-
cego dowodzenia AD ~ BD, zatem pochyta AC = BC. Lecz
pochyte te sg cieciwami, zatem wedtug §. 80 co do drugiego,
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luki do nich nalezace sa sobie rowne. Prawdag przeto jest
ze prostopadta ze Srodka kota i t. d.

Uwaga. Trzy punkta S, U, C, t. j. Srodek kota, Sro-
dek cieciwy i Srodek do ni¢j nalezacego luku, lezg jak wi-
dzimy na jednej prostej. Ale do poprowadzenia kazdej pro-
stej dosy¢ jest mie¢ dwa punkta, a dla tego kazda prosta
przechodzaca przez dwa ktérekolwiek z rzeczonych trzech
punktéw, koniecznie przechodzi¢ musi i przez trzeci oraz by¢
prostopadtg do cieciwy. A jezeli jaka prosta dopetnia dwdch
ktorychkolwiek z czterech warunkoéw t. j. przechodzenia przez
srodek kota, dzielenia cieciwy na dwie réwne czesci, prosto-
padtosci do niej i przechodzenia przez srodek luku do tejze
cieciwy nalezgcego, dwa inne sgjuz koniecznym wypadkiem
pierwszych. Dlatego prostopadta ze srodka cieciwy wypro-
wadzona przechodzi tuk przez $rodek kota jako tez i Srodek
luku; prosta tgczaca Srodek kota z srodkiem #tuku, dzieli cie-
ciwe do niego nalezaca na dwie rowne czesci i jest do niej
prostopadia; nareszcie prosta tgczaca srodek tuku z Srodkiem
cieciwy do niego nalezgcej, jest do t¢j cieciwy prostopadia
i przechodzi przez srodek kota.

8. 83.

Twierdzenie. Przez trzy nie w jednym kierunku dane
punkta, zawsze nakresli¢ mozna okrag kola ale nie wiecejjak
tylko jeden.

Niech trzema danemi punktami beda A, B, C, fig- 04,
potaczywszy jeden z nich np. B z dwoma innemi linijami
prostemi BA i BC tudziez ze $rodkéw tych prostych D i E
wyprowadziwszy prostopadie DF i EG, te przetng sie ko-
niecznie z soba, jak tu w punkcie S; gdyby sie bowiem nie
przeciety, bylyby réwnolegte, a dwie proste AB i BC przez
punkt B prostopadle do DF i EG poprowadzone, byéby mu-
sialy jedna na przedtuzeniu drugiej, co jest przeciwne zato-
zeniu, ze trzy punkta A, B, C, nie w jednym sg kierunku.
Poprowadziwszy proste AS, BS, i CS, te sa miedzy sobg
rowne; albowiem punkt S uwazany jako bedacy na prosto-
padiej DF, jest w réownej odlegtosci tak od A jako i B; tenze
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punkt S uwazany jako lezacy na prostopadiej EG jest w row-
nej odlegtosci od B i O; przeto okrag kota promieniem SA
z punktu S zakreslony, przejdzie przez trzy punkta A, B, C.

Ze przez te trzy punkta wiecej okregéow kot przecho-
dzi¢ nie moze, bardzo tatwo okazac: gdyby bowiem to by¢
mogto, srodek kazdego takiego okregu znajdowacby sie mu-
siat tak na prostopadtej DF jako tez i na prostopadiej EG;
a kiedy dwie proste nie wiecej jak wjednym punkcie prze-
cina¢ sie moga, przeto jest niepodobienstwem z tegoz samego
punktu i tymze samym promieniem zakres$lic dwa lub wie-
c¢j okregow kot.

W niosek 1. Potlgczywszy punkta A i C prostg AC,
otrzymamy tréjkat ABC, skad wniesiemy ze przez trzy wierz-
chotki katow tréjkata prostokresinego, zawsze mozna nakre-
slic okrag kota, czyli jak poézniej méwi¢ bedziemy, kazdy
trojkat mozna opisa¢ okregiem kota.

W niosek 2. Ze $rodka prostej AC wyprowadziwszy
prostopadtg HI1, ta koniecznie przej$¢ musi przez punkt S,
gdyz punkta A i C sg w rownej od niego odlegtosci; skad
wniesiemy, ze w tréjkacie prostokresinym podzieliwszy kaz-
dy z bokéw na dwie czesci rowne i z punktéw podziatu wy-
prowadziwszy prostopadie do tychze bokéw, trzy te prosto-
padte przecinajg sie w jednym punkcie, ktéry jest Srodkiem
kota na trojkacie opisanego.

W niosek 3. Dwa okregi kot mie¢ tylko moga dwa
punkta spdélne czyli jak zwyczajnie méwimy: nie wiecéj jak
w dwoéch punktach przecina¢ sie moga; gdyby bowiem mia-
ty przynajmniej trzy punkta spélne, juzby wedtug poprze-
dzajacego twierdzenia byty jednym i tymze samym okregiem
czyli przykrytyby sie zupeinie.

Sm 84.

Twierdzenie. Cieciwy réwne sag w rownej od Srodka
kola odlegtosci, tudziez cieciwa wieksza lezy blizej Srodka
kota niz cieciwa mniejsza.

Niech beda dwie cieciwy AB i CD fig. 95 réwne, po-
trzeba dowies$¢, ze odlegtosci ich od $rodka kota S sa takze
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rowne, czyli ze prostopadita SE — SF, bo prostopadte mierza
odlegtos¢ punktu od prostej. Na dowiedzenie tej prawdy, po-
prowadzmy promienie AS i CS, tedy dwa trojkaty ASE i
CSF prostokatne przy E i F, maja przeciwprostokatnie réow-
ne i boki przylegte katowi prostemu AE i CF réwne, gdyz
AR—CD z zatozenia, przeto i jJABrr~"CD czyli AE=CE.
Dwa wigc te trojkaty wedlug 8. 42 przystaja do siebie a w
szczegblnosci SE = SF, co byto do dowiedzenia.

Niech powtére. bedzie AG > AB, potrzeba dowies$¢ ze
tez SE>SH. Poniewaz SE jest oczywiscie wieksze niz SK
zas SK > SH jako przeciwprostokatnia, wiec tern bardziej
SE > Sil; zatem wieksza cieciwa blizej lezy Srodka kota niz
mniejsza

W niosek. Ze wszystkich cieciw jakie w temze samem
kole poprowadzi¢ mozna, najwieksza jest ta, ktéra lezy naj-
bliz§j Srodka, przeto S$rednica przechodzac przez sam Srodek
a nastepnie nie majac od niego zadnej odlegtosci, jest naj-
wieksza miedzy cieciwami.

§. 85.

Twierdzenie. Prosta z korica promienia prostopadle do
tegoz icyprowadzona, ma tylko ten jeden punkt spoiny z okre-
giem kola, czyli jest styczng. Wzajemnie, stycznajest prosto-
padia do promienia poprowadzonego do punktu jej dotkniecia
sie z okregiem kota.

Niech prosta AB w konhcu promienia SC poprowadzo-
na, bedzie prostopadtg do tegoz, t. j. niech kat SCA bedzie
prostym”. 96, dowies¢ potrzeba, ze ta prosta AB ma tylko ten
jedyny punkt spoiny z okregiem kota. Jezeliby kto$ twier-
dzit, ze prosta AB sposobem w twierdzeniu wyrazonym po-
prowadzona, ma jeszcze inne punkta spdlne z okregiem kota,
tedy pozwolmy ze punkt ktérykolwiek D na prostej AB wzie-
ty, lezy takze na okregu kota, ztaczywszy go ze Srodkiem
S prostg SD, otrzymamy trojkat SDC prostokatny przy C.
Lecz w tréjkacie prostokatnym, przeciwprostokatnia jest naj-
dtuzszym z jego bokéw, zatem SD>SC; a ze punkt C lezy
na okregu, wiec punkt D leze¢ musi koniecznie za okregiem.
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leze¢ musi za okregiem, bo prosta taczgca go ze $rodkiem S,
bedzie zawsze przeciwprostokatnig a zatem diuzszg niz SC.

Ze wzajemnie styczna jest prostopadta do promienia,
bardzo tatwo jest dowies¢; albowiem jezeli AB jest styczng
w punkcie C, tedy ten tylko punkt ma spoiny z okregiem
kota, wszystkie za$ inne jej punkta lezg za okregiem, a za-
tem dalej od srodka kota. Dlatego proste taczace tez punk-
ta z srodkiem kota bedg pochyte a zatem kazda z nich be-
dzie diuzsza niz SC. Ze wszystkich wiec prostych jakie z
punktu S do prostej AB poprowadzi¢ mozna, najkrotszg jest
prosta SC, jest wiec ta prosta wedtug §. 42 b) prostopadig
do AB co potrzeba byto dowies¢.

§. 86.

Twierdzenie. Dwie cieciwy rownolegle, odcinajg na okre-
gu kota tuki miedzy sobg zaioarte réwne.

Niech bedg dwie cieciwy AB i CD jig. 97 réwnolegte,
potrzeba dowies¢ ze tuki AC i BD miedzy temiz cigeciwami
zawarte sg sobie réowne. Na ten koniec ze S$rodka kota S
spusciwszy do ktdrojkolwiek z tych cieciw prostopadlg SE,
ta tez bedzie prostopadtg i do drugiej wedlug §. 13. We-
dtug za$ §. 82 dzieli tak tuk CED, jako tez i AEB w punk-
cie E na dwie réwne czesci; skoro wiec CEziDE, tudziez
AE= BE, zatem i CE— AE = DE—BE czyli. AC=BD,
co nalezato dowiesc.

Gdyby jedna z cieciw np. AB byta styczng do okregu
kota, jak jest prosta FG, tedy poniewaz SE prostopadta do
FG jest tez prostopadta i do CD i dzieli tuk AED w punk-
cie E na dwie réwne czesci, wiec CE= DE.

W przypadku gdy obie cieciwy przechodza na styczne
réwnolegte, dowod jest oczywistym i zadnej nie zamyka tru-
dnosci.

8. 87.

Definicyja. Kat majacy swoj wierzchotek w $rodku ko-
ta, nazywa¢ bedziemy Srodkowym (angulus ad centrum), kat
za$ ktorego wierzchotek jest na okregu kota, okregowym (a.
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sanym.

Twierdzenie. Kat srodkowy jest dwa razy wiekszy od
kata okregowego, ramionami swemi tenze sam luk jak pierw-
szy obejmujgcego.

W dowodzenia tego twierdzenia moga by¢ trzy przy-
padki: t j. albo jedno ramie kata okregowego przechodzi
przez $rodek kota, albo tez ramiona tegoz kata obejmujg
srodek, lub nareszcie oba ramiona sg mimo S$rodka.

Co do pierwszego. Niech bedzie kat okregowy ABC jig.
08 ramionami swemi obejmujacy luk AC, poprowadziwszy
promien SA otrzymamy kat srodkowy ASC tenze sam luk
jak pierwszy ramionami swemi obejmujacy; potrzeba dowiesé
ze ASC=2ABC. Poniewaz kat ASC jest zewnetrznym trdj-
kata ABS, wiec sie rédwna dwom wewnetrznym naprzeciwko
siebie potozonym, t. j. kat ASC ~ SAB-)- ABS. Lecz trojkat
ASB jest réwnoramienny bo SArz:SB zatem kat

SAB = ABS= ABC,
przeto tez kat ASC= ABC-f-ABC = 2ABC.

Co do drugiego. Niech bedzie kat okregowy AB'C ra-
mionami swemi S$rodek kola S obejmujacy; poprowadziwszy
Srednice B'D, ta dzieli tak kat okregowy, jako tez i $Srodko-
wy na dwie czesci i sprowadza ten przypadek do piérwsze-
go; albowiem wedtug pierwszego przypadku jest kat

ASI)= 2AB'D tudziez kat DSC = 2DB'C
skad ASI)+ USC=2AB'D+2DB'C=2 (AB'D-fDB’C).
A ze ASI)+ DSC= ASC zas AB'D+ DB'C = AB'C, zatem
kat ASC = 2AB'C.

Co do trzeciego. Niech okregowym katem bedzie AB"C
ktérego ramiona AB" i B"C idg mimo $rodka, potrzeba do-
wies¢ ze i w tym przypadku kat ASC zz2AB"C. Poprowa-
dziwszy i tu S$rednice B'T>', sprowadza sie ten przypadek
rowniez do pierwszego, bo kat D'B”C jest okregowym, Kkto-
rego jedno ramie B"D' przechodzi przez $rodek kota, jako
tez i kat D'B"A; pierwszemu odpowiada kat srodkowy D’SC
drugiemu za$ takiz kat D'SA. Ale wedlug pierwszego przy-
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padku jest D'SC = 2D'B"C, tudziez 1)'SA =:2D'B"A skad
D'SC—D'SA= 2D'B"C—2D'B"A= 2(D'B"C—D’'B"A). A ze
D'SC— D'SA=ASC zasD'B"C — D'B"A = AB"C wigc kat
ASC=r2AB"C. W kazdym wiec z trzech przypadkéw do-
wiedliSmy zalozonego twierdzenia, ze kat $rodkowy jest dwa
razy wiekszy od kata okregowego, ramionami swemi tenze
sam tuk obejmujacego.

W niosek 1. Poniewaz wedlug §. 81 miarg kata $rod-
kowego jest tuk miedzy ramionamijego zawarty, zatem wnie-
siemy ze miarg kata okregowego jest potowa tuku miedzy je-
go ramionami zawartego.

W niosek 2. Wszystkie katy okregowe wspierajace
sie ramionami swemi na jednymze luku, czyli jak zwyczaj-
nie méwimy, wszystkie katy* w jednymze odcinku kola sag
sobie réwne; kazdy bowiem ma za miare potowe tegoz sa-
mego tuku: skoro wiec miary sg réwne i katy muszg by¢
réwne.

W niosek 3. Kat okregowy ramionami swemi obejmu-
jacy S$r.ednice, a zatem wspierajacy sie na potowie okregu,
jest prosty, ma bowiem za miare polowe potokregu, czyli
¢wier¢ tego okregu czyli 90, ktéry tuk jest miarg kata pro-
stego wedtug §.81 uwaga. Wtasno$¢ te wyrazamy zwyczaj-
nie: kat wpotkolu jest prostym.

W niosek 4. Kazdy kat okregowy wspierajacy sie ra-
mionami swemi na tuku mniejszym niz potowa okregu kota,
jest ostrym, wspierajacy sie za$ na tuku wiekszym niz poto-
wa okregu, jest rozwartym.

§. 88.

Twierdzenie. Kat majacy swoj wierzchotek gdziekol-
iciek na plaszczyznie kola, ma za miare potowe summy tukéw
zawartych miedzy jego ramionami i przedtuzeniami tychze, kat
zas majacy swoj wierzcholek za okregiem kola, ma za miare
potowe roznicy dwoch tukéw miedzy jego ramionami zawar-
tych.

Niech bedzie kat ABC jig. 99, majacy swdj wierzcho-
tek w punkcie B na ptaszczyznie kota; przedtuzywszy jogo



ramiona az do przeciecia sie z okregiem w punktach D i E,
..., . AC+ DE .

potrzeba dowids¢, ze jest miarg kata ABC. Na
ten koniec z punktu D poprowadziwszy cieciwe DF réwno-
legta do ramienia BC, jest kgt ABC == ADF jako jednostron-
ne odpowiadajgco sobie, wiec i miary ich sg sobie réwne.
Lecz wedtug poprzedzajgcego §. miarg kata ADF, jako okre-
gowego jest potowa luku AF miedzy jego ramionami zawar-
tego, wiec téz i miarg kata ABC jest potowa tegoz luku.
Ate luk AFn:AC-j-CF, za$ wedlug §.86 CF= DE przeto
AF AC-|-DE, a nastepnie miarg kata ABC jest potowa

. AC-fDE

luku AF czyli —— - -
Niech powtére bedzie kat AB'C' majacy swoj wierzcho-
tek za okregiem kota w punkcie B’, okaza¢ potrzeba, ze mia-
GrH
rajego jest potowa roznicy tukéw AC' i GH czyli------- A commn .
Na dowiedzenie tego z punktu G poprowadzmy GF' réwno-
legta do B'C’, tedy kat AGF'=AB'C’', zatem i miary ich sg
rowne. Lecz miarg kata okregowego AGF' jest potowa tu-
ku AF' zas AF'= AC'—F'C'a F'C'rr Gil; przeto miarg ka-

ta AB L jest poiowa fuku RE- czy'IiACI —FC-. AC —GH

co potrzeba byto dowiesé.

Dwie czesci tego twierdzenia mozna tez innym sposo-
bem nastepnie dowies¢:

Co do pierwszego. Punkta A i E zlgczywszy prosta, kat
ABC —CEA-]-EAD 8. 39, wiec miarg kata ABC jest potowa
miary katéw CEA i EAD. Ale miarag kata CEA jest poto-
wa tuku AC, za$ miarg kata EAD jest potowa tuku DE, za-
tem miarg kata ABC jest potowa tuku AC wiecdj potowg

tuku DE czyli AC+ DE,

Co do drugiego. Poprowadziwszy prostg AH, kat
AHC'= AB'C'-fHAB' skad AB'C'= AHC'— HAB'.
Miarg kata AHC' jest potowa tuku AC', miarg za$ kata HAB'

8
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jest potowa luku HG wiec miarg kata AB'C’ jest potowa lu-

ku AC’, mniej potowag tuku HG czyli

8= 89.

Twierdzenie. Kat zawarty miedzy cieciwg i styczng po-
prowadzong 10 jednym z punktéw, w ktérych cieciwa przecina
okrag kota, jest potowag kata Srodkowego wspierajacego sie ra-
mionami swemi na koricach cieciwy.

Niech prosta AB bedzie cieciwg zas AD styczngj”r. 100,
poprowadziwszy promienie SA i SB, ktore utworzg kat $rod-
kowy ASB, potrzeba .dowies¢ ze ASBrr2DAB.

Ze srodka kota S spusciwszy prostopadtg SC na cieci-
we AB, poniewaz w trdjkacie ACS kat przy C jest prosty,
przeto kat CAS z katem CSA czynig takze kat prosty, czyli
CAS-j-CSA = R. Ale tez kat SAD jest prosty, bo styczna
AD jest prostopadta do promienia SA, ten za$ kat sklada
sie z dwoch CAS i CAD czyli ze CAS-f-CAD r; R, przeto
CAS 4- CSA= CAS-j- CAD, skad po odjeciu kata CAS spdl-
nego obu stronom, pozostaje CSA= CAD. Lecz prostopadia
SC dzieli kat ASB na dwie réwne czesci 8. 40 wniosek 2,
przeto kat DAB jest potowg kata ASB, co nalezato dowies¢.

W niosek 1. Miarg kata uczynionego przez cieciwe i
styczng na okregu kota przecinajgce sie, jest potowa tuku
miedzy styczng i cieciwag zawartego.

W niosek 2. Wzigwszy jakikolwiek punkt D za okre-
giem kota i poprowadziwszy z niego dwie styczne DA i DB
do okregu kota, a punkta ich dotkniecia sie A i B ztgczyw-
szy cieciwg, poniewaz wedtug poprzedzajacego tak kat DAB
jako tez i kat DBA jest rowny potowie kata ASB, zatem
kat DAB = DBA, a trdjkagt ADB jest réwnoramienny, prze-
to DC z wierzchotka kata do $rodka podstawy popi'owadzo-

#na, jest do ni6j prostopadta i dzieli kat miedzy stycznemi
ADB na dwie réwne czesci. Ale dwie prostopadie DC i SC
leza na jednej prostej, obie bowiem maja dwa punkta spol-
ne 4 j. C i E, bo prostopadta SC przechodzac przez punkt
C, przechodzi¢ tez musi i przez punkt E §. 82 uwaga, i po-
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dobniei prosta DC przechodzgac przez punkta D i C, ko-
niecznie przechodzi¢ musi przez punkt E; z tego wypada,
ze prosta tgczaca punkt przeciecia sie dwoch stycznych z
srodkiem kota, przechodzi przez Srodek luku miedzy stycz-
nemi zawartego, S$rodek cieciwy do tegoz tuku nalezgcej i
dzieli kat miedzy stycznemi zawarty na dwie rowne czesci,
oraz jest prostopadtg do rzeczonej cieciwy.
8. 90.

Twierdzenie. Czesci dwdch cieciw przecinajacych sie
wirod okregu kola maja sie w stosunku odwrotnym.

Niech beda dwie cieciwy AB i CD przecinajgce sie
w punkcie E jig. 101, potrzeba dowies$¢, ze czesci cieciw z te-
go przeciecia powstajace, sg w stosunku odwrotnym. Na do-
wiedzenie tego punkta A i D, Bi C polgczmy prostemi,
tedy tréjkgt ADE-"BEC, bo katy przy E sg rowne jako
wierzchotkowe, tudziez kat A —C, B= D jako majgce za
miare potowe jednegoz tuku. Z podobienstwa tych trojka-
tow wyptywa

AE:CE =DE:BE skad AE. BE— CE. DE;
iloczyn wiec z czesci jednej cieciwy, jest réwny iloczynowi
z czesci cieciwy drugiej i to tez jest cechg ich stdsunku od-
wrotnego ; w stésunku albowiem prostym nie iloczyny ale
ilorazy bytyby réwne. Albo jeszcze wyrazniej moéwigc, czesci
jednej cieciwy sg skrajnemi, czeSci za$ drugi¢j S$redniemi
wyrazami proporcyi.

W niosek. Poniewaz $rednica kota FG jest takze cie-
ciwg, tedy, chociaz drugiej cieciwie HI nadamy szczegolne
wzgledem pierwszej potozenie, mianowicie, izby byta prosto-
padta do S$rednicy, poprzedzajace twierdzenie, gdzie potoze-
nia cieciw zupetnie nie uszczegoélnialiSmy, i tu jest w caldj
swej mocy; a zatem bedzie podobniez

FKI:HK=KI:KG.
Lecz promien lub $rednica prostopadta do cieciwy dzieli ja
na dwie réwne czesci, przeto HK —K I, a nastepnie
FK:HK=HK:KG
t j. z ktéregokolwiek punktu okregu kola spusciicszy prosto-
8.



padla do Srednicy, ta prostopadia jest srednig geometrycznie
proporcyjonalng miedzy odcinkami S$rednicy.

Uwaya. Polaczywszy punkt Il z koncami $rednicy,
otrzymamy trojkat HFG prostokatny przy H 8. 87 wniosek 3,
wiec prostopadta HK z wierzchotka kata prostego na prze-
ciwprostokatnia spuszczona, jest Srednig geometrycznie pro-
poreyjonalng miedzy odcinkami przeciwprostokatni, co juz
inng drogg w §. 63 dowiedliSmy. Bok HG jest $rednia geo-
metrycznie proporcyjonalng miedzy FG i GK, jako tez HF
miedzy FG i FK wedtug tegoz §. 63. To postuzy nam do
tatwiejszego rozwigzania zagadnienia w §. 77 innym sposo-
bem rozwigzanego.

8. 91.

Twierdzenie. Z punktu wzietego za okregiem kola po-
prowadziwszy dwie sieczne, ich stosunek jest réwny odwrot-
nemu stosunkowi ich czesci za okregiem kola lezacych.

Niech danym punktem za okregiem kola bedzie A
fig. 102, poprowadziwszy dwie sieczne AB i AC, potrzeba
dowies¢, ze stosunek AB:AC ~ AE:AD. Polgczywszy pun-
kta B i E, C i D prostemi, mamy dwa trojkaty ABE i ADC
podobne, gdyz kat A spoiny obu tréjkatom, kat B = C bo
kazdy ma za miare potowe luku DE, wiec tez kat ADC=AEB
wedtug 8. 36, przeto na mocy twierdzenia 8. 56 jest
AB:AC = AE:AD co nalezato dowiesc.

Wiasnos$¢ ta siecznych wyraza sie zwyczajnie: sieczne
z jednegoz punktu poprowadzone, majg sie w stosunku odwrot-
nym swych czesci za okregiem: to ma znaczy¢, ze sieczna i
cze$¢ jej za okregiem stanowig wyrazy skrajne lub Srednie
W proporcyi.

Wystawiwszy sobie jedne z siecznych np. AB obraca-
jaca sie okoto punktu A a zatem zmieniajgcg swoj kierunek,
jasng jest rzecza, iz ona coraz w innych a innych punktach
przecina¢ bedzie okrag kota i wielko$¢ jej czesci BD za kaz-
da zmiang jéj kierunku zmienia¢ sie bedzie. Przypusciwszy,
ze taz sieczna w obrocie swoim wzieta kierunek taki, iz sie
stata styczng AF, tedy poniewaz z proporcyi wyzej dowie-



dzionej wypada AC. AE —AB.AD — (AD -f-DB) AD, a w tu-
kiem potozeniu siecznej, cze$¢ jej w kole zawarta BD zni-
kta zupelnie, cze$¢ za$s za okregiem AD przeszta na AF,
zatem AC.AE — AF. AF= AF2t. j. stycznajest Srednig geo-
metrycznie proporcyjonalng miedzy sieczng i czescig jej za
okregiem kola. Ta ostatnia prawda moze tez by¢ i tak do-
wiedziona: poprowadziwszy proste FC i FE, trojkat
AFCNAFE bo AFC+ GFC = 2R, jako tez AEF+ FEC=
2R; a ze FEC = GFC §. 89, wiec AFC= AEF, kat A jest
spoiny obu trdjkgtom, a nareszcie kat AFE= FCA. Z po-
dobienstwa zas$ tych trojkatéow wypada
AC:AF~AF:AE skad AC.AE ~ AF2jak wprzod.

8. 92.

Twierdzenie. Gdziekolwiek na okregu kota obraioszy
trzy punkta i poprowadziwszy w tychze punktach styczne az
do wzajemnego ich przeciecia sie z sobag, jezeli punkt prze-
ciecia sie ktorychkolwiek dwich stycznych, ztgczymy z punktem
dotkniecia sie trzeciej styczn$j linijg prostg i tenze sam ostatni
punkt potaczymy prostemi z dwoma innemi punktami dotknie-
cia, otrzymamy kat, miedzy ktérego ramionami kazda prosta
rownolegle do trzeciej stycznej prowadzona, jest podzielona na
dwie réwne czesci przez pisrwszag prostej, taczna.

Niech na okregu kota bedg dane lub obrane trzy pun-
kta A, B,C jig. 103 poprowadziwszy w tych punktach styczne
przecinajgce sie w punktach D, G, Il i potgczywszy np. punkt
D z punktem A prostg AD, jako tez punkt A potgczywszy
z B i C prostemi AB, AC, potrzeba dowie$¢, ze kazda pro-
sta miedzy ramionami kata BAC, rownolegle do trzeciej stycz-
nej GH prowadzona, jak np. prosta mn, jest podzielona przez
pierwszg prostg taczaca t.j. przez prosta AD na dwie réwne
czesci tak, ze mp— np.

Wedtug 8. 89 wniosek 2, jest AG = GB; trojkat
AGB ( <BDE, gdyz katy przy B réwne jako wierzchotkowe,
kat AGB = BDE jako naprzemianlegte wewnetrzne i kat
BAG = BED dla tejze samej przyczyny; przeto wedtug twier-
dzenia 8 56 mamy AG:GB = DE:BD. A ze AG= GB



118

wiec tez DE = BD. Podobniez dowiedzie sie, ze w dwdéch
tréjkatach podobnych ACH i CDF jest AH:HCA~:DF:CD;
a poniewaz znowu AH ~ HC, wiec t¢z DF = DC. Ale
BD = DC jako styczne z jednegoz punktu D poprowadzone,
zatobm DE ~DF. Nareszcie w trojkgcie EAE poprowadziw-
szy mn roéwnolegla od podstawy EF, te podzieli prosta AD
z wierzchotka A do podstawy poprowadzona w takim sto-
sunku, w jakim dzieli podstawe EF 8. 55, przeto poniewaz
DE=DF, by¢ tez musi mptz np co nalezalo dowies$¢.
&a 93.

Zagadnienie 1. Majac dany okrag kota znalez¢jego
Srodek.

Rozwigzanie. Obrawszy gdziekolwiek na okregu da-
nego kota trzy punkta A, B, C jig. 104, potaczmy jeden
z nich np. B z dwoma innemi prostemi linijami BA, BC;
kazdg z tych prostych podzielmy na dwie réwne czesci i
z punktéw podziatu D i E wyprowadzmy prostopadle, a punkt
przeciecia sie ich S, bedzie szukanym S$rodkiem kota. Al-
bowiem BA i BC sa cieciwami, wiec prostopadte z ich $rod-
kow przechodzi¢ muszg przez s$rodek kola wedtug §. 82.
Skoro wiec $rodek kota lezy tak na jednej jako i na dru-
giej prostopadtej, nie gdzieindziej zatem znajdowac sie musi
tylko na wzajemném ich przecieciu sie z sobg. Ale dwie
proste nie w wiec¢j jak jednym punkcie przecina¢ sie mo-
ga, tom wiec przecigciem nie inny jest punkt tylko S$rodek
kola.

Albo tak: Poprowadziwszy jakgkolwiek cieciwe MN
fig. 104, podzielmy ja na dwie réwne czesci wedtug §. 26
przez linija PR, ta wedlug §. 82 przechodzi¢ bedzie przez
srodek kota, bedzie przeto jego Srednicg; skoro te ostatnig
t. j. PR podzielimy znowu przez linija QT na dwie réwne
czesci, punkt podziatu S bedzie szukanym $rodkiem.

Tym samym sposobem szuka sie srodka kota, do kto-
rego nalezy luk dany, obierajgc na tymze luku trzy punkta
i postepujac jak sie wyzej wskazato.
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Albo tak: Niech bedzie tuk dany ABC fig. 105, potrze-
ba znale$¢ s$rodek kota do ktérego nalezy. Z ktdregokol-
wiek punktu B danego luku otwartosciag dowolna, zakresla
sie okrag kota tak, zeby z obu stron punktu B ten okrag
przecinat luk dany. Z koncéw luku A i C tgz samag otwar-
toscig cyrkla kreslg sie luki przecinajace pierwszy okrag
kazdy w dwéch punktach D, E i F, G. Poprowadziwszy
wreszcie proste DE i FG, te przecieciem sie swojem wy-
znaczg Srodek szukany. Dowdd rzetelnosci tego postepowa-
nia kazdy fatwo dostrzeze.

§. 94.

Zagadnienie 2. Majac w trojkacie diugos¢ prostopa-
dlej z wierzchotka na podstawe spuszczonej, diugos¢ prostej
dzieigcsj kat iv wierzchotku na dwie réwne czesci, zawartej
miedzy wierzchotkiem i podstawg i nareszcie diugos¢ prostej
od wierzchotka do srodka podstawy poprowadzonej, wystawic
trojkat.

Rozwigzanie. Niech trzema danemi prostemi wr tym
porzadku jak w zagadnieniu sa przywiedzione, beda AB,
AC i AD fig. 106, niech prosta Ill bedzie kierunkiem pod-
stawy, bo ten jest dowolny. W ktérymkolwiek punkcie B
tej ostatniej prostej, wystawmy prostopadig w jedne lub dru-
ga strone, na niej odetnijmy BA réwna prostej danej AB.
Otwartoscig cyrkla réwna prostej danej AC, z punktu wprzéd
naznaczonego A, naznaczmy na prostej HI punkt C, potem
otwartoscia cyrkla réwna danej prostej AD, z tegoz samego
punktu A naznaczmy na Il punkt D; a poprowadziwszy
proste AC i AD, z punktu D wyprowadzmy prostopadta do
HI w przeciwng strone punktu A az do przeciecia sie z prze-
diuzong AC w punkcie E; prostg AE podzielmy w punkcie
F na dwie réwne czesci i z tegoz punktu wyprowadzmy pro-
stopadta do AE az do przeciecia sie z prostopadta DE prze-
dtuzong, jezeli potrzeba, w punkcie S; nareszcie z punktu
S promieniem réwnym SA lub SE zakresliwszy okrag kota,
ten przetnie prostg HI w punktach H i I, ktére z punktem
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A zlaczywszy prostemi AH, Al, otrzymamy tréjkat HAI
szukany.

Dowodzenie. Poniewaz AB, AC, AD wedtug wykresle-
nia sg prostemi danemi, zatem tu dosy¢ bedzie dowiesé, ze
punkt D jest Srodkiem podstawy HI, tudziez ze prosta AC
dzieli kat HAIl na dwie réwne czesci. Poprowadziwszy SH
i SI, dwie te pochyte wzgledem prostopadtej SD sg sobie
rowne jako promienie jednego kota, zatem wedtug §. 41,
HD~DI, przeto punkt D jest srodkiem podstawy trojkata
HAl.— Uwazajgc HI jako cieciwe, prostopadia DE wedtug
§. 82 dzieli tuk HEI na dwie réwne czesci, zatém tuk
HE zzEIl. A ze potowy tych tukéw sa miarami katéw HAE
i IAE, zatem kat HAC = IAC, prosta zatem AC dzieli kat
I1Al na dwie réwne czesci, co potrzeba byto dowies¢.

8. 95.

Zagadnienie 3. Z konca danej prostej wyprowadzi¢
do niej prostopadia.

Rozwigzanie. Niech bedzie prosta AB fig. 107, z kté-
rej konca A potrzeba wyprowadzi¢ do niej prostopadtg. Na
ten koniec gdziekolwiek za prostg dang obiera sie punkt S
i z tego punktu jako ze $rodka promieniem réwnym odle-
gtosci SA, kresli sie okrag kola przecinajacy prosta dang w
punkcie C, lub najej przedtuzeniu; potem tgczy sie ten punkt
przeciecia sie C z punktem S prostg CS i te przediuza sie
az do przeciecia sie z nakreslonym okregiem w punkcie D,
czyli prowadzi sie Srednica CSD, a zigczywszy punkt D z
punktem A prostg AD, ta bedzie prostopadtg zgdang. Kat
albowiem DAC jako obejmujacy ramionami swemi S$rednice,
jest prosty 8. 87 wniosek 3, a nastepnie DA prostopadta
do AB.

Uwaga. Poréwnawszy to rozwigzanie z rozwigzaniem
8. 48, przekonamy sie, ze zupeinie na jedno wychodzi; do-
wod tylko obecny jest daleko tatwiejszy jako oparty na wia-
snosci kata w potkolu juz poprzednio dowiedzionej.
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& 96.

Zagadnienie 4. Na danej prostej wykresli¢ odcinek
kola w ktorymby kat okregoicy byt rowny danemu katowi.

Rozioigzanie. Prostg dang niech bedzie AB, tudziez M
danym katem fig. 108. Przy punkcie A lub B wykres$liwszy
kat DAB ~ M, z punktu A wyprowadZzmy prostopadtg AE,
tedy uwazajac AD jako styczng okregu kota, ktérego odcin-
ka szukamy, prostopadta ta przechodzi¢ musi przez Srodek
kota; uwazajgc teraz prosta AB za cieciwe, prostopadia z jej
srodka C wyprowadzona takze przechodzi¢ musi przez $ro-
dek kota, punkt wiec przeciecia sie tycli prostopadtych, na-
znaczy S$rodek kola S, z ktérego promieniem SA= SB za-
kresliwszy okrag kola, odcinek AFB bedzie odcinkiem szu-
kanym. Ktérykolwiek bowiem punkt tuku AFB zlgczywszy
z koncami prostej danej, otrzymamy kat okregowy majacy
za miare potowe tuku AB; a ze tez i kat DAB ma za mia-
re potowe tegoz tuku, wiec kazdy z piérwszycti bedzie row-
ny katowi DAB. A poniewaz ten ostatni jest z wykreslenia
réwny katowi danemu M, Wiec i kazdy z pierwszych bedzie
rowny danemu.

§= 97.

Zagadnienie .5.- Przez punkt dany poprowadzi¢ styczng
do danego okregu, kola.

Rozioigzanie. Jezeli punkt z ktérego mamy prowadzic¢
styczng jest na okregu kota, zagadnienie to nie stawia zad-
nej trudnosci. Na mocy bowiem twierdzenia §. 85 punkt
dany potaczywszy z S$rodkiem kota prostg i do niej z dane-
go punktu wyprowadziwszy prostopadty, ta bedzie styczng
zadana.

Jezeli za$ dany punkt znajduje sie za okregiem kota,
jak np. punt A fig. 109, tedy zigczywszy Srodek danego ko-
ta z tym punktem prostg SA i na niej jako na $rednicy wy-
kresliwszy okrag kota, ten z danym okregiem przetnie sie
w dwéch punktach B i C; punkta te ztgczywszy z punktem
A prostemi AB i AC, te sg stycznemi do danego okregu
kota. Albowiem poprowadziwszy SB i SC, tak kat SBA
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jako tez i SCA jest prosty, bo kazdy z nich jest w pétkolu;
przeto AB prostopadta do BS, AC prostopadta do CS. A ze
BS i CS sg promieniami danego kota, przeto AB i AC sa
stycznemi §. 85. Ze te styczne sg sobie réwne, juz to wie-
my z §. 89, ze za$ z linijg AS czynig katy réwne, to z przy-
stania trojkatow ABS i ACS wnioskowaé mozna.

Uwaga. Pierwszy raz tu w Geometryi na jedno Zzada-
nie otrzymujemy dwie odpowiedzi; to atoli nie powinno nas
zadziwia¢, pamietajac z Algebry, ze tam na jedno pytanie
czesto nie tylko dwie ale trzy, cztery i t. d. odpowiedzi znaj-
dowalismy; zdarzaja sie nawet przypadki tak w Geometryi
jako i w Algiebrze, iz na jedno pytanie znajdujemy nieskon-
czong liczbe odpowiedzi. W obecnem zagadnieniu przeko-
nywamy sie, ze z punktu danego za okregiem kota zawsze
dwie styczne réwne, do tegoz okregu poprowadzi¢ mozna.

8. 98.

Zagadnienie 6. Majgc dang prosta z potozenia*) i dwa
punkta po jednejze jej stronie lezace, znale$¢ na nigj trzeci
punkt taki, izby okrag kola przez dane punkta przechodzacy
dotykat prostej danej to tym punkcie.

Rozwigzanie. Niech prostg dang bedzie PQ, a danemi
punktami A i B jig. 110, potrzeba na prostej PQ znales¢
trzeci punkt, w ktérymby okrag kola przechodzacy przez A
i B dotykal prostg PQ.

Poniewaz wedtlug §.91 stycznajest Srednia geometrycz-
nie proporcyjonalng miedzy sieczng z tegoz samego punktu
poprowadzong i czescig jej za kotem, zatem przedtuzywszy
prosta BA przez dwa dane punkta idgcg az do spotkania
sie z prostag dang PQ w punkcie C, na prostej BC jako na
Srednicy wykreslmy pdt okregu, a wyprowadziwszy z pun-
ktu A prostopadta do CB az do spotkania sie z co dopiero
wykreslonym poétokregiem w punkcie D, i z punktu C jako
ze $rodka kota promieniem CD zakresliwszy tuk, ten prze-

*) Wyrazenie Z[Jhﬂ‘laznaczy, iz prosta ma na plasczyznie pewne
oznaczone potozenie.
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tnie prostg dana PQ w punkcie E szukanym. Aby mie¢
okrag kota przechodzacy przez A i B, z wyznaczonego pun-
ktu E wyprowadzmy prostopadta do PQ, potém uwazajac
prostag AB jako cieciwe zadanego okregu kota, z j¢j Srodka
wyprowadzmy réwniez prostopadig do niej w strone ku pro-
stej danej, a punkt przeciecia sie dwoéch tych prostopadtych
S bedzie srodkiem okregu kota przez A i B przechodzacego
a prostg PQ w punkcie E dotykajacego, ktory promieniem
SA= SB zzSE z punktu S wykresli¢c mozemy. Chcac do-
wies¢ rzetelnosci tego postepowania, dosy¢ jest okazaé, ze
CE jest S$rednia geometrycznie proporcyjonalng miedzy CB
i CA a zatem styczng, reszta bowiem jest sama z siebie
jasng. Jakoz potaczywszy punkta D i B prostg, trojkat
CDB jest prostokatny przy D, wiec wedtug 8. 63
CB:CD=CD:CA. Aze CDzzCE wiec tez CB:CE=CE:CA.
Jest wiec CE, a zatem i PQ styczng w punkcie E do okre-
gu kota przez A i B przechodzgcego.
8. 99.

Zagadnienie 7. D0 dwoich prostych danych, znales¢
Srednig geometrycznie proporcyjonalna.

Rozwigzanie. Zagadnienie to juz w §. 77 rozwiagzane,
rozwigzemy teraz nieco fatwiejszym lubo w istocie na toz
samo wychodzacym sposobem, opierajgc sie na twierdzeniu
§. 63.

Niech dwiema danemi prostemi bedg A i B Jig. 111,
chcac miedzy niemi znale$¢ $rednig geometrycznie propor-
cyjonalng, postgpimy zupeinie tak jak w wspomnionym §.
to jest na prostej nieograniczonej dtugosci, odcinamy jedne
z nich np. B od M do N, apotem drugg A w tymze samym
kierunku od N do P; calg prosta MP wyrazajgcag summe
prostych danych, dzielimy w punkcie S na dwie réwne czesci
i z punktu tego jako na S$rednicy zakre$lamy pétokregu lub
caly okrag kota, a wyprowadziwszy z punktu N prostopadig
do MP az do przeciecia sie z okregiem w punkcie R, ta be-
dzie szukang $rednig geometrycznie proporcyjonalng. Na do-
wiedzenie tej prawdy potagczmy punkt R z punktami M i P,
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a otrzymamy trojkat MRP prostokatny przy R wedtug §. 87
wniosek 3, przeto prostopadta RN jest $rednig geometrycznie
proporcyjonalng miedzy MN i NP 8. 63 czyli miedzy pro-
stemi im réwnemi B i A.

Albo tez: opierajgc sie na wilasnosci trojkata prosto-
katnego w rzeczonym §. dowiedzionej, ze bok przyleglty ka-
towi prostemu jest Srednig geometrycznie proporcyjonalng
miedzy przeciwprostokatnig i odcinkiem przy tymze boku
lezacym, mozemy obecne zagadnienie rozwigzaé¢ nastepujgcym
sposobem:

Na wiekszej z dwoéch prostych danych, ktérg tu niech
bedzie MP= A jako na $rednicy zakreslamy pdét tub caty
okrag kota, potem na téjze Srednicy, poczynajac od jej kon-
ca, odcinamy druga B od M do N i z punktu N wyprowa-
dzamy prostopadta do Srednicy az do przeciecia sie z okre-
giem w punkcie R, a zlgczywszy punkta R i M prostg RM,
ta bedzie prosta szukang, bo zigczywszy jeszcze punkta R
i P, mamy wedlug przywiedzionego §. MP:MR= MR:MN
czyli A:MR=MR:B jak zadano.

§. 100.

Zagadnienie 8. Majac dang prostg oznaczonej dtugosci,
podzieli¢ takowag na dwie czesci takie, Oby wieksza byta Sre-
dnig geometrycznie proporcyjonalng miedzy catg prostg i mniej-
sza jej czescia.

Niech prosta do podzielenia dang bedzie AB jig. 112,
z kohca B wyprowadzmy do nidj prostopadtag BS=,jAB i
promieniem SB zakre$lmy okrag kola; przez punkt A i S
poprowadzmy sieczng AD, a nareszcie z punktu A pro-
mieniem AC zakre$lmy tulc przecinajgcy AB w E, tedy AE
bedzie czescig szukang. Wedlug bowiem §.91 mamy:

AD;AB = AB;AC skad wediug 8. 98 Arytm. jest

AD — AB: ABr: AB—AC:AC czyli,
poniewaz AB —2SB:=2SC CD, przez co
AD—AB= AD—CD= AC= AE
zaS AB— AC= AB— AE= EB, bedzie AE;AB = EB;AE
albo zmieniwszy w tdj proporcyi miejsce skrajnych i Srednich
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sunki, otrzymamy nareszcie AB;AE — AE;EB jak zadano.

Uwaga. Aby wyrazi¢ zadanie podzielenia prostej w spo-
séb co dopiero opisany, wystowiamy krocej to zagadnienie
tak: Prosta dang podzieli¢ w stosunku $rednim i skrajnym.
Ale to wystowienie jak kazdy dostrzeze jest fatszywe i -win-
no by¢ sprostowane w ten sposoéb: prosta dang podzieli¢ na
skrajne i $rednig, co znaczy: podzieli¢ prostg na dwie czesci,
z ktérychby jedna zawsze i koniecznie wieksza niz druga, by-
ta $rednig geometrycznie proporcyjonalng miedzy catg prostg
i czescig mniejszg. W pierwszej proporcyi t. j. wproporcyi
AD:AB=zAB:AC prosta AB zastgpiwszy jej réwng CD,
bedzie AD :CD:= CD:AC t. j. sieczna AD podzielona jest
w punkcie C na $redniag i skrajne.

§. 101.

Wezmy teraz pod uwage dwa okregi ko6t i zobaczmy
co nam godnego uwagi oba razem przedstawi¢ moga.

Dwa okregi kot réznych promieni, razem uwazane mo-
ga mie¢ trojakie wzgledem siebie potozenie, t. j. moze by¢
jeden wewnatrz drugiego, albo jeden moze przecina¢ drugi,
lub nareszcie pierwszy moze by¢ zewnatrz drugiego.

W pierwszem potozeniu moga dwa okregi mie¢ Srodek
spélny, a wtedy nazywajg sie spoélsrodkowe (concentricae) w
takim razie i ptaszczyzny czyli kota, nazywaja sie takze spdl-
Srodkowemi (circuli concentrici). Jezeli za$ ich $rodki znaj-
duja sie w réznych punktach, odlegtos¢ ich Srodkdéw jest zaw-
sze mniejsza niz réznica promieni, 0 czem naocznie przeko-
nac sie mozna, wykresliwszy dwa okregi w takiem potozeniu.

W drugiem potozeniu t. j. gdy sie przecinajg, przecinac
sie nie moga w wiecej jak w dwoéch punktach §. 83, a pro-
sta tgczaca te dwa punkta czyli cieciwa obu spoina, jest pro-
stopadtg do prostej taczacej ich Srodki, ktérag prostg srodkéw
zwac bedziemy. Niech bowiem beda dwa okregi, ktorych
srodki S i S' przecinajace sie w punktach A i B jig. 113,
poprowadziwszy proste AB i SS', tudziez promienie SA i SB,
,S’A i S'B, dwa trojkaty SAS’ i SBS’ wedtug §. 22 przysta-



ja do siebie, a w szczeg6lnosci kat ASS'= BSS' i kat
AS'S= BS'S;

w tréjkacie réwnoramiennym ASB prosta SS' dzielgca kat

w wierzchotku na dwie réwne czesci, pada na Srodek pod-

stawy i jest do niej prostopadta §. 40. Toz samo wypada

takze z trojkata AS'B; prawda przeto jest co, twierdzono, ze

AB prostopadta do SS'.

W trzeciem nareszcie potozeniu, czyli gdy sie dwa okre-
gi znajduja zewnatrz siebie, odlegtos¢ ich $rodkéw jest wiek-
szg, niz summa ich promieni, co jest oczywistem i dowodu
nie potrzebuje.

W pierwszym przypadku powiedzieliSmy, ze odlegtos¢
srodkéw jest mniejsza niz roznica, w ostatnim zas, iz taz od-
legtos¢ jest wieksza, niz summa promieni obu okregéw. Je-
zeli atoli bedzie przypadek, iz albo réznica, albo summa pro-
mieni réwna sie odlegtosci $rodkéw, w takim razie dwa okre-
gi dotykajg sie, a mianowicie w pierwszym przypadku we-
wnatrz, w drugim za$ zewnatrz, a punkt dotkniecia lezy w
kazdym razie na prostéj Ssrodkéw. lle wiec razy odlegtosé
srodkow dwoch kot réwna sie roznicy ich promieni, okregi
dotykajg sie wewnatrz t. j. jeden lezy w drugim; skoro za$
rzeczona odlegto$¢ réwna sie summie promieni, okregi kot
dotykajg sie zewnagtrz. W obu razach méwimy tez, ze okre-
gi lub kola sa stycznemi.

§. 102.

Zagadnienie 9. Majac dane zpolozenia dwa okregi kot
poprowadzi¢ styczng spoing obu okregom.

Rozwigzanie. Niech beda dane z potozenia dwa okregi
kot, ktorych srodki sg Sis, a promienie Ilirjig. 114, ma-
my do tych dwoch okregéw poprowadzi¢ styczng spoing obu
okregom. Na ten koniec potaczywszy S$rodki okregow da-
nych prostg Ss i na ni¢j jako na srednicy wykresliwszy okrag
kota, ze srodka piérwszego S promieniem= R — r zakre$lmy
tuk, ktory na okregu wykréslonym na linii srodkéw nazna-
czy dwa punkta A i a; przez punktu S i A poprowadziwszy
prosta SA i te przedtuzywszy az do przeciecia sie z okregiem
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pierwszym, ktérego promien R ta naznaczy punkt T dotknie-
cia sie stycznej na tymze okregu; a jezeli ze S$rodka s dru-
giego okregu poprowadzimy promien réwnoleglty od ST, ten
naznaczy na drugim okregu punkt t, w ktérym taz styczna
dotknie drugi okreg kota i prosta T< bedzie szukanag. Kat
albowiem SAs jest prosty jako w pétkolu, wiec sA jest pro-
stopadtg do ST; a ze st réwnolegta do ST i rowna AT, wiec
czworokat AT<s jest prostokgtem, i Tt prostopadia tak do ST
jako tez i do st, jest przeto styczng tak do pierwszego jako
i drugiego okregu, jak zadano. Ale luk zakreslony promie-
niem~ R —r przecigt okrag kota na prostej Srodkéw wy-
kréslony nie tylko w punkcie A, ale téz w drugim punkcie
a, przeto postgpiwszy tu znowu tymze samym co wyzej Spo-
sobem, otrzymamy drugg prostg TT réwniez styczng do obu
danych okregéw, skad sie pokazuje, ze dwa okregi dane z
potozenia majg dwie styczne spodlne.

W poprzedzajgcem ze srodka S nakroésliliSmy luk pro-
mieniem= R — r, gdybysmy z tegoz S$rodka wykreslili luk
promieniem= R-]-r, znalezlibySmy réwniez jak wyzej dwa
punkta przeciecia sie jego z okregiem na linii Srodkéw wy-
kreslonym t. j. punkta A' i a'; zlgczywszy punkta A' i s
prosta A's i przez punkta S i A' poprowadziwszy takze pro-
stg, ta nam naznaczy na okregu S punkt T", przez ktéry
prowadzac réownolegtg T"t" do A's, ta bedzie trzecig stycznag
spoing obu okregom. Gdyz znowu kat SA's jako w potkolu
jest prosty, zatem sA' prostopadta do SA'; a ze T"t" réwno-
legta do A's, zatem jest takze prostopadig do ST", jest wiec
styczng do okregu S. Ze jest styczng i do drugiego okregu
s fatwo okazaé, bo 's¢"= A'T", katy przy T" i A' proste,
zatem czworokat AT'7"s jest znowu prostokgtem i kat przy
t" prosty, a T"t" prostopadta,do st". Ale zakreslony luk
przecigt tez okrag kota na linii Srodkéw "wykreslony w dru-
gim punkcie a, postgpiwszy wiec z tym punktem tak jak z
poprzedzajacym, otrzymamy czwartg styczng T"'t'" spdlng obu
okregom. Tak tedy zamierzywszy sobie znale$é stycznag do
dwoch okregéw danych z potozenia, postepowanie nasze w
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rozwigzaniu tego zagadnienia przyprowadzito nas do téj praw-
dy, ze do dwdch okregéw két danych z potozenia nie jedne,
ale cztery styczne obu spo6lne poprowadzi¢ mozna. Dwie
pierwsze z tych stycznycli nazywamy zeionetrznemi, dwie za$
drugie wewnetrznymi. Pierwsze przedtuzywszy dostatecznie,
dostrzezemy, ze sie przecinajg na linii $Srodkéw przedtuzonej
takze, t. j. za mniejszym okregiem kota w punkcie B. Dru-
gie dwie przecinajg sie takze na tejze linii, ale miedzy obu
okregami w punkcie B' co jest widocznem.

Drugi sposob. Na zasadzie §§. 62 i 70 t. j. dzielenia
prostej w proporcyi harmonicznej, mozna to zagadnienie da-
leko predzej i prosciej rozwigza¢ nastepujacym sposobem.
Przypatrzywszy sie z uwaga stycznym juz wykréslonym, t.j.
uwazajac jakoby zagadnienie juz bylo rozwigzanem, przeko-
namy sie, ze do ich poprowadzenia dostateczng jest znajomos¢
punktéw B i B’, w ktérych rzeczone styczne przecinaja pro-
stg Srodkow. W trojkacie bowiem TBS fig. 114 st jest row-
nolegta do ST i dlatego SB:Ss= ST:st, a z dwobch tréjka-
tow ST"B' i s<'B’podobnych jest takze SB':sB'=ST":st"zrST:st,
przeto SB:Ssr=SB’:sB', z ktérej proporcyi czytamy, ze pro-
sta Ss tgczaca Srodki dwoch okregow danych, podzielong jest
w punktach B:B’ w proporcyi harmonicznej 8. 62 uwaga,
a puukta B i B' sg punktami do siebie nalezacemi. Chcac
przeto znale$¢ te punkta, dosyC jest przez Srodek S popro-
wadzi¢ jakagkolwiek $rednice MN fig. 115, a przez S$rodek
s promien do niej réwnolegty sraj proste lgczace punkta M
i N zm, naznaczg tak na przedtuzeniu prostéj Ss, jako toz i
na niej samej szukane punkta B i B'. Nareszcie z tych punk-
tow wedtug 8. 97 prowadzac do jednego z okregdw styczna,
ta zarazem bedzie styczng i do drugiego.

Uwaga. Gdyby dane dwa okregi kot byty rowne czyli
gdyby byto R*“ r, robiac toz samo wykroéslenie, przekonali-
bysmy sie ze pidrwsze dwie styczne sg od siebie réwnolegte
dwie za$ drugie, przecietyby sie z sobg na linii $rodkéw i to
doktadnie w potowie odlegtosci Ss.
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Dalsze rozbieranie tego zagadnienia przekonatoby nas
ze jezeli sie dwa dane kota dotykaja zewnatrz, dwie wewne-
trzne styczne zamieniaja sie na jedng do linii gcznej prosto-
padta i w tym przypadku trzy tylko styczne sg mozebne.
Jezeli sie za$ przecinajg, dwie wewnetrzne styczne sg niemo-
zebne i do takich dwoéch kot tylko dwie styczne poprowa-
dzi¢ mozna. Gdyby sie okregi dotykaty wewnatrz, wtedy
tylko jedna styczna mozebna. Nareszcie gdyby jedno koto
lezalo wewnagtrz drugiego, nie przecinajac go ani dotykajac,
w takim razie zadnej stycznej wspélnej poprowadzi¢ nie mozna.

ROZDZIAL VI.

Krzywa kotowa wraz zfigurami prostokréslnemi uwazana.

§. 103.

Dotad uwazaliSmy figury prostokréslne same w sobie,
jak rowniez jedne figure krzywokresing kolem nazwang, je-
dynie w zwigzku z prostemi w kole rozmaicie prowadzonemi;
teraz potrzeba nam zastanowi¢ sie nad figurami prostokroésl-
nemi w zwigzku z linijg kotowg uwazanemi.

Definicyja. Kazda figure prostokresing albo raczej kaz-
dy wielokat, ktérego wisrzehotki wszystkich katéw znajdujag
sie na okregu kota, nazywa¢ bedziemy wielokatem w koto
wpisanym (polygonum circulo inscriptum), okrag zas kota
takie potozenie majgcy nazwiemy okregiem kota na wieloka-
cie opisanym. Wielokat ktorego wszystkie boki sg styczne-
mi do okregu kota, nazywaé sie bedzie wielokgtem opisanym
na kole (polygonum circulo circumscriptum); okrag za$ ko-
ta w tym przypadku, kolem wpisanem w icielolcat.

Twierdzenie. W wielokacie foremnym podzieliwszy kaz-
dy zjego wewnetrznych katéw na dwie roume czesci, proste
dzielace schodzg sie icszystkie wjednym punkcie.

Niech bedzie ABGDE..... fig. 116 wielokat foremny o
jakiejkolwiek liczbie bokéw; podzieliwszy dwa ktorekolwiek

9
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jego katy np. A i B na dwie réwne czesci, proste dzielgce
AS i BS przetng sie naturalnie wjednym tylko punkcie S;
potaczywszy ten punkt S z wierzchotkami wszystkich innych
katéw prostemi SC, SD, SE i t d., jezeli dowiedziemy, ze
kazda z tych prostych dzieli kat, przez ktérego wierzchotek
przechodzi, na dwie réwne czesci, tern samem dowiedzie sie
prawdy zatozonego twierdzenia.

Z punktu S spusémy prostopadte Sai Sb na boki wie-
lokata AB i BC. Poniewaz kat A B jako w wielokgcie
foremnym, zatem i polowy ich sg takze réwne t. j. kat
SAa=SBa, katy przy a sa proste, wiec dwa trojkaty SAa i
SBa przystaja do siebie, a w szczegélnosci SArrSB i Aa=Ba.
Dwa trojkaty SBa i SB6 majg bok SB spolny, katy przy B
jako tez katy przy ai b réwne, wedtug wiec 8. 36 wniosek 2,
przystajg do siebie, a z przystania wnosimy, ze Sa zz Sb i
Ba— B6. A ze Ba="~AB, wiec t¢z B6=£BC bo z zaloze-
nia AB = BC. Dwa znowu trdjkaty SB6 i S6C wedtug 8.
23 przystaja do siebie, gdyz Sb majg spdlne, B6= 6C jako
potowy boku BC i katy przy b réwne jako proste; z przy-
stania ich wnosimy, ze SC=SB i kat SC6—SB4. A ze kat
C= B z zalozenia a SB6= "B, wiec tez i kat SCo6=:~C.
Zupetnie tym samym sposobem okazuje sie, ze prosta SD
dzieli kat D na dwie réwne czesci i ze SC= SD. Toz sa-
mo dowiedzie sie tez o wszystkich prostych tgczacych wierz-
chotki katéw wielokata z punktem S, a nastepnie tatwo wnies¢
nawzajem, ze proste dzielgce katy wielokata foremnego na dwie
rowne czesci, przecinajg sie w jednym punkcie S,’co byto
do dowiedzenia.

W niosek 1. Poniewaz z ciggu dowodzenia powyzszego
twierdzenia wypadto, ze SA—SB—SC= SDr; ..... przeto
punkt S jest w réwnej odlegtosci od kazdego zwierzchotkéw
katéow wielokata. A ze roéwniez z dowodzenia otrzymalismy
Sa= S6= Sc= Sd= ... zatem punkt Sjest takze w ro-
wnej odlegtosci od kazdego z bokéw tegoz wielokata, stusz-
nie wiec ten punkt S nazywa sie $rodkiem loielokata (cen-
trum polygoni).
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W niosek 2. Kiedy punkta A, B, C, D.... sa w réwnej
odlegtosci od punktu S, muszag one leze¢ na okregu kota pro-
mieniem SA zakre$lonego. Podobniez punkta a, b, c, d....
lezg na okregu kota z punktu S promieniem Sa zakres$lone-
go. Jezeli wiec z punktu S promieniem SA zakres$limy okrag
kota, ten musi przej$¢ przez wierzchotki wszystkich katow
wielokata i bedzie okregiem kota opisanym na wielokacie,
a wielokat wpisanym w okrag kota. Podobniez, jezeli z te-
goz punktu S promieniem Sa zakre$limy drugi okrag kota,
ten przejdzie znowu przez punkta a, b, c, d.... tak, ze boki
wielokata AB, BC, CD.... bedg w punktach a, b, c..... sty-
cznemi do tegoz okregu jako prostopadte do promieni, a za-
tem ten ostatni okreg kota, wedtug definicyi, bedzie w wie-
lokat wpisanym, sam za$ wielokat bedzie opisanym na kole.

§. 104.
W niosek 3. Z toku dowodu poprzedniego twierdzenia
wyptywa jeszcze, ze kat ASB = BSC = CSD= ... tj., ze

wszystkie katy przy srodku wielokata a zatem i kota opisa-
nego na nim, sa miedzy sobg réowne; skad wniesiemy, iz, aby
w dany okrag wpisa¢ wielokat, rozumie sie foremny, dosy¢
jest tenze okrag kota podzieli¢ na tyle czesci réwnych, o ilu
bokach chcemy wpisa¢ wielokat i punkta podziatu potgczyé
prostemi. Gdy bowiem kagtom réwnym przy $rodku kota od-
powiadajg luki i cieciwy rowne §. 80, a te cieciwy sag bo-
kami wielokata, kazdy za$ kat miedzy dwoma bokami zawar-
ty, ma za miare potowe luku=rw—2 czesciom (jezeli przez
n rozumiemy liczbe bokéw wielokgta wpisa¢ sie majgcego,
a zatem i liczbe czesci na ktérg caty okrag podzieliliSmy),
przeto tak boki miedzy sobg, jako tez i katy wielokata mie-
dzy soba sa roéwne; stésownie wiec do §.17 wielokat ten jest
foremny. Jezeli do bokéw tego ostatniego wielkokata spu-
scimy ze Srodka kota S prostopadie i te przedtuzymy az do
przeciecia sie z okregiem, a potem przez te punkta popro-
wadzimy styczne do okregu kota, te przediuzone az do prze-
ciecia sie z promieniami przez A, B, C, D i t. d. przecho-
dzacemi, a zatem i do przeciecia sie z sobg, zamkng wielo-
0.



kat foremny na kole opisany o taki6jze liczbie bokéw jak
wielokat wpisany.

Niech bowiem bedzie okrag kota, ktérego srodek SJig.
117, podzielmy go na n cze$ci réwnych np. na 6, tedy ia-
czac te punkta podziatu prostemi, otrzymamy szesSciokat fo-
remny w koto wpisany. Ze boki jego sg miedzy sobg ré-
wne, nie potrzeba dowodu, gdyz sag cieciwami tukéw réwnych.
Ze za$ katy sa miedzy sobg rowne, fatwo dowie$é wedtug
tego co wyzej powiedzieliSmy. Kat bowiem np. ABC jako
okregowy ma za miare potowe tuku n—2 bo tyle czesci okregu
ramionami swemi obejmuje (w naszym szesciokacie 6—2=4);
a ze i kazdy inny kat obejmuje swemi ramionami takaz licz-
be czesci, a te czesci sg miedzy sobg réwne, zatdbm miary
tych katéw a nastepnie i same katy sg miedzy soba réwne
i wielokat jest foremny.

Co do wielokata opisanago, niech pidrwsza styczna przez
punkt a poprowadzona, spotyka promienie przez A i B prze-
chodzgce w punktach A'i B’, tedy poniewaz tak AB jako tez
i A'B' sg prostopadte do Su, dwie te proste sg do siebie
rownolegte, a nastepnie, kiedy tréjkat ASB jest rownoramien-
ny, i trojkat A'SB’ jest takze réwnoramienny; bo katy przy
A i A’, B i B’ sg sobie réwne, ze zas katy przy A iB sg so-
bie réwne, bo SA ~ SB, zatem i katy przy A'i B’ sg takze
réwne. Ale w trdjkacie réwnoramiennym prostopadta z wicrz-
chotka na bok trzeci dzieli tenze na dwie réwne czesci, za-
tem A'a = B'a. Polaczywszy punkt B' z b prosta B'b i te
przedtuzywszy az bo przeciecia sie z promieniem przez C prze-
chodzacym, w punkcie C’, dwa tréjkaty B'Sa i B'S60 majg
bok SB’ spoiny, Sa= S6 i kat B'Sa=BSdé, bo majg za mia-
re luki rowne aB i Bo6, ktére sg potowami tukéw AB i BC
miedzy sobg réwnych, przeto przystajg do siebie, skad wno-
simy, ze aB'=B’0 i kat SaB'= S6B'. A ze pierwszy kat jest
prosty, wiec i drugi prosty, a prosta B'C' bedac prostopadig
do promienia w koocu tegoz wyprowadzona jest styczna.
Trojkat B'SC' dla tej samej przyczyny jak tréjkat A'SB'jest
rownoramienny, przeto B'6= 6C'. A ze wyz¢j dowiedlismy,
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ze A'a=B'a, przeto B'a= jA'B', jak réwniez B& = JB'C’,
a stad wypada, zeA'B'=B'C’. Postepujac dalej, dowiedzie-
my tym samym sposobem, ze B'C'~CD"' i t. d., tj. dowie-
dziemy, ze wszystkie boki sa stycznemi i sga sobie rowne;
jest wiec wielokat A'B'C'D ........ opisanym na okregu kota.
Ze jest foremnym, potrzeba jeszcze dowie$é, ze wszystkie je-
go katy miedzy soba sg réwne. Ale te katy sg réwne ka-
tom wielokgta w pisanego kazdy kazdemu, bo ich ramiona
sg od siebie rownolegte i rozchodza sie wjednychze kierun-
kach; a kiedy te ostatnie sg miedzy sobg réwne, zatem i pierw-
sze sg takze miedzy soba réwne i wielokat jest foremny.

Ze takze wielokat opisany jest podobny wpisanemu,
wypada stad, ze sg rownokatne, tudziez ze boki ich sg pro-
porcyjonalne. Bo np. w trojkacie A'SB', AB jest rownole-
legta od A'B', wiec B'S:BS=: A'B":AB; w trdjkacie B'SC’
jest znowu B'S:BS —B'C':BC skad A'B"AB = B'C :BC i
tak o innnych bokach. Skad wniesiemy, ze majgc wielokat
w koto wpisany, mozna zawsze opisa¢ na t¢émze kole wielo-
kat podobny wpisanemu.

Wzajemnie, majgc wielokat opisany, mozna takze przy
jego pomocy w pisa¢ w koto wielokat jemu podobny, tgczac
tylko wierzchotki jego katéw z srodkiem kota a potem punk-
ta przeciecia sie tych prostych z okregiem kota taczac pro-
stemi, te bowiem zamkna wielokat foremny wpisany, podo-
bny opisanemu.

Majac wielokat wpisany w koto, mozna jeszcze drugim
sposobem opisa¢ jemu podobny na kole, prowadzac przez
wierzchotki katéow wpisanego styczne do okregu kota, az do
wzajemnego ich przeciecia sie z sobg, jak to fig. 118 wska-
zuje. Aby i tu dowies¢, ze wielokat A'B'C'D'E'F’ jest fore-
mny, uwazmy tylko, ze na zasadzie §. 88, 89 AA'= A'B,
B'B=:B'C, C'C=C'D, i t d.,, anastepnie A'S, B'S, G'Si t d.
przechodzg przez $rodki tukéw nalezacych do bokéw wielokata
wpisanego i Srodki tychze bokéw, tudziez dzielg katy przy S na
dwie czesci réwne i sg prostopadte do bokdw wielokgta wpisa-
nego, wiec dwa trojkaty B'SB i A'SB wedtug 8. 24 przystaja
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do siebie, gdyz BS spolne katy przy B proste i katy przy S row-
ne jako majace jednakowe miary, a z przystania wnosimy, ze
B'Br=A'B. Tym samym sposobem dowiedzie sie, ze B'Cr:C'C,
a nastepnie ze A'B'—B'C'= C'D'=: i t d. Kazdy z katéw
A', B, C', D'.... jest spetlnieniem kata przy s$rodku, jak np.
B'--BSG 180, a ze wszystkie katy przy s$rodku sg sobie
rowne, wiec i ich spetnienia sgréowne t. j. kat A'—B'=C'= ...
przeto wielokgt A'B'C'D'E'F' jest foremny. Ze jest podobny
wpisanemu, potrzeba okaza¢ ze jest z nim réwnokatny i boki
majg proporcyjonalne. Katy wielokata wpisanego sg takze spet-
nieniami katéw réwnych miedzy sobg i rownych kagtom, kto-
rych katy A', B', C’, D'.... sg speilnieniami, przeto A= A',
B=B', C=:C'... Trojkaty AAB, BB'C, CC'D.... sg wszy-
stkie sobie podobne

wiec A'B:B'C = AB:BC

albo 2A'B:2B'C — AB:BC

lub A'B"B'C'=AB:BC
i tak o innych bokach; jest wiec opisany wielokat podobny
wpisanemu. Z wielokata opisanego znajdziemy wpisany, tgczac
tylko punkta dotkniecia sie bokéw okregu kola prostemi,
ktore zamkng wielokat foremny i podobny opisanemu.

§. 105.

W niosek 4. Kiedy wszystkie katy przy srodku wielo-
kata foremnego miedzy soba sg réwne, a razem czynig 4R,
wiec kat srodkowy w tymze wielokgcie jest wiadomy, réwna
sie bowiem n czeSci czterech katéow prostych. Dlatego tez
w szesciokgcie foremnym kat srodkowy = %R = E—R = 60°,
przeto dwa katy przy boku szesciokata lezace czynia

180"— 60° - 120;
a ze sa miedzy sobag réwne jako w trdjkacie réwnoramien-
nym, wiec kazdy z nich zamyka 60°. Trojkat przeto, ktdre-
go dwoma bokami sg promienie kota, w ktére jest wpisany
szesciokat, a trzecim bokiem bok szeSciokata, ma wszystkie
trzy katy miedzy sobag réwne, ma t6z zatem i wszystkie trzy
boki miedzy soba réwne, jest przeto réwnobocznym i bok
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szesciokagta foremnego w kolo wpisanego réwna sie promienio-
wi tegoz kola. Chcac zatem wpisac szesciokgt foremny w ko-
to dane, dosy¢ jest promien tegoz kota przenies¢ na okrag'
kota jako cieciwe, ktory sie da sze$¢ razy dokladnie odcigg,
i punkta tak naznaczone potgczyé prostemi.

taczac podziat pierwszy z trzecim, trzeci z pigtym a
piaty z pierwszym, otrzymamy trojkat foremny czyli réwno-
boczny w koto wpisany. Skad wniesiemy, ze aby w dany
okrag kola wpisaé trojkat réwnoboczny, potrzeba wprzod
wpisa¢ szesciokgt foremny, a potém postgpi¢ do tréjkata jak
co dopi¢ro wspomnielismy.

Mozna tez obejs¢ sie bez wpisywania szesciokata, uzy-
wajac nastepujacego sposobu, ktory w istocie na toz samo
wychodzi. W danym okregu kota, w ktére mamy wpisaé
trojkat réwnoboczny poprowadziwszy Srednice MN fig. 119 i
z jednego jej konca np. N promieniem réwnym promieniowi
danego kota, zakresliwszy luk przecinajacy, dany okrag w
punktach A i B, cieciwa AB bedzie bokiem trojkata zada-
nego. Polgczywszy potem punkta A i B z punktem M t.j.
z drugim koncem S$rednicy, otrzymamy trojkat AMB zadany.
Aby w dane koto wpisa¢ kwadrat, dosy¢ jest poprowadzic¢
dwie $rednice MN i PQ prostopadie do siebie i punkta w
ktorych okrag kota przecinajg, potgczy¢ prostemi.

8. 106.

WidzieliSmy, ze wpisanie tréjkata foremnego w koto, za-
lezy na wpisaniu szeSciokata foremnego. Gdybysmy ze $rod-
ka kota spuscili prostopadie do bokéw szesciokata i te prze-
diuzyli az do przeciecia sie z okregiem, te jak wiadomo po-
dziela luki, ktérych cieciwami sg boki szesciokata, kazdy na
dwie réwne czesci, a zatem caty okrag kota na 12 czesci
rownych. Polgczywszy te punkta podziatu z wierzchotkami
katéw szesciokata, otrzymamy dwunastokat foremny w koto
wpisany; a postapiwszy tu znowu tak jak z szesciokatem,
otrzymaliby$my 24rokat foremny w koto wpisany. Przy po-
mocy tego ostatniego wielokagta wpiszemy w koto 48kat fo-
remny i t d. Tym sposobem umiejac wpisa¢ szesciokat fo-
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remny w koto, umiemy wpisa¢ w toz koto wielokaty o 3, 6,
12, 24, 48, 96..... 32™.1 bokach, gdzie m— 1, 2, 3, 4.....

Umiejac wedtug powyzszego wpisa¢ w koto kwadrat
i postgpiwszy z nim jak z szeSciokgtem postgpiliSmy, otrzy-
mamy o$miokagt foremny w koto wpisany, a przy jego pomo-
cy przyjdziemy do 16stokata i t. d. t. j., za pomocg kwadra-
tu umiemy wpisa¢ w koto wielokaty o 4, 8, 16, 32, 64.......
4.2 bokach, gdzie znowu m— 1, 2, 3....

Dla wpisania pieciokgta foremnego w koto, potrzebaby
okrag tegoz kota podzieli¢ na pieé¢ czesci rownych; atoli na
to nie mamy elementarnego sposobu i dlatego pieciokata
wpisa¢ w koto inaczej nie mozemy, tylko przy pomocy dzie-
sieciokagta. Aby wpisa¢ dzicsieciokat foremny w koto, po-
trzeba nam naprzéd dowie$é nastepujace twierdzenie.

8= 107.

Twierdzenie. BOk dziesieciokgta foremnego w kob wpi-
sanego réwna sie wiekszemu odcinkowi promienia podzielonego
na skrajne i Srednia.

Niech promiern SB bedzie podzielony w punkcie C fig.
120 na skrajne i $redniag, t j. niech bedzie SB:SC~SC:BC;
wzigwszy AB=SC, potrzeba dowic¢s¢, ze luk AB jest TO cze-
écig catego okregu kota, lub co na jedno wychodzi, ze kat
ASB jest Tjj czescig cztérech katow prostych. Na ten ko-
niec poprowadziwszy AC, poniewaz SC rr AB, jest tez
SB:AB= AB:BC. Lecz SB i AB sag dwoma bokami troj-
kata ASB kat B obejmujgccmi, zas AB i BC dwoma boka-
mi tenze kat B, w trojkacie ACB obejmujgcemi, przeto troj-
kat ASB-~-ABC; a ze trojkat ASB jest rownoramienny, wiec
i trojkat ABC jest takze réwnoramienny, a mianowicie kat
ACB= B, kat BAC=S i AC = AB, nastepnie za§ AC= SC;
skad wypada, ze t¢z trojkgt ASC jest réwnoramienny. Ale
kat ACBrrCAS-)-S §. 39, a kiedy kat CAS= S, za$ kat
ACB=B, wiec kat B—2S. W trojkacie ASB mamy

A-j-B + S=:2R, czyli poniewaz A=B, 2S-j-25-j-S = 2R
albo 5Sr=2R, przeto S = £2R~ M2R ~ rM4R, t.j. kat Sjest
TIO czescig catego okregu kota, a nastepnie cieciwa AB jest
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bokiem dziesieciokgta foremnego w koto wpisanego, co byto
do dowiedzenia.

Aby wiec wpisa¢ w koto dziesieciokat foremny, potrze-
ba promien tegoz kota podzieli¢ na skrajne i $rednia, a wzigw-
szy wiekszy odcinek rzeczonego promienia, przenie$¢ go ja-
ko cieciwe na okrag danego kota, co sie 10 razy zupetnie
da uskutecznié. Potgczywszy potem punkta tak naznaczone
prostemi, otrzymamy zadany dziesieciokat foremny w koto
wpisany.

Jezeli teraz polgczymy konce kazdych dwoéch takich
czesci okregu kola prostemi, te zamkng pieciokat foremny
w koto wpisany.

Praktyczny sposob wpisania pieciokata foremnego w ko-
to nie wpisujac wprzod dziesieciokata, jest nastepujacy:

W danem kole poprowadziwszy $rednice AB fig. 121 i ze
Srodka kota wyprowadziwszy promien SC do ni¢j prostopadty,
podzielmy promienn SB w punkcie E na dwie réwne czesci
i z punktu E promieniem EC zakre$lmy #tuk przecinajacy
Srednice AB w punkcie F, tedy CF bedzie bokiem piecio-
kata a SF bokiem dziesieciokata; nareszcie z punktu C pro-
mieniem CF zakreslmy inny tuk przecinajacy okrag kota
w punkcie G, cieciwa CG"“ CF bedzie bokiem pieciokagta
foremnego w dane koto wpisanego.

Sposo6b ten wpisywania pieciokata i dziesieciokata w da-
ne koto znajduje sie juz w Euklidesie ks. 13.

W niosek. Poniewaz trojkat CFS jest prostokatny przy
S, wiec wedtug §. 63 wniosek bedzie kwadrat z liczby wyra-
zajgcej dtugos¢ prostej FC czyli dlugos¢ boku pieciokgta w
kolo wpisanego, réwny summie kwadratéw z liczb wyrazaja-
cych dhlugos¢ promienia i boku dziesieciokgta w toz kolo wpi-
sanego: albo, jak zwyczajnie méwié¢ bedziemy, summa kwa-
dratéw z promienia i boku dziesieciokgta w kolo wpisanego,
rowna sie kwadratoici z boku pieciokgta w toz koto wpisa-
nego.

Uwaga 1 Pierwszy sposéb wpisania pieciokgta zasa-
dzat sie na wpisaniu dziesieciokgta, ten drugi, wpisujac pie-
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ciokat, wpisuje zarazem dzicsieciokat, a w uzyciu jest pred-
szy i tatwiejszy *).

Uwaga 2. Umiejgc wpisa¢ pieciokat foremny w koto,
mozemy tez wpisa¢ wielokaty o 5, 10, 20, 40, 80 ... 521
bokach, gdzie m—1, 2, 3, 4. ...

W niosek 2. Poniewaz £— — ?h— T5, przeto umie-
jac wpisa¢ szesciokat i dziesieciokat w koto, umiemy tez
wpisa¢ pietnastokat. Jezeli bowiem luk DE fig. 120 jest
a tuk EF tjj czescig calego okregu, tedy tuk DE = DE — EF
wedtug powyzszego, bedzie T5 czescig okregu kota; przeto
cieciwa DF bedzie bokiem pietnastokagta foremnego w koto
wpisanego. Przy jego pomocy umiemy tez wpisa¢ wieloka-

ty o 30, 60, 120 .. . 152" 1 bokach, gdzie znowu
m—i, 2, 3, 4. . ..
8. 108.

Podaje tu jeszcze praktyczne sposoby wpisania wkoto
siedmiokata, dziewieciokgta i jedenastokata.

Dla siedmiokata zakresla sie z ktéregokolwiek punktu
danego okregu kola np. z A fig. 122 promieniem réwnym
promieniowi danego kota tuk przecinajacy okrag w dwodch
punktach B i C, a potowa cieciwy BC t.j. BB’ jest bokiem
siedmiokgta zgdanego.

Dla dziewieciokgta zrobiwszy toz samo i znalaziszy
cieciwe BC fig. 122, z j¢j srodka D promieniem réwnym
promieniowi danego kota zakresla sie tuk przecinajacy prze-
dtuzong cieciwg DC w punkcie E, z punktu E tgz samg
otwartoscig cyrkla przecina sie tuk pierwszy w punkcie F;
prosta taczaca punkt F z Srodkiem kota naznaczy punkt G
na okregu, ten zigczywszy z punktem C prostg GC, ta be-
dzie bokiem dziewieciokgta w toz koto wpisanego.

Nareszcie dla jedenastokata, potrzeba promien SM fig.
122, podzieli¢ w punkcie H na dwie réwne czesci, potém
tak z punktu H jako tez i M, promieniem =M H zakresli¢

*) Sposéb ten podany josl przez Ptolemeusza w jego AriapSde
(2vvtafi<; /.uyab]).
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dwa luki przecinajace sie w punkcie K i oprécz tego na-
znaczy¢ punkt przeciecia sig tuku z M zakres$lonego, z okre-
giem danym jak tu L; na ostatek z punktu L otwartoscig
cyrkla ~ LK zakresliwszy luk przecinajgcy dany okrag w
punkcie |, prosta taczaca punkta H i I, jest szukanym bo-
kiem jedenastokgta w koto wpisanego¥*).

Ogolny praktyczny sposob wpisania wielokgta w koto
o ilukolwiek bokach, podany przez tegoz samego co po-
przedzajgce autora, jest nastepujacy:

Poprowadziwszy w danem kole $rednia AB Jig. 123,
prowadzi sie potem prosta AM nieograniczonej dtugosci pod
jakiemkolwiek do $rednicy nachyleniem. Na téj prostej po-
czynajac od punktu A odcina sie tyle czesci réwnych do-
wolnej dtugosci, o ilu bokach chcemy wpisaé¢ wielokat np.
7; ostatni ten podziat tgczy sie z drugim koricem Srednicy
B prostg B7, a przez podziat 2 prowadzi sie do niej row-
nolegta przecinajgca S$rednice w punkcie C. Z obu koricow
Srednicy, otwartoscig cyrkla réwna Srednicy, kreslg sie dwa
luki przecinajgce sie w punkcie D. Nareszcie przez punkta
D i C prowadzi sie prosta, ktéra przetnie okrag danego ko-
ta w punkcie E, a prosta laczaca ten punkt E z koricem
Srednicy A bedzie bokiem szukanego wielokata w toz koto
wpisanego. Wszystkie te sposoby podane sg w przytoczo-
ném dzietku praktycznie bez zadnego dowodu. A kiedy przy
pomocy dotad poznanych prawd nie moglibySmy dowies¢
jak daleko zgodne sg te sposoby z prawda (bo rzeczywiscie
sg tylko zblizonemi), dla tego t6z przytaczajac je jako tylko
praktyczne, dla poradzenia sobie w potrzebie, zadnych do-
wodow nie dotgczam.

*) Te praktyczne sposoby znalaztem w dzietku zupetnie na miedzi rytém
pod tytutem: , Awaisurg amZel ud LireatGlrach saidil
\var de Juad as Adesionisen ud Hadheder. \&rdet in Aus
b.lg\ﬂ‘lm Hartel “ bez roku i autora— Autorem tego dzietka
sktadajacego sie z 244 stronic jest Anthoni Ernst B( kckjiaki> von
Bikkenstein. Pierwsze jego wydanie wyszto takze w Augsburgu u

Hdm kKggmaear, 1689
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Uwaga. Konczac rzecz o wpisywaniu i opisywaniu wie-
lokatéow foremnych w koto, wypada nam jeszcze wspomniet,
iz od Euklidesa az do poczatku biezacego stoélecia sadzono,
ze sposobem geometrycznym t. j. elementarnym (za pomocg
prostej i okregu kota) nie mozna wpisa¢ innych wielokgtow
w koto jak tylko trojkat, kwadrat, pieciokat, szesciokat, dzie-
sieciokat i pietnastokat; jako tez te, ktore przez podwajanie
liczby bokéw z wymienionych wielokatéw, jak to wyzej wi-
dzieliSmy, powstajg. Atoli stawnej pamieci matematyk Gauss
w wydanej w r. 1801 w Lipsku Arytmetyce pod tytutem ,Dis-
quisitiones Aritkmeticae“ dowiédt, ze tym samym sposobem
mozna wpisaé wszystkie wielokaty, ktérych liczba bokow jest
wyrazong przez 2"-j-1 byle tylko ta liczba byta liczbg
pierwszg.

8. 109.

Ze kazdy tréjkat mozna opisa¢ kotem, juz to z §. 83
wiemy. Ze nawzajem w kazdy tréjkat mozna wpisaé okrag
kota, to nastepnie okazemy.

Twierdzenie. W tréjkacie prostokresinym podzieliw-
szy kazdy z jego katdw na dwie rowne czesci, proste dzielace
przecinajg sie w jednym punkcie, ktory jest w rownej odle-
gltosci od kazdego z bokdéw tréjkata.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 124, podzieliwszy ktore-
kolwiek dwa jego wewnetrzne katy np. A i C na dwie réw-
ne czesci i poprowadziwszy proste dzielgce, te przetng sie
naturalnie wjednym tylko punkcie O. Zitgczywszy ten punkt
O z wierzchotkiem trzeciego kata B prostg BO, jezeli do-
wiedziemy, ze ta ostatnia prosta dzieli kat B takze na dwie
rowne czesci, tern samem dowiedziemy pierwszéj czesci za-
tozonego twierdzenia.

Jakoz z punktu O spusciwszy prostopadte OD, OE i
OF, piérwszg do boku AB, druga do AC, trzeciag do BC,
w dwoch tréjkgtach AOD i AOE prostokatnych przy D i E,
kat DAOMEAO z zalozenia, przeto i trzecie katy sg sobie
rowne §. 36 umiosek 2; oprocz tego przeciwprostokagtnia jest
obu spoina, zatem dwa te tréjkaty przystajg do siebie, a z
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przystania wnosimy, ze OD= OE. Zupeinie dla tej samej
przyczyny dwa trojkaty OEC i OFC takze przystajg do sie-
bie a w szczegélnosci OE — OF. Nareszcie dwa tréjkaty
prostokatne BDO i BFO maja przeciwprostokatnig BO spdél-
ng i po boku katom prostym przyleglym réwnym t. j.
OD zz OF, zatém réwniez przystaja do siebie, a z przystania
wnosimy, ze katy jednakowo potozone w obu, sa sobie row-
ne, t. j. ze kat DBO=FBO, co potrzeba byto dowies¢. A ze
z dowodzenia wypadio, ze ODz=0OE = OF, zatem i druga
cze$¢ twierdzenia takze dowiedziona, ze punkt przeciecia sie
prostycli dzielagcych katy w tréjkacie na dwie réwne czesci,
jest w rown¢j odlegtosci od kazdego z bokow.

Jezeli teraz z punktu O promieniem —OD=rOE=0F,
zakreslimy okrag kota, ten dotknie boki tréjkata w punktach
D, E, F i bedzie kolem w tréjkgt ABC wpisanem.

Uwaga. Nie tylko proste dzielgce katy wewnetrzne
trojkata przecinajg sie w jednym punkcie, ale tez i proste
dzielgce dwa katy zewnetrzne ijeden wewnetrzny przecinajg
sie takze w jednym punkcie jak proste AO' BO' i CO', skad
powstang trzy kota styczne do bokéw tréjkata lub do ich
przedtuzen. W og6lnosci wiec sg cztéry kota styczne do
bokéw tréjkata uwazanych jako proste nieograniczonej dtu-
gosci.

§. 110.

Ze czworokat moze by¢ wpisany w kolo, fatwo jest po-
ja¢, bo obrawszy gdziekolwiek na okregu kota cztery pun-
kta i te polgczywszy prostemi, te zamkng czworokat w koto
wpisany. Ze atoli nie kazdy czworokat moze by¢ w koto
wpisany przekona¢ sie mozna z tego co w §. 83 dowiedlis-
my. Albowiem obrawszy tamze czwarty punkt gdziekolwiek,
okrag kota przechodzacy przez trzy punkta, nie zawsze przej-
dzie i przez punkt obrany. Po czemze wiec poznaé, ktory
czworokat moze by¢ wpisany w koto? Aby te ceche odkryé,
obierzmy dowolnie cztery punkta A, B, C, D na okregu ko-
ta fig. 125, te potgczmy prostemi dla zamkniecia czworokata.
Poprowadziwszy potem dwie przekatnie AC i BD uwazmy
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np. trojkat ABC: w tym summa katéw wewnetrznych czyni
2R czyli B+ BAC-f-BCA= 2R. Lecz kat BACrrBDC bo
kazdy z nich ma za miare potowe tuku BC; kat BCA“ BOA
bo sg w jednymze odcinku, zatem BACB C A = D ; przeto
B-j-1)= 2R. A ze w kazdym czworokgcie summa katéw
wewnetrznych réwna sie czterem katom prostym, wiec réw-
niez A-f-C = 2R. Albo kroc¢j: kat B ma za miare potowe
luku ADC, kat D ma za miare potowe tuku ABC, a ze
summa tukéw ABC -j-ADC czyni caly okrag, wiec summa
katéow B-]-L ma za miare potowe okregu kota; czyni wiec
dwa katy proste. Cecha tedy o ktéra nam chodzito jest ta,
ze tylko czworokat w ktérym summa katéow przeciwlegtych
czyni 2R, moze by¢ wpisany w koto. Jest to wiec czworo-
kat ktorySmy w §. 16 nazwali antiparallelogramem.

Uwaga. Moze téz by¢ opisany kotem czworokat trapez
ktérego dwa boki nieréwnoleglte sg sobie réwne a ktoryby
z tego powodu trapezem réwnoramiennym nazwac¢ mozna.

g Ul-

Twierdzenie. W kazdym tréjkacie prostokresinym ilo-
czyn z dwoch jego bokéw réwna sie iloczynowi ze Srednicy
kota opisanego i prostopadtej na bok trzeci z wierzchotka kata
przeciwleglego spuszczonej.

Niech bedzie trojkat ABC jig. 126, opisawszy go ko-
tem 8. 83 i z punktu np. A poprowadziwszy S$rednice AE,
tudziez z wierzchotka B spusciwszy prostopadta BD na bok
AC, mamy dowie$¢, zc ABXHC — AEXHD. Na dowie-
dzenie tego poprowadziwszy prostg BE, dwa tréjkaty ABE
i BDC sg podobne; jest bowiem kat ABE prosty jako w
poétkolu réwny prostemu D, kat E— C, bo sg w jednymze
odcinku, przeto i kat BAE = DBC, a stad wedtug twierdze-
nia §. 56 jest AB:BD = AE:BC. Z tej proporcyi wypada
ABXHC = AEXBD, jak w twierdzeniu wyrazono.

WNIOSEK. Rozmnozywszy dwie ostatnie ilosci réwne
kazdg przez AC, bedzie ABXBCX-AC ACXHL1XAE.
Lecz, jak w nastepnym rozdziale zobaczymy, iloczyn ACXH1”
wyraza podwdjng powierzchnig tréjkata ABC, zatem w kaz-
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dym trojkacie prostokreslnym iloczyn z trzech jego bokow
rowna sie iloczynowi z podwdjnoj jego powidrzchni przez Sre-
dnice; czyli nazwawszy promien kota opisanego przez li, a
powierzchnie tréjkata ABC przez poniewaz AEr=2R
bedzie ABXBCXAC=2AX2R = 4AR

a = ABXBCXAO r=agbxboxac

A 4R 4A
t. j. powierzchnia tréjkata réwna sie iloczynowi z trzechjego
hokdio podzielonemu przez 4 razy wziety promienn kola opisa-
nego; za$ promien kota opisanego na trojkacie, réwna sie ilo-
czynowi z trzech jego bohdic podzielonemu przez 4 razy wzietg
powierzchnie tegoz trojkata.

Uicaga. Moze tu nie jednemu wpadnie na mysl, jak
znale$¢ iloczyn z dwoch, trzech i t. d. prostych? Tego od-
sylamy do §8. 2 i 3, gdzie powiedzieliSmy, iz zamieniwszy
dtugosci, a zatem linije na ilosci krotne czyli liczby, juz
wszystkie dziatania arytmetyczne z niemi uskuteczni¢ mozna.

8= H2.

Twierdzenie. W trdjkacie prostokresinym podzieliwszy
jeden z jego katéw na dwie réwne czesci, prosta dzielgca po-
dzieli tez bok temu katowi przeciwlegly na dwa odcinki ta-
kie, ze iloczyn z dwoich innych bokéw réwnac sie bedzie ilo-
czynowi z odcinkéw powiekszonemu druga potega z prostej
dzielgcej.

Niech znowu bedzie trojkat ABC fig. 127, podzieliw-
szy kat jego B na dwie réwno czesSci prosta BD, ta podzieli
bok AC na dwa odcinki AD i DC. Wedtug twierdzenia ma
by¢é ABXBC = ADXDC-|-BD2 Aby tej prawdy dowies¢,
opiszmy tréjkat dany kotem, a przedtuzywszy prostg dzie-
laca az do spotkania sie z okregiem kotu w punkcie E,
ztaczmy punkt E z punktem C prostg CE. Tréjkat ABD#XBCE,
bo z zatozenia kat ABDz=EBC, kat BAC = BEC majg bo-
wiem kazdy za miare potowe luku BC, przeto i kat ADB ~BCE.
Z podobienstwa tych trojkgtow mamy AB:BE = BD:BC
skad ABXBC :=BEXBD. Lecz BE=BD + DE
przeto ABX BC =rBD (BD-f DE)- BD2-f BD XDE.
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Ale BD X DE —AD XDC §. 90, wiec nareszcie
AB X BC = BD2-(- AD X DC, co byto do dowiedzenia.
8 H3.

O czworokacie w kolo wpisanym czyli antiparallelo-
gramie, dowiedzmy nastepujace

Twierdzenie. lloczyn z przekatni antiparallelogramu,
rowna sie summie iloczynéw z bokéw przeciwleglych.

Niech bedzie czworokat wpisany w koto ABCD fig. 128,
poprowadziwszy przekatnie AC i BD, mamy dowies¢, ze
ACXBD izABXCD~]-ADXBC. Na ten koniec wezmy
luk DE=AB i poprowadZzmy CE przecinajacg BD w pun-
kcie F, tedy tréjkat ABCt~"CFD, bo kat BAC= BDC ja-
ko w jednymze odcinku, kat BCA =: FCD, bo luk ED=AB
z wykreslenia, przeto i kat ABC = CFD. Z podobienstwa
ich wypada wedtug §. 56

AC:CD= AB:FD skad ACXFD = ABXCD.

Podobniez trojkat ACI) BFC, bo kat CAD= CBD
kat ACD —BCF, kazdy bowiem sklada sie z dwoch katow
rownych t.j. kat ACD= ACE-j-ECD a kat BCF—BCA-fACE,
zas kat BCA = ECD, wiec kat ADC —BEC. Z podobien-
stwa znowu tych tréjkgtéw wypada AC:BC=:AD:BF skad
AC X BF = BCX AD. Z dwéch otrzymanych zréwnan do-
dajac jo stronami do siebie wypada
AC(FD+BF)= ABXCD-fBCXAD. Az FD-fBF=BD,
zatem ACXBD = ABXCD+BCXAD, co byl do do-
wiedzenia.

8. 114.

Twierdzenie. W czworokacie wpisanym, w kolo sto6-
sunek przekatni rowna sie stésunkowi sum iloczynéw z bokéw
wspierajgcych sie na tychze samych korcach przekatni.

Niech bedzie czworokgt ABCD fig. poprzedzajgca wpi-
sany w koto, poprowadziwszy przekatnie AC i BD przeci-
najgce sie w punkcie G, potrzeba dowies$¢ ze

AC:BD=ABXAD + BCXCD:ABXBC-]-ADXCD
Trojkat ABG~"DGC, przeto AB:CD = BG:CG
trojkat ADGt-~-BCG, zatem AD:BC = AG:BG
Z obu prroporcyj wypada . . ABXAD:BCXCD=AG:CG
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a stad wedtug §. 98. Arytm.
ABXAD+BCXCD:ABXAD = AG+CG :AG,

czyli, poniewaz AG-f-CG = AC,

AC:AG = ABXAD+BCXCD:ABXAD ...ccoeeuee. 1)
Z tychze samych trojkatéow wypada:

z tréjkatow ABG i DGC .... AB:CD=AG:DG,

z tréjkatow ADG i BCG .... BC:ADz=BG:AG

a stad ABXBC:ADXCD=BG:DG

a nastepnie ABXBC-|-ADXCD:ABXBC:=BG-]|-DG:BG;
a ze BG-fDG—BD

zatem BD:BG= ABXBC + ADXCD:ABXBC ... (2

Wyrazy proporcyj (1) i (2) dzielac przez siebie, otrzymamy
AC.AG_ABXAD+BCXCD.ABXAD _
BD'BG® ABXBC+ADXCD,ABXBC —

ABX AD 4-BCX CD_AD
ABXBC+ADXCD=*BC

Ale z podobnych tréjkatéw AGD i BGC jest
AD AD

AG:BG = AD :BC czyli
przeto z ostatni6j proporcyi wypada
AC_ABXAD + BCXCD
BD~ABXBC + ADXCD
czyli AC:BD= ADX AB-j-BCX CD:ABX BC-fADX CD
co potrzeba byto dowies¢.

Uwaga. Dwa ostatnie twierdzenia o czworokacie wpisa-
nym w koto, postuzg nam do znalezienia przekatni z wiado-
mych bokéw tego czworokagta. Pierwsze nazywajg autorowie
twierdzeniem Ptolemeusza, albowiem wielki ten alexandryj-
ski astronom okoto r. 140 po Chr. pierwszy uzyt tego twier-
dzenia w swem dziele Almagest zwanem do obrachowania
cieciw w kole réznej wielkosci tukom odpowiadajgcych, ktore
utozone w tablice, zastepowatly diugi czas nasze tablice try-
gonometryczne.

10
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ROZDZIAL VII.
Potoierzchnie figur prostokresinych i ich stosunki miedzy soba,

§. 115.

Dotad uwazaliSmy dwa gatunki ilosci geometrycznych
t j. dhugosci czyli linije i katy czyli réznice ich kierunkéw.
W tym rozdziale zatrudnimy sie nowym gatunkiem geometrycz-
nych ilosci, mianowicie za$ zatrudnimy sie powierzchniami
figur geometrycznych prostokresinych. A jako mierzac dtu-
gosci obieraliSmy pewna znang lub dowolng diugos¢ za je-
dnostke, do mierzenia za$ wielkosci katow uzyliSmy jednostki
takze katowej, obierajgc za takowg kat prosty, tak tez mie-
rzac powierzchnie, potrzeba bedzie obra¢ na ten cel za je-
dnostke ilo$¢ tegoz samego gatunku, a zatem pewng powierz-
chnig i z nig wszystkie inne poréwna¢; stad naturalnie otrzy-
mamy stosunki powierzchni tychze figur wyrazone w liczbach
a zatem mogace by¢ pod rachunek podciggnione.

Najprosciejsza na ten cel powierzchnia nawija nam sie
kwadrat wystawiony na jednostce diugosci, bo i katy jego
bedac wszystkie proste, sg jednostkami do mierzenia katow
uzytemi, i figura ta jest najznajomsza kazdemu, oraz naj-
tatwiejsza do nakreslenia. Lecz jak w diugosciach i katach,
tak t6z i tu jednostka, jakiej uzy¢ chcemy do poréwnania
z nig wszelkich powierzchni, jest zupeinie dowolng, gdzie-
kolwiek za$ zostawiony nam jest dowolny miedzy wielu
rzeczami wybor, tam pospolicie najprostsza obieramy, przeto
i tu nie dla innej przyczyny obrano kwadrat.

Przy mierzeniu powierzchni figur chodzi¢ nam bedzie
jedynie o to, ile razy powierzchnia kwadratu wzietego za
jednostke, miesci sie w powierzchni danej, lub co na jedno
wychodzi, ile razy dana powierzchnia wieksza jest lub mniej-
sza od powierzchni kwadratu na jednostce diugosci wysta-
wionego. Stad wypada, ze kwadrat poréwnywaé bedziemy
musieli z innemi figurami. A ze figury prostokresine moga
by¢ bardzo réznego od kwadratu ksztattu, przeto obra¢ nam
potrzeba taka droge postepowania, izbySmy zawsze poréwny-
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wali figury jak najwiecej ksztattem do siebie zblizone. Dla
tego, poniewaz podobienstwem najblizszg kwadratu figurg
jest prostokat, przedewszystkiem ten wypada nam poréwnac
z kwadratem, izbySmy w kazdym przypadku mieli pewny,
miedzy temi dwiema figurami zachodzacy, stésunek. Nim
jednak dwie te figury poréwnamy z soba, dla tatwiejszego i
jasniejszego pojecia zachodzacego miedzy niemi stdsunku,
poréwnajmy dwie zupetnie sobie podobne figury, tojest: po-
rownajmy dwa prostokaty. Te jezeli majg podstawy i wy-
sokosci réwno, musza koniecznie do siebie przysta¢ i po-
wierzchnie ich sg tern samem réwne. Jezeli zas majg albo
podstawy albo wysokosci rézne, Szukajmy ich w tym przy-
padku stésunku.
§ H6.

Twierdzenie. Dwa prostokaty majace réwne wysokosci
a podstawy rézne, maja sie do siebie w stésunku tychze podstaw.

Niech bedg dwa prostokgty ABCD i ABEF jig. 129,
majac réwne wysokosci t.j. AB =:CD, a podstawy AD i AF
rozne; mamy dowiesé¢, ze powierzchnia ABCD:ABEF=AB:AF.
W dowodzeniu tej prawdy natrafi¢ mozemy na dwa przypadki,
mianowicie, ze podstawy AB i AF sa prostemi spétmiernemi,
lub niesp6tmiernemi. Zobaczmy dowo6d w kazdym razie. Je-
zeli AB i AF sg spotmierne, niech AH bedzie spdlng ich
najwiekszg miarg, tudziez niech AD~m.AH zas AFnm.AH,
tedy AD:AF = »i.,AH:n.AH=m:n i podstawa picrwszego
prostokata da sie podzieli¢ na m czesci rownych, podstawa
za$ drugiego na n takichze czes$ci. Wystawiwszy sobie przez
te punkta podzialu wystawione prostopadte do podstaw pro-
stokatow, tedy prostokat pierwszy podzieli sie nam, prosto-
kat za$ drugi na n prostokatéw zupetnie miedzy soba réwnych,
gdyz wszystkie majg tak podstawy jako tez i wysokosSci ro-
wne. Prostokat wiec piorwszy zamyka m takich prostokatéw,
jakich drugi zamyka n, a przeto powierzchnia prostokgta

ABCD: ABEF-m:n.
taczac te proporcyja z powyzsza, znajdziemy
ABCD: ABEF= AD:AF.
10.
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W piérwszym wiec przypadku twierdzenie tym sposobem jest
dowiedzione.

Jezeli podstawy AD i AF rzeczonych prostokatéw sg
niespotmierne, uwazmy, jak to juz w 8. 53. uczyniliSmy, ze
proporcyja ABCD:ABEF =A D :AF moze tylko by¢ falszywag
z powodu czwartego jej wyrazu AF, ze ten jest albo za wielki
albo za maty, aby z wyrazem trzecim AB czynit stosunek
rowny pierwszemu. Przypus¢my wiec, ze on jest za wielki
i ze go potrzeba zmniejszyé np. o ilos¢ FL i zc po zmniej-
szeniu proporcyja ABCD:ABEF= AD:AL jest prawdziwa.
Podstawe AD prostokgta ABCD podzielmy na tyle czesci
réwnych, na ile sie da, byle tylko mniejszych niz ilos¢ FL o
ktoéra zmniejszyliSmy wyraz czwarty. Niech takg czescig be-
dzie AO. Wozigwszy te czes¢ w cyrkiel i przenoszac jg na
podstawe AF, poniewaz AD i AF sg niespotmierne; zaden
punkt podziatu nie padnie na F, lecz albo z jednej albo z
drugiej strony tego punktu. Przypusé¢my, iz pada jeden z po-
dziatdbw miedzy L i F w punkcie M (nastepny podziat padtby
z prawej strony punktu F). Wyprowadziwszy z punktu M
prostopadta MN, poniewaz dwa prostokaty ABCD i ABNM
majg podstawy AD i AM spotmierne, zatem wedtug pierw-
szej czesci tego twierdzenia jest ABCD:ABNM AD:AM.
Poréwnawszy te proporcyja z przypuszczong, poniewaz w nich
poprzedniki stosunkéw sg réwne, wiec nastepniki uczynig
takze proporcyjg i bedzie

ABEF:ABNM =: AL:AM.

A ze w kazddéj proporcyi czem jest poprzednik wzgledem
swego nastepnika w pierwszym, tern tez by¢ powinien po-
przednik wzgledem swego nastepnika w drugim stosunku,
przeto jako ABEF>ABNM, tak tez by¢ powinno AL>AM.
A gdy naocznie widzimy, ze AL<AM, przeto ostatnia pro-
porcyja jest falszywa. Lecz ona powstata z dwoch innych,
przeto albo obie, albo przynajmniéj jedna z nich jest fatszywa.
Druga jest prawdziwa, bo jest dowiedziong, przeto przypu-
szczona jest falszywag. Nie jest wiec wyraz czwarty AF za
wielki.
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Przypusciwszy powtdére, ze wyraz AF jest za maty, do-
wiedlibyS§my zupelnie podobnym sposobem falszywos¢ tego
przypuszczenia. Skoro wiec wyraz czwarty ani jest za wielki
ani za maty do uczynienia proporcyi, jest wiec takim jakim
by¢ powinien i jest ogbélng prawda, ze dwa prostokaty, kté-
rych wysokoséci sg réwne, majg sie do siebie w stosunku
swych podstaw.

W niosek 1. Poniewaz z §. 16. wiemy, ze ktérykolwiek
z bokéw prostokata mozna wzig$¢ za podstawe”, a wtedy bok
jemu przylegty bedzie wysokoscia prostokata, przeto jezeli
dwa prostokaty maja podstawy réwne a wysokosci rozne,
wzigwszy te ostatnie za podstawy, dowiedziemy, ze dwa
prostokaty majace réwne podstawy a wysokosci rézne, majg
sie do siebie jak tez wysokosci. Nazwawszy ogdlnie powierz-
chnie dwoch prostokotéw przez P i p, ich podstawy przez
B ita wysokosci przez W i w, mamy
w przypadku W—w . . . P:p—B:¢
w przypadku B—6 . . . P:p~ W:to

8= 117.

Twierdzenie. Dwa prostokaty majace tak podstawy jako
i wysokosci rézne, majg sie do siebie w stosunku iloczynéw
z ich podstaw przez icysokosci.

Niech beda dwa prostokaty ABCD i abed jig. i30, kté-
rych tak podstawy ADzzB i ad— b jako tez i wysokosci
AB—W i ab~w sa rézne; potrzeba dowies¢, ze powierzchnia
pierwszego do powierzchni drugiego ma sie jak B X W :bj<jv.
Na ten koniec na wysokosci AB pierwszego prostokgta ode-
tnijmy Ab'—ab i poprowadzmy b'c' réwnolegtag do AD; a
nazwawszy powierzchnig prostokata ABCD przez P, prosto-
kata abed przez p, a nareszcie prostokgta A6'c'D przez q,
bedzie wedtug poprzedzajacego 8.
p:gq—b: B bo ich wysokosci abi Ab6'sg réowne z wykreslenia
g:P==w:W bo oba stojg na tejze samej podstawie AD
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sktadajgc proporcyje wypada p:P= JXw:JIXW co byilo
do dowiedzenia.

Nie potrzebuje tu zapewne powtarza¢ ze ilosci B, W,
b, sg wyrazone w liczbach, t.j. przez mierzenie tych dtugosci,
spoing jednostkg, zamienione na ilosci krotne czyli stosunki
do jednostki.

W niosek. Wzigwszy w miejsce prostokagta p, kwadi'at
abef, bedacy gatunkiem prostokata, w Ktéorym niech ab bedzie
= 1, t j. niech bedzie jednostka ktéra mierzymy B i W, tedy
nazwawszy powierzchnig tego kwadratu K, wediug osta-
tniego twierdzeniamamy P: K = B X W B X W :1X~
skad P=BXW XK
t. j. powierzchnia prostokata P jest rowna B X W razy wzie-
temu kwadratowi K. Jezeli teraz wezmiemy kwadrat K za
jednostke do mierzenia powierzchni prostokgta P, znajdzie-
my P= BXW
t. j. ze powierzchnia prostokgta rowna sie iloczynowi z jego
podstaioy przez wysokos¢.

Prawde te mozna naocznie tak okazaé¢: Poniewaz B i
W wyrazajg liczby, t. j. kazda z tych ilosci wyraza liczbe
jednostek dtugosci zawartych tak w podstawie MN jako tez
i w wysokosci MP prostokata jig. 131, przeto przypusciwszy
ze B= 9, W =4 i zrobiwszy te podziaty tak na podstawie
jako i mwysokosci, jezeli przez punkta podziatéw poprowadzi-
my réwnolegte do wysokos$ci i podstawy prostokata, dostrze-
zemy, iz caly prostokat podzieli sie na kwdraty na rzeczo-
nej jednostce dtugosci wystawione, a dla tego miedzy sobg
rowne. Liczba tych kwadratow w przyjetym tu przypadku
rowna sie 36 = 9X4? t. j. powierzchnia prostokagta réwna sie
iloczynowi z dwdch liczb wyrazajacych dtugos¢ podstawy i
dtugos¢ wysokosci zmierzonych przyjeta jednostka diugosci.

Uwaga. Po dowiedzeniu tego twierdzenia, tatwo zro-
zumiemy iloczyny z prostych o jakich w poprzednim roz-
dziale moéwiliSmy. 1 tak w §. 63 wniosek wystowimy, ze
w trdjkacie prostokgtnym spusciwszy prostopadig z wierz-
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chotka kata prostego na przeciwprostokatuig, kwadrat z bo-
ku przylegtego katowi prostemu réwna sie prostokgtowi z prze-
ciwprostokatni i odcinka temuz bokowi przylegtego; ze kwa-
drat z prostopadtej réwna sie prostokgtowi z odcinkéw i ze
nareszcie kwadrat na przeciwprostokatni wystawiony, réwna
sie summie kwadratéw wystawionych na bokach przylegtych
katowi prostemu. W §. 90 powiedzie¢ mozemy, ze prosto-
kat wystawiony na czeSciach jednej, réwna sie prostokatowi
wystawionemu na czesciach drugiej z cieciw przecinajacych
sie na powierzchni kota. Kwadrat wystawiony na prostopa-
diej z ktdéregokolwiek punktu okregu kota na Srednice spu-
szczonej, réwna sie prostokatowi z odcinkéw S$rednicy przez
prostopadtg zrobionych. Roéwniez inacz¢j wystowi¢ mozna
twierdzenia w 88. 111, 112, 113 i 114 dowiedziono.
§ H 8.

Poréwnawszy dwa prostokaty z sobg i prostokat z kwa-
dratem, przystapmy teraz do figury najblizej z prostokatem
spowinowaconej t j. do réwnolegtoboku i ten poréwnajmy
z prostokatem dowodzac nastepujgce

Twierdzenie. Poicierzchnia réwnolegtoboku, réwna sie
iloczynowi z jego podstawy przez wysokoso.

Niech bedzie réwnolegtobok ABCD fig. 132, ktérego
podstawa AD a wysokos$¢ prostopadta z ktdregokolwiek pun-
ktu boku BC na podstawe spuszczona, a zatdom B6 lub Cc.
Spusciwszy dwie te prostopadte z koricow boku BC na pod-
stawe, z ktérych druga Cc pada na jej przediuzenie, otrzy-
mamy prostokat 6BCc, ktoérego powierzchnia wedtug poprze-
dzajacego §. jest zzzbcj™JSb. Ale trojkat ABOG rowny trdjka-
towi DCc, bo katy przy B i C sg sobie rowne §. 14, bok
AB = CD, bok B6=Cc przeto i Ab=Dc a nastepnie bc—KD.
Powierzchnia wiec prostokgta 6BCc rowna sie takze iloczy-
nowi AD X B6. Lecz obie figury t. j. rownolegtobok i pro-
stokat maja powierzchnig czyli czworokat 6BCD spoiny i
jezeli do tego czworokata dodamy trojkat DCc, otrzymujemy
prostokat 6BCc, jezeli za$ do tegoz samego czworokata do-
damy trojkat AB6 — DCc, otrzymujemy réwnolegtobok dany
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ABCD; skad wniesiemy, ze rownolegtobok ABCD — prosto-
katowi 6BCc. A ze powierzchnia tego ostatniego = ADXBO6,
wiec i powierzchnia réwnolegtoboku zz ADXB 6, co byto do
dowiedzenia.

W niosek 1. Kazdy wiec prostokat réwny jest co do
powierzchni réwnolegtobokowi majacemu z nim tez samag
podstawe i wysokos¢, albo réwne podstawie i wysokosSci
roéwnolegtoboku.

Figury rézne ksztalttem a wszelako réwne co do po-
wierzchni, nazywa¢ bedziemy réwnemi co do powierzchni
(aoquivalentes). W tym przeto rozdziale bedzie mowa o row-
nosci figur o jakiej w §. 21 wspomnielismy.

W niosek 2. Z tego t6z twierdzenia wyptywa, ze kie-
dy réwnolegtobok réwna sie co do powierzchni prostokatowi
majagcemu z nim podstawe i wysoko$¢ réwne, a dwa prosto-
katy majace réowne podstawy, majg sie do siebie jak wyso-
kosci, majace za$ réwne wysokosci maja sie do siebie w sto-
sunku podstaw, ze dwa réwnotegtoboki majgce roéwne pod-
stawy majg sie do siebie réwniez jak ich wysokosci; jezeli
za$ maja wysokosci rowno, powierzchnie ich sg w stosunku
podstaw. Nakoniec dwa réwnotegtoboki majgce rézne pod-
stawy i wysokosci, maja sie do siebie jak iloczyny z ich
podstaw przez wysokosci.

S H9.

Poréwnajmy teraz dwa rownotegtoboki z sobg co do
ich powicrzchni.

Twierdzenie. Dwa rownolegltoboki majgce podstawy row-
ne i wysokosci réwne, sg sobie réwne co do poioierzchni.

Niech beda dwa réwnotegtoboki ABCD i abed majgce
podstawy réwne i wysokosci réwne; potozywszy jeden na
drugim tak, izby ich podstawy do siebie przystaly, bok prze-
ciwlegty podstawie jednego, koniecznie przypadnie na Kie-
runek odpowiadajgcego boku drugiego roéwnolegtoboku, z
powodu ze ich wysokosci sg rowne. Co do potozenia dwoch
innych bokéw, moga byc trzy przypadki t. j. albo potozony
réwnolegtobok pokaze sie wzgledem drugiego tak jak fig. 133,
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albo tak jak fig. 134, albo nareszcie tak jak fig. 135 przed-
stawia. W przypadku pierwszym tréjkaty BA6 i CDc, w
drugim trojkaty BAC i CDc, a w trzecim nareszcie BAO i
CDc sg sobie réwne, dodawszy potem na pierwszej figurze
do kazdego z trojkatow trapez AGCD, na drugiej trojkat
ACD, a na trzeciej trojkat AzD i odejmujgc trojkat Cbz,
wypadng zawsze dwa dane réwnolegtoboki réwne.

W niosek. Wiec wszystkie réwnolegtoboki stojgce na
tejze samej podstawie i majace boki przeciwlegte podstawie
na prostej réwnolegtej od tejze podstawy, sg sobie réwne co
do powierzchni, bo majg wysokos$ci réwne.

§. 120.

Twierdzenie. Powierzchnia tréjkata réwna sie iloczy-
nowi z podstawy przez potowe jego wysokosci.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 136, wzigwszy bok AC
za podstawe i z wierzchotka kata przeciwlegtego B spusciw-
szy prostopadtg BD, potrzeba dowie$¢, ze powierzchnia troj-
kata ABC=ACXaBD. Przez wierzchotek kata B poprowa-
dziwszy prostg rownolegta do AC jako tez przez punkt C
réwnolegta do AB i te rownolegte przedtuzywszy az do ich
przeciecia sie w punkcie E, powiorzchnia réwnolegtoboku
ABEC = ACXBD. Ale dany tréjkat ABC = BCE, bo trzy
boki jednego réwne sg trzem bokom drugiego kazdy kaz-
demu, przeto tréjkgt ABC jest potowag rownolegtoboku
ABEC a nastepnie i powierzchnia jego bedzie

= "ACX BD= ACX jjBD co chcielisSmy dowies$¢.

W niosek 1. Z tego twierdzenia wypada, ze powierz-
chnia trdjkata jest potowag powierzchni réwnolegtoboku ma-
jacego z nim podstawe i wysokos$¢ réwne.

W niosek 2. Dwa tréjkaty majgce rowne podstawy i
wysokoséci, sg sobie réwne co do powierzchni. Wszystkie
wiec trojkaty stojace na tejze samej podstawie i majgce swe
wierzchotki na prostej réwnolegtéj od podstawy jak na fig.
137 widzie¢ mozna, sa sobie réwne co do powidrzchni. Troj-
katy majace réwne wysokosci, majg sie do siebie jak pod-
stawy; majace za$ réowne podstawy, maja sie do siebie jak
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wysokosci, a nareszcie majace tak podstawy jako tez i wy-
sokosci rozne, sg w stosunku iloczynéw z podstaw przez
wysokosci; potowy béwiem dwdch jakichkolwiek ilosci, zaw-
sze sa W tymze samym stosunku, w jakim sie catosci znaj-
dowaty.

Uwaga. Poniewaz wyrazenie powierzchni tréjkata moz-
na trojako napisa¢ t. . £EACXBD, albo ACX£BD albo

nareszcie -------- ——------ , zatem wysfowienia: powierzchnia

trojkata rowna sie iloczynowi z potowy jego podstawy przez
luysolco$o, albo iloczynowi z podstawy przez potowe wysokosci
lub nareszcie potowie iloczynu z podstawy przez wysoko$o, sa
réwnoznaczne.

§. 121.

TWIERDZENIE. Powidrzchnie dwoéch trojkatéw podob-
nych, majg sie do siebie jak kwadraty z odpowiadajacych
bokow.

Jezeli bowiem sg dwa tréjkaty ABC i abc fig. 74 po-
dobne, tedy z 8 64 wiadomo, ze ich wysokosci BD i bd
majg sie do siebie jak podstawy AC i ac, czyli ze jest
BD:bd—AC :ac. Rozmnozywszy w tej proporcyi poprze-
dniki przez AC a nastepniki przez ac a potem wyrazy pierw-
szego stosunku podzieliwszy przez 2, otrzymamy

' ivi2 —a T BDXAC
BDX AC _6dX iyj2 ac. Lecz ---—-- — —:powierz-
R L. N /ctC ., - L.
ckrni tréojkata ABC, a -—---—----- = powidrzclini tréjkata abc 8.

poprzedzajacy, zatem tréjkat ABC:abczA?Z: a_c2 Ale z po-
wodu podobienistwa tréjkatéow jest AC:ac=: AB:ao6r:BC :bc,
wedtug za$ wihasnosci proporcyi geometrycznéj jest
AC2:ac2=AB2:a62= BC2 bc* przeto nareszcie tréjkat
ABC:abc=AC" :acl=AB":ab* :BC :bc, t j. powierz-
chnie tréjkatéw podobnych, majg sie do siebie w stosunku
kwadratéw z odpowiadajacych bokow.

Poniewaz z pierwszej proporcyi wypada takze
BD2: bdl— AC2: ac2 przeto tez ABC:aéc= BD2: bd2 t j.
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epowierzchnie trojkatow podobnych, majg sie takze jak kwa-
draty z ich wysokosci.

W niosek. Poniewaz trojkat jest potowa réwnolegtobo-
ku majacego z nim podstawe i wysokos$¢ réwne, zatem row-
niez powierzchnie dwoéch réwnolegtobokéw podobnych, majg
sie do siebie jak kwadraty z bokdéw odpowiadajacych.

§. 122.

Twierdzenie. Powierzchnie dwoch tréjkatéw majacych
jeden kat spoiny, albo majacych po jednym kacie réwnym, sga
w stosunku iloczynéw z bokéw kat ten obejmujacych.

Niech beda dwa tréjkgty ABC i ADE majace kat spoi-
ny A jig. 138, punKta B i E polgczywszy prostg BE, dwa
trojkaty ABC i ABE uwaza¢ mozna jako stojgce, piemszy
na podstawie AC, drugi na AE, majgce w punkcie B wierz-
chotek spolny, wiec i wysokosci majg réwne; maja sie zatém
do siebie jak podstawy, czyli ze jest trojkat ABC: ABE r;
AC:AE. Podobniez trojkaty ABE i ADE, mozna uwazaé
jako stojace pierwszy na podstawie AB, drugi na podstawie
AD i majagce wierzchotek spolny w punkcie E, wiec znowu
majg wysokosci réwne, maja sie wiec do siebie jak podsta-
wy, czyli ze trojkat ABE:ADE = AB:AD.

Mnozgc te dwie proporcyje przez siebie i skracajac
pierwszy stosunek, znajdziemy tréjkat
ABC:ADE rzABXAC:AEXAD co byto do dowiedzenia.

W niosek. Dwa tréjkaty ABC i ADE bylyby réwne,
gdyby iloczyny AB«XAC i AEXAI) byly réwne, czyli
gdyby byto ABX AC zzAE X AD albo raczej AB:AD =
AE :AC. Ale ta proporcyja jest prawdziwa, jezeli prosta DC
jest roéwnolegta do BE, przeto i tréjkaty ABC i ADE w tym
tylko przypadku sg réwne.

§. 123.

Twierdzenie. Powierzchnia trapezu réwna sie iloczy-
nowi z potowy summyjego bokéw réwnoleglych przez wysokosc.

Niech bedzie trapez ABCD jig. 139, wysokos¢ jego BE
lub DF. Poprowadziwszy przekatnie BD, podzielimy go na
dwa trojkaty ABD i BCD majace podstawy AD i BC, a wy-
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sokosci réowne. Powiorzchnia trojkgta ABD=JADXBE,
trojkata zas BCD= £BCXEE — ABC X BE zatdm powiorz-
chnia trapezu =: ABD -j-BCD ~ £(AD -{-BC)BE r:
i XBE jak twierdzono.

W niosek. Jeden z bokéw nieréwnolegiych trapezu np.
CD podzieliwszy w punkcie G na dwie réwne czesci i przez
ten punkt G poprowadziwszy dwie rownolegte HK i GL,
pierwsza do AB az do zamkniecia rownolegtoboku ABHK,
a druga az do przeciecia sie z bokiem AB, poniewaz LGr=
BH = BC -j-ClIlI, tudziez LG —AK=AD—DK, przeto dodaw-
szy te zréwnania stronami do siebie, otrzymamy 2LG=r
AD-f-BC-f-CH — DK. Lecz dwa trojkaty DGK i CGH
przystaja do siebie, bo CG= DG z wykreslenia, katy przy
G réwne jako wierzchotkowe, kat KDG rr GCH jako naprze-
mianlegte wewnetrzne; z ich przeto przystania wnosimy, ze

DK=CH, a nastepnie 2LG = AD-]-BC, skad

AD-jéBC’\ Tym sposobem bedzie powierzchnia trape-

zu ~ LGXBE t j. réwna sie ta powierzchnia iloczynowi
z prostej taczacej srodki bokdéw nieréwnotegly¢h trapezu przez
jego wysokos¢. Albo: powierzchnia trapezu réwna sie po-
wierzchni prostokata lub réwnolegltoboku majacego za podsta-
we prosta Srednig arytmetyczng miedzy bokami réwnoleglemi
a za wysokos¢ wysokos¢ trapezu.

Wyrazenie powierzchni trapezu n X~NE moz-

na jeszcze i tak wystowid: powierzchnia trapezu réwna sie
powierzchni tréjkata majacego za podstawe summe bokéw réw-
noleglych trapezu, a wysoko$¢ rowna jego wysokosci.

8= 124.

Chcac znales¢ powierzchnig jakiegokolwiek wielokgta
prostokresinego, dzielimy go zwyczajnie na tréjkaty przez
prowadzenie przekatni, lub na trapezy, lub nareszcie na tréjka-
ty i trapezy razem; a obrachowawszy powiérzchnie wszyst-
kich czesci, summa ich bedzie powidrzchnig wielokata.
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Jezeli wielokat jest foremny, powierzchniag jego daleko
tatwiej obrachowadé mozna, tatwo bowiem dowie$¢ nastepujgce

Twierdzenie. Powierzchnia wielokgta foremnego réw-
na sie iloczynowi z jego obwodu przez potowe prostopadiej ze
Srodka wielokata na ktérykolwiek bok spuszczonej.

Niech np. bedzie szeSciokat foremny ABCDEF fig. 117
srodek jego S polaczywszy ze wszystkiemi wierzchotkami
katéw, podzieli on sie tym sposobem na tyle trojkatéw mie-
dzy soba réwnych, ile tenze wielokgt ma bokéw. Powierz-
chnia tréjkata ASB — A B X 4Sffl; a ze powierzchnia kazde-
go innego trdjkata réwna sie temuz samemu iloczynowi, z po-
wodu, ze AB=BC = CD=zit d jako t¢z Sa'= Sb'=Sc’'=:
i t. d 8 103, zatem summa tych trdjkatéw czyli powierz-
chnia wielokata, réwna sie iloczynowi AB X jSa' wzietemu
tyle razy ile wielokagt ma bokéw. Nazwawszy wiec w ogoél-
nosci liczbe bokéw wielokagta przez n, bedzie powierzchnia
wielokagta z :mABX JS«'. Lecz ?i.AB stanowi obwod wie-
lokata ktéry wyraziwszy ogdlnie gtoskg O, tak ze 0= mAB,
tudziez prostopadta S«' nazwawszy r, bedzie nareszcie po-
wierzchnia wielokata P rO X j*') co bylo do dowiedzenia.
Powierzchnia wielokata foremnego réwna sie jeszcze prosto-
katowi lub réwnolegtobokowi majacemu za podstawe obwdd
wielokata a za wysoko$¢ potowe prostopadiej ze Srodka na
bok wielokgta spuszczonéj; albo majgcemu za podstawe po-
towe obwodu a za wysokos$¢ rzeczong prostopadia. Albo po-
wicrzchnia wielokgta foremnego réwna sie powierzchni troj-
kata, majacego za podstawe obwdd wielokata a za wysokosé
prostopadta, o ktérej tu mowa.

§. 125.

Twierdzenie. Powisrzchnie dwich wielokatéw podob-
nych majg sie do siebie w stosunku kwadratéw z bokéw od-
powiadajacych.

Niech bedg dwa wielokaty np. dwa pieciokaty ABCDE
i abcde jig. MO podobne; poniewaz takie wielokaty moga by¢
rozebrane na jednakowg liczbe tréjkgtéow podobnych i podob-
nie utozonych 8. 65 przez prowadzenie przekatni, przeto we-
dtug 8§ 121 mamy:
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- R . AR 2 P
poniewaz tréjkat ABCt™adc . . ABC:a6c—AC : ac
podobniez ACD<s"Macd . . ACD:acafc=AC":ac —AD"™.adl
nareszcie AED™M\-.aed . . AED:ae<fcrAD~ : ad

skad wypada ze ABC:abc— ACD :acd~AED :ne®
albo wedtug witasnosci stosunkéw réwnych §. 97 Arytm.
ABC -f-ACD -f-AED:abcaedaed — ABC:abc—
ACD:accE=AED:aed.
Ale pierwsza summa stanowi powierzchnig wielokata
ABCDE, druga za$ powierzchnig wielokata abcde, przeto

=2 =2

powierzchnia ABCDE : abcde — ABC:nic — AC’ :ad —
AB’ : @b = BC :bi-— it d. co mieliémy dowiesc.

W niosek. W §. 66 dowiedliSmy, ze proste jednakowo
w podobnych wielokgtach prowadzone sg w stosunku dwoéch
odpowiadajacych bokéw, przeto tatwo z ostatniego twierdze-
nia wniesiemy, ze ‘powierzchnie wielokatéw podobnych, maja
dss takie do siebie w stésunku kwadratéw z prostych jednym-
ze sposobem w tych wielokatach poprowadzonych.

8. 126.

Zobaczeiny teraz jak wyrazenie kwadrat uzywane w Aryt-
metyce zamiast druga potega, zaczerpnigtém zostato z Geome-
tryi i jak trzy prawdy tamze w §. 8, dowiedzione to jest

(a-\-b) ~~—a1 2ab-\-bil, (a— bj*— a2— 2ab-\-b*
\(a-\-b)(a— b) — a- — b- odpowiadaja zupetnie wykresleniu
geometrycznemu.

Twierdzenie. Kwadrat wystaiciony na linii bedacej
summg diodch innych, skltada sie z kwadratu pierwszej, wiecej
kwadratem z linii drugiej i wiecej dwa razy wzietym pro-
stokatem wystawionym na tychze dwoch prostych.

Niech prosta AC bedzie summa dwdch innych AB i BC
fig. 141, wystawiwszy na niej kwadrat ACED, wezmy AG—AB
i poprowadzmy GI réwnolegta do AC, tudziez BF rownole-
gta do AD. Tym sposobem kwadrat ACED podzielony be-
dzie na czt$ry czesci, t. j. ABHG, EFHI, DGHF i BCIH.
Pierwsza z tych czesci jest kwadratem wystawionym na AB
czyli na prostéj pierwszej, bo AG=AB; drugajest kwadra-
tem wystawionym na prostéj BC, gdyz
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AD = AC, AG —AB, zatem AD — AG =zAC— AB czyli
DG=BC, tudziez HIrzBC. Trzecia czes¢ DGHF jest pro-
stokatem majgcym podstawe GH=AB a wysoko$¢ DG ~ BC,
przeto jego powierzchnia AB><BC. Ostatnia czes¢ t. |.
BCIH jest takze prostokagtem majgcym dwa wymiary*) t. j.
podstawe BH= AG=AB a wysokos¢ BC, przeto roéwniez
jego powierzchnia — AB X BC; wiec nareszcie kwadrat
ACED = AB' j—BC2-j- 2ABXBC co inaczej tak piszemy
(AB+BC)2= AB2+ BC2+ 2ABXBC.

Potozywszy AB= a, BC b, czyli zamieniwszy dtu-
gosci na liczby, mie¢ bedziemy pierwszg z zatozonych prawd
dowiedziona.

8= 127.

Twierdzenie. Na prostej bedacej réznicg dwoch innych,
wystawiwszy kicadrat, ten sklada sie z kwadratu na pierw-
szej, wiece] kwadratem na drugiej prostej wystawionym, mniej
dworma prostokgtami z pierwszej przez druga prosta.

Niech prosta AB bedzie roznicg dwoch innych AC i
BC tak, ze AB= AC—BC fig. 142, wystawiwszy na niej
kwadrat, potrzeba dowies¢, ze

(AC— BC)2=AC2-f BC2— 2ACX BC

Na prostej AC wystawmy kwadrat ACDE, wezmy
AF =: AB; przez punkt F poprowadzmy réwnolegta FH do
AC, a przez punkt B rdéwnolegta Bl do AE; nareszcie na
prostej EF wystawmy kwadrat EFLK. Prostokat LGIK ma
za podstawe LG= AC, bo FG=:AB, FL=FE=BC, a za
wysoko$¢ FE=iBC> jego wiec powierzchnia =ACXBC.
Podobniez prostokagt BCDI ma za podstawe Bl ~ AC a za
wysoko$¢ BC, przeto jego powierzchnia ~ACXBC. Cala
figura ACDKLFA sklada sie jak widzimy raz z dwéch kwa-

*) Wymiarami (dimensiones) prostokata nazywamy jego podstawg i wy-
soko$¢ czyli diugos¢ i szeroko$¢ i dla tego to wymierzanie powierz-
chni nazywamy czesto Geometryjag w dwoéch wymiarach, wymierzanie
za$ objetosci cial Geometryja iv trzech wymiarach, bo jak to na swéra
miejscu zobaczymy, do wymierzenia kazdego ciata uzy¢ jeszcze musi-
my trzeciego wymiaru, t. j. grubosci, lub gtebokosci, lub wysokosci.
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dratéow t. j. ACDE i EFLK, drugi raz sklada sie z trzech
czesci t. j. z kwadratu ABGF—AB 2, prostokata BCDI i pro-
stokgta GIKL, ktére prostokaty sg sobie rowne, bo kazdy
z nich =ACXBC, przeto kiedy
ACDKLFA-ACDE-fEFLK=AC2+B C 2 tako tez
ACDKLFA=ABGF+BCDI-fGIKLzzAB2+ACXBC+
ACXBC=AB2-)-2ACXBCJest tezZAB 2+2ACxBC —
AC2+BC 2, skad AB2=AC 2+BC2—2ACXBC; aze
AB~AC—BC, wiec nareszcie
(AC—BC)2=AC2+ B C2—2ACXBC jak zatozylismy.

Potozywszy tu znowu AC zza, BC~ b, mie¢ bedziemy

druga z arytmetycznych prawd dowiedziona.
8. 128.

Twierdzenie. Prostokat wystawiony na summie i ré-
znicy dwoch prostych réwna sie réznicy kwadratéw wystaioio-
nych na kazdej z tych prostych.

Niechze beda dwie proste AB i BC Jig. 143, na prze-
dtuzeniu prostéj AB wezmy BDzzBC, tedy prosta
AD = AB-j-BC, za5§ AC=AB —BC, mamy dowies$¢ ze
ADXAC czyli (AB-j-BC) (AB—BC)= AB — BC ,

Na prostych AB i AC wystawmy kwadraty ABEF i
ACGH, tudziez z punktu D poprowadzmy réwnolegtg do AH
az do przeciecia sie z przedtuzong HG w punkcie I; tedy
prostokat ADIII ma za podstawe AD = AB-j-BC a za wy-
soko$¢ AHrzACzz AB —BC, jego wiec powierzchnia réwna
sie (AB-j-BC)(AB — BC). Ale ten prostokagt uwaza¢ mo-
zna jako ztozony z dwéch innych ABKH i BDIK to jest
(AB -j-BC)(AB —BC) z; ABKH + BDIK; z tych ostatni czy-
li BDIK = HGLF, gdyz BK=AH = 1IG, a BD = BC = HF,
przeto (AB-f BC)(AB —BC) = ABKH -f HGLF.

Lecz dwa prostokaty ABKH i HGLF skladajg kwadrat
ABEF skoro od niego odejmiemy GKEL, ktora figura jest
kwadratem z BC, gdyz GK~ BC, GLzzIIE —BC, wiec
nareszcie

(AB + BC) (AB— BC) = ABEF— GKEL = AB2— BC2
jak twierdzono.
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Potozywszy tu ABrra, BC = b, bodziemy mie¢ trzecig
i ostatnig prawde dowiedziong.

8. 129.

DowiedZzmy tez tu Scisle geometrycznie prawdy w §. 63
wniosek innym sposobem dowiedziongj.

Twierdzenie. W trojkacie prostokatnymi kwadrat wy-
stawiony na przeciwprostokagtni, réwna sie summie dwoch kwa-
dratéw wystawionych na Lokach przyleglych katowi prostemu.

Niech bedzie trojkat ABC prostokatny przy B fig. 144,
wystawiwszy na przeciwprostokatni AC kwadrat ACIH tu-
dziez na bokach AB i BC przylegtych katowi prostemu kwa-
draty ABED i BCGF, potrzeba dowies¢, ze kwadrat ACIH—
ABED-j-BCGF czylijak zwyczajnie piszemyAC "=AB'-|-BC2
Na dowiedzenie tej prawdy, punkta D i C, Ai G, Bi II,
B i | polagczmy prostemi, tedy kwadrat ABED z trojkatem
ACD uwaza¢ mozna jako stojgce na jednejze podstawie AD,
przeto z wierzchotka kata C przeciwlegtego podstawie w trdj-
kacie ACD spusciwszy prostopadia na tez podstawe, ta pa-
dnie na jej przedtuzenie w punkcie K i bedzie CK n AB, bo
EC réwnolegta do DK; przeto trojkat ACD z kwadratem
ABED majg réwne podstawy i wysokosci; dlaczego wedtug
§. 120 powierzchnia tego trdjkata jest potowa powierzchni
kwadratu ABDE. Podobniez: uwazajac tréjkat ABH z pro-
stokgtem ALMII jako stojagce na podstawie Ali, wysokosSci
ich sg takze réowne bo BM jest rdwnolegta do podstawy
i prostopadta czyli wysokos$¢ trojkata BP — AL; przeto ro-
wniez powierzchnia trdjkata ABH jest potowa powierzchni
prostokata ALMH. Ale tréjkgt ACD przystaje do trdjkata
ABH wedtug §. 23, bo AD i AC w trdjkacie ACD réwne sg
AB i AH w trojkacie ABH, tudziez kat DAC zawarty mie-
dzy pierwszemi, réwny jest katowi BAH zawartemu miedzy
drugiemi bokami, gdyz kazdy z nich ztozony jest z kata pro-
stego DAB, LAH i kata BAC obu katom spdélnego; powierz-
chnie przeto tych tréjkatow sg rowne. A ze ACD jest po-
towa kwadratu ABED, a ABH potowg prostokata ALMH,
przeto kiedy polowy sa sobie rowme, i catosci muszg by¢

11
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réwne; powierzchnia zatom kwadratu ABED réwna sie po-
wierzchni prostokgta ALMH. Zupeinie tym samym sposobem
dowiedziemy, ze powierzchnia kwadratu BCGE réwna sie po-
wierzchni prostokagta CLMI. A kiedy summa obu prostokag-
tow sklada kwadrat ACIH, zatem prawda jest, ze kwadrat
ACIH = ABED-)-BCGF czyli raczej AC* —AB2-j-BC*, jak
zptozylismy.

W niosek 1. Z ostatniego zréwnania wypada AB2=
AC”—BCV, jako tez BC'r=AC* — AB2, t.j. zje w trjka-
cie prostokatnym kwadrat z boku przylegtego katowi proste-
mu, réwna sie kwadratowi z przeciwprostokatni zmniejszonemu
kwadratem z drugiego boku przylegtego katowi prostemu.

W niosek 2. Poprowadziwszy w kwadracie ABCD prze-
katnig AC fig. 145, tapodzieli kwadrat na dwa tréjkaty prostokat-
ne i rownoramienne ABC i ADC, przeto AC2= AB' -f-BC2=
2AB', skad wniesiemy, ze kwadrat wystawiony na przekatni
kwadratu, jest réwny dwa razy wzietemu kwadratowi z boku
danego kwadratu; co tez i naocznie pokaza¢ mozna wykre-
sliwszy na przekatni kwadrat EEGII i prowadzac druga prze-
katnia BD w kwadracie danym; wszystkie bowiem tym spo-
sobem uformowane tréjkaty sa miedzy sobag réwne, a wido-
cznie kwadrat ABCD zamyka ich cztery, kwadrat zas EFGH
zamyka tych trojkatéw osm, zatem kwadrat drugi jest dwa
razy wiekszy od pierwszego.

Roztozywszy powyzsze zréwnanie na proporcyja, bedzie
AC*:AB2=2:1, a z wihasnosci proporcyi geometrycznej wy-
pada AC:AB = \C2:1. A ze \"2 jest liczbg niewymierna,
§. 43. Arytrn., zatem wniesiemy z tej proporcyi, ze dwie pro-
ste AC i AB t. j. przekatnia i bok kwadratu sa dwiema pro-
stemi niesp6tmiernemi.

W niosek 3. Dowiedli$my, ze kwadrat ABED"</. 144 r6-
wna sie prostokatowi ALMH, ten za$ prostokat z kwadratem
ACIIl majg wysoko$s¢ AH spolna, przeto ich powierzchnie
majg sie do siebie, jak podstawy t. j. kwadrat ACIH: pro-
stokgta ALMH=AC:AL. A Zze w miejsce prostokgta ALMH
mozna wzigs$¢ jemu rowny kwadrat ABED, przeto
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ACIH:ABED = AC:AL albo raczéj AC*:AB2= AC:AL
i podobniez

ACIH:BCGF = AC:LC . .. . AC2:BC2=AC:.LC
t. j. kioadrat z przeciwprostokatni ma sie do kwadratu z je-
dnego z przylegtych bokéw katowi prostemu, jak sie ma przeciw-
prostokatnia do odcinka przylegltego temu bokowi.

W niosek 4. Z poprzedzajgcego twierdzenia wypada
takze: poniewaz dwa ptostokaty ALMH i LCIM maja jedna-
kowe podstawy t. j. LM, ich wiec powierzchnie majg sie do
siebie jak wysokosci AL i LC. A ze te prostokaty réwnajg
sie kwadratom ABED i BCGF, wiec i powierzchnie dwoéch
ostatnich kwadratéw majg sie do siebie jak AL i LC t. j.
ABED:BCGF= AL:LC czyli raczej AB2:BC2= AL:LC,
co wyrazajac stowy znaczy: iz kwadraty z przylegtych bokdéw
katowi prostemu w tréjkacie prostokgtnym, maja sie do siebie
jak odcinki przeciwprostokatni przylegte tym&e bokom.

W niosek 5. DowiedliSmy w §. 125, ze powierzchnie
dwoch wielokatéw podobnych majg sie do siebie jak kwa-
draty z bokéw odpowiadajacych, przeto wystawiwszy na trzech
bokach tréjkata prostokatnego wielokgty podobne, wielokat
wystawiony na przeciwprostokatni, rowna sie summie wielo-
katéw wystawionych na bokach przylegtych katowi prostemu.
Nazwawszy bowiem powierzchnie tych trzech wielokgtéw przez
M, N, P, gdzie P jest wielokgtem na przeciwprostokatni, po-
niewaz AB, BC i AC sg trzema bokami odpowiadajgcemi
sobie w wielokgtach podobnych, tedy M:N —AB' :BC"' skad
M+ N:M=AB2+BC2:AB\ Ale takze M:P= AB2:AC2,
przeto taczac te dwie proporeyje znajdziemy:
M-fN:P=AB2+BC2:AC#aze AB2+B C2= AC2, wiec
t6z M -f-N=P. Z proporcyi M:P = AB2:AC2 wypada tak-
2eP—M:M=AC2—AB2:AB2. AlelII:N=AB2:BC2, prze-
to P—M:N=AC2—AB2;BC'. A ze wedlug wniosku 1.
AC2—AB'=BC 2, zatem réwniez P— Mr= N t. j. wielokat
N jest réznicg powierzchni wielokatéow P i M.

Uwaga 1 Ostatnie twierdzenie nosi nazwe PiTAGOKESA,
ten bowiem wielki filozof i geometra w széstym przed Chr.

11.
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wieku zyjacy, takowe miat wynalez¢; ajakkolwiek wszystkie
twierdzenia Geometryi sg wazne, bo jedna prawda na dru-
gi¢j spoczywa, to przeciez Pitacjoresa twierdzenie w catej
Geometryi jest moze najwazniejsze z powodu nastepstw, kto-
re z niego wyptywaja.

Uwaga 2. Poréwnawszy to twierdzenie z twierdzeniem
w 8. 63 dowiedzionem, przekonamy sie, ze jest zupeinie tern
samem, co nam postuzy¢é moze za ceche jego rzetelnosci,
dwiema albowiem catkiem réznemi drogami przychodzimy do
jednych i tychze samych prawd. Wypadki tu otrzymane z uwa-
zania powierzchni bedac zupetnie zgodnemi z wypadkami
w §. 63 dowodzg nam tej prawdy, ze rownos¢ kwadratu z prze-
ciwprostokatni dwom kwadratom z przylegtych bokéw katowi
prostemu w trojkacie prostokgtnym, jest wilasciwie nastep-
stwem proporcyjonalnosci bokéw w tréjkgtach podobnych.
| ta tez okolicznos$¢ jest godna uwagi, iz wnioskujac z jakie-
go twierdzenia lub z kilku twierdzen, natrafiamy czesto na
prawdy juz innym sposobem dowiedzione. To tezjest zaiste
najwybitniejsza cechg pewnosci prawd geometrycznych, ze
taczac je z sobag w jakikolwiek sposob, byle tylko rozumo-
wania nasze oparte byly na pewnych, juz dowiedzionych lub
skadingd wiadomych zasadach, dochodzimy zawsze do wy-
padkéw prawdziwych. Inaczej, gdyby prawdy geometryczne
podlegte bytly najmniejszej niepewnosci, przez tgczenie ich
z sobg na wyprowadzenie innej prawdy, mate nawet biedy
w jeden wniosek nagromadzone, okazalyby blgd widoczny,
a najpiekniejsza zgoda miedzy rzeczonemi prawdami zamie-
nitaby sie w pewne chaos wyjatkéw i wyjateczkéw, ograni-
czen, uwag, dodatkéw i t. d. zgota zamienitaby sie w budo-
we, ktorgby lada wiatr w gruzy mogt zamienié.

8. 130.

Twierdzenie. W trojkacie prostokresinym spusciwszy
prostopadta z wierzchotka ktoregokolwiek kata na bok prze-
ciwlegly, kioadrat z boku przeciwlegtego katowi ostremu roé-
wna sie summie kwadratéw z dicéch innych, zmniejszonej dum-
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ma prostokatami z boku na ktory prostopadia pada, przez od-
cinek przylegly katowi ostremu o ktéorym mowa.

Niecli bedzie tréjkat ABC fig. 146, w ktérym kat A
jest ostry; z wierzchotka kata B spusciwszy prostopadia BD
do AC, ta jak wiadomo pas¢ moze wewnatrz albo zewnatrz
trojkata ABC, wedtug tego jak kat C jest ostrym fig. a, lub
rozwartym fig. b. Jezeli pada wewnatrz jak nafig. a, tedy
poniewaz DC AC — AD, a wedilug §. 127 mamy

DC"= (AC— AD)-—AC2-f AD2 —2ACX AD,
dodawszy z obu stron tego zréwnania BD', bedzie

DC2+BD?2=AC2+ AD2+BD5-_2ACXAp.

Lecz DC2-j-BD2=B C 2, tudziez AD2-f BD2= AB2, za-
tem BC2= AC"-j-AB' — 2AC X AD, jak twierdzono.

Gdybysmy zamiast A uwazali kat ostry C, tedy zupelt-
nie tym samym sposobem znajdziemy

AB2= AC2-(-"BC2—2ACXDC.

Jezeli prostopadta pada zewnatrz trdjkata jak na fig. b,
mamy réwniez CD = AD— AC, a nastepnie wedtug przytoczo-
nego wyzej 8. CD'=(AD —AC)2=AD2+A C2—2ACXAD;
a dodawszy podobniez po obu stronach BD', bedzie
CD'-|-BD'zrBD' -f-AD'-]-AC2— 2ACX AD. Ale znowu
CD -f-BD'—BC iBD'-]-AD'= AB2 wedlug §. poprze-
dzajacego, przeto zupeinie jak wyzej jest

BC2= AB2-f-AC2— 2ACX AD.
§. 131.

Twierdzenie. W trojkacie rozwartokatnym, kwadrat
wystawiony na boku przeciioleglym katowi rozwartemu jest
mniejszy niz summa kwadratéw z bokéw tenze kat obejmuja-
cych; a spusciwszy z jednego z katéw ostrych prostopadig na
bok przeciwlegly, przewyzka ta réumad sie bedzie prostokagto-
ivi z boku, na ktory prostopadta pada, przez odcinek przy-
legly katowi rozwartemu.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 147 rozwartokatny przy
A, z wierzchotka kata B spusciwszy prostopadtg BD na bok
AC, ta juz nie moze pas¢ wewnatrz ale zewnatrz trojkata



166

§. 42 d), mamy dowie$¢, ze BC" =: AB"' -)- AC5-f-2ACXAD.
Poniewaz CD==AC -f-AD, wiec wedlug 8. 126 jest
CDa=(AC -f AD)2=zAC* + AD2+ 2AC X AD. Dodawszy
po obu stronach BD2 i uwazajac, ze CD2 BD'rxBC2, tu-
dziez AD' -f-BD" -n AB', otrzymamy nareszcie

BC2= 1lc5+ AB'+ 2ACXAD @ zatozylismy.*)

Uwaga. Poréwnawszy z sobg trzy ostatnie twierdze-
nia dostrzezemy, ze musza by¢ wyptywem jednego ogélnego,
ktore téz w Trygonometryi poznamy. Bzeczywiscie jedno
z dwdch ostatnich jest ogélniejszem niz pierwsze, gdyz to osta-
tnie z jednego z pierwszych wyprowadzonem by¢ moze. Przy-
pusciwszy bowiem, ze kat A jest prosty, prostopadia BD zmie-
sza sie z bokiem BA i odcinek AD stanie sie zero, a wtedy
iloczyn 2ACXAD = 0 i wypadnie BC* = AC!-f- AB" jak
w pierwszem z rzeczonych twierdzen. Przekonamy sie ro-
wniez, ze tylko w trojkacie prostokatnym summa kwadratow
z dwoéch bokoéw jest réwna kwadratowi z boku trzeciego;
w razie bowiem, ze kat zawarty miedzy temi dwoma bokami
jest ostry, rzeczona summa jest wieksza, jezeli za$ tenze kat
jest rozwarty, jest mniejsza niz kwadrat z boku przeciwlegtego.

8. 132.

Twierdzenie. W trojkacie prostokrésinym podzieliwszy
jeden z jego bokéto na dwie czesci réwne i punkt podziatu
zkaczywszy prosta z wierzchotkiem kata przeciwlegtego, summa
kwadratéio z dwoch innych bokéw, réwna sie podwdjnemu kwa-
dratowi z prostej dzielgcej, wiecej podwojnym kwadratem z po-
towy podzielonego boku.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 148, podzieliwszy bok je-
go AC na dwie réwne czesci w punkcie D i tenze punkt
zkgczywszy z wierzchotkiem kata B prostg BD, potrzeba do-
wies¢, ze AB2-}-BC"=2AD" -j-2BD". Na ten koniec spu-

*) Dwa ostatnie twierdzenia mozna takze catkiem geometrycznie do-
wies¢ nie uzywajac rachunku, jak to w czasowem pismie przez Gru-
nekta W Greifswald pod tytutem ,Archw der Mathematik und Phy-
,iik‘ wydawanem, w Tomie 23 uczynitem.
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sciwszy prostopadta BE do AC, wedlug dwdch poprzedzaja-
cych twierdzen mamy
w trojkacie ABD ..... AB2= BD2-j- AD2— 2ADXDE,
w tréjkacie zas BDC BC2= BD2+ DC2+ 2DCXDE,
albo, poniewaz DC=AD,
BC2= BD2-f AD2-f 2AD X DE
Dodajgc pierwsze zréwnanie z trzeciom, znajdziemy
AB2-f-BC2= 2BD2+ 2AD2
co byto do dowiedzenia.
W niosek. W rownolegtoboku lub prostokacie, przeka-
tnie dziela sie wzajemnie na dwie czesci réwne, przeto fig. 149
AB2-f- BC2= 2AE2-f 2BE2
Jako téz AD2-f CD2= 2AE2t2DE2

skad AB~"NBC2"-CD2+ AD2z=4AE2-j-4BE?2
Lecz 4AE2= 2AEX 2AE= AC XAC=AC2
jako tez 4BE2= 2BEX2BE=BDXBD = BD&
przeto AB*-j- BC2-]-CD'-j- AD2= AC"-f-BD2tj. summa
kwadratéw wystawionych na czterech bokach réwnolegtoboku
rowna sie dwom kwadratom wystawionym na przekatniach.

§. 133,

Twierdzenie. W tréjkacie prostokresinym wystawiwszy
na dwich jego bokach réwnolegloboki jakiekoliciek i boki ich
rownolegte do bokéio trojkata przedtuzywszy az do przeciecia
sie z sobg, potem ztgczywszy ten punkt przeciecia sie z najbliz-
szym wierzcholkiem kata w trdjkacie danym prostg i nakoniec
wystawiwszy na trzecim boku trojkagta réwnolegtobok, dajac
mu za drugi bok przylegly owe prosta réwnolegle do niej po-
fozony, summa dwoich pierwszych réwnolegtobokéw réwna sie
trzeciemu.

Jezeli w tréjkgcie ABC fig. 150 na bokach AB i BC
wystawimy dwa jakiekolwiek réownolegtoboki lub prostokaty,
lub nareszcie kwadraty AFGB i BCDE, boki ich FG i DE
przedtuzymy az do przeciecia sie¢ w punkcie O, punkt ten
ztgczymy z wierzchotkiem najblizszego kata B prostag OB, a
nareszcie na trzecim boku AC wystawimy réwnolegtobok
ACIH majacy za drugi bok przylegty AH:=OB i réwnolegty
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do OB, tedy mamy dowies¢, ze AFGB-f-BCDEr=ACIH. Na
dowiedzenie tego, boki HA i IC réwnolegtoboku na AC wy-
stawionego, przedtuzmy az do przeciecia sie z bokami FGr
i DE réwnolegtobokéw pierwszych w punktach K i L, i te
punkta potgczmy prostg KL. Poniewaz KO=AB, OL—BC
i kat O—B, zatem trojkat KOL przystaje ijest rowny trdj-
katowi ABC, a nastepnie kat OKL = BAC, kat OLKrrBCA,
i KL rownolegta od AC. Rdéwnolegtobok AFGB — AKOB,
jako tez rownolegtobok ACDE = BCLO wedlug §. 1109.
przeto AFGB -f. BCDE = AKOB -f BCLO.

Lecz pieciokat AKOLC IIABCI bo AC r: HI,
AK = BO= AH, KO= AB, LO= BC i LC—BO= CI,
tudziez katy zawarte miedzy odpowiedniemi bokami sg sobie
rowne t. j. kat O = B, kat OKA = BAH, bo kazdy z nich
sktada sie z dwoéch innych sobie réwnych, jako to: Kkat
OKA = OKL 4-AKL = BAC+ CAH=BAH i t d. dwa
przeto rzeczone pieciokaty przystajg do siebie, a nastepnie ich
powierzchnie sg sobie rowne.

Ale poniewaz AKOLC — ABC= AKOB-j-BCLO,

zas HABCI— ABC=rACIH
zatem AKOB -f BCLO = ACIH = AFGB -j- BCDE *).
§. 134.

ZAGADNIECIE 1. Wykresli¢ kwadrat ktéregoby powierz-
chnia réwnata sie powierzchni dwoch kwadratdjc danych.

Rozwigzanie. Nakres$liwszy kat prosty, na jodnem jego
ramieniu poczynajgc od wierzchotka, odcina sie bok jednego
z danych kwadratéw, a na drugiem bok drugiego, prosta
taczaca te dwa punkta czyli przeciw prostokatnia, bedzie
bokiem szukanego kwadratu na mocy §. 129.

Jezeliby potrzeba wykresli¢ kwadrat dwa razy wiekszy
od danego, tedy na kazdem z ramion kata prostego odcina

*) Na zasadzie tego og6lnego twierdzenia, dowodzi sie tatwo twierdze-
nie 8. 129, ktéry dowdd podatem w czasowem pismie ,Ad'iu chbr

Matrendik ud Fhak heaeggdn van Prof Grunere. THEI
XXIL. = 3.
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sie jak wprzoéd, bok kwadratu danego, a prosta taczaca te
dwa punkta bedzie bokiem kwadratu dwa razy wiekszego.

Albo: w danym kwadracie poprowadziwszy przekatnig,
ta wedtug §. 129 wniosek 2 bedzie bokiem kwadratu dwa
razy wiekszego.

§. 135.

Zagadnienie 2. Wykresli¢ kwadrat 2, 3, 4, 5, 6 .. .n
razy wiekszy od kwadratu danego.

Rozwigzanie. Niech danym kwadratem bedzie ABCD
fig. 151, poprowadziwszy przekatnia BD, ta bedzie bokiem
2 razy wiekszego kwadratu. Te przekatnig odcigwszy na
prostej AE od A do 2 i ten punkt 2 zlgczywszy z punktem
B prosta B2, ta bedzie bokiem kwadratu 3 razy wiekszego;
albowiem w trojkacie prostokagtnym BA2 mamy
B2" AB2-f-A2Lecz AZ"'= 2AB2 przeto B2* = 3AB2
Jezeli teraz przeciwprostokatnia B2 odetniemy od A do 3
i ten punkt 3 zigczymy z punktem B prostg B3, bedzie ona
bokiem 4 razy wiekszego kwadratu; bo w tréjkacie pro-
stokgtnym AB3 jest B3" =r AB2-)- A3“. A ze A3 — B2 za$
B2 = 3AB >wiec tez takze A32— 3AB2>a nastepnie B32=
4AB2i t. d. Tym sposobem wykresli¢é mozemy kwadrat tyle
razy wiekszy od danego ile chcemy, lub ile potrzeba wy-
magac¢ bedzie; albo moéwigc ogdlnie, dany kwadrat mozemy
powiekszy¢ w postepie réznicowym, ktérego wyrazy sa licz-
bami naturalnego porzadku 1, 2, 3, 4 .
Albo tak: niechby potrzeba wyklesli¢ kwadrat 7 razy wiek-
szy od danego; pociggnawszy prostg AB nieograniczonej du-
gosci, odetnijmy na niej 7 razy bok kwadratu danego fig.
152, potem na prostej A7 wykresliwszy poétokregu i z punktu
1 wyprowadziwszy prostopadta do AB az do przeciecia sie
z okregiem w punkcie C, cieciwa tgczgca tenze punkt C
z punktem A jest bokiem kwadratu 7 razy wiekszego niz dany;
gdyz wedtug 8. 129 wniosek 3, jest AC“= ABX-A4, zas pro-
stokgt ABX-Al jest widocznie 7 razy wiekszy od danego
kwadratu.
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§. 136.

Zagadnienie 3. Wykresli¢c kwadrat, ktdéregoby powierzch-
nia byta réznicg dwoch kwadratéw danych.

Bozwigzanie. Nakresliwszy kat prosty, na jednym z
jego ramion odcina sie bok kwadratu mniejszego np. od A
do B fig. 153, wzigwszy potem w cyrkiel bok kwadratu
wiekszego i z punktu B zakresliwszy luk przecinajacy drugie
ramie w punkcie C, bedzie AC bokiem szukanego kwadratu,
gdyz BC'2— AB" §. 129 wniosek 1.

§= 137.

Zagadnienie 4. Wykres$li¢ kwadrat réwny co do po-
wierzchni danemu prostokgtowi.

Bozwigzanie. Na wiekszym boku BC prostokgta da-
nego fig. 154, jako na S$rednicy wykresliwszy potokregu i na
tej Srednicy od punktu B odcigwszy BE= AB t j. drugi
bok przyleglty pierwszemu, z punktu E wyprowadziwszy
prostopadta EF do BC az do przeciecia sie z okregiem, cie-
ciwa BF jest bokiem zgdanego kwadratu; bo wedtug §. 129
wniosek 3 jest BF2= BCXBE —BCXAH-

§. 138.

Zagadnienie 5. Majac dany rownolegtobok, wykresli¢
kwadrat réwny mu co do powierzchni.

Bozwigzanie. Niech bedzie dany réwnolegtobok ABCD
fig. 155, ktorego podstawa AD a wysoko$¢ BE; chcac wykre-
$li¢c kwadrat réwny mu co do powierzchni, potrzeba znalesé
bok tegoz kwadratu. Na ten koniec do podstawy AB i wy-
sokosci BE rownolegtoboku, szukajmy $Sredniej geometrycznie
proporcyjonalnej wedtug 8. 99, a ta bedzie bokiem kwadratu
réwnego rownolegtobokowi. Nazwawszy bowiem te Srednig
geometrycznie proporcyjonalng MN, z wykreslenia mamy

AD : MN = MN : BE
skagd MN2=AD XBE. A ze ADXBE jest miarg powierzchni
danego réwnolegtoboku, zas$ MN miarg powierzchni kwadratu
wystawionego na MN, przeto dwie te powierzchnie sg sobie
rowne jak zadano.
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Lub tez: zamieniwszy wprzéd réwnolegtobok na pro-
stokat, potdbm zapomocg poprzedzajgcego zagadnienia zamie-
nia sie prostokat na kwadrat i tym sposobem dany réwno-
legtobok zamienimy na kwadrat rdwny mu co do powierzchni.

§. 139.

Zagadnienie 6. Na danej prostej wystawi¢ prostokat
réowny co do powierzchni prostokgtowi danemu.

Rozwigzanie. Niech dwoma wymiarami danego prosto-
kata beda proste M i N, tudziez prosta dang P, potrzeba na
tej ostatniej wystawi¢ prostokat, ktdregoby powierzchnia ro-
wnala sie powierzchni prostokgta danego. Do prostej danéj P i
do dwéch wymiaréw prostokgta danego M i N, szukajmy
czwartej geometrycznie proporcyjonaln¢j wedtug §. 75; te
znalaziszy, oznaczmy jg przez X, tedy poniewaz wedtug tego
wykreslenia jest P:M*“ N:X skad P X X = MXN, a iloczyn
M XN wyraza powierzchnig prostokgta danego i jest réwny
iloczynowi P X X, ktéry wyraza powierzchnig prostokagta wy-
stawionego na, P i X, zatem te prostokaty sg sobie réwne.

§. 140.

Zagadnienie 7. Dany tréjkat zamieni¢ na kwadrat roé-
wny mu co do powierzchni.

W tern zagadnieniu chodzi jedynie o znalezienie boku
kwadratu réwnajgcego sie tréjkgtowi co do powierzchni. Niech-
ze wiec danym trojkatem bedzie ABC jig. 146, ktérego pod-
stawg AC a wysoko$¢ BD. Dla znalezienia boku zgdanego
kwadratu, do podstawy trojkata AC i potowy wysokosci BD,
albo tez do potowy podstawy AC i do wysokosci BD szu-
kajmy $redniej geometrycznie proporcyjonalnéj wedtug §. 99;
te nazwawszy X,
poniewaz AC : X = X :JBD X2- ACX JBD

albo 'AC : X =X : BD skad X2= 'ACX BD
wiec powierzchnia kwadratu wystawionego na prostéj X ro-
wna sie powierzchni danego trojkata.

Uwaga. Jak skoro wiec umidé bedziemy przerobi¢ kazdy
wielokat prostokre$iny na tréjkgt réwny mu co do powierz-
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chni, przerobimy tez tenze wielokgt na kwadrat majacy
powierzchnig réwng powierzchni wielokata.
Sa 141

Zagadnienie. 8, Wykresli¢ prostokat rownajacy sie co
do powierzchni danemu kwadratowi, a ktéregohy summa lub
réznica dwoch wymiaréw t. j. dwoch jego przylegtych bokéw
rownata sie prostej danej.

Rozwigzanie. Niech prostg dang bedzie MN jig. 156, i
niech naprzéd ta prosta wyraza summe dwdch wymiaréw
szukanego prostokata, bokiem danego kwadratu niech bedzie
prosta mn, tedy na prostej MN jako na $rednicy wykresliwszy
okrag kola i z punktu M wyprowadziwszy do MN prostopadia
MP = mw, tudziez przez punkt P poprowadziwszy réwnolegtg
PR do MN az do przeciecia sie z okregiem kota w punk-
tach Q i R, a nareszcie z punktéw Q i R spusciwszy prosto-
padte QO i RT do MN, dwoma wymiarami prostokgta szuka-
nego bedg MO i ON albo tez TN i MT. Albowiem
MO XON = Q02= MP2=: tudziez MO + ON = MN.
Roéwniez TNXxMT = RT2=MP2= zas§ TN+TM=MN.

Uwaga. Zastanowiwszy sie nad rozwigzaniem tego za-
gadnienia, dostrzezemy, ze tylko w przypadku, gdy MP<SL
czyli mn< SM albo raczef mn C JMN, a przynajmniej
mn~ ~MN jest podobnem do rozwigzania, co nam dowodzi,
ze najwiekszy prostokat jaki wystawi¢ mozemy na dwoch cze-
Sciach prostej danej, jest to kwadrat wystawiony na potowie
tejze proste;j.

Jezeli prosta MN wyraza réznice miedzy dwoma wy-
miarami prostokgta majgcego sie réwna¢ kwadratowi danemu,
tedy zrobiwszy wykreslenie jak wyzej, przez punkta P i S
poprowadzmy $rednice PK przecinajaca okrag kota w punk-
tach | i K, natenczas dwoma wymiarami zgdanego prostokata
bedg proste PK i PI. Albowiem wedlug §.91 PKXPI=:
PM" = mn"> tudziez PK —PIIKrrM N.

To zagadnienie przeciwnie, w kazdym przypadku ja-
kiekolwiek sg dane MN i mn jest podobnem do rozwigzania.
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§= 142.

Te kilka zagadnien, a szczegélniej zagadnienie §. 140
pokazujg juz dowodnie, ze cata nauka o powierzchniach figur
prostokresinych spoczywa na znajomosci powierzchni troj-
kata, ktéra znowu, jak wiadomo wyprowadziliSmy z powierz-
chni rownolegtoboku albo w szczegélnym przypadku z po-
wierzchni prostokgta. Aze tak trojkat jako t6z i prostokat
umiemy zamieni¢ na kwadrat i wzajemnie, przeto gdybysmy
jeszcze umieli zamieni¢ kazdg figure prostokresing na tréjkat,
potrafilibySmy tym sposobem kazda takaz figure zamieni¢ na
kwadrat réwny mu co do powierzchni i twierdzenie w 8. 15
wyrzeczone, ze tréjkat jest przedstawg catej Geometryi, by-
toby usprawiedliwione. Usitujmyz wiec przekonaé sie dosta-
tecznie o tej prawdzie, zc kazdy wielokat zamieni¢ mozna
na tréjkat rozwigzujac nastepujace ogdlne,

Zagadnienie 9. Dany wielokat zamieni¢ na inny réwny
mu co do ‘powierzchni, a ktéryby miat mniej o jeden bok niz
wielokat dany. ,

Rozwigzanie. Niech danym wielokatem bedzie np. sze-
sciokat ABCDEF jlg. 157, z ktoregokolwiek wierzchotka np.
z B poprowadzmy przekatnig ale tak, izby zjednej jej strony
pozostat tylko jeden kat wielokata, a z drugiej wszystkie
inne oprécz dwoch przekatnig ztgczonych; (w naszym przeto
szesSciokacie przekatniag BD albo BF,) przez pozostaly wierz-
chotek kata C poprowadziwszy prostg rownolegtg do prze-
katni co dopiero poprowadzonej, jeden z nastepnych bokow
wielokata, jak tu AB lub ED przedtuzmy az do spotkania
sie z tgz rownolegtg w punkcie G, tedy widzimy, ze trojkat
BCD/MBGD, bo stojg na jednéjze podstawie a wierzchotki
majg na prostéj rownoleglej do podstawy, sg wiec sobie
rowne, wzigwszy zatem za BCD trojkat BGD, widzimy oczy-
wiscie, ze szesSciokat ABCDEF zamienia sie tym sposobem
na pieciokat ABGEF t. j. wielokat majacy o jeden bok
mniej niz dany, a wszelako jemu réwny co do powierzchni

Ten nowy wielokgt podobnymze sposobem zamieniajgc
na inny o jeden znowu mni¢j majacy bokow, prowadzac
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przekatnig AE i zamiast trojkata AFE biorac tréjkat AHE,
otrzymamy w naszym przypadku czworokat BGEH; nareszcie
w tym czworokacie prowadzac przekatnia GH i réwnolegtg
El, zamienimy tenze na trojkat BGI réwny co do powierz-
chni szesSciokgtowi danemu.

Z poprzedzajgcego postepowania przekonywamy, sie ze
o jakkolwiek wielkiej liczbie bokéw bytby wielokgt dany,
powtarzajgc ciggle jedno i tozsamo dziatanie, przyjdzieiiiy
zawsze w kornicu do trojkata réwnajgcego sie temu wielokag-
towi; a zatem kazdy wielokat umiemy zamieni¢ na trojkat
a nastepnie wedtug §. 140 na kwadrat. Ale przy zamianie
jednych figur na drugie, czesto przydawane bywajg (szcze-
gblniej zdarza sie to w praktyce) osobne warunki, ktorym
zado$¢ uczyni¢ nalezy, przeto tu jeszcze o takich przypad-
kach nieco powiemy, przywodzac najczesciej wydarzajace sie
zagadnienia. Tu atoli najwiecej mie¢ potrzeba na bacznosci
§. 120. Zatrudnijmy sie naprzéd zamiang tréjkatéw jednych
na drugie.

8= 143.

Jezeli danego trojkata podstawa jest AC a wysokosé
BD, za$ innego majacego sie réwnac¢ pierwszemu tez wy-
miary sg ac i bd, tedy skoro powierzchnie tych dwoéch tréj-
katéw majg by¢ réwne, mie¢ powinnismy ACXi& D —ac”™bd
czyli ACXBO = acXW - W zréwnaniu tern sg cztery ilosci,
dwie znane AC i BD a dwie nieznane ac i bd, nie moze
wiec by¢é w zaden inny spos6b rozwigzanem, dopoki albo
jedna z nieznanych niebedzie dang, lub przez przydanie ja-
kiego warunku za znang uwazang. Dla tego to zagadnienie
»wystawi¢ trojkat réwny danemu co do mpowierzchni i ktéryby
miat podstawe albo wysoko$¢ rowng danemu tréojkatowi” jest
zupetnie oznaczoném, albowiem w powyzszem zréwnaniu
jedna tylko nieznana zostaje, na ktorg otrzyma sie zaraz wa-
znos¢, lub tez zapomocg wykres$lenia znajdzie sie ac lub bd.
Roztozywszy to zréwnanie na proporcyjg, mamy

AC : ac—bd : BD

ta proporcyjg uczy nas, ze wysokosci dwoich trojkatéw réwnych
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¢o do powierzchni, sg w stésunku odwrotnym ich podstaw.
W kazdym wiec przypadku czyli bedzie dane ac czyli bd,
rozumie sie oprocz AC i BD, zawsze zagadnienie sprowadza
sie do znalezienia czwartej geometrycznie proporcyjonalndj
do trzech prostych danych.

Zagadnienie 10. Dany tréjkat zamieni¢ na inny rowny
mu co do powierzchni a wierzcholek jego zeby sie znajdowat
na jednym z bokéw danego tréjkgta lub na przedtuzeniu tegoz
boku, tudziez zeby oba trojkaty miaty jeden kat spoiny.

Rozwigzanie. Niechze danym tréjkatem bedzie ABC fig.
158, potrzeba go zamieni¢ na inny, ktéryby miat z pierwszym
kat A spolny a wierzchotek drugiego kata na boku AB w
punkcie D. Na ten koniec ztaczywszy punkt D, z C prostag
DC i przez punkt B poprowadziwszy inng prostg do tamtej
rownoleglta az do przeciecia sie z przedtuzonym bokiem AC
w punkcie E, nareszcie poprowadzona prosta DE zamknie
trojkat ADE zadany; trojkat bowiem BCDzrCDE jako na
jedn¢j podstawie DC stojgce i majgce wierzchotki B i E na
réwnolegtej BE do podstawy BC.

Gdyby sie wierzchotek zgdanego trdjkata miat znajdo-
wacé¢ na przedtuzeniu boku AB np. w punkcie D', wykresle-
nie zupetnie jest toz samo, bo zigczywszy znowu punkt D'
z C prostg D'C i przez B poprowadziwszy do niej réwnolegtg
BE' az do przeciecia sie z bokiem AC w punkcie E', a na-
reszcie prostg D'E’, bedzie trojkat AD'E'=ABC.

§= 144,

Zagadnienie 11. Zamieni¢ dany trojkat na inny réwny
mu co do powierzchni i ktéregoby wierzcholek jednego z katow
znajdowat sie na powierzchni tréjkata danego a bok jemu
przeciwlegly na boku danego trojkata.

Rozwigzanie. Niech znowu bedzie tréjkat ABC jig. 159,
ktéory mamy zamieni¢ na inny majacy wierzchotek jednego
z katow w punkcie D t j. wewnatrz trojkgta danego, a bok
jemu przeciwleglty np. na boku AC. Punkt D ziaczywszy z
punktami A i C prostemi AD, DC i przez punkt B popro-
wadziwszy do tych prostych rownolegte az do przeciecia sie
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z przedtuzonym bokiem AC w punktach E i E', punkt D
ztaczony z temi ,ostatniemu prostemi DE i DE’, te zamkng
trojkat EDE' réwny co do powierzchni tréjkatowi ABC, co
tatwo dowies$¢, prowadzac prostg DB. Albowiem tréjkat ADEzr
ABD tudziez tréjkat DCE'=:DBC.

§. 145.

Zagadnienie 12. Dany trojkat zamieni¢ na inny rowny
mu co do powierzchni, a ktéregoby wierzchotek jednego z ka-
tow lezat zewnagtrz tréjkata danego.

Rozwigzanie. Niechze jeszcze bedzie tréjkat ABC fig.
160, ktéry chcemy przerobi¢ na inny majacy swoj wierzcho-
tek w punkcie D lezacym zewnatrz trojkata danego. Z punktu
D poprowadziwszy réwnolegtag do AC az do przeciecia sie
z jednym z dwoch innych bokéw tréjkata np. z przedtuzonym
bokiem AB w punkcie D', zamienmy trojkat ABC na inny
majacy wierzchotek w punkcie D’ 8§ 143 t j. na trojkat
AD'E, a zlgczywszy punkt D z koricami podstawy A, E no-
wego trojkata, otrzymamy zadany trojkat A1)E, bo ABC=
ADE za$ AD'E = ADE.

Uwaga. Gdyby w trzech ostatnich przypadkach doda-
ny jeszcze byt warunek, izby podstawa nowego trdjkata wy-
chodzita od innego punktu, a zresztg lezata w kierunku pod-
stawy danego trojkata, dosycby byto przenies¢ znaleziong
podstawe od danego punktu w kierunku podstawy danego
trojkata. | tak niecitby w ostatniem zagadnieniu podstawa
zadanego trojkata miata sie poczyna¢ w punkcie A’, tedy
wzigwszy znaleziong AE w cyrkiel i przeniéstszy w kierun-
ku AC od A’ do E', trojkat A'DE' bedzie zadanym.

8= 146.

Zagadnienie 13. Dany tréjkat zamieni¢ na tréjkat
réwnoramienny réwny danemu co do powierzchni.

Rozwigzanie. Niech bedzie trojkat ABC fig. 161, ktory
chcemy zamieni¢ na réwnoramienny majacy powicrzclinig
rowng z danym. W tem zagadnieniu moga by¢ dwa przy-
padki t. j. albo jest dana odlegto$¢ wierzchotka trojkata row-
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podstawa a szuka sie wysokosci.

W pierwszym przypadku ze $rodka podstawy E danego
tréjkata wyprowadziwszy prostopadtg, odcinamy na ni¢j od
E do D odlegto$¢ wierzchotka dang. Z punktu B prowadzi
sie rdwnolegtag BD' do AC az do przeciecia sie z prostopa-
dtg ED, a taczac punkt D' z koncami podstawy A i C pro-
stemi AD' i CD’', zamienimy tym sposobem tréjkat ABC na
réwnoramienny AD’'C. Ziaczywszy nareszcie punkt D z A
i C prostemi AD i CD i przez punkt D', poprowadziwszy
proste D'F i D'G réwnolegte do pierwszych i punkt D po-
taczywszy z punktami F i G, otrzymamy zadany tréjkat.
Jest bowiem jak wyzej ABC=AD'C, za$ wedlug poprzedza-
jacego zagadnienia tréjkat AD'C = FDG, a nawet widoczng
jest rzecza, zc za trojkat AD'F mozna wzig$o trojkat FDD',
zas za trojkat D'GC, tréjkat DD’'G, wiec trojkat AD'C=FDG.

W drugim przypadku, jezeli podstawa majgcego sie
znale$¢ trojkata réwnoramiennego jest dang, zrobiwszy toz
samo wykres$lenie dla zamienienia trojkata ABC na AD'C
od punktu E t j. od s$rodka podstawy tréjkata danego od-
cina sie w jedne i druga strone EF=EGr: potowie podsta-
wy danej, punkta F i G zlgczywszy z punktem D' prostemi
D'F, D'G, przez punkt A prowadzi sie prosta réwnolegta do
D'F, albo przez punkt C prosta réwnolegta do D'G, a kazda
z nich naznaczy na prostopadtej z punktu E wyprowadzonej
punkt D, a proste AD i CD #taczace tenze z punktami A
i C, zamkna zadany trojkat ADC; ostatnie bowiem réwno-
legte albo jedna z nich wyznacza wysoko$¢ szukanego troj-
kata.

Jezeli ani jedno ani drugie nie jest daném ale ogolne
zadanie zamienienia tréjkata jakiegokolwiek na réwnoramien-
ny, wtedy przyjgwszy podstawe dowolng, szuka sie wyso-
kosci. To uskutecznia sie najtatwiej w nastepujacy sposob:

Niech bedzie do zamienienia tréjkat ABC fig. 162, kt6-
rego wysoko$¢ BD; od punktu D ku C odcinamy DE = AD
i prosta AE uwazamy za podstawe szukanego tréjkata. Po-

12
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niewaz powierzchnia tréojkata ABC— AC éB D , hazwawszy
wysoko$¢ szukanego przez X, jego powierzchnia bedzie
AEXX a nast nieAEXX AC X BD

2 w® 2 - 2 AEX X =

ACXBD skad AE:AC = BD:X, z ktérdj proporcyi czyta-
my, Ze wysokos$¢ szukanego trojkata jest czwarta geometrycz-
nie proporcyjonalng do jego podstawy tudziez podstawy, i wy-
sokosci danego. Zeby ja wiec wykre$lié¢, bierze sie DF=:AC
i DG~AE. Punkta B i G taczy prosta BG a przez punkt
F prowadzi sie réwnolegtg Fil do BG, ktéra naznaczy wy-
soko$¢ DH trojkata szukanego. +3aczac nareszcie punkt H
z punktami A i E, otrzymamy zadany tréjkat; gdyz w troj-
kacie HDF mamy DG :DF=BD :11D czyli AE:AC=BD:HD
wiec HD = X jest wysokoscig trojkata réwnoramiennego.
§. 147.

Zagadnienie 14. Dany trojkat zamieni¢ na inny réw-
noboczny réwny danemu co do powierzchni.

Rozwigzanie. Niech danym trojkatem bedzie ABC, ten
wedtug poprzedzajacego zagadnienia zamieniony na tréjkat
réwnoramienny, niech wyda tréjkat AHE fig. 163. Starajmy
sie teraz ten ostatni zamienié¢ na trojkat réwnoboczny réwny
mu co do powierzchni. Na ten koniec z wierzchotka kata
H spusémy prostopadiag HD. Na podstawie AE wystawmy
trojkat rownoboczny AFE §. 31, uwaga 3; potem na wy-
sokosci HD jako na $rednicy nakresimy potokregu, a wy-
prowadziwszy z punktu F prostopadta do HD az do przecie-
cia sie z okregiem w punkcie G i z punktu D jako ze erod-
ka kota promieniem DG zakres$liwszy tuk, ten naznaczy na
wysokosci HD punkt K, przez ktéry poprowadziwszy réw-
nolegte od AF i FE az do przeciecia sie z przedtuzong pod-
stawg AE w punktach L i M otrzymamy trdjkat LKM za-
dany; czego tak dowodzimy: trojkat LKM AFE, przeto

LKM:AFE = KI)2: FD"= DG2: FD2
Lecz i)JG2= HDXFD §. 129, przeto
LKM:AFE= HDX FD:FD*= HE:FD.



Ale trojkat AFE 2z trojkatem AHE stojg na jedndéjze pod-

stawie, maja sie wiec do siebie jak ich wysokosci t j.
AFE:AHE = FD:HD

sktadajgc wiec dwie ostatnie proporcyje, znajdziemy

LKM: AHE = HD:HD. A jako HD= HD, tak téz trojkat

LKM= AHE, co bylo do okazania.

Uwaga. Poniewaz wedtug §. 142 umiemy zamienic
kazdy wielokat na trojkat, ten za$ wedlug terazniejszego
zagadnienia na trdjkat réwnoboczny, wiec kazdy wielokat
mozna zamieni¢ na trojkat réwnoboczny réwny mu co do
powierzchni.

§. 148.

Czesto tez w praktyce wydarza sie potrzeba zamienie-
nia danego tréjkagta na inny réwny mu co do powierzchni,
ze zmiang kierunku jednego z jego bokéw. AbySmy po-
znali jak sobie w tym przypadku postapi¢ mamy, wezmy
chociaz jedno

Zagadnienie 15. Dany trojkat zamieni¢ na inny réw-
ny mu co do powierzchni i w ktorymby kierunekjednego zje-
go bokdéw byt zmieniony.

Rozwigzanie. Niech bedzie tréjkgt ABC fig. 164 dany,
i niech prosta CD wskazuje kierunek, wjakim np. bok no-
wego trojkata zastepujacy kierunek boku BC i$¢ powinien.
Przedtuzywszy AB bok danego tréjkata az do przeciecia sie
z danym Kkierunkiem w punkcie D, na prostej AD jako na
Srednicy wykresla sie pétokregu, a wyprowadziwszy z pun-
ktu B prostopadtag do AD az do przeciecia sie z okregiem
w punkcie E, z punktu A jako ze s$rodka kola promieniem
AE zakre$la sie tuk przecinajagcy AD w punkcie F; naresz-
cie przez punkt F prosta FG réwnolegta do danego kierun-
ku, zamknie nowy tréjkgt AFG réwny co do powierzchni
danemu ABC. Dowdd rzetelnosci tego rozwigzania jest na-
der tatwy; albowiem wedtug 8. 122 mamy:
ABC:AFG==ACXAB:AFXAG—ACXABXAF:AF" X AG
Lecz AF2=AE2=ADXAB, przeto ABC:AFG

= ACXABXAF:ADXABXAG=ACXAF:ADXAG.
12.
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Prosta FG jest rownolegta do DC, przeto AC:AG=AD:AF,
skad ACXAF=r ADXNG a zatem i trojkat AFG = ABC.
8= 149.

Jak kazdy wielokgt mozna zamieni¢ na tréjkat, tak
wzajemnie kazdy tréjkat zamieni¢ mozna na wielokat. Nad
térn atoli zagadnieniem nie bedziemy sie zatrzymywac¢, bo cie-
kawi znajdg w dzietach, szczegoélniej praktyce poswieconych,
tak te jako tez i poprzednio rozwigzane. Wszelako zobacz-
my przynajmniej, jak sie zamienia tréjkat na trapez i to
tylko w szczegdlnym przypadku, rozwigzujac nastepujace

Zagadnienie 16. Dany trojkat zamieni¢ na trapez row-
ny mu co do powidrzclini i ktoryby miatl podstawe tei samg
jak trojkat, jeden z bokéw nieréwnoleglych w kierunku boku
trojkata, drugi za$ w kierunku danym.

Rozwigzanie. Niechby potrzeba zamieni¢ trojkat ABC
fig. 165 na trapez rowny mu co do powierzchni i ktérego-
by podstawag byta prosta AC, jeden z bokéw nieréwnole-
gtych izby przyszedt w kierunku boku AB a drugi w Kkie-
runku danym oznaczonym np. przez prosta CK. W tern
zagadnieniu cata rzecz chodzi o znalezienie na boku AB
punktu D, przez ktéryby prowadzona réwnolegta do AC
zamkia z czesciami bokéw AB i CK trapez ktdrego zgdamy.
Dla wynalezienia tego punktu poprowadzmy BE rdwnolegtg
do danego kierunku CK, na AC jako na S$rednicy wykresl-
my poétokregu i z punktu E wyprowadzmy EF prostopadig
do AC az do przeciecia sie z okregiem kota; potem z pun-
ktu C jako ze srodka kota promieniem CF zakresimy tuk
przecinajagcy AC w punkcie G i nareszcie przez punkt G
poprowadzmy GD réwnolegla do CK, ta naznaczy na AB
punkt szukany D, przez ktéry poprowadzona réwnolegta do
AC az do przeciecia sie z kierunkiem CK w punkcie I,
zamknie trapez ADIC zadany. Aby dowies¢, ze ten trapez
rowna sie co do powierzchni danemu trojkatowi ABC, Kkie-
runkowag prosta przedtuzmy az do przeciecia sie z prze-
dtuzonym bokiem AB w punkcie K, tedy naocznie widzimy,
iz aby z tréjkgta ABC przejs¢ do trapezu ADIC, dosy¢ do-
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wiesé, ze tréjkat DKI= BKC, bo na miejsce trojkgta DBH
ma przyj$¢ trojkat HIC; figura za$ doktadnie wskazuje, iz
odjawszy od trdjkata AKC tréjkat BKC, pozostanie trdjkat
ABC, odjgwszy za$ od tegoz samego trojkata trojkat DKI,
pozostanie trapez ADIC; jezeli wiec rzeczone dwa tréjkaty
sg rowne co do powidrzchni, reszty pozostate beda réowne.
Powierzchnie tréjkatow DKI1 i BKC jako majacych kat K
spoiny, majg sie do siebie jak iloczyny z bokéw kat ten
obejmujacych §. 122 t j. DKI'BKC = DKXKI:BKXKC.
Jezeli wiec dowiedziemy, ze DK XKI—BK X~"C, tern sa-
mém dowiedziemy réwnosci rzeczonych trojkgtéw, a nastep-
nie réwnosci tréjkata danego ABC i trapezu ADIC.
DI jest réwnolegta do AC, przeto KC:KI1— AK:DK; lecz
DG roéwnolegta do KC, przeto takze AK:DK=AC:GC
mAC: CF, a nastepnie KC:KI~AC:CF. Drugi stoésunek
rozmnozywszy przez CF, bedzie KC:KI=ACXC'F:CF2; ale
CF2=ACXCE, przeto
KC:KI=ACXCF:ACXCE = CF:CE= CG:CE= DI:LI.
W trojkacie KDI, BL rownolegta do KIl, przeto
DI:LI —DK:BK, wigc nareszcie KC: Kl rr I)K:BK, skad
DKXK1=BKXKC, co potrzeba byto dowiesé.

§. 150.

Zdaje mi sie, ze tu takze wlasciwe miejsce bedzie po-
wiedzie¢ nieco o dzieleniu figur prostokresinych na czesci
zadane i pod pewnemi warunkami; dla tego weZmiemy jesz-
cze kilka w tym przedmiocie zagadnien, ograniczajgc sie
tylko na tréjkatach i czworokatach.

Co do tréjkatow. Poniewaz proste dzielace wychodzié
moga z réznych punktéw wedtug potrzeby w praktyce zdarza-
jacej sie, przeto zobaczmy niektére zwyczajniejsze przypadki.

Zagadnienie 17. Dany trojkat podzieli¢ na n czesci kto-
reby sie miaty do siebie w stésunkujak a: b:c:d: e i t d. i ze-
by proste dzielgce wychodzity zjednego z wierzcholkéw tréjkata.

Rozioigzanie. Niech bedzie tréjkat ABC fig. 166, kto-
rego powierzchnig podzieli¢ chcemy na n czesci w stésunku
danym, lecz tak, izby proste dzielgce wychodzity np. z w'ierz-
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chotka B. Dla uskutecznienia tego podziatu, bok AC prze-
ciwlegly katowi B, z ktérego dzielgce proste wychodzi¢ ma-
ja, dzielimy wedtlug §. 55 na n czesci tak, izby sie miatly
do siebie jak a:b:c:d:e: i t. d.; potom punkta podziatu tg-
czymy z punktem B prostemi, a te podzielg trojkat dany
na n innych, ktére wszystkie majg wicrzchotek spélny w
punkcie B, majg tez wysokosci rowne, a zatdbm ich powierz-
chnie majg sie do siebie jak podstawy czyli jak a:b:c:d
i t d. i zagadnienie tym sposobem rozwigzane.

Gdyby potrzeba byto podzieli¢ trojkat na n czesci row-
nych, ogélne to zagadnienie w temby sie tylko zmienito, ze
w takim razie bytoby a—b~c—d—e:~ i t d.

Niechby np. potrzeba byto podzieli¢ tréjkgt ABC na
5 czesci rownych i gdzieby proste dzielace wychodzity z
wierzchotka B, tedy bok AC dzieli sie na 5 czesci réwnych
i prowadzi sie proste BIl, B2, B3, B4, a tym sposobem wszyst-
kie pie¢ tak utworzonych tréjkgtow sa miedzy sobg réwne
co do powierzchni, majag bowiem wysokosci réwne i podsta-
wy réwne.

§. 151.

Zagadnienie 18. Dany trojkat podzieli¢ na ilekolwiek
czesci rownych lecz tak, izby proste dzielace wychodzity z pun-
ktu lezacego na jednym z bokéw danego tréjkata.

Rozwigzanie. Niech bedzie trojkat ABC fig. 161 do
podzielenia np. na trzy czesci réwne, lecz tak, izby proste
dzielgce wychodzity z punktu D lezgcego na boku AB. Na
ten koniec zamienmy tréjkat ABC na ADE wedtug §. 143,
a podzieliwszy podstawe AE na trzy réwne czesci w pun-
ktach F, G, potaczmy je z punktem D prostemi, tedy troj-
kat ADE podzielony zostat tym sposobem na trzy czesci
rowne. Dwie z tych czesci ADF i FDG leza tak w troj-
kacie ABC jako tez i ADE, przeto kazda z nich jest trze-
cig czescig tak trojkata ADE, jako tez i trojkata ABC; ostat-
nia tylko czes¢ DGE lezy w obu trojkatach, gdy czesé
DGCB, ktorej sie tamta ma réwnac, lezy jedynie w tréjka-
cie ABC i dla tego nie tak widocznie jest trzecia czescig
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trojkata ABC; ale zastanowiwszy sie ze za trojkat DEC,
mozna wzigs¢ trojkat BCD, dostrzezemy, ze trojkat DGE
rowna sie czworokgtowi DGCB; co tez i stad wnioskowac
mozna, iz kiedy tréjkat ADGzrijABC, czworokat DGCB by¢
musi =~ABC.

Zamierzmy sobie jeszcze podzieli¢ trojkat ABCfig. 168
na sicdm czesci réownych pod tymze samym warunkiem, ze-
by proste dzielgce wychodzity z punktu na boku AB lezg-
cego. Zamieniwszy trojkgt ABC na ADE i podzieliwszy
podstawe AE na siedm réwnych czesci, proste dzielace po-
dziela wprawdzie trojkat ADE na zadang liczbe czesci row-
nych, ale nie trojkat ABC i tylko czesci ADF, FDG, DGH
i HDI sa rzeczywiscie zadanemi czeSciami, bo proste dzie-
lace DF, DG, DH i DI wszystkie padaja wewnatrz danego
trojkata ABC. Ale proste DK i DL jakkolwiek sg dziela-
cemi dla tréjkgta ADE, nie moga by¢ za takiez uwazane dla
trojkata ABC; przeto punkta K i L nalezy przenies¢ na bok
BC. Ale jakimze sposobem? Oto poprowadziwszy DC, a
potem z punktéw K i L do niej réwnolegte, te naznaczg na
BC punkta M i N, przez ktére proste dzielgce przechodzic¢
powinny. Tym sposobem nic sie innego rzeczywiscie nie
robi, jak tylko, ze za cze$¢ powierzchni zewnagtrz danego
trojkata lezaca, bierze sie jej rowna wewnatrz bedgca. | tak
przy czesci IDK, bierze sie tréjkat DCM za tréjkgt DCK,
przy czesci KDL, bierze sie znowu trojkat DCN za tréjkat
DCL, co na figurze doktadnie widzie¢ mozna.

§. 152.

Zagadnienie 19. Dany tréjkat podzieli¢ na ilekolwiek
czesci rownych lecz tak, izby proste dzielace wychodzity z pun-
ktu wewnatrz trojkata lezacego.

Rozwigzanie. Niechby potrzeba tréjkat ABC jig. 169
podzieli¢ np. na siedm czesci réwnych ale tak, zeby proste
dzielgce wychodzity z punktu D lezacego wewnatrz trojkata
ABC. Dla wykonania tego podziatu, zamieniamy tréjkat
ABC na EDF réwny pierwszemu co do powierzchni, a ma-
jacy wierzchotek w punkcie D, z ktérego proste dzielgce
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wychodzi¢ majg,. Podstawe tego ostatniego trojkata dzielimy
na siedm czesci réwnych i prowadzimy proste dzielace, z
ktérych tylko DH, DT, DK i DL, beda rzeczywiscie dzie-
lacemi dla tréjkgta ABC. Aby znale$¢ reszte tychze pro-
stych, punkta G i E przenosimy na bok AB, za pomoca
rownolegtych do AD, do N i B, punkta za§ M i F przeno-
simy na bok BC, za pomocg rownolegtych do DC, do Oi B
jak w poprzedzajgcein zagadnieniu widzieliSmy i tak prze-
niesione punkta taczymy z punktem D, atym sposobem po-
dziat tréjkgta ABC na zadang liczbe czesci bedzie ukonczo-
ny. Kazdy bowiem z tréjkgtow HDI, IDK i KDL jest i
trojkata ABC, bo wszystkie majg réwne podstawy i wyso-
kosci, czworokat zas DHAN roéwna sie trojkgtowa HDG be-
dacemu takze i czescig trojkata ABC i t. d.

Gdyby kierunek byt dany, ktéredy jedna z prostych
dzielgcych koniecznie ma przechodzi¢, natenczas zrobiwszy
podziat jak poprzednio, przesunetoby sie tylko kazdg z czesci
obracajagc je okoto punktu D i w razie potrzeby przenoszac
punkta podziatu na boki AB i BC.

§. 153.

Zagadnienie 20. Dany tréjkat podzieli¢ na ilekolwiek
czesci réicny¢h prostemi do jednego z bokéw tréjkata réwno-
legtemi.

Rozwigzanie. Niech danym trdjkatem bedzie ABC fig.
170, ktéry chcemy podzieli¢ np. na pieé czesci réwnych
prostemi od boku AC réwnolegtemi, tedy dla dokonania te-
go podziatu, jeden z dwéch innych bokéw np. BC dzielimy
na tyle czesci rownych, na ile ma by¢ trojkat podzielony,
jak tu na pie¢ w punktach D, E, F, G. Na boku BC jako
na Srednicy kreslimy potokregu i z punktéw D, E, F, G,
wyprowadzamy prostopadie do BC az do przeciecia sie z
okregiem w punktach d, e, f, g; z punktu B jako ze $rod-
ka kota promieniami Bd, Be, B/, Bg, kreslimy tuki przeci-
najagce BC w punktach d', e', f , g', a nakoniec przez te
ostatnie punkta prowadzimy proste réwnolegte do AC, ktore
podzielg tréjkat dany na czesci zadane.
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Aby dowie$¢ rzetelnosci takiego postepowania, uwazmy,
iz tréjkat -ABCt™-iWiBd', zatem wedtug §. 131 mamy
ABC imBcZ"BC2:IM7 = BC2: Bd!2
a ze BT =BCXBD §. 129,
zatem ABC:mBd'= BC2:BCXBD = BC:BD.
A jako BD = £BC, tak tez mriBd, = JABC.
Podobniez trojkat
ABCitiBe' = BC2: Be"2=BC2: Be2=BC2: BCXBE
=BC:BE. A ze BE — |BC, wiec tez trdjkat reBe' = § ABC.
Ale tréjkat mBcZ'~ £ABC, przeto trapez mnd'e'z=. "ABC.

Zupetnie tym samym sposobem dowiedziemy, ze tréjkat
oBf —ijABC, zas$ tréjkat pBg'—£ABC, skad rownos¢ wszyst-
kich pieciu czesci jest widoczna.

§. 154.

Zagadnienie 21. Dany tréjkat podzieli¢ dwiema pro-
stemi na trzy czesci réwne, ale tak, izby te proste wychodzity
Zz pewnego wewnatrz trojkata lezacego punktu i byly réwno-
legle do dwoch bokéw danego tréjkata.

Rozwigzanie. Niech trojkat ABC fig. 171 bedzie dany
do podzielenia na trzy czesci réwne, ale tak, izby dwie pro-
ste dzielgce, wychodzity z wyznaczy¢ sie majgcego punktu
D i byly roéwnolegte do bokéw AB i BC. Na ten koniec
dla wyznaczenia punktu D robimy nastepujace wykreslenie:
podstawe AC dzielimy na dwie réwne czesSci w punkcie E
i prowadzimy prosta BE; a podzieliwszy AE lub EC na trzy
rowne czesci, na tejze prostej np. na AE, wykresla sie pot-
okregu, a jezeli EF= \AE, tedy z punktu F wyprowadza si¢
prostopadta do AE az do przeciecia sie z okregiem w pun-
kcie G, potém z punktu E jako ze $rodka kola promieniem
=EG kresli sie tuk przecinajagcy AE w punkcie H; przez
punkt H prowadzi sie réwnolegta do AB a ta naznaczy na
BE punkt D szukany, z ktérego proste dzielgce wychodzi¢
majg. Gdyby sie podobnez wykreslenie robito na EC, przy-
SlibySmy do tegoz samego punktu D, zatem poprowadziwszy
przez punkt D réwnolegtg do BC az do przeciecia sie z AC
w punkcie I, proste DH i 1)1 podzielg trdjkat wedtug zada-
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nia; pozostaje tylko dowies¢, ze tak jest w istocie, t. j. ze
tak trojkat HDI jako tez i kazdy z trapezéw ABDH i BCID
jest trzecig czesScig trojkata ABC. Ze trojkat HDE jest row-
ny gAEB, jako t6z trojkat EDI — "BEC, jest jasng rzecza
Zz poprzedzajgcego zagadnienia. A ze AEB = ~ABC jako
tez BEC=£ABC, wiec HDE = "ABC, a EDI —"ABC, a
nastepnie trojkat HDI = HDE -f- EDI = gABC ~ ~ABC.
Kiedy HDE — "ABC a ABEr=,JABC, wiec trapez

ABDH zz "ABC — "ABC = |ABC ~ "ABC, a zatem i tra-
pez BCID — $ABC, co nalezato dowies¢.

§. 155.

Zagadnienie 22. Dany tréjkat prostokatny podzieli¢
na dwie czesci rowne prostg prostopadlta do przeciwprosto-
katni.

Rozwigzanie. Niech danym tréjkagtem do podzielenia
bedzie ABC jig. 172 prostokatny przy A; diuzszy bok AC
przylegty katowi prostemu przedtuzmy w kierunku AC i na
przedtuzeniu wezmy CD — \AC. Na prostej AD wykresimy
poétokregu i z punktu C wyprowadzmy prostopadta do S$re-
dnicy AD az do przeciecia sie z okregiem w punkcie E,
z punktu C jako ze $rodka kota promieniem =C E zakresl-
my tuk przecinajacy przeciwprostokatnia BC w punkcie F,
a nareszcie z punktu F wyprowadzmy do BC prostopadtg
FG, ktéra podzieli trojkat ABC na dwie réwne czesci. Na
dowiedzenie tego dos$¢ okazaé, ze trojkat FGC jest rr*ABC.
Jakoz trojkat ABC==>GFC bo sa réwnokatne, wiec
ABC:GFC=AC2:FC2AC2CE2= AC2ACXCD=AC:CD.
Ale jako CD rz JAC z wykreSlenia, tak tez GFC ~ABC,
co nalezato dowiesc.

Uwaga. Gdyby dany tréjkat byt réwnoramienny t j.
gdyby byto AB zr AC, natenczas prostopadta z wierzchotka
kata prostego na przeciwprostokatnig spuszczona, podzielita-
by tréjkat dany na dwie réwne czesci.

§. 156.

Co do czworokgtéw. Tu takze moze zachodzi¢ waru-

nek, izby proste dzielgce wychodzity albo zjednego z wierz-
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chotkéw katéw, albo z punktu lezgcego na jednym z bokéw
lub z punktu wewngtrz bedacego. W kazdym przypadku
zamieniamy naprzéd czworokat na tréjkat réwny mu co do
powierzchni wedtug 8. 142, potem ten tréjkat na inny maja-
cy swoj wierzchotek w punkcie, z ktérego proste dzielgce
wychodzi¢ maja, dalej, uskuteczniamy podziat na tym ostat-
nim tréjkacie, a nareszcie proste dzielagce wychodzace za
czworokat, przenosimy wedtug §. 151 na boki czworokata.
Wezmy pare zagadnien.

Zagadnienie 23. Dany czworokat podzieli¢ na piec
czesci rownych tak, zeby proste dzielace wychodzily zjednego
z jego wierzchotkéw katow.

Rozwigzanie. Jezeli danym do podzielenia na piec¢
czesci réownych jest czworokat ABCD jig. 173, tedy ten za-
mieniamy na trojkat ABE réwny mu co do powierzchni;
podstawe jego AE dzielimy na pie¢ czesci réwnych i pro-
wadzimy proste BE, BG, Bil i Bl. Poniewaz proste BH i
Bl wychodza zewnatrz czworokata, przenosimy punkta H i
I, za pomoca réwnolegtych do BD, na bok CD do punktéw
K i L, a nareszcie prowadzimy proste BK i BL, przez co
czworokat zostanie podzielonym na pie¢ czesci réwnych.
Dowdd, ze te czesSci miedzy sobag sg réwne i ze kazda jest
— £ABCD jest nader tatwy i dlatego tu takowy pomijam.

W innych przypadkach postepowanie jest zupetnie toz
samo, dlaczego nie zatrzymujgc sie nad niemi wezmy jeszcze

§. 157.

Zagadnienie 24. Dany trapez podzieli¢ prostemi row-
noleglemi od jego bokéw réwnoleglych na ilekolwiek czesci
réwnych.

Rozwigzanie. Niech bedzie trapez ABCD jig. 174 do
podzielenia na cztery np. czesci prostemi od AB roéwnole-
glemu Na wiekszym z dwéch rownolegtych bokéw AB wy-
kreslmy potokregu, potem z pnnktu D poprowadzmy DE
rownoleglta do BC, dal6j z punktu B jako ze $rodka kota
promieniem BE zakre$lmy tuk EF czyli przeniesmy BE za
cieciwe BF i z punktu F spusémy do AB prostopadia FG.
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Podzieliwszy teraz prostg AG na tyle czeSci réwnych, na ile
trapez dzieli¢ chcemy, jak tu na cztory czesci, w punktach
H, I, K, z tych punktéw wyprowadzmy prostopadle do AB
az do przeciecia sie z okregiem w punktach L, M, N, a
z punktu B jako ze $rodka kota promieniami BL, BM, BN za-
kreslmy 4tuki przecinajgce AB w punktach I, m, n; naresz-
cie z tych punktéw prowadzac réwnolegte do BC, te nazna-
czg na AD punkta I' m n, przez ktore proste dzielgce
I'l", mm" i nn" przechodzi¢ majg. Te rzeczywiscie popro-
wadziwszy réwnolegle do AB, uskutecznimy zgdany po-
dziat trapezu. Ze tak jest w istocie, nastepnie dowodzimy.
Przedtuzywszy boki AD i BC az do ich przeciecia sie z so-
ba w punkcie R, poniewaz tréjkat i'RZ"o~"DRC przeto
Z'RT:DRC =1T 2:CD2= bF :BE2=BL2: BF2
= ABX BH:AB X BG=BH :BG.
Z tej proporcyi wypada rJW—DRC:DRC—BH—BG:BG
czyli DH"C:DRC= GE:BG.
Podobniez, poniewaz tréjkat ARB w*>DRC, zatem
ARB:DRC= AB2:CD2 = AB*:BE2= ABa:BF*
= AB2: ABXBG= AB:BG.
Z tej znowu proporcyi wypada
ARB—DRC:DRC= AB—BG:BG
czyli ABCD:DRC = AG:BG.
tgczac te proporcyja z powyzej otrzymang, wypada
ABCD:DZ7'"C= AG:GE.
A jako GE = JAG, tak tez DZ7"C= JABCD.
Poréwnywajac nastepnie trojkaty mRm" i DRC jako
tez trojkaty ARB i CDR, znajdziemy znowu dwie proporcyje
DwW'C :DRC=GI1:BC, tudziez ABCD : DRC= AG:BG,
ktore podobniez tgczac z soba, znajdujemy
ABCD :DmW'C=AG:Gl.
A jako G I=fAG, tak t6z byé¢ musi DmWC=]ABCD.
Dalej znajdziemy przez podobnez dowodzenie, Ze trapez
Drin"C—fABCD, a zatem réownos$¢ tych czesc”est widoczna.
Albo tak: majac trapez ABCD fig. 174 do podzielenia
np. na trzy réwne czesci, przedtuzamy jogo boki nieréwno-
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legte az do przeciecia sie z sobg w punkcie R. Na boku
RB jako na $rednicy kreslimy pélokregu, a z punktu R pro-
mieniem RC tuk przecinajacy pélokregu w punkcie E!, z kto-
rego spuszczamy prostopadia E'F' do RB; a podzieliwszy
odlegtos¢ F'B na tyle czesci, na ile trapez dzieli¢ mamy, jak
tu na trzy, z punktéw podziatu G' i ET wyprowadzamy do
RB prostopadte GT i II'K' az do przeciecia sie z okregiem.
Nareszcie z punktu R jako ze $rodka kota promieniami RF
i RK’, kreslimy #tuki, ktére naznaczg na boku trapezu CB
punkta L', M’ przez ktére prowadzone proste L'N' i MP
rownolegte do AB, podzielg trapez na zadang liczbe czeSci
rownych. Dowdd tej prawdy jest zupetnie podobny poprze-
dzajagcemu. Ale zobaczmy takowy chociaz dla jednej czesci.
Tréjkat NRL'DRC”, przeto NNRL"DRC = iS72:RC2
=RT2:RET2=RBXRG"RBXRF'= RG:RF".
Z tej proporcyi mamy NRL'— DRC:DRC=RG'—RF"RF’
czyli N'DCL":DRC= F'GjRF".
Podobniez, tréojkat ARB :DRC “ RB2: RC”
= RB2: RE'2z: RB2: RBXRF'= RB:RF
skad znowu ARB—DRC:DRC= RB—RF"RF’
czyli ABCD:DRC = F'B:RF"
taczac te proporcyjg z powyzsza, znajdziemy
ABCD:N'DCL’'= F'B:F'G".
A ze F'G'= JF'B, wiec tez N'DCL'— ~ABCD.

Poniewaz dzielenie figur, szczegdlniej wr zastésowaniu
jest przedmiotem bardzo waznym, dla tego spodziewam sig,
ze bede usprawiedliwiony, iz odstgpiwszy od ciggu prawd
geometrycznych, przytoczylem dos$¢ znaczng liczbe w tym
przedmiocie zagadnien.
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ROZDZIAL VIII.

Poréwnanie linii koloicej jako tez powierzchni kota, z figu-
rami prostokreslnemi, a nastepnie wyprowadzenie stésunku
okregu kota do srednicy i powierzchni kola

8. 158.

Poniewaz do poznania kazdej prawdy przychodzimy je-
dynie droga poréwnania, poréwnanie za$ zachodzi¢ tylko
moze pomiedzy przedmiotami jednejze natury, zdawaloby sie
wiec, ze pomiedzy linijg tamang, jaka jest obwod wielokata,
a krzywg kotowg czyli okregiem kota, dwiema tak od sie-
bie réznemi linijami, zadne poréwnanie miejsca mieé¢ nie
moze. Atoli z paragraféw o wpisywaniu w koto i opisywa-
niu wielokatéow na kole, tatwo sie przekonaé, ze wpisawszy
np. kwadrat lub szesSciokat w koto i podwajajac ciagle licz-
be jego bokéw, tamana tinija stanowigca obwdd wielokgta
bez kornica zbliza sie do okregu kota; a skoro rzeczone po-
dwajanie liczby bokéw posuniemy bardzo daleko, cieciwy
wyrazajace boki tegoz wielokgta, zmieszajg sie w koncu z li-
nija kotowg tak, ze obwodd wielokgta i okrag kota prawie
za jedno i toz samo wzigé¢ mozna. Moéwimy tu prawie,
gdyz ze wstepu wiadomo, iz najmniejsza czgstka krzywej,
uwazajac Scisle, prostg by¢ nie moze. Wiemy podobniez, ze
opisawszy jakikolwiek wielokat na kole np. takze szescio-
kat, mozna réwniez ciagle podwaja¢ liczbe bokéw i ze przez
takie podwajanie, obwdd wielokgta opisanego zbliza sie takze
bez konca do okregu kota, ale sie nigdy sta¢ nim nie moze.
A kiedy tylko wielokaty foremne moga by¢ wpisane i na
kole opisane, przeto stad wypada, ze tylko z takiemi wielo-
katami i to o bardzo wielkiej liczbie bokéw poréwnaé moz-
na okrag kota.

Mate zastanowienie sie, a nawet samo spojrzenie na
dwa wielokaty, o jednakowodj liczbie bokéw, jeden wpisany
a drugi na témze samem kole opisany, nasuwa nam te praw-
de, ze obwdd wpisanego koniecznie jest mniejszy od okregu
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kota jako rzecz objeta od obejmujacej, obwdd za$ opisanego
wielokata, wiekszy niz tenze okrag, jako rzecz obejmujgca
od objetej; ze rowniez powierzchnia wielokgta wpisanego jest
mniejsza, powierzchnia za$ wielokgta opisanego jest wiekszg
od powierzchni kota dla tejze samej przyczyny. A ze jak
wyzej powiedzieliSmy, przez ciagte podwajanie liczby bokéw
tak jednegojako idrugiego wielokagta, obwody ich zblizajg sie
nieskonczenie do okregu kota, ktérym jednak zaden z nich sta¢
sie nie moze, zatem okrag kota uwaza¢ mozna i rzeczywi-
écie uwaza sie jako granica, do ktorej sie ciggle zbliza tak
obwod wielokgta wpisanego jako tez i opisanego. RoOwniez
powierzchnia kota jest granica powierzchni wielokgtow wpi-
sanego i opisanego. Tych granic nigdy dosiegna¢ a tym
bardziej przestgpi¢ nie moga. Z tego bardzo tatwo pojaé,
ze gdybysmy znali obwody dwoéch wielokgtéw, wpisanego i
opisanego o bardzo wielkiej liczbie bokéw, poniewaz same
te obwody nie wieleby sie miedzy sobg réznity, bo kazdy
z nich zblizyt sie tak do swej granicy, ze jej prawie dosia-
gnat, srodkujacy obwod kota tym mniejby sie réznit od je-
dnego z obwodéw, ze zatem albo jeden z obwodéw wielo-
katoéw albo lepiej ilo$¢ posrednia pomiedzy temi obwodami
wyraza¢ moze w wielkiem przyblizeniu okrag kota. Obra-
chowawszy za$ powierzchnie dwoch rzeczonych wielokatéw,
powierzchnia kota S$rodkowac¢ bedzie miedzy niemi i podo-
bniez w przyblizeniu, ale, jak zobaczymy, w przyblizeniu
do prawdy takiem jak chcemy, otrzymana by¢é moze. Jak
stosownie do tych uwag przyjdziemy do wymierzenia tak
dtugosci linii kotowej jako tez i powierzchni kola, zobaczy-
my z nastepujgcych zagadnien, ktére sa tylko prostem za-
stosowaniem dotgd nabytych wiadomosci.
§. 159.

Z 8. 67 wiemy, ze obwody dwodch wielokatéw podob-
nych majg sie do siebie jak ktérekolwiek ich boki odpowia-
dajgce albo jak proste jakkolwiek, byle jednymze sposobem
w obu wielokgtach poprowadzone, tudziez z §. 124 wiado-
mo, ze powierzchnia wielokata foremnego, réwna sie iloczy-
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wielokgta na ktorykolwiek bok spuszczonej; wedtug zas 8.
125 wniosek, powierzchnie takichze wielokgtéw majg sie jak
kwadraty z bokéw odpowiadajgcych lub prostych jednakowo
poprowadzonych. Uwazajgc teraz dwa wielokaty o jednako-
wej liczbie bokéw, jeden wpisany a drugi opisany na je-
dnemze kole, a ktére wedtug §. 104 sg koniecznie foremne,
wismy ze prostopadta spuszczona ze $rodkn wielokata, a za-
tem i ze Srodka kola na bok wielokata wpisanego, jest za-
razem promieniem kota w tenze wuelokat wpisanego, prosto-
padta za$ z rzeczonego $rodka na bok wielokata opisanego
spuszczona, jest takze promieniem tegoz kota, ktore tez uwa-
za¢ mozna jako koto wpisane w wielokat opisany. W ta-
kim razie przytoczone prawdy wyrazimy nastepujacym spo-
sobem :

Obwody dwich wielokatow foremnych o jednakowej
liczbie bokéw majq sie do siebie w stosunku promieni koét w
tez wielokaty wpisanych.

Powierzchnia wielokgta foremnego réwna sie iloczynowi
Z jego obwodu przez potowe promienia kota wpisanego w ten-
ze wielokat.

Powierzchnie dwich wielokgtéw foremnych ojednakowej
liczbie bokéw, maja sie w stosunku kwadratéw z promieni kot
w tez wielokaty wpisanych.

Dwie te prostopadte albo raczéj promienie oznacza¢ be-
dziemy w ciggu tego rozdziatu przez r i R tak, ze r wyra-
za promienn kola wpisanego za$ R opisanego na wielokgcie.
Pierwszy promien prawie u wszystkich autoréw nosi dotad
grecka nazwe apothema albo promien mniejszy, drugi za$ zo-
wig promieniem wiekszym.

§. 160.

Zagadnienie 1. Znajac bok icielokgta wpisanego w koto
i promien tegoz kola, znales¢ powierzchnig wielokata.

Rozwigzanie. Niech wiadomym bokiem wielokgta wpi-
sanego bedzie AB = a, tudziez wiadomym promieniem kota
SA=R fig. 175, ze Srodka kola S spusciwszy prostopadig



193

SC.do AB, jezeli liczbe bokéw wielokagta oznaczymy ogélnie
przez n, bedziejego obwdéd — na, jego za$ powioérzchnia, kto-
ra przez p oznaczmy, wedtug §. wyzej przywiedzionego, jest
p ~naX. jSC rrnaX *r
Ale w tréojkacie ASC prostokgtnym przy C jest
SC'= AS2— (jAB)2 czyli r2= R2—<a?

- V4Ra_a a
skad r — VII2—Ja2— ———--=--Te waznoé¢ potozywszy
w powyzszem wyrazeniu powierzchni wielokata, znajdziemy
nas 4R2— a2
P = - 4o '
8= 161.

Zagadnienie 2. Z wiadomego boku wielokgta wpisa-
nego, znale$¢ bok wielokgta takie wpisanego dwa razy wiecej
bokéw niz pierwszy majacego.

Rozwigzanie. Niech znowu AB —a bedzie wiadomym
bokiem wielokgta wpisanego jig. 175; ze S$rodka kota spu-
sciwszy prostopadta SC na AB i te przedtuzywszy az do
okregu w punkcie D i polgczywszy punkt D z B lub A,
bedzie BD bokiem wielokgta wpisanego dwa razy wiecej bo-
kéw majgcego niz pierwszy, ktéry znale$¢ potrzeba. Poto-
zywszy, jak w poprzedzajgcem zagadnieniu AS := R, SC=r
a BD ~ a, mamy w trojkacie CAD prostokagtnym przy C
a,2— "a2-]-CD2 Lecz poniewaz CD —SD—SC=R —r
skagd CD' —R2— 2Rr-j-r2 przeto a,2—"a2-j- R2— 2Ri—\-r2
Ale z poprzedzajgcego zagadnienia jest r2= R2— £a2 za$

V4R2—a
r — T zatém wiozywszy te waznoéci wostatnie wyraze-
A o A V4R »-
nie, znajdziemy a,2—"a2-j-R2— 2R -—-- T (-R2- -ja2

= 2R2— RV4R2— a- anastepnie a,=\J2R2— RV4R-— aK

Uzywajac tu wzoru §. 77 Arytm. na wycigganie pier-
wiastka kwadratowego z ilosci czeScia wymiernej a czescig
niewymiernej, znajdziemy jeszcze:

13
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@=Vr(r+!1)-Viur- n
Chcac przeciwnie wyrazi¢ a przez «,, przy pomocy
dziatan arytmetycznych znajdzieiny a==y”~/4R-— 0,2

tak np. szukajac boku trojkata wpisanego z boku szesScio-
kata wpisanego, poniewaz ax= R, znajdziemy zaraz a =:R\/3.
§= 162.

Zagadnienie 3. Z toiadomego boku wielokgta wpisa-
nego w kolo i promienia tegoz kota, znalez¢ bok wielokata opi-
sanego na tenwe kole a podobnego pierwszemu.

Rozwigzanie. Niech danym bokiem bedzie AB—a
fig. 175; zc Srodka S spusciwszy do AB prostopadtg i te
przedtuzywszy az do przeciecia sie z okregiem w punkcie
D, tudziez potozywszy jak poprzednio SA=R, SC~ r i
przez punkt D poprowadziwszy styczng az do przeciecia sie
z przedtuzonemi promieniami SA i SB w punktach A' i B’,
bedzie A'B' bokiem wielokgta opisanego podobnego wielo-
katowi ktérego bok dany. Poniewaz AC réwnolegta od A'D,
przeto A'D: AC ~ SD:SC, czyli A'D:J« —R:r

skqd AD=*""-= = Az7e r~-—-—---22

zatbm AN zi.., - — :, a nastepnie, potozywszy bok opisa-
V4R2— a9

nego .wielokata A'B' rr A, poniewaz 2A'D=:A'B' bedzie
2aR «R
V4R-—al VR2—>a9
W niosek. Obwod tego wielokagta bedzie zzzna —

A =

naR
; powierzchnia za$ jego ktérg oznaczmy przez P
VII2 {al
2R waR2 «aR?2
bedzie P X kA -
"Vrjg—j«2 2\[R2— ja2 V4R2—a2
§. 163.

Znalaztszy z wiadomego boku wielokgta wpisanego tak
obwody wielokatéw wpisanego i opisanego, jako tez umie-
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jac znales¢ bok wielokgta wpisanego dwa razy wiecej bo-
kéow majgcego, a nastepnie tak jego obwod jako t6z i po-
wierzchnia, z tego boku szukalibySmy znowu boku wielo-
kata opisanego dwa razy wiecej bokdw niz poprzedzajacy
majgcego, potdm jego obwodu i powierzchni. Co do boku,
waznos$¢ jego znajdziemy z waznosci A kladac tylko «,
w miejsce a, bo R jako promien kola jest niezmiennym.

Oznaczywszy wiec w ogdélnosci przez a, bok wielokata
wpisanego n bokéw majacego, tudziez przez a*, bok wie-
lokgta w toz samo koto wpisanego, lecz dwa razy wiecej
bokéw majacego, a nareszcie przez A, bok wielokata opi-
sanego n bokdw majacego, wedtug poprzedzajacych zagadnien,
jezeli jeszcze potozymy R =1, bedzie:

Otrzymawszy wedtug tych wzoréw boki wielokgtéw tak
wpisanego jaKO i opisanego, mamy tez zaraz ich obwody.
| tak poczynajac rachunek od szesciokgta foremnego w kolo
wpisanego, poniewaz a, — 1, bedzie bok dwunastokata
czyli at. =a 12— Vf— V' — V6 — V2) =0-5176385902
zas Ab= ! ;= 1-1547005383

\VARRRAVACE
a rachujac obwody dalszych wielokatéw, ale tylko na 10
cyfer dziesietnych, znajdziemy:

Liczba Waznos¢ Obwad Obwad

bokéw bokn wielok. wpisan. wielok. wpisanego. wielok. opisan.
6 1-0000000000. .. 6-0000000000 . 6-9282032298
12 ..0-5176385902 .. 6-2116630824. 6-4307872728
24 ..0-2610526410 .. 62652633840 . 6-3195921744
48 ..0-1308063875 .. 6-2787066000 . 6-2921787120
96 ..0-0654382301 .. 6-2820700896 . 6-2854353984
192 ..0-0327234954 .. 6-2829111168. 6-2837519616
384 ..0-0163622953 .. 6-2831213952 . 6-2833317120
768 ..0-0081812160 .. 6-2831738880 . 6-2832264960
1536 . .0-0040906166 . 6-2831870976 . 6-2832003072

13.
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skad naocznie i bez Zadnego innego dowodu widzimy, ze
obwody dwoch wielokgtow o jednakowcj liczbie bokdéw, wpi-
sanego i opisanego, coraz bardzi6j zblizajg sie do siebie i to
tom predzej, im liczba bokéw jest wieksza. Gdybysmy wiec
dziatanie podwajania liczby bokéw obu wielokatéow, posuneli
do nieskonczonosci, co jedynie myslag i rachunkiem usku-
teczni¢ mozemy, wnieslibysmy, iz tez obwody sg sobie w nie-
skonczonosci prawie rowne. A ze okrag kota S$rodkujacy
miedzy temiz obwodami, chociaz nie majgcy ani mogacy miec
spolnej miary z prostg dowolng np. z promieniem lub S$re-
dnicg swoja, jest jednakze zawarty pomiedzy dwie bardzo
siebie bliskie granice, ktoérych stosunek do promienia kota
jest wiadomy, przeto wedtug tego co juz raz na zawsze w §.
53 uwaga powiedzieliSmy, mozna wszystko co sie dowiedzie
o obwodach lub powierzchniach dwéch rzeczonych wieloka-
tow, przenie$¢ bez obawy znacznego btedu, do okregu kota;
tym bowiem sposobem nic innego nie zrobimy, tylko uwazaé
bedziemy okrag kota za wielokat foremny wpisany lub opi-
sany o nieskonczonej liczbie bokéw. Lecz w §. 67 wniosek
dowiedlismy, ze obwody dwdéch wielokgtéw podobnych maja
sie w stosunku dwdch prostych jednakowo w obu wieloka-
tach poprowadzonych, przeto obwody dwoéch wielokgtow fo-
remnych, wpisanego i opisanego, majg sie w stosunku pro-
stopadtych z ich spdlnego $rodka na ktérekolwiek boki spusz-
czonych; te za$ prostopadte sg jak wiemy promieniami kota
wpisanego i opisanego i kiedy obwody tych wielokgtéw zbli
zajg sie bez konca do siebie, zblizajg sie tez takze i te pro-
stopadie bez konca. Te prostopadte nazwaliSmy wyzej E i
r; pierwsza jest promieniem kota opisanego a druga wpisa-
nego; przeto proporcyja O:0— E :r jest prawdziwa. Ale
kiedy O zbliza sie bez konca do o, r zbliza sie takze do E;
w nieskoriczonos$ci wiec mozemy za O potozy¢ okrag kota
z promienia E, ktdry oznaczmy przez C, aza oinny okrag kota
¢ z promienia r, tak ze mie¢ bedziemy proporcyjg takze
prawdziwg C:c“ R:r z ktérej czytamy, ze dv;a okregi kot
réznych promieni, majg sie do siebiew stosunku tychze promieni.
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Podzieliwszy piérwszy stosunek przez n gdzie n wy-

C
raza liczbe catkowita, bedzie —: . R:r—2R:2r= S:s
n n

C.c
oznaczajac przez S i s $rednice kot Poniewaz - i- wy-

razaja pewne czesci okregow koét, a takie czesci nazwalismy
lukami i te luki sg podobne t j. sg miarami katéow réwnych,
przeto z ostatniej proporcyi czytamy takze, iz luki mierzgce
katy réwne majq sie do siebie jak promienie lub jak Srednice
kot do ktérych luki naleza.

W proporcyi C : R= c¢ :r rozmnozywszy nastepniki
przez 2 i potozywszy 2R= S, 2r —s, gdzie S i s znacza
Srednice tychze kot, bedzie

C:S=o¢c¢c:s
Oznaczywszy przez C, C', C", C "'".oieeeiiins okregi kot
réoznych promieni, za$ przez S, S', S”, S, .... Srednice
tychze koét, tedy na tejze samej zasadzie mamy:
cC:S=C':s8'=C":8"= C":8"= it d

skad sie pokazuje, ze stosunek okregu do swej S$rednicy, jest
stosunkiem statym i niezmiennym; dosy¢ wiec znale$¢ sto-
sunek jednego okregu do swoéj Srednicy. Ten stosunek w ca-
tym obszarze Matematyki oznacza sie przez n tak, ze C:S~ z&
albo C : 2r zzn, znaczac przez r promien kota C; skad
C — 2nr to jest ze okrag kola réwna sie zawsze iloczynowi
z owego statego stosunku przez S$rednice lub przez podwadjny
promien. Skoro wiec znany jest promien kota, juz tern samem
znany bedzie i okrag kota, jezeli staly stosunek n znajdziemy.

; - ; . . c . .
A ostatniego zréwnania wypada tez r— EI:U' znajac okrag

kota i stosunek n, znamy tez i promien tegoz kota.

W niosek. W 8. 124 dowiodto sie, ze powierzchnia
wielokgta foremnego réwna sie iloczynowi z jego obwodu
przez potowe prostopadidj ze Srodka wielokgta na bok spu-
szczonej; jezeli wiec uwazaé¢ bedziemy wielokat o nieskon-
czonej liczbie bokéw, obwod jego przechodzi wedtug powyz-
szego na okrag, prostopadta na promien tegoz kota, a po-
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wierzchnia wielokgta na powierzchnie kota, przeto w zréwnaniu
P —0OX 63 w przywiedzionym §. otrzymanym, potozywszy
C w miejsce O, a K w miejsce P, oznaczajgc przez K po-
wierzchnie kota, bedzie tez P = C X i "t j. powierzchnia
kota réwna sie iloczynowi z jego okregu przez potowe promienia.
Potozywszy tu wyzej znaleziong waznos¢ na C, otrzymamy
Is. izr 2nr \rz'z nr~
czyli, ze powierzchnia kota réwna sie wyzej wspomnionemu
stosunkowi statlemu okregu kola do S$rednicy rozmnozonemu
przez kwadrat z promienia.
Uwazaé¢ tu potrzeba, ze w dwoch wyrazeniach C= 2nr
i K= nr2dwie ilosci C i K sg liczbami oderwanemi wy-
razajacemu stésunek, pierwsza do jednostki linijowej a druga
do jednostki powierzchni. Pierwsza wiec wyraza liczbe jedno-
stek takich w jakich promien r jest dany, druga za$ wyraza
liczbe kwadratéw wystawionych a takiejze jednostce. Ozna-
czywszy przez K' powierzchnie innego kola a jego promien
przez r‘, bedzie tez K' = jrr'2
zatem K:K'= nrl:nr2=r":
Rozmnozywszy drugi sésunek przez 4 i piszac ostatnig pro-
porcyja nastepnie K :K'= (2r)2:(2r)2 tudziez ktadac 2r~s
2r — § gdzie s i § wyrazajg $rednice két, otrzymamy
K :K'—s2: 82t j. powierzchnie dwiéch k&t majg sie do
siebie w stésunlcu kwadratéw z ich promieni, albo kwadratéio
z ich S$rednic.

Ze zréwnania K = t2wypada takze r=z\J skad sie

pokazuje, ze znajac promien i stdsunek n, znajdzie sie po-
wierzchnie kota; znajac za$ powierzchnie kola, znajdzie sie
jego promien. Caty wiec rachunek tak okregu kota jako tez
i powierzchni jego, zalezy jak widzimy od poznania stosunku
N\ zatrudnijmy sie przeto obrachowaniem tej liczby statej.
§. 164.

Na obrachowanie stosunku okregu kota do S$rednicy

jest kilka elementarnych sposobéw, nie méwigc o sposobach
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na wyzszej Geometryi opartych. Nim przystapimy do jego
obrachowania, zobaczmy, w jakich on sie granicach znajduje.

Obwod szescioltgta wpisanego jest — fi/' z powodu, ze
bok tego szesciokgta jest réwny promieniowi. Opisawszy na
temze kole kwadrat, bok jego jest réwny $rednicy czyli 2r
a zatem obwdd jego = 8r. A ze okrag kota jest zawsze wiek-
szy niz obwdd szesciokata wpisanego a mniejszy niz obwdéd
kwadratu opisanego, przeto oznaczywszy okrag kota jak wyzej

przez C, jest C > 6r jako tez C 8r.
Podzieliwszy dwie te nieréwnosci kazda przez 2r mamy
C C
2,. > 3jako 2r < 4
C
Ale 2, = n wieclhr> 3 . N 4

lezy wiec stosunck o ktérym mowa miedzy dwiema catko-
witemi liczbami 3 i 4. Jest za$ liczbg niewymierng z po-
wodu, ze wyraza stésunek linii krzywej t.j. kotowej do pro-
stej t. j. do S$rednicy, a dwie takie linije zadnego stosunku
miedzy sobg mieé¢ nie moga, jako dwie ilosci catkiem od
siebie rozne; rachujgc go przeto wychodzimy z tej zasady, ze
krzywa kotowa jest wielokatem o nieskonczonej liczbie bo-
koéw nieskoniczenie matych. Takie boki nieskohczenie matle
zwykli Geometrowie nazywaé elementami linii kotowej. Jak
wiec tylko w nieskonczonosci uwazaé mozemy okrag kota
za wielokat foremny z nieskoniczenie matych bokéw ziozony,
tak tez tylko w przypadku tym znale$¢ mozemy stdsunek
okregu kota do Srednicy. A jako okrag kota czyli granica
wielokgtéw wpisanego i opisanego nigdy przejs¢ zupetnie nie
moze na wielokat, a wszelako zblizy¢ sie do niego moze
z taka doktadnoscig jak chcemy, tak tez i stésunek tegoz
okregu do $rednicy w zaden sposob zupeinie doktadnie otrzy-
manym by¢ nie moze; pomimo to jednak doktadnos¢ te tak
daleko posung¢ mozna, iz rzeczony stésunek mniej sie od
zupetnie doktadnego rézni¢ bedzie, niz wszelka ilo$¢ nazna-
czona jakkolwiek mata; a to jest jak wiemy cechg nie wy-
mierposci.
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Obrachowanie stésunku okregu kola do $rednicy czyli n.
§. 165.

Pierwszy sposéb. Wedtug §. 163 obrachowawszy obwody
wielokgtéw wpisanych lub opisanych, ktérych liczba bokéw
powieksza sie nastepnie dwa razy, wychodzac od pewnego wie-
lokata, ktéry umiemy wpisaé¢ w koto i ktéregoby bok byt znany,
tudziez ktadac promien kotacz: 1, otrzymamy szereg cbwodéw
wielokatoéw, z ktérych kazdy nastepny bedzie blizszym okregu
kota a jego stosunek do $rednicy bedzie takze znany. Wzigw-
szy potém jeden ktoérykolwiek z obwodéw wielokata za okrag
kota, otrzymamy jego stosunek do $rednicy tom wiecej do
prawdziwego zblizony, im dalszych wielokgtéw obwody brac
bedziemy. Tak tedy z przywiedzionego 8§, gdzie wyszliSmy
od szeséciokata, biorgc obwdd 12stokagta za okrag kola mieli-
by$my, stosownie do zréwnania n — C : 2r,

« = 6-216630824 : 2 = 3-108315412 : 1
Z nastepnych wielokatéw znajdziemy podobniez:
7= 6-2652633840 :2 = 3-1326316920 :
A= 6-2787066000 :2 3-1393533000 :
7= 6-2820700896 :2 = 3-1410350448 :
« = 6-2829111168 2 = 3-1414555584 :
7= 6-2831213952 2 3-1415606976 :
* = 6-2831738880 2 31415869440 :
7= 6-2831870976 2 = 3-1415935488 :
Z obwodéw za$ wielokgatéw opisanych znajdziemy:
« = 6-4307872728 2= 3-2153936364 : 1
n= 6-3195921744 2 = 31597960872 : 1
* = 62921787120 2= 3-1460893560 : 1
s = 6-2854353984 2= 31427176992 : 1
1
1
1

[ e

n= 6-2837519616 :2 = 3-1418759808 :
* — 6-2833317120 2 = 3-1416658560 :
* = 6-2832264960 2 = 3-1416132480 :
= 6-2832003072 :2 r= 3-1416001536 :1
Uwazajac wiec obwdd wielokgta wpisanego majgcego 1536
bokéw za okrag kota, mie¢ bedziemy szukany stosunek

a = 3-1415935488.

«

A



201

Jezeli zas obwod takiegoz wielokata opisanego uwazaé be-
dziemy za okrag kota, na ten czas otrzymamy
* = 3-1416001536.
Widzimy tu wyraznie jak stosunek, * z nastepndm podwaja-
niem bokéw zbliza sie ciagle do pewnej granicy statej i nie-
zmiennej; z dwéch bowiem wielokgtéw wpisanego i opisanego,
stosunek ten przy wielokgtach po 1536 bokéw majacych,
zgadza sie juz prawie w pieciu cyfrach dziesietnych. A gdy
okrag kota, spoina obu wielokgtéw granica, znajduje sie cia-
gle miedzy niemi zawarty, wiec stosunek * jest rzeczywiscie
wiekszy od pierwszego a mniejszy od drugiego czyli
*>3-1415935488 tudziez * < 3-1416001536

mozna wiec za zblizony stosunek okregu kota do Srednicy
wzig$¢ z wszelkg pewnoscig przynajmniej te cyfry, w ktérych
sie obwody dwoch tych wielokgtéw zgadzajg; albo tez do-
ktadniej, jako dla ilosci Srodkujacej miedzy rzeczonemi ob-
wodami, wzigé¢ Srednig arytmetyczng miedzy ostatnicmi wy-
padkami. Tak tedy znajdziemy * rz 3-1415968512
ktory stosunek poréwnany z otrzymanym sposobami jakie
wyzsza Matematyka podaje, zgadza sie z nim w pieciu cy-
frach dziesietnych, ktéra doktadnos$é¢ dla zwyczajnych, nawet
dos¢ delikatnych w praktyce wydarzajacych sie rachunkéw,
jest wystarczajacg. W dalszym wiec ciagu, gdy potrzebowac
bedziemy tego stosunku, przyjmiemy stale * zz 3-14159.

Pierwszy Akciiimedes urodzony w Syrakuzie okoto r.
287 przed Chr. pracujgc nad obrachowaniem kota znalazt,
ze kiedy $rednica zz 1, okrag kota jest mniejszy niz 37g
a wiekszy niz 3£J, jego wiec stésunek okregu kota do S$red-

nicy jest=22 : 7 czyli 3-14......... t.j. w dwdch cyfrach dzie-
sietnych doktadny. Adryjan Metius o0koto 1585 znalazt
tenze stésunek =355 : 113 czyli * = 3-141592 ............ tj.

w szesciu cyfracli dziesietnych doktadny a niezmiernie tatwy
do zatrzymania w pamieci; kazda bowiem z trzech pierw-
szych liczb nieparzystych 1, 3, 5 jest dwa razy powtorzong
113355 i pierwsze trzy cyfry wyrazajg ditugos¢ Srednicy a
ostanie trzy diugosé¢ okregu kota.
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8. 166.

Drugi sposéb . Dowiodto sie w 8. 163, ze powierzchnia
kota K = potozywszy r — 1, bedzie K — n t. j. stosu-
nek okregu kota do $rednicy réwna sie powierzchni kola kto-
rego promien — 1. Szukajgc przeto powierzchni dwéch wie-
lokgtéw wpisanego i opisanego o jednakowdj liczbie bokdw,
W przypuszczeniu ze promien kota jestrr 1, znajdziemy takze
nieco tatwiej stosunek o ktéry chodzi z nastepujgcego za-
gadnienia.

Zagadnienie. Majac dane powierzchnie dwoch wieloka-
tow wpisanego i1 opisanego na kole, o jednakowej liczbie bo-
kéw, znalesé powierzchnie dwdich innych wielokatdio wpisanego
i opisanego na termie samem kole o podwdjnej liczbie bokow.

Rozwigzanie. Niech bedg ab i AB fig. 176 boki dwoch
wielokgtéw wpisanego i opisanego o n liczbie bokdéw, ktérych
powierzchnie sg znane; poprowadziwszy cieciwe bC, tabedzie
bokiem wielokgta wpisanego majacego 2n bokéw. Prowadzac
w punktach ai b styczne az do przeciecia sie¢ z AB w punk-
tach A'i B', bedzie A'B' bokiem wielokata opisanego maja-
cego takze 2« bokéw. Oznaczywszy powierzchnie, dano przez
pi P a szukane przez p'iP', poniewaz powierzchnia wielokata
ktorego bok ab jest

zz n.aSb — 2a.DS6
a wielokata opisanego ktérego bok AB, powierzchnia

rr nASB rr 2mCSB;
tudziez, poniewaz powierzchnia wielokgta ktérego bok Chb,
rowna sie 2«.CS6, a nareszcie powierzchnia wielokgta opisa-
nego, ktérego bok A'B’ réwna sie 2«<.A'SB', albo, z powodu
ze tréjkat CSB'= B'S6 §.43, taz powierzchnia = 2n.CS6B',
przeto mamy

p= 2«.DS6, P= 2/i.CSB, p' = 2w.CS6, P'= 2ra.CSiB'

i wodzimy, ze powierzchnie tych czterech wielokatéw majg
sie w stosunku trzech trdjkatow i czworokata, skoro je po
dwa #taczy¢é bedziemy; dosy¢ wiec znale$¢ stésunek rzeczo-
nych trdjkatow’ i czworokata, a tem samem mie¢ bedziemy
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stosunki powierzchni wielokgtéw, z ktérych rozwigzanie po-
danego zagadnienia wprost wyptywa.

Dwa trojkaty CSB i CS6 majg wysokosci réwne, gdyz
majg wierzchotek w jednymze punkcie C i podstawy na pro-
stej SB, ich wiec powierzchnie sg w stosunku podstaw t. j.

CSB : CS6 = SB : Sh. Lecz SB:S6 :SC :SD
bo CB roéwnolegta do D6, przeto

CSB : CSJ = SC :SD
Dwa trojkaty CS6 i DS6 majg takze wysokosci réwne, majg
sie wiec ich powierzchnie jak podstawy
to jest csO : DS6 = SC : SD
a nastepnie CSB : CS6 = CS6~ DSo
Dotozywszy w miejsce trojkatéw same powierzchnie, kto-
rych sa czesciami, bedzie

P:p~p :pskad p'~ YPp

skad czytamy, Zze powierzchnia wielokgta wpisanego jest
Srednig geometrycznie proporcyjonalng miedzy powierzchnig
wpisanego i opisanego wielokata, dwa razy mniej hokéw ma-
jacych. Tym sposobem jedna cze$¢ zagadnienia rozwigzana.

Aby znalc$¢ P', uwazmy, iz w trojkacie CSB prosta SB'
dzieli kat CSB na dwie rowne czesci, przeto wedtug §. 62

jest BB' : B'C = SB : SC.
Oprocz tego trojkaty B'SB i B'SC majg tez sarne wysoko$c
SC, przeto

B'SB : B'SC= BB':B'C= SB:SC= Sb:SD - SC:SD,
Lecz wyzej znalezliSmy SC : SD — CS6 : DS94, przeto tez
B'SB : B'SC = CS6 : DSO

skad B'SB+ B'SC : B'SC = CS6 + DSo6:DSé
Ale B'SB-fB'SC=CSB zatem CSB :B'SC=CS06-fDS6:DS06,
albo mnozac nastepniki przez 2 i baczac iz 2B'SC=CS6B’,
bedzie CSB : CS6B' = CSi-+DS6 ; 2DSO;
albo kiadac same powierzchnie jako tenze sam stosunek
wzgledem siebie zachowujgce,

2P. p 2P.p

P :P'— V~\~P «2p, astad P’'~
P+P p-+Vpp
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Tak tedy z wiadomych powierzchni p i P, znalezliSmy zadane
powierzchnie p i P'.

Po rozwigzania obecnego zagadnienia, przez nastepne
ciggle podwajanie bokéw wielokatéw wpisanego i opisanego,
W przypuszczeniu ze promiert kota jest = 1, mozemy zna-
le$6 powierzchnie kota, ktéra bedzie zgdanym stosunkiem
okregu kota do s$rednicy czyli n

Najprosciejszy przypadek, jaki sie tu nasuwa jest, gdy
p wyraza powierzchnie kwadratu w koto wpisanego a P po-

wierzchnie kwadratu opisanego; skoro bowiem r — i, naten-
czas p — 2, zas P = 4. Bedzie wiec
242

- 8(1=V2) _ g(v2-1)
2-f2v2 *+V2 1—2

i tym sposobem znalazto sie powierzchnie o$miokatéw wpi-
sanego i opisanego. Wykonawszy naznaczony rachunek,
znajdziemy p' = 2-828427, P '=3-313709. Postepujac tymze
samym sposobem, otrzymamy powierzchnie 16stokgtéow wpi-
2P>"

sanego i opisanego p" ~ YP.y>, P '= Er_rf—pr. czyli

p”= 3-061467, P" = 3-182598 i t. d. az nareszcie przyjdzie-
my do powierzchni wielokgtéw wpisanego i opisanego nie-
skonczenie mato réznigcych sie od siebie; a wtedy wzigwszy
jedne z nich lub dok}adnidj $rednig arytmetyczng miedzy niemi
za powierzchnie kota, ta wedtug na poczatku zrobionej uwagi,
bedzie szukanym stosunkiem okregu kota do $rednicy czyli n
§. 167. =

Trzeci sposéb oparty na wielokgtach roéiunoobicodoioych
(isoperimetra). Tu mamy sposéb czysto geometryczny podany
przez J. Schwab w r. 1813 *) a wytozony i ulatwiony przez
W ith. Matzka profesora w Pradze w czasowém pismie Gru-
NEKTA **). Ten jest nastepujacy. Niech AB bedzie bokiem
wielokata foremnego w koto wpisanego fig. 177, poprowa-
dziwszy do niego prostopadle promien SC, tedy jak wiadomo
promien ten dzieli kat ASB, bok AB i tuk ACB na dwie

v' —V4.2 ~ 2V2, P"

*) Eleinens de Geometrie par J. Schwab. Nancy 1813.
**) Archiy der Mathematik und Physik von Gbunebt B. IX. S. 79.
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rowne czesci. Poprowadziwszy cieciwy AC i BC, te beda
miedzy sobg réwne, a poprowadziwszy znowu do nich pro-
stopadle promienie SA' i SB' i ztgczywszy A', B' prostg A'B’,
ta bedzie réwnolegtag do AB i — gAB, przeto A'B' jest bo-
kiem wielokgta foremnego w koto wpisanego dwa razy wiecdj
bokéw niz pierwszy majacego, obwdd za$ jego bedzie réwny
obwodowi pierwszego, ma bowiem wprawdzie dwa razy mniej-
sze boki, lecz za to liczba ich jest dwa razy wieksza. Na-
zwawszy promien kota opisanego na pierwszym wielokacie
t. j. promien SA ~ R, za$ promien kota wpisanego SD—r,
tudziez promien kota opisanego na drugim wielokagcie czyli
SA' —K'a SD’ czyli promien kota wpisanego w tenze wie-

lokat przez , tedy poniewaz CD'=D'D, wigc SD'="~jj~—

bo SD'+ D'C- SC, tudziez SD'—D'C = SD'— DD'=SD.
A ze potozylismy SA = SC — R, SD=r, SD'=r’,
) R +r
wiec r ——g—-
W tréjkacie SA'C prostokgtnym przy A', A'D' jest prosto-
padtg do SC, przeto SC : SA’ —SA' :SD’8. 63
czyli R : R"= R’:r skad R'— VR.r.

Niechze S, s i S', s' oznaczajg S$rednice tychze samych két,
do ktorych promienie R, r i R', r\ nalezag, tedy mnozac
pierwsze z otrzymanych zréwnaﬁ przez 2,
bedzie 2r' — LZ czE/]h s'= S—-)—S
Mnozac podobniez drugie przez 2 bedzie

2R'~ 2\~ = V«ty=Vak2? czyli S'=VSV.
Niechze teraz O wyraza obwod tak pierwszego jako i dru-
giego wielokata, bo te sa sobie rowne, tedy dzielgc obie
strony ostatnich zréwnan przez O, znajdziemy:

S+ s S _ ‘
0wt )
tudziez _ VS.s' \/SA \V
0 0
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z ktérych zréownan widzimy, ze -- jest $rednig arytmety-

czng miedzy — i i, zas  jest srednig geometryczng mie-

dzy i -L, stad rachunek jest nadzwyczajnie tatwy, bo

wychodzac od wielokata, ktérego obwoéd znamy, szuka sie
tylko ciagle $redniej arytmetycznej i Sredniej geometrycznej
miedzy dwiema znanemi liczbami. Takiemi wielokgtami sg
kwadrat albo szesciokat w koto wpisane. WyjdZzmy od sze-
Sciokgta. Poniewaz AB — R zas O ~ 611,

S _ %R

] 6R 3
A zc AD = AR, tudziez z tréjkagta ASD jest r2-f- "R"=R 2

zatem

skad r =T V3,wiecnr.=" = _ = iV3.
Nastepnie znajdziemy: » J-j-~) 12 —
jako tez -p-=Vie — * Vs -hV 3-

Postepujac tak dalej i rachujac na dziesie¢ cyfer dziesiet-
nych doktadnie, znajdziemy:

Liczba bokoéw
wielokata «:0 S:0

6 ... .0-2886751346 . . . 0.3333333333
12 . . . . 0-3110042340 . . . 0.3219752754
24 . . . . 0-3164897547 . . . 0-3192207323
48 . . .. 0-3178552435 . . . 0-3185372563
96 . . . . 0-3181962499 . . . 0-3183667075
192 .. . . 0-3182819787 . . . 03183243387
384 .. . . 0-3183031587 . . . 0-3183121777
768 . . . . 0-3183076682 . . . 0-3183099231

1536 . . . . 0.3183087956 . . . 0-3183093595

Widzimy tu wyraznie, jak $rednia arytmetyczna juz przy
48kacie bardzo sie mato ro6zni od Sredniej geometryczndj i
obesztoby sie juz bez dalszego rachunku, byle tylko trzecig
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cze$¢ roznicy miedzy temi $redniemi odjg¢ od wiekszej albo
§ tejze roznicy doda¢ do mniejszej, otrzymamy bowiem
0-3185372563 — 0-3178552435
3

0-0002273376
o]
zatem -g- = 0-3183109187 albo = 0-3183099187
ktére z ostatniemi Sredniemi w poprzedzajac¢j tabliczce zga-
dzajg sie w pieciu cyfrach dziesietnych. Wzigwszy teraz
w miejsce obwodu wielokata okrag kota, t.j. potozywszy C za O,

bedzie ~ = 0-3184109187 = -L skad « = 3-14158

t. j. w czterech cyfrach dziesietnych doktadnie. Ostatnie
liczby rzeczonej tabliczki dajg takze:
pierwsza n— 3-141603669, druga n — 3-141597852
t. j. prawie w pieciu cyfrach doktadnie czyli blisko tak, jak
z 48miokata otrzymalismy.

Uwaga. Mozna tez byto wprost z wzoréw r’ — —_JZ-—
i R" — \R.r' szuka¢ réznych r i R, poczynajac takze od
wielokata, ktoérego stosunek boku do promienia jest znany
wp. od kwadratu lub szesciokata. Zaczawszy podobnie jak

wyzej od szesSciokata, znajdziemy

r — 0-8660254038 ................ R = 1-0000000000
0-9330127019 ...oeieiiiieeee 0-9659258263
0-9494692641 ......cceeeviiiiiieen. 0-9576621969
09535657305 ....coociiiiiiee 0-9556117686
0-9545887496 .....cocoiviiiieeenne 0-9551001221
0-9548444359 ......cooeciiieies 0-9549722705
0-9549083532 ...ccoiiiiiiieee 0-9549403113
0-9549243322 ................. . . 0-9549323207

it d

Zastanowiwszy sie nad tern, ze R jest promieniem kota opi-
sanego na wielokacie, a r prostopadtg (apothema) ze S$rodka
na bok wielokgta spuszczong, dostrzezemy jak za kazdem
podwojeniem liczby bokéw wielokata, ta prostopadta zbliza
sie ciggle do promienia. Przez to ostatnie postepowanie znaj-
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duje sie naturalnie promiern kota, ktérego okrag jest 6, a

przeto poniewaz N— or bedzie z naszego rachunku Nn— 2—\-/

lub 7 , albo dokiadnie£ n— M — — e
2R 2R -j- 2r R-j-r

2
Wzigwszy za R i r ostatnie liczby co dopiero otrzymane,
znajdziemg n— ?*569-8-5-6-6529: 3*14159.............. j%k wszej.\J
W nowszych czasach posuniono rachunek liczby n az do
530 cyfer dziesietnych *), z ktérych pierwsze 20 sa:
= 3*14159265358979323846.
Czasem bywa i doktadniejszy logarytm tej liczby potrzebny,
przeto g6 tu kiade log. N — 0*497149872694.
Ten atoli rachunek prowadzono nie zadnym z trzech tu wy-
tozonych elementarnych sposobdéw, ale przy pomocy sposo-
béw, jakie wyzsze czesSci Matematyki podaja.
8. 168.

W §. 163 znalezliSmy dla powierzchni kota wyrazenie
K:iz=C X 2r>ktére nam wskazuje, ze taz powierzchnia réwna
sie powierzchni trojkata majacego za podstawe okrag kota,
rozumie sie wyprostousany, a za wysokosé promien tegoz kola;
albo: réwna sie powierzchni prostokata majacego za podstaioe
okrag wyprostoioany a za wysokos$¢ potowe promienia.

Gdybysmy wiec umieli doktadnie znalc$¢ dtugos¢ okregu
kota dla danego promienia, moglibySmy wedtug §. 136 zna-
les¢ kwadrat rownajacy sie powierzchni kota. Lecz dtugosc
krzywej kotowej znalezlismy C - 2nr, ktéra jak widzimy
zalezy od n; w poprzedzajacych za$ §8. przekonalismy sie,

*) Professor Richiter w Elblagu wyrachowat ten stosunek W 333 cy-
frach a Streiitke Dyrektor w Gdansku giedm ostatnich cyfer poprawit
i 63 dalszych doracliowat. Zobacz Archie dir Mittaretik ud Phy-
3ik 80N Grunert XXIII. -ﬂ’fil S 475. Rutherford obrachowat N
w 440 cyfrach, a nareszcie Shanks w 530. Zobacz ,NoLEles AT
les b Mittevatiges- 1. x1v. p. 210 albo ,GIMics" 7. VI p. 3B
23. Marca 18%5.
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ze liczba jr, nigdy z bezwzglednag dokiadnoscig otrzymang by¢
nie moze, dla tego téz ani dtugos$¢ okregu kota ani jego powierz-
chnia z geometryczng dokiadnoscig znalezione by¢ nie moga;
pomimo to jednak, rzeczone ilosci tak bliskie prawdziwych
otrzymane by¢ moga, iz ré6znice miedzy niemi a prawdziwemi
bedg mniejsze niz wielko$¢ naznaczona, jakkolwiek mata.

Znalezienie diugosci okregu kota a w ogoélnosci diu-
gosci kazdej krzywej w jednostkach prostych, nazywa sie
icyprostowaniem krzywej (rectificatio), znalezienie zas powierz-
chni kota, albo kazd¢j figury krzywokreslnej, wyrazongj
w jednostkach powierzchni prostokre$inej, nazywa sie kwa-
drowaniem kota lub innych figur (guadratura), z powodu, Ze
do mierzenia powierzchni wzieliSmy za jednostke kwadrat
na jednostce diugosci wystawiony, i ze szukajgc powierzchni
kota, szukamy rzeczywiscie, ile razy taz powierzchnia jest
wiekszag niz kwadrat jednostkowy.

Wymiary kota, t j. dlugos¢ jego okregu i wielkosé
pota krzywa kotowa ograniczonego, zalezag jak widzieliSmy
jedynie od liczby n czyli od stésunku okregu kola do swej
Srednicy, wiec znalezienie doktadne powierzchni kota, zalezy
od doktadnosci n. A ze, jak to juz wielokrotnie staratem
sie przekona¢, n jest liczbg niewymierng, bo krzywa koto-
wa z prostg (swojg $rednicg) jako catkiem réznéj natury li-
nije, zadnego stésunku, a zatem i spélnej miary mie¢ nie
moga, zatem tak okrag kota jako tez i jego powierzchnia
w zaden sposob z bezwzgledng dokiadnoscig obrachowane
by¢ nie moga.

Pomimo takiej oczywistosci, kwadratura kota zajmowa-
ta wiele nawet niepospolitych gtéw; zrodzita wiele S$miesz-
nosci i zacietych sporéw naukowych; wywotata bardzo wiele
pism i pisemek w tym przedmiocie; a przeszediszy nawet
w pos$miewisko, z powodu, ze nie wszyscy rozumiejac o0 co
tu chodzi, sadzili, iz kwadratura kota zalezy na znalezieniu
kota kwadratowego, skonhczyto sie na tém, ze Geometrowie
francuzcy i angielscy jawszy sie szczerze tej pracy i prze-
konawszy sie dowodnie o niepodobienstwie znalezienia po-

14
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wierzchni prostokreslnej réwnajac¢j sie z matematyczng do-
ktadnoscig powierzchni kota, a przy tom majac na wzgle-
dzie maty i prawie zaden pozytek z tej pracy, przez swoj
organ, Akademija umiejetnosci w Paryzu, ogtosili w r. 1775,
iz zadnego pisma tyczacego sie kwadratury kota Akademija
wiecej nie przyjmuje. Owocem usitowan znalezienia stosun-
ku okregu kota do S$rednicy sa liczne na ten cel podane
wzory lub szeregi, przy pomocy ktérych mozna bez trudnosci
i z takg jak chcemy lub potrzebujemy doktadnoscig obra-
chowa¢ n. Kiedy wiec mozna zawsze mie¢ stosunek okre-
gu kota do $rednicy, a nastepnie okrag i powierzchnig kota
z takg jak chcemy dokladnoscig, na c6z sie przyda prézny
moz6t i suszenie mézgu na sklejenie jakiej$ lepianki pozor-
nie schludnéj a w rzeczy samej brudnej i wiole $miesznosci
majgcej? Zadnemu t6z juz prawdziwie uczonemu nie przyj-
dzie do mysli szuka¢ kwadratury kota, bo podobna manija
zwykta sie tylko rodzi¢ w gltowach ptytkich, ktérym wszyst-
kie nauki zdajg sie do nabycia bardzo tatwe i prawie zad-
nej pracy nie mwymagajace; oddajac sie wiec wszystkim na
raz, dostajg pewnego zawrotu gltowy i goraczki, w Kktorej
wszystko jasno widzac, usituja te swoje marzenia innym zdro-
wym na umys$le narzuci¢, a wszelki op6r z ich strony uwa-
zajg za grubag niewiadomosc lub nieprzenikliwos¢.
8. 169.

Znalaziszy diugosé linii kotowej tudziez powierzchnie
kota, zatrudnijmy sie teraz znalezieniem powierzchni czesci
kota a mianowicie powierzchni wycinka, odcinka i pierscie-
nia kotowego t. j. powierzchni zawartéj miedzy dwoma okre-
gami kot spétsrodkowych.

Twierdzenie. Powierzchnia toycinka kolowego réwna
sie iloczynowi z wyprostowanego luku, ktéry nazwa¢ mozna
podstawa wycinka, przez polowe promienia kota w ktérém
wycinek uwazamy.

Niech bedzie wycinek ASB fig. 178, oznaczywszy jego
powierzchnie przez W, mamy dowie$¢, ze W=ABXjAS.
Rozumiem, ze nie potrzeba dowodzi¢, iz powierzchnia wycin-
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ka jest takgz samag czesScig wzgledem calej powierzchni ko-
fa, jaka jest tuk AB stuzacy mu za podstawe, wzgledem ca-
tego okregu kota, albo tez jaka czescigjest kat ASB wzgle-
dem czterech katéw prostych (4R) przeto proporcyja

W :lvr=AB:C jest prawdziwa,
zatrzymujac z poprzednich 8§. znaczenie C i K. Rozmno-
zywszy drugi stosunek przez iAS, bedzie

W :K= ABXAAS:CX]jAS
Ale poniewaz wedtug §. 163 K CX 5AS, wiec tez
W = ABX iAS, co byto do dowiedzenia.

Z tego wyrazenia powierzchni wycinka kotowego czy-
tamy jeszcze, ze taz powierzchnia réwna sie powierzchni troj-
kata majacego za podstawe tuk AB wyprostowany, a za wy-
sokos¢ promien kota.

Uwaga. Znalaziszy powierzchnie wycinka, skoro po-
prowadzimy cieciwe AB, widzimy wyraznie, ze powiorzchnia
odcinka réwna sie roznicy miedzy wycinkiem a trdjkatem
ASB. Oznaczajac wiec odcinek w ogo6lnosci przez O, bedzie
w kazdym razie 0~W —A ASB.

Wyrazenie powierzchni odcinka zalezace gtéwnie od powierz-
chni trojkata jest rézne wedtug réznosci danych do rachun-
ku. Moze by¢ bowiem daném do obrachowania powierzchni
odcinka, a) promien kota i tuk wyrazony w stopniach;
h) moze by¢ dang diugos$¢ luku wyrazona w linii prostej,
cieciwa i promien; c¢) moze téz by¢ danym kat ASB i cie-
ciwa AB; nareszcie d) moze by¢ daug cieciwa AB i czesé
promienia do cieciwy prostopadtego, zawarta miedzy cieciwg
i tukiem, jak na figurze cze$¢ CD, ktorag pospolicie strzatkg
(sagitta) nazywamy. Jak w kazdym z tych przypadkéw
obrachowa¢ tak powierzchnie wycinka jako tez trojkata, a
nastepnie otrzyma¢ wyrazenie powierzchni odcinka, potrzeb-
ne do tego sg inne wiadomosci, ktére w dalszym ciggu po-

znamy.

14,
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& 170.

Dejinicyja. Dwa wycinki w kotach réznych promieni
nazywaja sie podobne, skoro ich podstawy (tuki) mierzg tez
same lub réwne katy przy Srodku.

Twierdzenie. Powierzchnie dwoch podobnych wycinkow,
maja sie iv stosunku kwadratéw promieni kot do ktorych na-
leza.

Niech beda dwa wycinki ASB i A'SB' jig. 179, piorw-
szy w kole, ktérego promien SA, a drugi w kole z promie-
nia SA' i ktérych podstawy (tuki) AB i A'B’ mierza tenze
sam kat ASB przy spolnym s$rodku S, mamy dowie$é, ze
pierwszy do drugiego jak kwadrat z SA do kwadratu z SA'
czyli oznaczajgc pierwszy przez W a drugi przez ic,
ze W:w = SA2: SA72.

Poniewaz wedtug poprzedzajgcego twierdzenia jest

W = ABXJSA, zas w = A'B'X]|SA',
zatem W :m= ABX,JSA:A'B'XJSA'. Ale z § 163 wia-
domo, ze AB :A'B'—SA:SA', a mnozac poprzedniki przez
SA a nastepniki przez SA’, tudziez pierwszy stosunek przez
\, bedzie ABX JSA:A'B'XjSAjrrSA2: SA*
zatém W:w= SA": SA'2

W niosek. Z proporcyi AB:A'B'~ SA:SA' wyplywa
AB2: A'B'2=S A": SA'2przeto takze W ~w=AB2: A'B'2
t. j. powierzchnie wycinkéw kolowych majg sie do siebie
w stésunku kwadratéw z promieni lub Srednic, jak réwnie
tu stésunku kwadratéw z swych podstaw czyli tukow.

Uwaga 1 Ro6znica dwdch wycinkéw spotsrodkowych
i podobnych, ktérg trapezem kolowym nazywamy, jak na fi-
gurze powierzchnia AA'B'B, zawarta miedzy dwoma lukami
spotsrodkowemi, moze byé takze przez bardzo prosty wzor
wyrazona. Poprowadziwszy bowiem w punktach A i A’
styczne nieograniczonej diugosci, wystawmy sobie tuk AB
rozwiniony na pierwsza styczng t. j. wezmy AC= dtugosci
linijowej tuku AB, a zlgczywszy punkt C z Srodkiem kota
S, prosta ta przecina druga styczng w punkcie C'; dwa troj-
katy ASC i A'S'C' sg podobne, przeto AC:SA =A'C'":SA’



213

czyli AC:A’C'= SA:SA'. A ze AB:A'B'=SA:SA’, wiec
tez AC:A'C'= AB:A'B'. Ale z wykreslenia AC = AB, wiec
tez A'C'=:A'B' t. j. prosta A'C' wyraza dtugos¢ tuku A'B".
Powierzchnia trojkata ASCm ACXjSA:r:powierzchni wycin-
ka ASB; podobniez powierzchnia tréjkgta A'SC’' — A'C'X$SA’
— powierzchni wycinka A'SB', przeto réznica powierzchni troj-
katéw, czyli trapez prostokresiny AA'CC’'~ powierzchni tra-
pezu kotowego AA'B'B. Lecz powierzchnia trapezu

AC IA'C . .
AA'CC = -—— X--=--- XAA’ 8§ 123, zatem powierzchnia tra-

AB+ AB o .
pezu kotowego AA'B'B = --—-- = XAA' t j. rowna sie
iloczynowi z potowy summy dwoch jego podstaw przez roz-

) o ) . ~ AB + AB’

nice promieni. tatwo tez dowies¢, ze -=rA"B"
czyli, ze potowa summy dwoéch rzeczonych podstaw réwna
sie tukowi kota spotsrodkowego a przez srodki AA' i BB' prze-

chodzgcego , tak jak -----—---—---—A"C".

Uwaga 2. Dwa okregi kot spotsrodkowych ograniczajg
pewng czes$¢ powierzchni wiekszego kota, ktéra sie pierscie-
niem (annulus) zowie. Wyrazenie tej powié¢rzchni bardzo ta-
two znale$¢. Jezeli bowiem C i c wyrazajg okregi, It i r
promienie, a K i k powierzchnie tych két, tedy poniewaz
oczywiscie powierzchnia pierscienia réwna sie roéznicy po-
wierzchni obu két, za§ K— CX«B ak-c™”~r, oznaczywszy
powierzchnie pierécienia przez P, bedzie JP=:K—&=£(CR—Cr)
albo réwna sie potowie réznicy dwoch prostokatéw ma-
jacych za wymiary C i R, c i r. Prosciejsze znajdzie-
my wyrazenie tego pierscienia, biorac powierzchnie kot
wyrazone przez n. Gdy bowiem K = #R2, k— nrll zatem
P — T(R2—rD)— #(R-j-r)(R—r) t.j. powierzchnia pierscienia
rowna sie powierzchni prostokgta majacego za dwa wymiary
summe i roznice promieni koét, rozmnozonej przez stosunek
okregu kota do srednicy. Albo jeszcze lepidj : szukajgc do
dwoch prostych R-j-r i R—r $redniej geometrycznie pro-
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porcyjonalndj wedtug §. 99, ktérg oznaczmy przez R', poniewaz
R-{-?-:R'= R'":R—r, skad R'2=(R-|-?")(R—r), przeto po-
wierzchnia pierscienia bedzie JP— rtli™. Lecz #R'2 wyraza
powierzchnie kota, ktérego promien R’, zatem powierzchnia
Ppierscienia rowna sie powierzchni kota, ktérego promien jest
Srednig geometrycznie proporcyjonalng miedzy summg i roz-
nicg promieni kot spéksrodkowych tworzacych pierscien.

Albo: przedtuzywszy promien AS do D i przez punkt
G, w ktérym tenze promien spotyka okrag mniejszego kota,
poprowadziwszy cieciwe wiekszego kota EF styczng do okre-
gu kota mniejszego, poniewaz AG = R-J-r za§ GL)~ R—r,
az§ 90 wiemy ze FG“- AG X GDz: (R-f-r*) (R—n),
wiec FG jest to promien, ktéry wyzej przez R’ oznaczylismy,
cieciwa za$ EF jest $rednicg; przeto powiedzie¢ jeszcze mo-
zemy, ze powierzchnia pierscienia réwna sie powierzchni kola,
ktérego Srednica jest cieciwa wielcszego, poprowadzona stycz-
nie do mniejszego kota.

8 171.

Znalaziszy w 8§. poprzedzajacych stosunek okregu ko-
ta do S$rednicy, czyli co na jedno wychodzi, wyprostowaw-
szy chociaz tylko ~sposobem przyblizonym okrag kota na
tinijg prosta, albo jeszcze wyrazniej, znalaziszy, ze gdy S$re-
dnica jakiego kota jest = 1, okrag jego zamyka takich je-
dnostek 3-14159 . . . albo gdy promien = 1, ze okrag kota
—1n —6-28318 . . . fatwo z twierdzenia, ze okregi kot ma-
ja sie w stosunku promieni lub $rednic, znales¢ okrag kaz-
dego kota; jakze atoli znale$¢ dtugosc jakiegokolwiek +tuku
kota?

Juz w §. 81 widzieliSmy, ze chcac znale$¢ stosunek
dwdch katow albo raczej wielkos¢ jakiego kata, potrzeba tyl-
ko znale$¢ jego stésunek do jednostki katowej t. j. do kata
prostego; a jezeli kat jaki jest wyrazony w stopniach, dosy¢
jest te liczbe stopni podzieli¢ przez 90, aby otrzymac zada-
ny stésunek. Jezeli za$ kat jest wyrazony w stopniach,
minutach i sekundach, wyraza sie naprzéd w sekundach, a
potém dzieli przez 90X60X~0 =324000. A ze wszystko co
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sie powiedziato o kagtach, rozumie sie takze i o tukach be-
dacych ich miarami, przeto chcac znale$¢ diugos¢ tuku, do-
sy¢ jest tenze tuk wyrazony w sekundach podzieli¢ przez
324000, a wypadek bedzie stosunkiem dtugosci tuku do dtu-
gosci ¢wiartki okregu. Tym sposobom wyznaczona diugosé
tuku nazywa sie miarg luku katowa. Mozna sie téz atoli
zapytac, jaka jest diugos$é tuku, gdybysmy go sobie wysta-
wili na linijg prosta, wyprostowany czyli roztoczony? Taka
miare tuku nazywaé¢ bedziemy miarg podtuzna. Widzimy
zatem, ze jak okrag kota ma podwdjna miare t. j. katowa
= 360° i podtuzng — 2nr, tak tez i kazdy tuk, w tej po-
dwojnéj miarze wyrazony byé moze, t. j. odnoszac go albo
do ¢éwiartki okregu, w ktérym razie wyrazimy go w stop-
niach, minutach i sekundach, czyli w miarze katowej, albo
odnoszgc go do promienia czyli szukajac stésunku danego
tuku wyprostowanego do promienia, a wtedy Wyrazimy go
io miarze podtuznej. Z tego dwoistego uwazania tuku, ro-
dzag sie nam dwa zadania nastepujgce:
8= 172.

Zadanie 1. ZNajac liczbe stopni, minut i sekund, czyli zna-
jac miare katowa jakiego tuku kota, znales¢ stosunek jego
dhugosci do promienia, czyli znales¢ jego miare podtuzna.

Zastanowiwszy sie z uwagg nad tern, Zze n jest stosun-
kiem okregu kota do $rednicy, czyli co na jedno wychodzi

7t

stésunkiem pétokregu do promienia, tatwo dostrzezemy, ze

jest stosunkiem c¢wiartki okregu do promienia. To dobrze
pojawszy, jasng jest rzecza, ze chcac znales¢ dtugosc jakie-
go tuku o danej liczbie stopni, w jednostkach promienia,
dosy¢ jest stosunek tegoz tuku do ¢wiartki kota rozmnozyé

przez b Oznaczywszy w ogoélnosci liczbe stopnijaka dany

tuk zamyka przez a, za$ ditugos¢ tuku wyrazonego w jedno-
stkach promienia przez a, tudziez wyraziwszy ¢wiartke okregu
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w sekundach czyli przez 324000, bedzie wediug tego co
powiedziano

n
324000" ¥ ~ 648000

albo oznaczywszy w ogo6lnosci stdsunek danego Iluku do

¢wiartki okregu czyli do 90° przez m, t.j. polozywszy
< 60«__60.60.a
90°~ 5400 324000 — m

bedzie a— m 7 a to jest miarg podtuzng luku.

Zadanie 2. Znajac stésunek wyprostowanego luku do pro-
mienia, czyli znajgc jego miare podtuzna, znalez¢ liczbe stopni
iv tym luku zawartych, czyli jego stésunek do ¢éwiartkiokregu,
albo jeszcze wyrazniej: znalez¢ jego miare katowa.

Z ostatniego zréwnania wypada m ~ a: % co dowodzi,

iz aby znale$¢ stosunek luku do ¢wiartki okregu, potrzeba
dang diugos¢ luku a (t. j. liczbe oderwang zamieniong na

utamek dziesietny), podzieli¢ przez = wyrazone takze w u-

tamku dziesietnym, a otrzymany iloraz obréci¢ wedtug Aryt-
metyki na stopnie, minuty i sekundy.
Kiedy promien kota jest —i, wiemy juz, ze n wyraza

potokregu na linija prostg roztoczonego, zatem ----- wyra-

za¢ bedzie liczbe stopni luku réwnajgcego sie co do swej
jeeteeeeneen e " L, 180.60 , 180.60.60
dtugoéci promiemowi kola. Podobnie tez G =
wyraza¢ beda liczbe minut albo sekund luku réwnajgcego sie
co do swoj ditugosci promieniowi.
Mieé zatem bedziemy promien kota wyrazony w stopniach

o

18
R °= -z 57°.2957795

wyrazony w minutach

180°.60
= 3437'.7467708
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wyrazony za$ w sekundach

R"= 180 -60-60 _ 206264"806247

albo ogélnie R = 57°17'44"-806247.

Uwaga. Dwa wzory a— m. “im—a: ' otrzymalismy
W przypuszczeniu, ze promien kota, do ktdérego tuk nalezy,
jest =1. Jezeli zas promien nie jest jednoscia, czyli jezeli
nie jest r= 1, nalezy pierwszy wypadek rozmnozy¢ przez

r, skad sie otrzyma r albo az=.mr.— \w drugim

zatdbm razie trzeba wypadek podzieli¢ przez r, przez co
) e 7 #
bedzie m =a:— albo m— ~ Zastosowanie tych wzo-

row do liczbowego rachunku zaraz zobaczymy:
8. 173.

Zagadnienie 1. Majgc dany promien lub $rednice,
znale$¢ dhugos¢ okregu kota i jego powierzchnie, i wzajemnie.

Niech dtugo$¢ danego promienia bedzie 600 stop, tedy
z wzoréw C= 2nr i K= nr2
mamy C= 2.600.3 14159=3769-908 stdp,
zas K = 3'14159.6002= 1130972'4 stép kwadratowych.

Niech nawzajem bedzie okrag kota 5400 mil (obwod
rownika ziemskiego), jakiz jest jego promien? (jak daleko
do Srodka ziemi).

Z pierwszego zréwnania mamy

C 5400
7- 2/7=-"28318 = 859'438 miL

Gdyby za$ powierzchnia kota byta — 11 stép kwadratowych,
a pytano sie o promien tegoz kota, tedy z drugiego z przy-
toczonych zréwnan mamy
ri— mu skqé r~ \ylﬂ-

log. r=£(log. 77— log. n) =0-69467.
Temu logarytmowi odpowiada liczha 495 . . . zatem pro-
mien o ktéry chodzi wynosi blisko 5 stép.

albo wedtug Arytmetyki
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§= 174.

Zagadnienie 2. Znale$6 powierzchnie wycinka koto-
wego, ktdérego podstawg jest luk majgcy 60°, promien zas ko-
ta do ktorego nalezy ma 10 stép dhugosci.

Rozwigzanie. Wedtug 8. 169 powierzchnia wycinka
jest W =+ X j»' gdzie £ znaczy podstawe wycinka t. j. tuk
wyprostowany na linijg prostg, stuzacy wycinkowi za podsta-

we. Z 8. 172 uwaga mamy & = mr.— gdzie m znaczy

stosunek miary katowej luku do éwiartki okregu. W naszym
. 60 2 2 n nr
przeto przypadku jest m ~~ =-g-,przeto=-".
A Zze 7t=3'14159, a r=10, wiec £ “ 10472, a nastepnie
powierzchnia wycinka W rr 10-472X5 = 52.36 stép kwadra-
towych. , -
Nawzajem: powierzchnia pewnego wycinka kotowego
rowna sie 52'36 stop kwad/ratowych, a promien kota w kto-
rem sie ten wycinek uwaza, zamyka 10 stop, icielez stopni
ma tuk stuzacy temu wycinkowi za podstawe?
Z wyrazenia powierzchni wycinka W = £ X j1J znaj-

) 2W  104-72 )
dziemy t = - 10 % T10-472. Zas z §. 172, uwaga
b 10-472  3-14159
mamy m = — — = 1-0472X3.14159
2 10
20948 66666
3-14159 '
dtug. tuku £ wyrazonego w stopniach
g g o9 Y g P 0-66666
90
przeto diugos¢ tuku £ w stopniach= 0-66666 . . . .
= 59°999 . . . czyli = 60°.
8. 175.

Zagadnienie 3. Pyta sie kto, jak dtugi jest tuk majacy
10° 15' 36", gdy promien kola do ktorego nalezy jest— 864

stopy?
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Poniewaz dtugos¢ czyli miara podiuzna tuku a~mr. i

gdzie r i nsg znane, przeto nalezy znale$s¢ wprzod m.
W naszym przyktadzie jest

10015'36”  10°26 615'.6 36936” 114 _
m — - = 0114
90u 90° 5400° 324000” 1000
przeto szukana diugos¢ tuku
3-14159 )
a z=0-1 14.864. = 154-717 stop.

Zatozmy sobie jeszcze znales¢ diugosé tuku jednej sekundy
dla promienia r.

Tu widzimy, zc tylko potrzeba obrachowac¢ iloczyn

ten za$ jest = —i— . JL= - «* - = (-00000485.

W ogo6lnosci wiec dla jakiegokolwiek promienia, diugos¢
tuku jednej sekundy jest = 0-00000485.r. Wzigwszy r =
1000000 stop czyli prawie 418 mil, otrzymamy diugos¢ tuku
1 sekundy = 4-85 stop. Wzigwszy za$ diugo$¢ promienia
24000 stop czyli mile, znajdziemy tez dlugos¢ tuku jednej
sekundy = 0-1164 stép. Z powodu takiej matosci tuku je-
dné¢j sekundy, najczesciej w praktycznych rachunkach, nie
wymagajacych wielki¢j scistosci, opuszczajg sie sekundy.
§. 176.

Zagadnienie. 4. Majgac dang dtugos¢ tuku, ciecine i
mpromien, znale$¢ powierzchnie odcinka kotowego.

'Rozwigzanie. Niech tuk AB — a -fig 178, co do swdj
dtugosci bedzie danym, tudziez cieciwa AB — b i promien
SA —r, potrzeba znale$¢ powierzchnie odcinka ACB.

Poniewaz wedtug 8. 169 uwaga powierzchnia odcinka
O = W — AASB, przeto znalaziszy powierzchnie wycinka
ASBC i trdojkata ASB, tym samym mie¢ bedziemy i po-
wierzchnie zgdanego odcinka.
Powierzchnia wycinka W = a X i7 & 169.

W trojkacie ASB z wierzchotka S spusciwszy prosto-
padiag SD na AB, bedzie powierzchnia

AASB - £ABX DS= X DS.
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W tréjkacie DSB prostokatnym przy D jest
PS2—SB3D B & r g—(»5)2= r 2—\b*, przetoPS -V ,-2— \IA
powierzchnia wiec AASB — b V,-2— ~b2 a nereszcie szu-
kana powierzchnia odcinka jest 0 = a X ~r— %Vr2— J/A
W tom wyrazeniu wszystkie ilosci sg znane, a zatem z tatwo-
$cig powierzchnia odcinka wyrachowang by¢é moze.

Jezeli w szczegélnym przypadku cieciwa b jest bokiem
szesciokata w koto wpisanego, tedy poniewaz b~r, bedzie
powierzchnia tréjkagta ASB W2—Jr2 £rV]|r2= £r2\3.

Wedtug 8. 172 a r; mr—Z,czyIi, poniewail/vtym przypadku

m= ?O = 2 skad a= 3 _r,—7t ~ ﬁ_r powierzchnia wy-

cinka bedzie W = ’\O-X przeto nareszcie powierz-

chnia odcinka, ktérego cieciwa rowna sie promieniowi, jest

=% 77 "B ANGT
Lecz ~ = 1-0471975
za$ \ V3 = 0-8660254
wiec -J----- — 0-1811721

a powierzchnia odcinka bedzie 0'~ 0 -090586r2
Powierzchnia kola z promienia r jest Kzz nr2=3-1415927'2
przeto stosunek znalezionego odcinka, majacego za cieciwe
promien, do powierzchni kota jest

O' _ 0-090586r2_ 0-090586_nnoc”

K ~ 3141592r2" 3-141592 —

8= 177.
Zagadnienie 5. Majac dang cieciwe i strzatke, znalezé
powierzchnie odcinka.
Rozwigzanie. Niech na poprzedzajacoj figurze beda
AB = bi PC = s dane, wyrachowa¢ potrzeba powierzchnig
odcinka ACB. Juz wiadomo, ze powierzchnia odcinka jest
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réznica miedzy powierzchnig wycinka i powierzchnig troj-
kata. W obecnem zagadnieniu przekonamy sie, ze z wiado-
mosciami, jakich dotad nabyliSmy, nie jesteSmy go wstanie
rozwigza¢, albowiem tylko powierzchni trojkata znale$¢ mo-
zemy, powierzchni za$ wycinka nie znajdziemy wprzéd, do-
péki nie bedziemy wiedzie¢ miary katow6j luku AB t.j.
dopdki nie znajdziemy ile stopni zamyka luk AB. Ten luk
mierzy kat ASB, przeto na znalezienie liczby stopni w luku
AB, potrzeba umieé¢ znajdowaé¢ kat w trojkacie skoro jego
boki sg dane, czego sie dopiéro w dalszym ciggu nauczymy.

Dla znalezienia powierzchni tréjkata, nastepujacy ra-
chunek odby¢ potrzeba:

Poniewaz AB = b jest znane, potrzeba znale$¢ wyso-
kos¢ DS, a juz tym sposobem mieé¢ bedziemy i powierzchnie.
Lecz jakze znales¢ DS? Widzimy iz DS= SC—CD=r—s,
za$ DS2rr AS2— AD' — r2— £62 skad r2-\-s2— 2rs— r2—\b
albo a2— 2ra= — J 62 astadr = = N 4+ 4*2

2s 8s
ZnelezliSmy tym sposobem promien kota SC,

02 -4- 4s2 b2— 4s2
zatem US=r—s= "N s —

8s
Tak tedy do znalezienia powierzchni tréjkata ASB ma
727_ J.02
my wszystko gotowe i bedzie A ASB = ( %:-—)
S

skoro sie wiec nauczymy znales¢ w trdjkacie ASB kat S,
potrafimy rozwigza¢ i podane zagadnienie.

Z §. 129 wniosek 5. wiemy, ze wykresliwszy na trzech,
bokach tréjkata prostokgtnego trzy wielokgty podobne, po-
wierzchnia wielokata wykreslonego na przeciwprostokatni
réwna sie summie powierzchni dwoch innych wielokgtow;
gdybysmy na tychze trzech bokach jako na s$rednicach wy-
kreslili okregi két, dowiedziemy, ze powierzchnia kota wykre-
$lonego na przeciwprostokatni, réwna sie summie powierzchni
kot wykreslonych na dwéch bokach przylegtych katowi pro-
stemu.
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Jakoz oznaczywszy przez R promien kota, wykreslonego
na przeciwprostokatni, za$ przez r i r' promienie dwdch
innych két, mamy AC = 2R, AB = 2r i BC = 2r fig. 180,
a z przywiedzionego wyzéj §. jest (2R)2— (2r)2-j-(2r)2
albo 4R2— 4r2-j- 4r'2 czyli R2—r2fi-r'2
Mnozac obie strony tego zréwnania przez n
bedzie jiR2= nril-f-nr2 Aze ?rR2 nr2 i nr'2 wyrazajg po-
wierzchnie kot wykreslonych na rzeczonych trzech bokach,
przeto prawdajest, ze i t. d. W ostatniem zréwnaniu mnozac
obie strony przez A bedzie JjrR2= Iv?2f-~r'2t. j. powierz-
chnia poétkola wykreslonego na przeciwprostokatni réwna sie
summie powierzchni dwoéch innych potkoléw.

Po obustronach tego ostatniego zréwnania odjgwszy sum-
me odcinkéw kotowych ABM-(-BCN, pozostanie z piorwszéj
strony tréjkat ABC, a z drugiéj summa powierzchni APBA-j-
BQCB, zatem summa tych ostatnich powierzchni réwna sie
powierzchni tréjkata ABC.

Powierzchnie krzywokresine takie jak APBA i BQCB
ograniczone dwoma lukami két, w jednez strone wklestosci
swoje majacemi zwrocone, znane saw Geometryi pod nazwi-
skiem ksiezycow Hippokratesa, (lunulae Hippocratis), on al-
bowiem pierwszy miatl nauczy¢ znalezienia ich powierzchni
czyli jak sie zwyczajnie méwi ich kwadrowania.

Poniewaz w poprzedzajgcem widzieliSmy, ze tylko dwoch
ksiezycow razem mozna znale$¢ powierzchnie, zachodzi py-
tanie, czyli majac jeden taki ksiezyc mozna takze znales$¢
jego powierzchnie?

Na prostéj AB fig. 181, wykresliwszy okrag kota i po-
prowadziwszy Srednice CD prostopadlg do AB a z jéj konca
D promieniem DA zakresliwszy tuk AEB, otrzymamy ksie-
zyc ACBEA. Szukajmy jego powierzchni.

tuk AEB jest ¢wiartkg okregu, bo kat ADB jest pro-
sty; powierzchnie kot wykreslonych promieniami SA i DA
maja si¢ do siebie jak 1:2, § 129 wniosek 2. Powierzchnia
pétkola ACBA = ~SA2; powierzchnia wycinka

ADBEA = "DA™*,



przeto ACBA :_ADBEA = "SA9: "DA2= 2SA2:DA2.
Lecz SA2:DA2= 1: 2czyli 2SA2:DA*= 2:2=1:1
przeto ACBA : ADBEA ~ 1 : 1 czyli ACBA= ADBEA.
Odjawszy od kazdej z dwobch tych ilosci odcinek AEBA,
pozostanie ACBEA= AADB i tym sposobem powierzchnia
ksiezyca znaleziona jako liczba wymierna; podobne przeto
ksiezyce kwadrowanemi by¢é moga.






CZESC 1.

Stereometryja (Solidometryja).

8 178.

Zwrociwszy nasze uwage na to, co dotad w umiejetnosci
Geometryjg nazwanej zrobiliSmy, dostrzezemy, ze wyszediszy
od najprostszych pojeé¢, mianowicie za$ od pojecia linii pro-
stej i uwazajac naprzéd wielkos¢ dwoch lub wiecej prostych,
potem ich wzajemne wzgledem siebie potozenie i wiasnosci
z tego potozenia wypadajgcych katow, przyszliSmy nareszcie
do figur prostemi na ptaszczyznie ograniczonych, a ktérych
wilasnosci i rozmiary jak réwnie wiasnosci i rozmiary linii ko-
towodj i kota byty dalszym przedmiotem czesci Geometryi Kkto-
ragsmy Planimetryjg nazwali. Ale we wstepie powiedzielismy,
ze miejsce na plaszczyznie, lub przestrzern ze wszech stron
ograniczona, nazywa sie pospolicie figura; widzimy zatem, iz
nam pozostajg figury w przestrzeni uwazane, bo dotad Zzadnej
o nich wzmianki nie uczyniliSmy; nastepnie wiec zatrudnimy
sie figurami w przestrzeni, ktére ogolnie ciatami (solida), a
te cze$¢ Geometryi, Solidometryja albo lepi¢j Stereometryja
nazywamy.

Aby miejsce na ptaszczyznie ograniczy¢, potrzebowalis-
my najmniej trzech prostych §. 15. Chcac przestrzen ogra-
niczy¢, potrzebowa¢ do tego bedziemy plaszczyzn, bo ta nie
da sie ani prostemi ani krzywemi linijami ograniczy¢; wy-
pada wiec mowi¢ naprzéd o ptaszczyznach. A ze w poréwny-
waniu i dochodzeniu wkasnosci figur w przestrzeni czyli ciat
geometrycznych, wypada bardzo czesto prowadzi¢ proste

15
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w rozmaitdom wzgledem plaszczyzn potozeniu, pi'zeto méwiac
0 ptaszczyznach, réwnoczesnie moéwi¢ bedziemy o prostych,
rozne wzgledem ptaszczyzn potozenie majacych; po czem
ogranicza¢ bedziemy ba¢ po czesSci hgé catkiem przestrzen
1 zastanawia¢ sie nad wiasnosciami tak ograniczondj, czyli
raczej mowi¢ bedziemy o cialach geometrycznych.

ROZDZIAL 1.
O plaszczyznie i prostej rozne wzgledem pierteszej potozenie
majacej.
8= 179.

We wstepie powiedzieliSmy, ze plaszczyzna (planum)
jest to taka powierzchnia, na ktérej poprowadziwszy przez
ktorekolwiek dwa tamze obrane punkta prostg, ta catkiem
na niej lezy, t. j, zaden j6j punkt nie znajduje sie za ptasz-
czyzng. To znamie plaszczyzny tak jest samo z siebie jasne,
ze chcac go dowodzi¢, mozebysmy je przyémili; zatem prze-
stajac na tern, co o ptaszczyznie w rzeczonym wstepie po-
wiedziano, uczynimy tylko ten wniosek, Zze prosta majaca z
ptaszczyzng dwa punkta spélne, wszystkie jej punkta leza na
tejze ptaszczyznie. Prosta wiec nie moze hyc 10 czesci na ptasz-
czyznie a w czesci za ptaszczyzng, t. j. nie moze leze¢ na dwich
réznych plaszczyznach.

We wszystkich rysunkach jako t6z i figurach, wystawia¢ bedziemy
na papierze lub tablicy ptaszczyzne przez réwnolegtobok i oznacza¢ dwie-
ma gtoskami najego przekatni potozonemi. Tak atoli narysowang i ograni-
czong plaszczyzne, wystawi¢ sobie nalezy rozszerzong do nieskoriczonosci.
Podzieli ona calg przestrzenn (spatium) na dwie nieograniczone czgsci na-
zwane ddlicai (regiones).

Drugie znamie ptaszczyzny wskazaliSmy we wstepie,
ze trzy punkta nie te jednym kierunku lezace, dokiadnie icy-
znaczajg ptaszczyzne. Znamie to mozemy w nastepujacy Spo-
s6b dowies¢.

Poniewaz przez jedne prostg mozna pomyslio nieskon-
czong liczbe plaszczyzn, tak jak przez punkt na ptaszczyznie
nieskoriczong liczbe prostych, przeto jezeli dane sg trzy
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punkta A, B, C fig. 182 jakkolwiek byle nic w jednym Kkie-
runku w przestrzeni potozone, mozna sobie pomysli¢ jaka-
kolwiek ptaszczyzne przez prostg AB tgczaca dwa ktorekolwiek
z danych punktéw przechodzacg; tym sposobem dwa dane
punkta A i B leze¢ bedg na tejze ptaszczyznie. Wystawiwszy
sobie teraz te ptaszczyzne materyjalng i obracajgc ja okoto
prostéj AB jakby okoto osi, ta w obrocie swoim myslg, jezeli
tego potrzeba, rozszerzona, napotka trzeci punkt C i na nim
sie wstrzyma; przechodzi¢ wiec bedzie przez trzy dane punkta
i mie¢ polozenie state, bo dalszego obrotu odbywa¢ nic moze
nie opusciwszy punktu C. Trzy wiec punkta A, B, C nie
w jednym Kierunku lezgce znajdujg sie na jednejze ptasz-
czyznie, ktérej nadajg potozenie stale.

Ze przez te trzy punkta wiecej ptaszczyzn przechodzié
nie moze, albo tez przechodzac, ze sie z pierwszg mieszajg
czyli schodza, tatwo sie o tom przekonaé. Gdyby bowiem
punkta A, B, C lezaly na dwdch réznych ptaszczyznach, na-
tenczas proste tgczace tez punkta, t j. proste AB, AC, BC
brane po dwie t. j. AB, AC; AB, BC; AC, BC leze¢ by mu-
sialy catkiem na dwoch ptaszczyznach, co wedtug powyzszego
by¢ nie moze, przeto tez by¢ nie moze, izby trzy punkta A,
B, C lezaty na dwoéch réznych plaszczyznach, czyli zeby
przez trzy punkta nie w jednym Kkierunku lezace wiecej jak
jedna ptaszczyzna przechodzi¢ mogto.

§. 180.

Z tego dowodu wypada, ze ‘przez dioie proste przecina-
jace sie, jako tez i dwie proste rownolegle jedna tylko ptasz-
czyzna przechodzi¢ moze; w obu bowiem przypadkach dowod
téj prawdy, sprowadza sie do poprzedzajgcego. Bo wysta-
wiwszy sobie w pierwszym przypadku przez jedne z prostych
poprowadzong ptaszczyzne, punkt przeciecia sie prostych, jak
rownie kazdy punkt tej prostej, przez ktorg ptaszczyzne po-
mysliliSmy, leze¢ bedzie na tejze plaszczyznie. A ze dla na-
znaczenia kierunku prostej dostateczne sg dwa punkta, przeto
obierajac jeszcze na drugiej prostej trzeci punkt, sprowadzamy
tym sposobem obecng prawde do poprzedzajgcego 8.

15.
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W drugim przypadku obrawszy na jedn¢j z réwnole-
gltych dwa a na drugiej trzeci punkt, przyjdziemy znowu
w dowodzie do §. 179. Prawdy przeto albo twierdzenia, ze
przez prostg i punkt za nig dany, przez dwie proste przeci-
najgce sie, dwie proste réwnolegle i trzy proste wzajemnie
sie przecinajace czyli przez trzy boki tréjkata, prowadzié¢
zawsze mozna ptaszczyzne ale tylko jedne, sg rzeczywiscie
wnioskami twierdzenia, ze przez txzy punkta nie w jednym
dane kierunku, zawsze poprowadzi¢ mozna ptaszczyzne ale
tylko jedne.

Z tego tez samego twierdzenia wyptywajg nastepujace
prawdy jako proste wnioski.

a) Przeciecie sie dwoch plaszczyzn jest linijg prosta. Gdyby
bowiem trzy na tern przecieciu obrane punkta nie lezaty
w jednymze kierunku, dwie ptaszczyzny majgce te trzy
punkta spdlne, zejs¢by sie musialy, co sie sprzeciwia
wystowieniu, ze sie przecinaja.

1) Dwie ptaszczyzny majace jeden punkt spélny, majag téz
nieskoriczong liczbe innych punktéw spoélnych, ktére
wszystkie lezg na prostej z przeciecia sie plaszczyzn
wypadajacej.

c) Przez punkt w przestrzeni nie mozna prowadzi¢ toiecoj
jak jedne prostg rownolegla do innej dane/. Przypusciwszy
bowiem, ze mozna przynajmniej dwie réwnolegto popro-
wadzi¢, tedy jako proste przecinajgce sie w tym danym
punkcie, lezalyby na jednéj ptaszczyznie, potem jako
kazda réwnolegta do danej, lezataby znowu kazda z tg
ostatnig na jednejze ptaszczyznie, wiec przez punkt dany
na ptaszczyznie, moznaby poprowadzi¢ wiecej niz jedne
réwnolegta do prostej danej, co jak z 8. 12 wiemy, jest
niepodobnem.

d) Wszystkie rownolegle, jakie pomysli¢ mozna przez kazdy,
albo niektére punkta tejze samej prostej, lezg koniecznie
na jednejze ptaszczyznie. Przez dwa bowiem ktorekolwiek
punkta tej prostej poprowadziwszy dwie inne proste ro-
wnolegte, te wedtug powyzszego lezg na jednejze ptasz-
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czyznie; a ze i wszystkie punkta piérwsz¢j prostej leza

na tej ptaszczyznie przez ostatnie dwie réwnolegte prze-

chodzacej, zatem réwnolegte przez kazdy punkt pierwszej
prostej lezg na tejze samej ptaszczyznie.
8= 181.

Dwie proste uwazane na ptaszczyznie, moga tylko by¢
miedzy soba réwnolegte lub sie przecina¢ §. 4, w przestrzeni
za$ tez dwie proste moga takze by¢ od siebie réwnolegte
albo sie przecina¢ i wtedy, leza na jednejze plaszczyznie, ale
oprécz tego moga sie nie przecina¢ a wszelako nie by¢ ro-
wnolegtemi, a w takim razie znajdujg sie na réznych ptasz-
czyznach.

Kiedy prosta majaca dwa z ptaszczyzng spdlne punkta,
catkiem na niej lezy, zatem taz prosta tylko trojakie poto-
zenie wzgledem ptaszczyzny mie¢ moze, t j. albo leze¢ na
ptaszczyznie, albo od ni6j by¢é réwnoleglta, albo tez miec
z ptaszczyzng jeden tylko punkt spoiny. W tym ostatnim przy-
padku moéwimy, ze ptaszczyzna przecina prostg. Punkt spoiny
prostej i plaszczyznie, zowiemy punktem przeciecia sie pro-
stej z plaszczyzng. Sarne prostg nazwiemy prostopadia do
ptaszczyzny, jezeli jest prostopadia do kazdej prostej na tejze
ptaszczyznie przez 6w punkt spoiny, ktéry w tym przypadku
spodkiem prostopadtej nazwiemy, przechodzgcej. W kazdym
innym przypadku zwaé bedziemy rzeczong prosta pochytg do
ptaszczyzny.

Prosta jest rownoleglta do ptaszczyzny, jezeli obie jak
najdalej przedtuzone, nigdzie sie¢ z sobg nie schodza.

Dicie ptaszczyzny sg takze réwnolegle, jezeli bez granic
rozszerzone, nigdzie sie z sobg nie spotykaja.

§. 182.

Jezeli dwie plaszczyzny nie sa réwnolegte, dostatecznie
rozszerzone przetng sie z sobg w prostej, a wtedy moéwimy,
ze tez plaszczyzny czynig z soba pewien kat. Kat ten dwoch
ptaszczyzn nazywamy katem dicusciennym (diedre). Ptaszczy-
zny tworzace ten kat nazywamy Scianami kata (facies), spélne
za$ przeciecie sie tych ptaszczyzn, ktére tu zastepuje wierz-
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cholek kata zowiemy krawedzig kata dwusciennego, przez
Eulera nazwano po tacinie acies. Francuzi nazywajg te kra-
wedz arete a Niemcy Kante.

Jezeli kat dwuscienny jest tylko jeden przy tejze kra-
wedzi, znaczymy go i wymawiamy dwiema gtoskami na kra-
wedzi potozonemi; jezeli za$ dwa lub wiecej katéow dwuscien-
nych majg krawedz spoina, natenczas do przeczytania kazdego
z nich uzywa sie czterech gtosek, z ktorych dwie $rodkowe
ktada sie na krawedzi, dwie za$ skrajne na $cianach kata.
Tak np. cztery katy, jakie tworzg dwie ptaszczyzny ABCD
i EFGH przecinajgce sie w prostej LK fig. 183, przeczytamy
kazdy pojedynczo uwazany LK, dla rozréznienia za$ kazdego
z czterech, jak nastepuje: ALKH, ELKC, BLKG i FLKD.
Jak sie takie katy mierzg, w dalszym ciggu zobaczymy.

§. 183.

W powyzszym §. 181 powiedzieliSmy, ze prosta wtedy
jest do ptaszczyzny prostopadta, gdy jest prostopadia do kaz-
dej prostej na tejze plaszczyznie przez jej spodek poprowa-
dzonej; ale poniewaz wiadomo, iz przez jeden punkt na ptasz-
czyznie nieskonczong liczbe prostych prowadzi¢é mozna,
przeto chcac dowies¢ prostopadiosci jaki¢j prostej do ptasz-
czyzny, potrzehaby dowodzi¢ jej prostopadtosci do kazdej
prostej przez jej spodek na téjze plaszczyznie przechodzacej,
t, j. prowadziéby potrzeba nieskoriczong liczbe dowodéw,
czyli wyrazniej méwigc, nigdyby$smy tych dowoddéw skonczy¢
nie mogli, a nastepnie nie moglibySmy ostatecznie wyrzec
o0 prostopadtosci rzeczonej prostej do ptaszczyzny. Dla tego,
aby wskaza¢ ceche, po ktorej moglibySmy pozna¢, ze jaka
prosta jest prostopadig do ptaszczyzny, obra¢ nam potrzeba
inng droge dowodu. Na ten koniec dosy¢ bedzie dowies¢
nastepujace

Twierdzenie. Jezeli prosta jest prostopadla do diodch
innych prostych, na pewnej ptaszczyznie przez jej spodek prze-
chodzacych, a zatem tamze przecinajacych sig, jest termn samem
prostopadta do kazdej innej prostej na tejze samej ptaszczy-
Zznie i przez tenze sam spodek poprowadzone;j.



Niech prosta AS fig. 184, bedzie prostopadig do dwdch
innych SB i SC na ptaszczyznie PQ przez punkt S przeciecia
sie jej z ptaszczyzng poprowadzonych, potrzeba dowie$é, ze
taz sama prosta AS jest tez prostopadia do kazdej innej
prost6j na tejze samdj ptaszczyznie przez punkt S poprowa-
dzonej. Jedng z tych prostych niech bedzie SD. Na dowie-
dzenie tego twierdzenia, prostg AS przedtuzmy na drugg
strone ptaszczyzny az do punktu A', lecz tak, izby A'S byto
— AS; potém na ptaszczyznie PQ poprowadzmy jakkolwiek
prostg KL, byle tylko trzy proste SB, SC i SD przecinata,
jak na figurze w punktach E, F, G; a potaczywszy punkt
E z punktami A A’', poniewaz SE z zalozenia jest prosto-
padta do prostej AA' i to zjéj srodka S wyprowadzona, zatem
dwie proste AE i A'E sg sobie réwne §. 42, gdyz one sg
dwiema pochytemi jednakowo od spodku S prostopadiej BS
odlegtemi. Dla t6j samej przyczyny potaczywszy punkt F
z punktami A i A', bedzie AF = AF'. Dwa trojkaty AEF
i A'EF, w ktérych trzy boki jednego sg réwne trzem bokom
drugiego kazdy kazdemu, bo AEn:A'E; AF=A'F i EF spodlne,
przystaja do siebie wedtug §. 22. W ich przystaniu, ponie-
waz proste AG i A'G taczace punkt G z punktami A i A’
leza na ptaszczyznach tych trojkatéw, a mianowicie prosta
AG na plaszczyznie trojkata AEF, prosta zas A'G na piasz-
czyznie trojkata A'EF, kiedy punkt A' padnie na punkt A,
prosta A'G padnie na prostg AG, i zupetnie sie przykryja;
jest wiec tym sposobem AG = A’'G; nastepnie zas SG musi
by¢ prostopadta do AA’, kiedy dwie pierwsze jako pochyite
i jednakowo od jej spodka S odlegte sg sobie réwne, wedtug
8. 42. A Kkiedy SG jest prostopadta do AA' wiec wzajemne
A'A jest prostopadita do SG czyli SD, co byto do dowiedzenia.

W niosek 1. Poniewaz prostéj SD nie naznaczaliSmy
zadnego szczegblnego potozenia oprocz przechodzenia przez
punkt S i znajdowania sie na plaszczyznie PQ, zatem latwo
wnie$¢ mozna, ze ten dowdd stosowanym by¢ moze do kazdej,
z owdj nieskonczondj liczby wspomnianych prostych i zc
zatem cecha, po ktorej poznaje sie prostopadto$¢ prostej do
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ptaszczyzny jest ta, iz kazda prosta prostopadita do dwoch
innych w jéj spodku sie przecinajacych, jest tem samem, pro-
stopadlta do ptaszczyzny przez te dwie proste przechodzacej,
i wzajemnie ta plaszczyzna do niej jest prostopadia.

W niosek 2. Prosta prostopadta do ptaszczyzny, jest
tem samem prostopadtg do kazdej prostej na tejze ptaszczy-
Zznie przez j¢j spodek poprowadzony.

& 184.

Twierdzenie wzajemne. Jezeli prostajaka jest prosto-
padia do trzech innych prostych przez jeden ktérykolioiek jej
punkt przechodzacych, trzy te proste lezg koniecznie najednejze
ptaszczyznie.

Niech prosta AS bedzie prostopadia do trzech innych
SB, SC, SD przez jedenze jej punkt S jig. 185 przechodzg-
cych, potrzeba dowie$é, ze trzy te proste lezg na jednejze
ptaszczyznie. Przypusémy, ze ktoérakolwiek z tych trzech pro-
stych np. SB nie lezy na ptaszczyznie przez dwie inne SC
i SD przechodzacej, tedy leze¢ musi nad albo pod taz ptasz-
czyzng. W kazdym razie wystawiwszy sobie przez dwie pro-
ste AS i SB przecinajace sie w punkcie S poprowadzong
ptaszczyzne, co wedtug §. 179 mozna, i dostatecznie rozsze-
rzong, ta musi koniecznie przecig¢ ptaszczyzne przez SC i
SD przechodzgacg. Tem spolném przecieciem niech bedzie
prosta SE, trzy wiec proste AS, SB i SE lezg na jednejze
ptaszczyznie; ale tez i trzy proste SC, SD i SE lezg réwniez
na jednej a od tamtej rézndj ptaszczyznie. Wedtug poprze-
dzajacego twierdzenia AS bedgc z zalozenia prostopadig do
SC i SD, jest tez prostopadlg i do SE. Ale réwniez z zalo-
zenia jest AS prostopadta do SB, pizeto z punktu S na
jednejze ptaszczyznie moznaby wyprowadzi¢ dwie prosto-
padte SB i SE do AS, co wediug 8. 28 jest niepodobnem;
rownie wiec jest niepodobnem, izby prosta SB nie lezata na
ptaszczyznie przez dwie inne SC, SD przechodzacej; co na-
lezato dowiesc.

W niosek 1. Z obu razem poprzedzajacych twierdzen
wyptywa, ze wszystkie prostopadite do jednejze prostej w prze-
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strzeni, przez ktorykolwiek joj punkt przechodzace, konie-
cznie leza na jedndj i tejze samej ptaszczyznie, co w Geome-
tryi wyrazamy zwyczajnie nastepujgcemi stowy: miejscem
geometrycznym wszystkich prostopadtych do jednejle prostej
przez ktérykolwiek jej punkt przechodzacych, jest ptaszczyzna.

W niosek 2. Przez dany punkt S na prostej AS, mozna
zawsze poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadia do tejze prostej
ale tylko jedne. Przypusciwszy bowiem, ze przez tenze punkt
mozna poprowadzi¢ przynajmniej dwie ptaszczyzny prostopadie
do AS, tedy przez prostg AS prowadzgc trzecig r6zng od tam-
tych, ta koniecznie przetnie dwie pierwsze ptaszczyzny, a
mianowicie kazdg w prostej. Dwie te z przeciecia sie ptasz-
czyzn wypadajgce proste lezagc na dwdch réznych plaszczy-
znach i przechodzgc przez punkt S, bylyby prostopadie do
AS, co wedtug poprzedajacego wniosku by¢ nie moze. Albo
uwazajgc rzeczone dwie proste jako lezgce na jedndjze ptasz-
czyznie z prostg AS t.j. na plaszczyznie trzeciéj, mielibySmy
dwie prostopadte z jednegoz punktu S do tejze samej prostoj
wyprowadzone, co réwniez jest niepodobnem.

W niosek 3. Przez punkt E dany za prostg AA' fig. 184
mozna takze poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadtg do tejze
prostéj AA', ale znowu tylko jedne, a to nastepujgcym spo-
sobem. Wedtug 8. 179fprzez prosta AA' ipunkt E popro-
wadzmy plaszczyzne, a na niej z punktu E spusémy prosto-
padtag ES do AA' § 28, potdm z punktu S na innej przez
AA' przechodzacy ptaszczyznie, poprowadzmy druga prostg
SF prostopadig do AA’, tedy prosta AA' bedzie prostopadta do
ptaszczyzny ESF 8. 183 i wzajemnie, ptaszczyzna ESF be-
dzie prostopadtg do prostéj AA', a zatem plaszczyzng zadana.

Ze tylko jedne taka ptaszczyzne przez punkt E popro-
wadzi¢ mozna, tatwo okazaé. Przypusciwszy bowiem, ze
przez punkt E przechodzi inna do AA' prostopadia ptasz-
czyzna, tedy pomysliwszy przez dwie proste AS i SE trze-
cig ptaszczyzne, ta przecietaby dwie pierwsze do AA' pro-
stopadte w dwocli prostych w punkcie E przecinajgcych sie
a przeciez prostopadtych do AA', co jest niepodobnem, bo
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z jednego punktu nie mozna spusci¢ dwoéch prostopadtych do
jednejze prostej, lezacej z rzeczonym punktem na tejze sa-
mej ptaszczyznie.

Uwaga. Na poczatku widzieliSmy, ze do prowadzenia
albo wyznaczenia statego potozenia ptaszczyzny, potrzebne
sg trzy warunki, mianowicie za$, izby przechodzita przez trzy
nie w jednym kierunku dane punkta. Z poprzedzajacego
wniosku przekonywamy sie, ze toz potozenie ptaszczyzny
tylko dwa warunki dostatecznie wyznaczajg czyli ustalaja.
Temi warunkami sg, izby ptaszczyzna przechodzita przez pe-
wien na prostej dany punkt i byla do ni¢j prostopadty; skad
sie pokazuje, ze prostopadto$¢ zastepuje dwa warunki.

§. 185.

Twierdzenie. Jezeli prosta AS fig. 186 jest prosto-
padia do ptaszczyzny PQ, a na tej plaszczyznie poprowadzi-
my dowolnie prosta 13C, potem ze spodica S prostopadtej AS
spuscimy do I13C prostopadtg SD i punkta A i D polaczymy
prosta AD, prosta BC bidzie prostopadta do ptaszczyzny ASD
przez AS 1 AD przechodzacej.

Wzigwszy bowiem na BC dwa punkta E i F jednako-
wo od D odlegte i te ztgczywszy z punktami S i A proste-
mi SE, SE i AE, AF, tedy dwa tréjkaty ASE i ASF, pro-
stokgtne przy S, majac AS spolne i SE~SF §. 42 c), przy-
staja do siebie wedlug §. 23, a w szczeg6lnosci AE = AF,
nastepnie za$ AD jest prostopadig do BC. Prosta wiec BC
bedac prostopadtg do dwéch innych AD i DS przecinaja-
‘cyeli sie w jednym z ich punktow D, jest tez prostopadig
do ptaszczyzny przez tez proste przechodzgcej t.j. do plasz-
czyzny ADS, co bylo do dowiedzenia.

W niosek. Na tej zasadzie mozna bardzo tatwo z pun-
ktu danego za lub na ptaszczyznie, poprowadzi¢ prostg do
niej prostopadia, t. j. z danego punktu spusci¢ albo wypro-
wadzi¢ prostopadia do plaszczyzny. | tak: aby z danego za
ptaszczyzng punktu spusci¢ prostopadia do tejze, ptaszczyzny,
dosy¢ bedzie poprowadzi¢ dowolnie na danej plaszczyznie
prosta BC, fig. 186, potem przez te prosta, i punkt dany
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poprowadzi¢ ptaszczyzne, a na ni¢j z danego punktu A spu-
$ci¢ prostopadta AD do BC, z jej za$ spodka D, na danej
ptaszczyznie wyprowadzi¢ inng DS do BC prostopadia. Na-
reszcie na ptaszczyznie przez AD i DS przechodzacej, spu-
$ci¢ z punktu A prostopadta AS do DS, a tabedzie zarazem
prostopadta do ptaszczyzny danéj wedtug poprzedzajgcego
twierdzenia.

Podobniez, aby z danego punktu S na ptaszczyznie PQ
wyprowadzi¢ prostopadtg do tejze plaszczyzny, potrzeba na-
przéd na ptaszczyznie PQ poprowadzi¢ dowolnie prosta BC,
i z danego punktu S spusci¢ do niej prostopadta SD; pro-
wadzac potem przez BC plaszczyzne jakakolwiek, byle réz-
na od danej, potrzeba na ni¢j z punktu D poprowadzi¢ pro-
stopadta DA do BC; nareszcie na ptaszczyznie tych dwdch
prostych t j. DS i DA do BC prostopadtych, wyprowadzi¢
z punktu S prostopadtg do SD, a ta bedzie zarazem prosto-
padtg do ptaszczyzny PQ.

Uwaga. Nie od rzeczy tu bedzie zwréci¢ uwage, ze
w przestrzeni mozna zawsze poprowadzi¢ prostopadtg do dwdch
innych prostych nieréwnolegtych, jak w powyzszem twier-
dzeniu prosta SD jest tak do AS jako tez i do BC prosto-
padta. Ta tez prostopadta mierzy najkrétsza dwoch rze-
czonych prostych odlegtosé.

§. 186.

Twierdzenie. Z punktu danego tak na ptaszczyznie
jako tez i za plaszczyzna nie mozna ani wyprowadzi¢ ani
spusci¢ wiecej prostopadlych do tejze ptaszczyzny jak jedne.

Niech danym na ptaszczyznie punktem bedzie Sjig. 187,
przypusémy, jezeli mozna, iz z tegoz punktu dwie prostopa-
dle SA i SB do plaszczyzny PQ wyprowadzi¢ mozna, tedy
wystawiwszy sobie przez te dwie proste poprowadzong ptasz-
czyzne, ta przetnie nam ptaszczyzne PQ np. w prostej SC,
do ktorej tak AS jako i BS bytyby prostopadte, co by¢ nie
moze; wiec i to by¢é nie moze, aby z tegoz samego na ptasz-
czyznie punktu dwie lub wiecej prostopadtych wyprowadzié
mozna.
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Co do drugiego. Niech danym za ptaszczyzng punktem
bedzie A, przypus¢my znowu, jezeli mozna, ze z tego pun-
ktu oprécz AS mozna spusci¢ inng AD prostopadlg do ptasz-
czyzny PQ. Pomysliwszy przez AS i AD poprowadzong
ptaszczyzne, ta przetnie ptaszczyzne PQ w prostej SD i w
trojkacie ASD mielibySmy katy przy S i D proste, co row-
niez by¢ nic moze; niepodobnem jest przeto z punktu za
ptaszczyzng spusci¢ dwie lub wiecej prostopadiych do tejze.

§. 187.

Definicyja. Z punktu danego za ptaszczyzng poprowa-
dziwszy rézne proste spotykajace tez ptaszczyzne w réznych
punktach B, C, D, E, F, te proste oprdécz prostopadiej AS
fig. 188, nazywaja sie pochyle (obliguae) do ptaszczyzny, a
punkta ich spotkania sie z ptaszczyzng PQ nazywamy ich
spodkami. Dwie ktdérekolwiek pochyte, ktérych spodki sg
jednakowo odlegte od spodku prostopadiej, nazywamy jedna-
kowo oddalajgce sie od prostopadiej.

Na zasadzie tej mozna dowie$¢ nastepujace

Twierdzenie. Z punktu wzietego za ptaszczyzng po-
proteadziwszy do niej prostopadla tudziez rézne pochyte, be-
dzie a) prostopadia krétsza niz kazda z pochytych, b) dwie
pochyle réwno od prostopadlej oddalajace sie sg rowne,
¢) z dwiéch pochylych ta jest diuzsza, ktéra sie wiecej od
prostopadiej oddala.

Niech za ptaszczyzng PQ bedzie punkt A fig. 188, po-
prowadziwszy z niego AS prostopadis, tudziez AB, AC, AD,
AE i AF pochyte do ptaszczyzny PQ, i polgczywszy punkta
ich spotkania sie z ptaszczyzng ze spodkiem S prostopadtej
AS prostemi SB, SC, SD, SE i SF mamy:

Co do pierwszego. W trojkatach BAS, CAS, DAS,
EAS i FAS prostokagtnych przy S, kazda przcciwprostokat-
nia AB, AC, AD, AE AF, jest dluzszg niz bok AS przyle-
gty katowi prostemu, zatem prostopadta AS jest krotszag niz
kazda pochyta.

Co do drugiego. Jezeli SB—SC—SD=SE = SF, rze-
czone trdjkaty prostokatne wedtug §. 23 przystajg do siebie
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a nastepnie AB = AC= AD= AE= AF, t.j. pochytejedna-
kowo od prostopadtej oddalajace sie, sa miedzy sobg réwne.

Co do trzeciego. Niech bedzie SG>SC, wzigwszy na
SG, SB= SC i poprowadziwszy proste AB, AG, poniewaz
kat ABS jest ostry, wiec kat jemu przylegty ABG jest roz-
warty, a dla tego AGt>AB. Ale AB=AC wedtug poprze-
dzajacego, zatem AG AC.

W niosek 1. Kiedy prostopadita z jakiego punktu do
ptaszczyzny spuszczona jest najkrotszg miedzy wszystkiemi
prostemi, jakie z tegoz punktu i do tejze samej ptaszczyzny
poprowadzi¢ mozna, tedy ta prostopadia jest rzeczywiscie
stata i niezmienna, a jako taka, sama jedna stuzy¢ moze za
miare odlegtosci punktu od plaszczyzny.

W niosek 2. Ktorykolwiek punkt A wziety na prosto-
padiej do ptaszczyzny, jest jednakowo odlegty od punktéw
tejze ptaszczyzny, lezacych na okregu kota zj6j spodka, ja-
ko ze $rodka, jakimkolwiek promieniem zakreslonego.

W niosek 3. Jezeli prostopadta AS przedtuzymy na
druga strone ptaszczyzny PQ az do punktu A', lecz tak, iz-
by byto A'S=AS, natenczas punkta B, C, D, E, F . . be-
da takze w réwnej odlegtosci od punktu A', a w ogolnosci
ktorykolwiek punkt ptaszczyzny PQ jest w rownoj odlegtosci
tak od A jako i od A'; skad wiasnosé ptaszczyzny, iz jezeli
ta dzieli jakag prostg do niej prostopadita na dwie réwne
czesci, kazdy punkt ptaszczyzny jest w réwnej odlegtosci od
koncow prostej.

Uwaga. Kazdy punkt A prostopadiej SA mozna t6z
uwaza¢ jako S$rodek kota, a pochyte réwne, jako jego pro-
mienie, bo ktdrakolwiek z nich mozna zakresli¢ rzeczony
okrag kota. Z tego powodu czesto nazywamy prostopadig
AS osig okregu kota BCDEF na ptaszczyznie PQ zakreslo-
nego.

§. 188.

Poprzedzajgca uwaga podaje nam nowy spos6b spusz-
czenia prostopadtej do ptaszczyzny z danego za nig punktu.
Przytwierdziwszy bowiem w danym punkcie A jakiejkolwiek
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wedtug §. 180 c) by¢ nie moze, wiec t¢z i to by¢ nie mo-
ze, izby BL nic byla prostopadtg do plaszczyzny PQ.

Uwaga. Twierdzenie to podaje nam nowy sposéb wy-
prowadzenia z danego na ptaszczyznie punktu prostopadiej
do tejze plaszczyzny. Spusciwszy bowiem zjakiegokolwiek
innego punktu prostopadta do dan¢j ptaszczyzny, wedtug 8.
185 icniosek, jezeli przez dany na ptaszczyznie punkt, po-
prowadzimy réwnolegtg do tej prostopadtdj, ta bedzie pro-
stopadtg zadang wedtug terazniejszego twierdzenia.

W niosek. Dwie proste réwnolegte od trzeci¢j nie le-
zacej z niemi na tejze samej ptaszczyznie, sa takze réwno-
legte od siebie. Niech bowiem dwiema prostemi bedg AB
i EF rownolegtemi do trzeci¢j CD fig. 190, ktéra lezy na
inngj plaszczyznie; tedy przez ktdérykolwiek punkt tej osta-
tni¢j G, poprowadziwszy ptaszczyzne do niej prostopadig
§. 184 icniosek 3, i te rozszérzywszy az do przecigcia sie
z dwiema pierwszemi w punktach Il il, bedzie tak AB ja-
ko tez i EF, stésownie do poprzedzajacego twierdzenia, pro-
stopadtg do tejze ptaszczyzny GHI; ajako takie, sg wedtug
tego twierdzenia réwnolegte od siebie.

§. 191

Twierdzenie. Jezeli jaka prosta jest réwnolegla do
innej prostej na pewnej plaszczyznie poprowadzonej, pierwsza
prosta, réwnie jak plaszczyzna, na ktérej druga lezy, najda-
lej przedtuzone, nigdzie sie zej$6 nie moga, czyli stdésownie
do §. 181, prosta jest réwnolegta do ptaszczyzny.

Prostg dang niech bedzie AB roéwnolegta do inn6j CD
na ptaszczyznie PQ poprowadzonej fig. 191. Przez te dwie
rownolegte poprowadziwszy plaszczyzne, ta przetnie sie z ptasz-
czyzng PQ w prostej CD. Gdyby wiec prosta AB zejs$¢ sie
mogta gdziekolwiek z ptaszczyzng PQ, tedy poniewaz dwie
proste AB i CD lezg na jednejze plaszczyznie przez AB
przechodzacej, a przecinajacéj sie z plaszczyzng PQ w pro-
stéj CD, zejscie to nie gdzieindziej nastgpicby mogto, jak tyl-
ko w kierunku prostej CD jako spdlnego przeciecia sie dwoch
tych plaszczyzn, a zatem w jednym z punktéw prostej CD.
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Ale proste AB i GD z zalozenia sg od siebie réwnolegle,
zej$¢ sie przeto w zaden sposéb nie moga, zatém i zejscie
sie prostej AB z ptaszczyzng PQ jest niemozebne; jest wiec
prosta AB rownolegtg do ptaszczyzny PQ.

W niosek. Jak prosta CD réwnolegta do AB jest za-
razem przecieciem sie ptaszczyzny przez AB i CD, przecho-
dzacej z ptaszczyzng PQ, tak tez spdlne przeciecie sie kaz-
d¢j przez AB przechodzacej ptaszczyzny z ptaszczyzng PQ,
jest rownolegte do prostej AB. Lecz przez prosta AB pro-
wadzi¢ mozna nieskonczona liczbe ptaszczyzn przecinajgcych
sie z ptaszczyzng PQ, zatem jezeli jaka prosta jest rownole-
gla do ptaszczyzny, mozna na tej ptaszczyznie poprowadzic¢
nieskonczong liczbe prostych do pierwszej rdéwnolegtych.
Dosy¢ bowiem przez rzeczong prostg prowadzi¢ jakiekolwiek
plaszczyzny przecinajgce sie z dang, a te spélne przeciecia
beda rdéwnolegtemi do prostej danej a nastepnie i miedzy
soba.

§. 192.

Twierdzenie. Dwie ptaszczyzny prostopadie dojednejze
-prostej, sa od siebie réwnolegle.

Niech dwie ptaszczyzny MN i PQ bedg prostopadte
do jednejze prostej AB fig. 192, trzeba dowie$é, ze sa od
siebie réwnolegte. Gdyby dwie takie plaszczyzny nie byty
rownolegtemi, rozszerzone dostatecznie, przecietyby sie z so-
ba w prostej np. DE. Obrawszy na tern przecieciu sie
ptaszczyzn gdziekolwiek punkt C i takowy potgczywszy
z punktami A i B, prostemi AC i BC, poniewaz prosta AC
lezy na ptaszczyznie PQ, a prosta AB jest do tej ostatniej
z zatozenia prostopadta, zatém jest prostopadia i do prostej
AC. Podobniez ta sama prosta AB bedac prostopadta do
ptaszczyzny MN, jest téz prostopadtg do prostej BC §. 183.
W trojkacie zatem ACB katy przy A i przy B bylyby pro-
ste, co w zaden sposéb by¢ nie moze, i to wiec by¢ nie
moze, izby sie plaszczyzny zeszty z sobg czyli nie byty od
siebie rownolegte.

16
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W niosek 1. Na mocy tego twierdzenia, mozna zaw-
sze przez punkt dany w przestrzeni poprowadzi¢ ptaszczyz-
ne réwnolegtg do ptaszczyzny danéj. Jezeli bowiem danym
punktem jest A i danag ptaszczyzng MN, tedy z danego pun-
ktu A spusciwszy prostopadta AB do ptaszczyzny danéj MN,
a potem przez tenze punkt A, poprowadziwszy inng ptasz-
czyzne PQ prostopadtg do prostej AB §. 184 wniosek 2, ta
bedzie ptaszczyzng zadang réwnolegtg do dangj.

W niosek 2. Z poprzedzajgcego twierdzenia mozna
wprost wnioskowa¢, ze jezeli z dwéch ptaszczyzn réwnole-
glych, jedna jest prostopadta do pewnéj prostej, druga musi
by¢ takze prostopadta do tejze prostej, inaczej bowiem ja-
kiekolwiek proste przez punkta A i B na tych ptaszczyznach
poprowadzono, nie bylyby wszystkie prostopadiemi do AB,
a nastepnie znalaztyby sie przynajmniej dwie, jedna przez
punkt A na ptaszczyznie PQ, druga przez B na plaszczyznie
MN poprowadzone, ktore dostatecznie przedtuzone, zesztyby
sie z sobg, a w takim razie i ptaszczyzny zejs¢by sie mu-
sialy, co by¢ nie moze, bo sg z zatozenia réwnolegte.

W niosek 3. Dwie plaszczyzny réwnolegto do trzeciej
sg tez rownolegle miedzy soba. Bo poprowadziwszy prostg
prostopadig do tej trzeciej ptaszczyzny, kazda z dwoéch pierw-
szych bedac réwnolegla do trzeciej, jest tez prostopadig do
tejze prostej, a zatem jako prostopadte do jednejze prostej,
wedtug terazniejszego twierdzenia sg od siebie réwnolegte.

W niosek 4. Prostopadta do dwoéch plaszczyzn réwno-
legtych jest miarg ich odlegtosci, jest ona bowiem najkrot-
sza ze wszystkich prostych jakie miedzy dwiema ptaszczyz-
nami poprowadzi¢ mozna.

W niosek 5. Proste réwnolegte miedzy dwiema ptasz-
czyznami poprowadzone, sg sobie réwne. Wystawiwszy so-
bie bowiem przez ktérekolwiek dwie réwnolegte poprowa-
dzong ptaszczyzne, ta przetnie dwie ptaszczyzny réwnolegte,
w prostych takze réwnolegtych i na tej trzeciej ptaszczyznie
otrzymamy roéwnolegtobok, w ktorym boki przeciwlegte sg
sobie réwne.
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§. 193.

Cecha réwnolegtosci dwdch plaszczyzn w kazdym przy-
padku wystarczajaca i pewng jest nastepujgce

Twierdzenie. Jezeli przeciecia sie dwoch plaszczyzn
z dwiema innemi przecinajagcemi sie sg od siebie réwnolegte,
kazda inna ptaszczyzna przecinajaca dwie pierwsze, wyda prze-
ciecia rownolegle.

Niech bedg dwie ptaszczyzny MN i PQ przeciete od
dwoch innych ABoda i ACca przecinajacych sie w prostej Aa
jig. 193, i niech przeciecia tych ostatnich zpierwszemi t. j.
proste AB i ab, AC i ac beda réwnolegte, dowiesé potrzeba,
ze kazda inna ptaszczyzua przetnie MN i PQ w prostych
rownolegtych. Niech taka ptaszczyzng bedzie plaszczyzna
BCcb przecinajgca sie z MN i PQ w prostych BC i be. Do-
wod twierdzenia zalezy na okazaniu, zc te dwie proste sa
od siebie réwnolegle. Na dowiedzenie tego, wezmy aD = AB
i aE = AC, apoprowadziwszy BD, DE i CE, mamy: z zato-
zenia AB réwnolegta do aD, a z wykres$lenia AB —aD, prze-
to AaDB jest réwnolegtobokiem, a nastepnie BD jest réwna
i rownolegta od Aa. Dla tej sam¢j przyczyny CE jest réwna i
réwnolegta od Aa, przeto wedtug §. 190 wniosek, BD jest rowna
i rownolegta do CE, dwie zatem proste BC i DE sa takze
rowne i rownolegte. Ale prosta BC lezy na ptaszczyznie
B6cC, zatém prosta DE jest rownolegta od tejze ptaszczyzny
wedtug 8. 191; jest tez taz sama prosta DE rownolegta do
bc przeciecia sie plaszczyzny B6cC z ptaszczyzng MN, bo
obie te proste lezg na jednéjze plaszczyznie MN. Nareszcie
dwie proste BC i bc bedac od trzeciej DE roéwnolegte, sg
tez i miedzy sobag réwnolegte, co potrzeba byto dowiesc.

W niosek 1. Skoro przeciecia sie ptaszczyzn MN i PQ
z kazda inng plaszczyzng sg od siebie réwnolegte, przeto te
ptaszczyzny jak najdalej rozszerzone nigdzie sie z soba zejs¢
nie moga, sa wiec réownolegtemi i to jest najpewniejsza ce-
cha tej ich wiasnosci.

W niosek 2. Przeciecia sie dwoch ptaszczyzn réwno-
leglych z trzecia, sg takze miedzy sobg rownolegte.

16.
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Uwaga. Dwie atoli przecinajgce sie ptaszczyzny jak
AadB i AacC mogg by¢ przeciete w nieskonczon¢j liczbie
prostych od siebie réwnolegtych. Dosy¢é bowiem prowadzié
ptaszczyzny réwnolegte do spolnego przeciecia sie Aa tych
dwdch ptaszczyzn, jak sg ptaszczyzny DEFG, HIKL i t d.
fig. 194, a ich przeciecia sie z dwiema pierwszemi t. j. DE,
FG, HI, KL i t. d. bedac wszystkie réwnolegte od Aa be-
da t6z miedzy sobg réwnolegte.

§. 194.

Twierdzenie. Katy ktérych ramiona sg od siebie row-
nolegle i rozchodzg sie w tymze samym kierunku, chociaz lezg
na réznych ptaszczyznach, sa sobie rowne a plaszczyzny na
ktérych leza od siebie rownolegte.

Niech bedg dwa katy A i a lezace na réznych ptasz-
czyznach, ktérych ramiona AB i ab, AC i ac fig. 195 sg od
siebie réwnolegte i rozchodza sie wjednymze kierunku, po-
trzeba dowies¢, ze te katy sg sobie réwne, tudziez ze plasz-
czyzna przez AB i AC przechodzaca jest rownolegta do
ptaszczyzny przechodzacej przez ab i ac. Na dowiedzenie
tego, wezmy ab —AB i ac— AC, a poprowadziwszy proste
Aa, B, Cc i BC, bc mamy: B6 i Cc bedac réowne i réwno-
leglo od Aa, sg tez miedzy sobag réwne i réwnolegte, a na-
stepnie bc réwna i réwnolegta od BC. Dwa wiec trojkaty
ABC i abc wedtlug 8. 22 przystajg do siebie, a w szczegdl-
nosci kat a— A, co nalezalo dowiesc.

Co do drugiego. Ze plaszczyzny BAC i bac sg od sie-
bie réwnolegte, wypltywa wprost z poprzedzajacego twierdze-
nia, bo przeciecia sie ich AB, ab i AC, ac z dwiema innemi
AadB i AacC sg od siebie réwnolegte.

W niosek 1. Jezeli dwie plaszczyzny réwnolegte BAC
i bac sa przeciete od dwdéch innych BAad i CAac w prostych
AB, ab i AC, ac, przeciecia te czyniag miedzy sobg katy
réwne.

W niosek 2. Jezeli trzy proste Aa, B6 i Cc sg miedzy
sobg réwne i rownolegte, tedy trojkaty zawarte miedzy pro-
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stemi tgczacemi konice pierwszych sa sobie takze réwne i
ptaszczyzny tych tréjkatow sg od siebie réwnolegte.

Uwaga. Nie dodawszy w twierdzeniu wyrazenia, roz-
chodzg sie w tymze samymkierunku, potrzebaby w témze twier-
dzeniu doda¢, ze takie katy sa sobie réwne lub tez sg kata-
mi spetniajacemi sie. (Poréwnacé §. 14).

W niosek 3. Z tego tez twierdzenia wypltywa, ze dwie
ptaszczyzny réwnolegto BAC i hac przeciete od trzeciej B6cC
wydajg przeciecia BC i hc réwnolegte.

W niosek 4. Jezeli dwie ptaszczyzny MN i PR jig. 196
przecinajace sie w prostéj MP przetniemy ilukolwiek ptasz-
czyznami prostopadtemi do krawedzi MP, spélne przeciecia
sie kazdej z tych ostatnich ptaszczyzn z dwiema pierwszemi
t.j. AB, AC; A'B', A'C'; A"B", A"C" schodzg sie naturalnie
na prostej MP w jednymze punkcie, jak tu w A, A’ i A”.
Ze te spolne przeciecia sg prostopadte do MP, wyplywa to
z § 192. Ze AB rdwnolegta od A'B' i od A"B", tudziez
AC réwnolegta od A'C' iA''CM wyptywa z poprzedzajacego
wniosku. Katy przeto BAC, B'A'C’, B"A”C" it d. sg sobie
rowne wedtug poprzedzajgcego §. Kazde dwie proste AB i
AC, A'B' i A'C', A"B” i A"C" i t. d. sg prostopadtemi do
spolnego przeciecia sie dwoch plaszczyzn MN i PQ, z je-
dnegoz punktu krawedzi na obu ptaszczyznach wyprowadzo-
nemu A Kkiedy takie dwie proste zamykaja zawsze tenze
sam kat, zattm kat ten moze nam postuzy¢ za miare pochy-
tosci ptaszczyzn MN i PQ. Tym sposobem kat dwuscienny
8. 182 sprowadziliSmy do kata linijowego, oraz wiemy, iz
aby mie¢ kat pochytosci dwoch ptaszczyzn, dosy¢ jest z kto-
regokolwiek punktu spéInéj im krawedzi wyprowadzi¢ pro-
stopadte do téjze na obu plaszczyznach, a kat linijowy mie-
dzy teini prostopadtemi zawarty, bedzie miarg pochytosci
dwdéch plaszczyzn. Ze ten staly kat nie moze by¢ miedzy
prostemi w inny sposéb prowadzonemi zawarty, wyptywa
stad, ze skoro plaszczyzny na sobie beda potozone, a zatém
czyni¢ kat zero, i kat linijowy musi by¢ takze zero; dwie
wiec proste AB i AC koniecznie przypas¢ musza na siebie,
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co inacz¢j by¢ nie moze, tylkojezeli majg jednakowe wzgle-
dem prostej MP potozenie, a zatem do ni¢j prostopadte.
§. 195.

Twierdzenie. Jezeli dwie plaszczyzny przecinajace sie
sg prostopadte do trzeciej, spolne ich przeciecie sie, jest tak-
ze prostopadie do tejze ptaszczyzny.

Niech bedg dwie ptaszczyzny MN i RS przecinajgce
sie w prostej AB fig. 197, kazda prostopadia do trzeciej
ptaszczyzny PQ, trzeba dowies$é, ze spdlne ich przeciecie sie
AB jest prostopadte do ptaszczyzny PQ. Gdyby to spélne
przeciecie nie bylo prostopadte do ptaszczyzny PQ, tedy
z punktu A moznaby wyprowadzi¢ inng prostg AG albo
AD prostopadta do ptaszczyzny PQ. Lecz w takim przy-
padku prosta AC lub AD znajdowacby sie musiata tak na
ptaszczyznie MN jako t$z i na ptaszczyznie RS, t. j. musiata-
by by¢ spélném tych dwoéch ptaszczyzn przecieciem sie.
A ze AB jest rzeczywiscie tém przecieciem sie ptaszczyzn,
wiec te plaszczyzny przecinacby sie musiaty w dwoéch pro-
stych, co jak wiemy by¢ nie moze, i to wiec jest niepodob-
nem, izby spdlne przeciecie sie dwoch plaszczyzn do trze-
ciej prostopadiych, nie byto takze prostopadie do tejze ptasz-
czyzny.

§. 196.

Twierdzenie. Zjednegoz punktu spdlnego przeciecia sie
dwéch plaszczyzn, wyprowadziwszy dwie prostopadie do tych-
ze plaszczyzn, kat zawarty miedzy prostopadiemu réwna sie
katowi, jaki czynig ptaszczyzny miedzy soba.

Niech beda dwie ptaszczyzny MN i PQ przecinajgce
sie w prostej MP fig. 198, z ktdregokolwiek punktu A tego
spolnego przeciecia sie wyprowadziwszy dwie prostopadle
AB i AC, pierwszg do ptaszczyzny MN, a drugg do ptasz-
czyzny PQ, potrzeba dowie$é, ze kat zawarty miedzy pro-
stopadiemi t. j. kat BAC réwna sie katowi pochytosci tych
dwoch ptaszczyzn. Na ten koniec przez proste AB i AC
poprowadzmy ptaszczyzne, ktéra naturalnie bedzie prosto-
padta do MP, wedtug poprzedzajgcego 8. Niech ta ptasz-
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czyzna przetnie piérwszg z dwdch plaszczyzn w prostej AD
a drugg w prostej AE. Poniewaz prosta AB jest prostopa-
dfa do ptaszczyzny MN, wiec jest takze prostopadta do MA
i AD, wiec kat BAD jest prosty. Podobniez prosta AC jest
prostopadta do MA i AE, oraz kat CAE jest takze pi'osty;
poniewaz nawzajem prosta MA czyli MP jest prostopadig do
AB, AC, AD i AE, wiec wedtug § 184 wniosek 1, cztery
te prosto lezg na jednejze plaszczyznie. Od prostych katow
BAD i CAE, odjawszy kat obu spoiny BAE, pozostanie kat
BAC ~ DAE. Lecz plaszczyzna, na ktér¢j sie znajdujg pro-
sto AB, AC, AD i AE jest prostopadig do MP, przeto toz
tak AD jako i AE sa prostopadie do MP. Ale dwie pro-
ste AD i AE sg prostopadto na dwéch ptaszczyznach MN i
PQ zjednegoz punktu A do ich spélnego przeciecia sie wy-
prowadzone, kat zatem miedzy niemi zawarty, mierzy po-
chyto$¢ tych dwoéch ptaszczyzn wedtug §. poprzedzajacego
wniosek 3, przeto kat BAC réwna sie katowi pochytosci tych-
ze plaszczyzn.

W niosek. Gdyby te dwie ptaszczyzny schodzily sie
zupetnie z soba, prostopadte do nich AB i AC z jednegoz
punktu obu ptaszczyznom spdélnego A wyprowadzone, ze-
sztyby sie takze z sobag, a zatem tak ptaszczyzny miedzy
soba, jako téz i proste do nich prostopadio, czynityby kat
zero. Jezeli ptaszczyzny MN i PQ sa do siebie prostopadte
i proste AB i AC czyni¢ beda miedzy sobg kat prosty i
wtedy AB prostopadta do ptaszczyzny MN, leze¢ bedzie na
ptaszczyznie PQ, a nawzajem AC prostopadta do PQ, lezeé
bedzie na ptaszczyznie MN. A ze i kat DAE w takim przy-
padku bedzie prosty, wiec AB zmiesza sie z AD, a AC z AE.
Tak tedy z kata, jaki czynig dwie prostopadte do dwoéch
ptaszczyzn z jednego punktu wyprowadzone, wnosi¢ mozna
o kacie pochytosci tychze ptaszczyzn.

8. 197.

Twierdzenie. Z ktéregokolwiek ‘punktu w przestrzeni
spusciwszy dioie prostopadle do dwoch ptaszczyzn, kat zawarty
miedzy prostopadlemi jest réwny katowi pochytosci ptaszczyzn.
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Moga tu by¢ dwa przypadki: dany punkt moze lezeé
za ptaszczyznami lub miedzy ptaszczyznami. W przypadku
gdy punkt dany A fig. 199, lezy za ptaszczyznami, spusciw-
szy z niego dwie prostopadie AB do MN i AC do MP, niecli
piérwsza spotyka ptaszczyzne MN w punkcie B, a ptaszczy-
zne MP w punkcie E, druga za$ ptaszczyzne MN w punk-
cie C, a ptaszczyzne MP w punkcie F, tedy poprowadziw-
szy przez dwie te prostopadie plaszczyzne, ta bedzie prosto-
padig tak do pierwszej jako i do drugiej ptaszczyzny, a na-
stepnie i do ich spélnego przeciecia sie RM. Plaszczyzna
ta przetnie ptaszczyzne MN w prostej DB a ptaszczyzne MP
w prostej DE. Kazda z tych prostych jest prostopadig do
RM, wiec kat BDE jest katem pochytosci ptaszczyzny MN
do MP. Na tej trzeciej ptaszczyznie mamy czworokat BCFE
w ktorym katy przy B i F sag proste, zatem kat AEF z ka-
tem BCF czynig dwa katy proste. Lecz kat BCF z katem
ACB czynig takze 2R, wiec kat BEF— AGI?. Ale w troj-
kacie BDE prostokgtnym przy B, jest BEF -j-BDE n: R;
tudziez w trojkacie ABC prostokgtnym przy B, ACB-]-A:=R,
przeto ACB-f-A=BEF-j]-BDE. A ze BEF= ACB, wiec
A = BDE t. j. kat prostopadtych jest réwny katowi pochy-
tosci ptaszczyzn. Katy te sg zawarte miedzy jednoimienne-
mi kierunkami tak ptaszczyzn jako i prostopadtych.

Mozna t6z to twierdzenie dowies¢ wedtug 8. 45, uwa-
zajac kat pochytosci ptaszczyzn jako kat linijowy, jak jest
rzeczywiscie, t. j. kat BDE i punkt A za jego ramionami.

Jezeli tu obie ptaszczyzny rozszerzymy nieograniczenie,
te przecigwszy sie w krawedzi spdluej RM, uczynig dwa katy
réozne nazwane takze katami przylcgtemi, zupeilnie tak jak
dwie prosto przecinajace sie; co wiec w rzeczonym 8. 0 pro-
stopadtych byto dowiedzionem, toz samo ma i tu miejsce.

W przypadku drugim, gdy punkt dany znajduje sie
miedzy ptaszczyznami, kat prostopaditych jest spetnieniem
kata pochytosci tych ptaszczyzn. Niech bowiem beda dwie
ptaszczyzny MN i MP przecinajgce sie w prostej MQ fig. 200,
niech tez danym punktem w przestrzeni bedzie A, tedy
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spusciwszy z tego punktu AB prostopadltg do ptaszczyzny
MN, tudziez AC do ptaszczyzny MP, potem przez dwie te
prostopadie prowadzac ptaszczyzne, ta bedzie do obu pierw-
szych, a zatém i do ich spélnego przeciecia sie MQ prosto-
padtg. Niech ta ptaszczyzna przecina pierwsza w prostej
BD, a druga w prostej CD, tedy DB jest prostopadta do MQ
na ptaszczyznie MN i DC takze prostopadte do tegoz spdl-
nego przeciecia sie MQ na ptaszczyznie MP; przeto kat
BDC jest katem pochytosci dwdch tych ptaszczyzn. W czwo-
rokgcie ABDC katy przy B i C sg proste, zagtem D-j-A=180
t. j. kat jaki prostopadte czynig miedzy soba, jest spetlnie-
niem kata pochytosci ptaszczyzn do ktoérych prostopadte
spuszczone byty.

Uwaga. Jezeli w obecnym przypadku réwnie jak to
uczyniliSmy w 8. 45 mie¢ bedziemy wzglad na kierunki tak
prostopadtych jako tez i przecie¢ tej trzeciej ptaszczyzny
z dwiema pierwszemi, tatwo sie przekonaé, ze kat prosto-
padtych zawarty miedzy jodnoimiennemi ich kierunkami, réw-
na sie katowi pochytosci ptaszczyzn zawartemu takze mie-
dzy takiemiz kierunkami ptaszczyzn. Biorgc bowiem punkt
A za poczatek, z ktérego dwie prostopadte wychodzg, te
czynig dwa katy spetniajace sie; ale t¢z i ptaszczyzny MN
i MP, dostatecznie rozszerzone czynig réwniez dwa katy
spetniajgce sie. A jezeli punkt D na obu ptaszczyznach
znajdujacy sie, wezmiemy znowu za poczatek, widzimy, ze
DB i DC sg réznemi kierunkami, przeto kat BDC réwna
sie katowi prostopadtych B'AC zawartemu miedzy rdéznemi
kierunkami.

§. 198.

Twierdzenie. Dwie proste przeciete trzema plaszczy-
znami réwnolegltemi, podzielone sa przez tez ptaszczyzny na
czesci proporcyjonalne.

Niech bedg dwie proste AB i CD fig. 201 jakiekol-
wiek i niech je przecinajg trzy ptaszczyzny réwnolegie MN,
PQ i RS, pierwsza w punktach E, I, F, druga w punktach
G, K, 11; potrzeba dowies¢, iz czesci tych prostych zawarte
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miedzy trzema rzeczonemi ptaszczyznami, sa miedzy sobg
proporcyjonalne. Na ten koniec potagczmy punkta E i H
prosta EH, ktéra niech spotyka ptaszczyzne PQ w punkcie
L, poprowadziwszy IL i LK, a nareszcie EG i Fil, ponie-
waz plaszczyzny PQ i RS sag réwnolegte, spolne ich prze-
ciecia sie z trzecig przez EF i EH przechodzacg t j. IL i
FH sa takze réwnolegte §. 193 wniosek 2, przeto w ptaskim
trojkacie EFH jest EI:IF—EL:LII. l)la tej samej przy-
czyny spolne przeciecia sie EG i LK sg takze roéwnolegte,
a w tréjkgcie EHG jest rowniez EL:LH — GK:KH, zatom
El:'IF~GK:KH, co byto do dowiedzenia.

Uwaga. Gdyby proste AB i CD byly na jednejze
ptaszczyznie, w takim przypadku trzy punkta I, L, K, le-
zalyby na jednejze prostej rownolegtej do EG i FH a wte-
dy twierdzenie obecne byloby twierdzeniem dowiedzionein
w §. 53 albo w szczeg6lnym przypadku, byloby wnioskiem
5 §. 192

§. 199.

Twierdzenie. Dwie proste to przestrzeni ani réwnole-
gla ani sie przecinajace, leza na dwich ptaszczyznach réwno-
leghych.

Niech dwie proste AB i CD jig. 202, majg potozenie
w twierdzeniu wyrazone. Obrawszy na pierwszej ktérykol-
wiek punkt E i poprowadziwszy przez niego prosta GH row-
nolegta od drugiej, jako tez przez punkt F obrany na dru-
giej prosta IK réwnolegtg od pierwszej, katy HEB i DFK
sg sobie réwne 8. 194, a ptaszczyzny na ktérych lezg od
siebie rownolegte. Pomysliwszy wiec tak przez proste AB
i GH jako téz przez CD i IK plaszczyzny MN i PQ, prosto
AB i CD lezag na tychze plaszczyznach réwnolegtych, pierw-
sza na MN a druga na PQ.

Uwaga 1. Ze dwie te ptaszczyzny réwnolegte sgjedyne-
mi, na ktorych proste AB i CD umiesci¢ mozna, przekony-
wamy sie z tego, ze pitaszczyzna przechodzgca przez AB
koniecznie przechodzi¢ takze musi przez Gll i ze przez dwie
te prosto wiecej jak jedna ptaszczyzna przechodzi¢ nie mo-
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ze §. 180, a tg jest ptaszczyzna MN; podobniez ptaszczyzna
przechodzaca przez CD i IK inng by¢ nie moze, jak ptasz-
czyzng PQ. Kazde wiec dwie proste nie bedace najednejze
ptaszczyznie, lezg na dwoch plaszczyznach rownolegltych ale
jedynych i dla tego taki sktad dwdch ptaszczyzn, nazywamy
w Geometryi ptaszczyznami réwnolegltemi dwoch prostych.

W niosek. Z dowodu powyzszego twierdzenia wypty-
wa, ze przez kazdg z dwoch prostych nie bedacych na
jednejze ptaszczyznie poprowadzi¢ mozna ptaszczyzne réwno-
legta do drugiej, ale tylko jedne.

Uwaga 2. Z 8. 185 wniosek wiadomo, ze w przestrze-
ni mozna poprowadzi¢ prostg prostopadtg do kazdej z dwoch
innych prostych jakkolwiek potozonych i ze ta prostopadia
do obu jest téz najkrotsza ich odlegtoscia. Ta prostopadta
jest zarazem prostopadtg do ptaszczyzn réwnolegtych dwdéch
rzeczonych prostych. Bo przypusciwszy, ze FL jest owa
spoing prostopadtg tak do AB jako téz i CD, poprowadzmy
przez punkt F prosta IK rownolegta do AB, ta catkiem le-
ze¢ bedzie na plaszczyznie PQ. Lecz z przypuszczenia FL
jest prostopadta do CD, wiec téz jest réwniez prostopadig
do IK, a nastepnie prostopadta do ptaszczyzny PQ przez
dwie te prosto przechodzgcej §. 182, przeto jest téz prosto-
padia i do plaszczyzny MN réwnolegltej do PQ §. 192. Ale
taka prostopadta spoinie do dwdch ptaszczyzn mierzy ich
najkréotsza odlegto$é, zatem taz prostopadta mierzy réwniez
najkrotsza odlegtos¢ dwdch prostych AB i CD.

§. 200.

Twierdzenie. Dwie proste na réznych lezace ptasz-
czyznach, majg zaiosze spoing prostopadia, ale tylko jedne.

Umiesciwszy dwie proste AB i CD jig. 203 wedtug
poprzedzajgcego §. na dwoch rownolegltych plaszczyznach,
poprowadzmy przez pierwsza AB plaszczyzne ABEF prosto-
padia do plaszczyzny MN, przeciecie sie téj ptaszczyzny
z plaszczyzng MN, t j. prosta EF bedac réwnolegla do AB,
nie moze zarazem by¢ réwnolegta do CD, bo inaczej AB i
CD bytyby réwnolegtemi, co sie sprzeciwia zatozeniu, za-
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ttm prosta EF, a nastepnie i plaszczyzna ABEF przecina
prostg CD w pewnym punkcie G. Podobniez prowadzac
przez CD ptaszczyzne CDIH prostopadig do PQ, ta przetnie
prostg AB w pewnym punkcie K. Dwie te plaszczyzny
przechodzac pi¢rwsza przez AB i punkt G, druga przez CD
i punkt K, przecina¢ sie koniecznie muszg w prostej GK,
ktéra jest zarazem prostopadtg tak do ptaszczyzny MN jako
tez i do ptaszczyzny PQ, a nastepnie wedtug §. 183 pro-
stopadtg tak do AB jako tez i CD.

Ze dwoch podobnych prostych byé nie moze, przeko-
na¢ sie najlatwiej mozna stad, ze prosta prostopadta do dwéch
innych AB i CD, powinna przechodzi¢ naprzéd przez pewien
punkt prostej CD i by¢ prostopadtg do ptaszczyzny PQ, za-
tem znajdowac¢ sie powinna na plaszczyznie prostopadtoj
CDIH. Dla tejze sam¢j przyczyny znajdowac sie tez po-
winna na ptaszczyznie ABEF. A kiedy razem znajdowaé
sie powinna tak na pierwszej jako i drugiej ptaszczyznie,
wiec inaczej by¢ nie moze, tylko by¢é musi spélnem tych
ptaszczyzn przecieciem sie. A ze dwie plaszczyzny tylko
w jednej prostej przecina¢ sie moga, zatem dwie w twier-
dzeniu wyrazone proste, jedne tylko majg prostopadta spoi-
na. Te to prostopadta nazywamy najkrétsza odlegltoscig
dwoch prostych w przestrzeni.

§. 201

Na zasadzie tego twierdzenia rozwigza¢ mozna naste-
pujace

Zagadnienie. Majgc dane dwie proste w przestrzeni
lezace na réznych ptaszczyznach poprowadzié prosta, spoinie
do obu prostopadia.

Rozwigzanie. Niech dwiema prostemi danemi beda AB
i CD jig. 204 lezace na roznych plaszczyznach. Przez punkt
E obrany gdziekolwiek na pierwszej prostej, poprowadzmy
EF roéwnolegla do drugiej prostej CD, a przez proste AB
i EF poprowadzmy ptaszczyzne MN, ktora bedzie roéwnole-
gta do CD §. 191. Potem z punktu G obranego takze gdzie-
kolwiek na prostéj drugiej CD, poprowadzmy GH prostopa-
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dig do ptaszczyzny MN. Jezeli przez proste CD i GH po-
prowadzimy ptaszczyzne GHIK, ta bedzie prostopadig do
ptaszczyzny MN i przetnie prostg AB w pewnym punkcie L,
z ktérego na tej nowej plaszczyznie poprowadziwszy LO ré-
wnolegta do GH, ta bedzie prostg zadana. Albowiem LO
bedac réwnolegta do GH, prostopadtej do ptaszczyzny MN,
jest toz prostopadig do toéjze plaszczyzny MN, a zatem jest
prostopadtg tak do LH jako i do LB. Ale LH jest réwno-
legta do CD, zatom LO jest takze prostopadta do CD, co
byto do okazania.
5. 202

Definicyja. Jezeli z punktu danego w przestrzeni spu-
scimy prostopadtg do ptaszczyzny jakiejkolwiek, punkt spot-
kania sie tej prostopadiej z ptaszczyzng czyli spodek prosto-
padtej nazywadé bedziemy rzutem (projectio) tego punktu na
ptaszczyzne. Jezeli na prostej dandj w przestrzeni obierze-
my dwa jakiekolwiek punkta i z tych spuscimy prostopa-
dte do pewnej ptaszczyzny, a przez rzuty tych punktéw po-
prowadzimy prostg na tejze ptaszczyznie, te nazwiemy rzu-
tem prostej w przestrzeni na ptaszczyzne dang. W przy-
padku, ze diugos¢ prostej w przestrzeni jest ograniczona,
spusciwszy zjej koncoéw prostopadte do pewnej ptaszczyzny,
prosta miedzy rzutami koricow prostej w przestrzeni zawarta
bedzie rzutem takze ograniczonym co do dtugosci prostoj
danej.

Z kazdego punktu prostej LM w przestrzeni, jak na
fig. 205 z punktéw A, B, C, D, E . . . spusciwszy prosto-
padte Aa, B, Cc, Dd, Ee . . . do ptaszczyzny PQ, wszyst-
kie te prostopadie lezg na jednejze plaszczyznie, a spodki
ich czyli rzuty punktéw A, B, C . ., leza na jednoj prostej
bedacej spélnem przecieciem sie plaszczyzny przez prosta
w przestrzeni, prostopadtej do ptaszczyzny PQ. Pomysliw-
szy bowiem przez prostg w przestrzeni i jedne z prostopa-
dtych np. Aa ptaszczyzne, ta bedzie prostopadta do ptasz-
czyzny PQ i przetnie jg w prost6j RS; skoro teraz z innego
punktu np. z punktu C spuscimy prostopadta Cc, ta lezeé
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bedzie na téj now¢j plaszczyznie i nie gdzieindziej spotka
ptaszczyzne PQ, tylko na spoélném tych plaszczyzn przecie-
ciu sie RS. Albo: kazde dwie réwnolegte z prosta w prze-
strzeni lezg na jednéjze plaszczyznie, wszystkie przeto pro-
stopadto z réznych punktéw prostej AE do plaszczyzny PQ
spuszczone, lezg na jednej i tejze samej plaszczyznie, przez
tez prosta przechodzac6j, a do danej ptaszczyzny prostopa-
diej, rzut za$ prostej na plaszczyzne PQ, jest spolném prze-
cieciem sie tych dwoch plaszczyzn.

Ptaszczyzne przez prosta w przestrzeni przechodzacg a
prostopadta do innej ptaszczyzny, nazywamy w Geometryi
plaszczyzna rzucajaca (planum proijciens). Spélne przeciecie
sie obu, czyli rzut prostej w przestrzeni dan¢j na plaszczyz-
ne dana, nazywamy S$ladem (vestigium, trace), pierwszej, na
ptaszczyznie drugidj.

8. 203.

Twierdzenie. Kat jaki czyni prosta pochyta do ptasz-
czyzny z swoim rzutem na tejze plaszczyznie, jest najmniej-
szym z katéw, jakie taz prosta czyni z kazdag inng prosta na
tejze ptaszczyznie przez spodek pochylej poprowadzona.

Niech bedzie prosta w przestrzeni AB pochyta do ptasz-
czyzny PQ fig. 206, a punkt A jej spodkiem czyli punktem
przeciecia sie jej z plaszczyzng PQ. Z ktéregokolwiek jej
punktu B spusciwszy prostopadta BC do ptaszczyzny PQ, a
przez prostg dang AB i przez tez prostopadig poprowadziw-
szy plaszczyzne, ta przetnie ptaszczyzne PQ w prostéj AL,
ktéra wedlug poprzedzajgcego §. jest rzutem prostej AB na
ptaszczyzne PQ. Potrzeba teraz dowiesé¢, ze kat BAC jest
najmniéjszym ze wszystkich, jakie prosta AB czyni¢ moze
z réznemi prostemi przez punkt A na plaszczyznie PQ po-
prowadzonemu Na ten koniec poprowadzmy przez punkt
A jakagkolwiek inng prosta AD na ptaszczyznie PQ; jezeli
dowiedziemy, ze kat BAD jest wiekszy niz kat BAL, do-
wiedziemy toz samo o kazdym innym kacie.

Na prost¢j AD wezmy AC'zrAC i poprowadzmy pro-
stg BC', tedy dwa tréjkaty BAC i BAC' majg bok AB spdl-
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ny, AC=AC"' z wykreslenia, lecz trzecie boki sg nieréwne,
bo wedlug §. 187 BC<;BC', zattm i kat BAD lezgcy na-
przeciwko wiekszego boku BC' jest wiekszy od kata BAC
przeciwlegtego bokowi mniejszemu BC. A Zze toz samo
dowiedzie sie o kazdym innym kacie, wiec kat BAC, jaki
pochyta czyni z swoim rzutem, jest katem najmniejszym, co
nalezato dowiesc.

W niosek 1. Poniewaz ze wszystkich katéw, jakie pro-
sta w przestrzeni czyni¢ moze z roznemi prostemi przez jej
spodek na pewnej ptaszczyznie poprowadzonemi, najmniej-
szy jest kat, jaki taz prosta czyni z swym rzutem, przeto
dla jednejze prostej ten kat jest stalym i dla tego nazywaé
go bedziemy katem pochytosci prostej do ptaszczyzny.

Uwaga. Poprowadziwszy z drugiej strony owej ptasz-
czyzny prostopadiej do PQ i na tej ostatniej plaszczyznie
prostag, AD’ tak izby kat LAD' byt rowny katowi LAD, a
potem wzigwszy AC"=AC"' i poprowadziwszy prostg BC", ta
bedzie réwna prostej BC' a dla tego i kat BAC" czyli
BAD'=BAD. Lecz ze kazdy z nich jest wiekszy od kata
BAL, wiec stad wniesiemy, Ze prosta w przestrzeni nie moze
z trzema prostemi na pewnej plaszczyznie poprowadzonemi
czyni¢ katow rownych tylko w tenczas, gdy jest prostopadia
do tejze ptaszczyzny.

W niosek 2. Z poprzedzajgcego twierdzenia tatwo
wniesiemy, ze proste réwnolegte w przestrzeni sag jednako-
wo pochylone do tejze samej ptaszczyzny. Z ktérychkol-
wiek bowiem ich punktéw spusciwszy prostopadie do tej
ptaszczyzny, te wedtug §. 190 bedg od siebie rownolegte,
wiec katy miedzy prostemi danemi i prostopadiemi zawarte,
bedg rowne. A ze to katy sa dopelnieniami katéw pochy-
tosci tych prostych do ptaszczyzny, zatem proste sa jedna-
kowo do ptaszczyzny pochylone. Twierdzac za$, ze proste
jednakowo do jednéjze ptaszczyzny pochylone sg od siebie
réwnolegte, twierdzilibySmy oczywiscie fatszywie; by¢ bo-
wiem moze nieskonczona liczba prostych jednakowo do ptasz-
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czyzny pochylonych, chociaz nie bedg miedzy soba réwno-
legtemi.
8. 204.

Jak w §. 202 otrzymaliSmy rzut prostej na ptaszczy-
Znie dandj prowadzac przez tez prosta ptaszczyzne prosto-
padla do ptaszczyzny danej; tak tez otrzymaé¢ mozna rzut
jakiejkolwiek figury danej w przestrzeni na ptaszczyznie
danéj. Niechby np. dany byt w przestrzeni trojkat ABC
fig. 207, lezacy na ptaszczyznie PQ, a chcieliSmy zrobié jego
rzut na dang ptaszczyzne MN jakkolwiek do ptaszczyzny PQ
pochylong, tedy dosy¢ jest z wierzchotkéw trojkata spuscic
prostopadte Aa, B6 i Cc do ptaszczyzny MN i punkta a, b, c,
w ktorych spotykajg ptaszczyzne MN, zigczy¢ prostemi, a to
zamkng tréjkat abc, ktéry bedzie rzutem trdjkgta ABC na
ptaszczyzne MN. Albo: przez kazdy z trzech bokoéw troéj-
kata ABC prowadzac ptaszczyzne prostopadta do piaszczy-
zny MN, spélne tych trzech plaszczyzn przeciecia si¢ z plasz-
czyznag MN przetng sie wzajemnie i zamkng trojkat abc.

Co tu powiedziano o tréjkacie, zastosowa¢ mozna do
kazdej inn¢j figury prostokresine;j.

Chcac zas$ zrobi¢ rzut figury krzywokreslnej, drugiego
sposobu uzy¢ nie mozna, bo punkta linii krzywej ptaskiej
leza w prawdzie na jednejze plaszczyznie, ale robiac ich
rzuty na inng dana ptaszczyzne, kazdy z tych punktow le-
ze¢ bedzie na osobnej ptaszczyznie prostopadiej do ptasz-
czyzny danej. Dla tego chcac zrobi¢ rzut linii krzywej na
dang ptaszczyzne, nalezy z kazdego j¢j punktu spusci¢ pro-
stopadta do danej ptaszczyzny i przez spodki tych prosto-
padtych czyli przez rzuty tycli punktéw zakresli¢c krzywa,
ktéra bedzie rzutem krzywej w przestrzeni. Tym samym
sposobem robi sie rzut krzywej podwojnie krzywej t. j. ta-
kiej, ktorej punkta sa na réznych plaszczyznach.
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ROZDZIAL H.
Katy brylowe tréjscienne i wieloscienne.

§. 205.

W §. 182 widzieliSmy, ze dwie plaszczyzny przecinajg
sie w prostej. Plaszczyzny te podzielity cata nieograniczo-
ng przestrzen na cztery takze nieograniczone czesci, ktére
katami dwusciennemi nazwalisSmy. Jezeli teraz przez ktory-
kolwiek punkt krawedzi obu ptaszczyznom spélnej poprowa-
dzimy trzeciag w jakimkolwiek kierunku, byle réznym od
kierunku kazdej z dwdch pierwszych, trzecia ta ptaszczyzna
podzieli kazdy z owycli czterech katéw dwusciennych na
dwie czeSci réwniez nieograniczone i tej samej natury jak
picrwsze. Tak na fig. 208 dwie ptaszczyzny AJ3CD i EFGH
przecinajg sie w prostej PQ i czynig katy dwusciennne
APQH, BPQG, APQG i BPQD. Jezeli przez punkt O spoél-
nej im krawedzi PQ poprowadzimy trzecig ptaszczyzne IKLM
przecinajaca pierwsza w prostej RS, drugg zas w prost6j TU,
ptaszczyzna ta podzieli kazdy z powyzszych czterech katéw
dwusciennych na dwie czesci i utworzy z dwiema pierwsze-
mi plaszczyznami oSm przestrzeni czyli okolic nieograniczo-
nych, z ktérych kazda zawarta jest miedzy trzema ptaszczy-
znami przecinajgcemi sie w jednym punkcie; te bowiem
trzy ptaszczyzny jeden tylko punkt O maja spolny, gdyz
on lezy na kazdej z nich. Te oSm przestrzeni nazywac be-
dziemy kagtami tréjsciennemi albo lepiej trojscianami zwy-
czajnie, lubo mylnie, katami brylowemi (ang. solidus, po
francuzku triédre); kazda bowiem przestrzen lezy miedzy
trzema S$cianami, punkt za$ O wszystkim trzem ptaszczyznom
spolny nazwiemy wierzchotkiem tréjscianu. Trzy wiec ptasz-
czyzny przecinajgc sie w jednym punkcie, dzielg cata nie-
ograniczong przestrzen na osm czeSci czyli trojScianow.
Z Tych cztery sa nad ptaszczyzng IKLM, a cztery pod tgz
ptaszczyzna.

Pierwsze sa: OAEM, OBFK, OBEIl i OAFL
drugie zas ODHM, OCGK, OCHI i ODGL.
17
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Tc katy sa takie, ze po dwa, jeden nad a drugi pod ptasz-
czyzng IKLM sg sobie rowne. Tak w obecnym przypadku
tréjscian OAEM = OCGK

— OBFK-ODHM

— OBEI = ODGL

— OAFL = OCHI
jak sie pézniej o tem przekonamy, moéwiac o rownosci ka-
tow trojsciennych.

W przypadku, gdy te trzy ptaszczyzny sg do siebie
prostopadie, jak nafig. 209, katy trojscienne wszystkie sg
miedzy sobg rowne i dzielg przestrzen na osm okolic zu-
petnie sobie réwnych. W takim razie katy tréjScienne na-
zwiemy prosterni. Spolne przeciecie sie kazdych dwoéch pasz-
czyzn stosownie do §. 195 jest prostopadte do trzeciej ptasz-
czyzny, zatem kazde spdlne przeciecie sie dwoéch ptaszczyzn
bedac prostopadte do trzeciej, ktéra przechodzi przez dwa
inne spélne przeciecia, jest takze prostopadte do kazdej
z tych prostych; przeto trzy te spélne przeciecia sg wzajem-
nie do siebie prostopadte. Na przywiedzionej figurze spélne
przeciecia sie sg xx, yy' i zz i na tej figurze mozna jeszcze
wyrazniej rozrozni¢ osm katéw trojSciennych; sg one bowiem
nad ptaszczyzng xx nastepujgce

Oxyz, Oxy'z, Oxyz i Oxy'z
a za$ pod rzeczong plaszczyzng

Oxyz', Oxy z, Qxyz i Oxy'z.
Spoélne przeciecie xx jest prostopadie tak do yy'jako tez i do
zz i nawzajem yy’ jest prostopadte do xx i do zz', a zZ
prostopadte do xx' i yy'. Jakkolwiek trzy te ptaszczyzny
bedg do siebie nachylone, kat Oxyz czyta sie zwyczajnie
Xyz, Oxyz czyta sie sie xyz i t. d. wymawiajgc tylko trzy
gltoski na trzech przecieciach w jedng okolice przestrzeni
zwrdconych lezace. Linijowe katy xOy, xOz i yOz, nazywac
bedziemy katami ptaskiemi. -

Jezeli wiecej niz trzy jakiekolwiek ptaszczyzny prze-
cinajg sie w jednym punkcie, te zajmuja w jednym Kkierun-
ku nieograniczong przestrzen, ktéra ogélnie nazywamy katem
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wielosciennym (angulus polyeder) i od liczby ptaszczyzn czyli
écian, przybiera nazwy dwuscienny, tréjscienny, czworoscien-
ny, piecio-, szescio- i t d. Scienny.

W tern co nastepuje uwazaé¢ tylko bedziemy katy bry-
towe wypukde t. j. takie w ktérych przedtuzywszy ktérgkolwiek
Sciane, caty kat brylowy lezy zjedn$§j strony tej ptaszczyzny.

§. 206.

Twierdzenie. Wewnatrz kata brylowego tréjsciennego
czyli tréjscianu wzigwszy gdziekolwiek punkt i z tegoz pun-
ktu spusciwszy prostopadte do Scian tego kata, a potem przez
kazde dwie prostopadle pomysliwszy plaszczyzne, te trzy plasz-
czyzny zamkng kat brylowy trojscienny, ktérego katy pochy-
tosci plaszczyzn czyli katy dwuscienne sg spelnieniami katéw
ptaskich danego kata brylowego; i wzajemnie katy dwuscien-
ne drugiego, sg spetnieniami katow plaskich pierwszego kata
tréjsciennego.

Niech bedzie kat troéjscienny O trzema plaszczyznami
AOB, AOC i BOC zawarty jig. 210, obrawszy wewnatrz je-
go gdziekolwiek punkt o i z tego spusciwszy prostopadte
oa na ptaszczyzne BOC, ob na ptaszczyzne AOC i oc ha
ptaszczyzne AOB, i przez te prostopadite prowadzac ptasz-
czyzny, te beda prostopadite kazda do dwoch innych. Tak
ptaszczyzna przez ob i oc jest prostopadig, tak do plaszczy-
zny AOB jako tez i plaszczyzny AOC, a zatem i do ich
spolnego przecigcia sie AO. Lecz rzeczona ptaszczyzna prze-
cina dwie drugie w prostych Ab i Ac, te przeto réwniez sg
prostopadte do OA. Podobniez ptaszczyzna przez oa i oc
jest prostopadlg do OB, jako tez spélne jej przeciecia sie
Ba i Bc; a nareszcie ptaszczyzna przez oa i ob, tudziez spol-
ne jej przeciecia sie Ca i Cb, prostopadte do OC. Poniewaz
OA jest prostopadig tak do Ab jako tez i do Ac, wiec jest
takze prostopadlg i do plaszczyzny boc czyli do Sciany boc
kata brytowego o; dla téjzc samej przyczyny OB jest pro-
stopadta do S$ciany aoc, a OC prostopadta do S$ciany aob.
Stad wnies¢ mozemy ze kat brylowy O jest tern samem
wzgledem kata o, czem ten ostatni wzgledem pierwszego.

17.
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W czworokacie OAcB katy przy A i B sg proste we-
dtug powyzszego, wiec kat AcB z katem AOB czynig dwa
katy proste, jest wiec jeden drugiego spetnieniem. Ale kat
AcB jest katem pochytosci Scian boc i aoc czyli katem dwu-
sciennym aocb kata brylowego o, kat zaS AOB jest katem
ptaskim kata brytowego O i te katy sag sobie przeciwlegie,
zatem kat ptaski kata brytlowego O z katem dwusciennym
kata o pierwszemu przeciwleglym, sg kgtami spetniajgcemi
sie do 180 stopni. Tym samym sposobem dowodzi sie, ze
kat AOC jest spetnieniem kata aobc a kat BOC spetnieniem
kata boac. Wzajemnie: w czworokacie np. Aboc katy przy
b i ¢ sg proste, zatem kat ptaski boc kata brylowego oz ka-
tem pochytosci plaszczyzny AOC do ptaszczyzny AOB t j.
z katem bAc czynig 180°, sg wiec spetnieniem jeden drugie-
go. Toz samo dowiedzie sie i o dwdch innycli katach. Za-
tem katy ptaskie troéjsciennego kata O sg spetlnieniami ka-
tow Sciennych kata brylowego o przeciwlegtych pierwszym,
a katy ptaskie brylowego kata o, sg speilnieniami katow
sciennych kata O tamtym przeciwlegtych. Z tego powodu
dwa tréjscienne katy O i o nazywajg sie spelniajgacemi
(supplementarii).

Twierdzenie to uwaza¢ mozna za zasadnicze w teoryi
katéw trojsciennych.

Uwaga. Cata nauka o zwigzku katéw Sciennych z ka-
tami ptaskiemi kat brytowy troéjscienny sktadajacemi, stano-
wi osobng czes¢ Geometryi nazwang Trygonometryjga w prze-
strzeni albo zwyczajniej Trygonometryjg sferyczna.

8. 207.

Twierdzenie. W kazdym kacie brylowym tréjscien-
nym summa dwoch ktérychkolioiek katéw ptaskich jest zmusze
wieksza niz kat trzeci, tudziez kazdy kat ptaski jest wiekszy
niz réznica dwoch innych.

Chcac z trzech katéow plaskich AOB, BOC i COD
fig. 211 ztozy¢ kat brytowy, wystawi¢ sobie mozemy, ze ptasz-
czyzne AOB obracamy okoto prostej OB a ptaszczyzne COD
okoto prostej OC, jakoby okoto osi dopéty, dopoki ptaszczy-
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zny te nie spotkajg sie z sobg albo raczej dopdki proste OA
i OD nie zejda sie w jedne krawedz bedacg spélnem prze-
cieciem sie tych dwoch ptaszczyzn. Gdyby katy AOB i COD
razem wzigte rownaly sie katowi BOC, proste OA i OD
zeszlyby sie na ptaszczyznic kata BOC np. w prostej OE,
a dwie ptaszczyzny AOB i COD zmieszaltyby sie z plasz-
czyzng BOC i nieotrzymalibySmy zadnego brytowego kata.
W przypadku za$, gdyby summa katéw AOB i COD byta
mniejsza niz kat BOC, prosta OA przypadataby na ptasz-
czyznie BOC np. w potozeniu OA', a prosta CD w potoze-
niu CD’ t. j. dwie te proste wcaleby sie z sobg nie zeszty,
a zatem tym mniej zamknetyby jaka przestrzen. Z tego skia-
dania kata brytowego tréjsciennego widzimy jasno, iz aby
z trzech plaskich katéw mozna ztozy¢ kat brytowy, koniecz-
nym jest warunkiem, izby ptaszczyzny AOB i COD zeszly
sie z sobg nad ptaszczyzng BOC Ilub pod tgz ptaszczyzna,
gdybySmy pierwsze dwie ptaszczyzny w przeciwnym Kkie-
runku obracali. A ze ten warunek nie ma miejsca tylko
w tcnczas, gdy summa dwoéch katéw praskich AOB i COD
jest wieksza niz trzeci BOC, zatem jest dowiedzionem, iz
summa dwoch ktérychkolwiek katow ptaskich kat brytowy
trojscienny sktadajacych, jest wieksza niz trzeci.

Albo tak: Poniewaz tylko w przypadku, gdy jeden
z katow jest wiekszy niz kazdy z dwoch innych, dowéd mo-
ze mie¢ miejsce, zatem niech w kacie brytowym tréjscien-
nym O fig. 212, bedzie kat AOC najwiekszy, tedy chcac
dowiesé, ze wszelako ten kat jest mniejszy niz summa ka-
tow AOB i BOC, poprowadzmy jakkolwiek prostg AC prze-
cinajacg krawedzie OA i OC w punktach A i C, potem na
ptaszczyznie kata najwiekszego poprowadzmy prostg OB' tak,
izby kat AOB' byt réwny katowi AOB; niech ta prosta prze-
cina prostg AC w punkcie B'; na krawedzi OB wezmy
OB=0B’ i poprowadzmy proste BA i BC. Dwa trojkaty
AOB i AOB' sg sobie rowne wedtug 8. 23, bo AO spdlne,
BOr=B'0 z wykreslenia i kat AOBzrAOB' takze z wykre-
Slenia; przeto AB~AB’'. Lecz w tréjkacie ABC jest
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AC<AB+BC czyii AB'-fB'C<AB-]-BC skad B'C<BC;
wiec poniewaz trdjkgty BOC i B'OC majg bok CO spoiny,
OB = OB', zatom kat B'OC-<;BOC, gdyz pierwszy lezy na-
przeciwko boku mniejszego. Do dwoch ilosci nieréwnych
dodawszy réwne, summy otrzymamy nieréwne t. j.
B'OC+B'OA<BOC-+-AOB czyli AOC<AOB+BOC.

Co do drugiego. Przypusciwszy ze BOC>AO0OB, poniewaz
AOB-}-AOC>BOC wedtug poprzedzajgcego, wiec odjgwszy
od dwoch tych ilosci nieréwnych tez sarne ilos¢ AOB, bedzie
AOC>BOC—AOB t j. ktorykolwiek z trzech katéw plas-
kich kata tréjsciennego jest zawsze wiekszy niz réznica dwoch
innych, co potrzeba byto dowiesc.

§. 208.

Twierdzenie. W kacie brylowym tréjsciennym summa
trzech katéw ptaskich kat brylowy skladajacych, jest mniej-
sza niz cztery katy proste.

Niech bedzie kat brylowy O zlozony z trzech katéw
ptaskich AOB, AOC i BOC fig. 213, potrzeba dowies¢, ze
AOB-j-AOC-)-BOC<;41l. Na ten koniec poprowadzmy ja-
kakolwiek ptaszczyzne DEF przecinajacg wszystkie trzy kra-
wedzie w punktach D, E, F, przy ktorych powstajg trzy
katy brytowe trgjscienne. Tak przy punkcie D powstaje
kat brytowy zawarty trzema kagtami ptaskiemi ODE, ODF
i FDE; przy punkcie E kat brylowy ztozony z trzech ka-
tow ptaskich OED, OEF i DEF, a nareszcie przy punkcie
F, kat brylowy tréjscienny zawarty katami ptaskiemi OFE,
OFD i DFE. Poniewaz wedlug poprzedzajacego 8.

w kaciebrytowym D jestODE-|-ODF> FDE

” » ” E , OED+ OEF> DEF

" " " F , OFE+ OFD> DFE

zas FDE-fDEF-fDFE = 211, zatom
ODE-f OED-f OEF-f-OFE + ODF+ OFD 2R

A ze w trojkacie DOE .... ODE-(-OED= 2R— DOE
wow " EOF ... . OEF-fOFE =2R — EOF
s> n on n DOF. ... ODF-f OFD= 2R— DOF
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t j. ODE--OED+OEF-fOFE+ ODE + OFD==6R—
(DOE-fEOF+DOF)
zatem 6R — (DOE -f-EOF -(- )OF > 2R, a nareszcie
DOE EOF-f-DOF< 4R co byto do dowiedzenia.

W niosek. Z tego twierdzenia wprost wyplywa, ze
summa katéw Sciennych w kacie brytowym tréjsciennym t.j.
summa trzech katéw pochytosci Scian kata brylowego, jest
mniejsza niz 6R a wieksza niz 2R. Oznaczywszy bowiem przez
a fi, y, katy ptaskie kat brytowy O skiladajgce, a przez a,
b, c, katy Scienne pierwszym przeciwlegte, wedlug §. 206

mamy a— 2R — «, 6==:2R— fi, c—2R — vy, zatem
a-f- b-f-¢c=:6R — («-(-/? -j- /). A ze w poprzedzajgcem twier-
dzeniu dowiedlismy, iz a-j-fi-f-y< 4R, co znaczy, ze sum-
ma a-ffi-—y przypada zawsze miedzy 0 i 4R, zatem sum-
ma a+ 6+ c przypada tez zawsze miedzy 6R i 2R t j.
w kazdym razie jest wieksza niz 2R, a mniejsza niz 6R. Ze
summa katéw Sciennych nigdy nie moze przestgpi¢ a nawet
dosiegna¢ granicy 6R, pokazuje sie stad, ze summa a -j- fij~y
nigdy nie moze sta¢ sie = 0, bo w takim razie i kat bry-
towy znika; ze za$ nie moze by¢ nigdy wieksza, a nawet
rowna 2R, widzimy oczywiscie; bo gdyby « p-j-y czynito
4R, a tylko w tym razie by¢ by mogto a-j- 6-j- c=r2R, trzy
katy ptaskie < fi, y, rozpostartyby sie na jedne ptaszczyzne
okoto punktu O, wiecby znowu nie mogly zamykaé kata
brytowego.

Z tego rozumowania wynika, ze summa a-\-b-\- ¢ mo-
ze przybiera¢ wszystkie waznosci ale tylko miedzy 2R i 6R
przypadajace.

Jezeli katy plaskie < fi, y sg proste, wtedy tez i katy
scienne a, b, ¢, sg proste, jak z § 205 wiemy.

§. 209.

Twierdzenie. W kacie brylowym tréjsciennym naprze-
ciwko katow ptaskich rownych, leza katy scienne réwne i od-
wrotnie.

Niech bedzie kat brytowy tréjscienny Ojig. 214, w kto-
rym kat ptaski AOB = BOC, potrzeba dowies¢, ze kat po-
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chytosci plaszczyzny AOB do ptaszczyzny AOC jest rowny
katowi pochytosci ptaszczyzny BOC do tejze plaszczyzny
AOC. Na dowiedzenie tego z ktdregokolwiek punktu B
krawedzi OB spusémy prostopadta BD na ptaszczyzne AOC,
a z jej spodka D na ptaszczyznie AOC spusémy prostopa-
die DA i DC do krawedzi OA i OC; punkta A i C polg-
czywszy z punktem B prostemi AB i BC, te wedtug §. 185
wniosek bedg prostopadiemi, pierwsza do OA druga do OC,
a katy BAD i BCD bedg owemi katami pochytosci czyli
sciennemi, ktérych réwnosci dowies¢ potrzeba. Dwa trojkaty
AOB i BOC prostokgtne przy A i C, majg przeciwprosto-
katnie OB spoing, kat AOB=BOC 2z zatozenia, przeto
ABr=BC. Dwa znowu trdjkaty ABD i BCD prostokatne
przy D maja bok BD przylegly katowi prostemu spoiny i
przeciwprostokatnie AB i BC réwne z poprzedzajgcego do-
wodu, sg przeto sobie réwne i przystaja do siebie, a z przy-
stania wnosimy, ze katy lezace naprzeciwko bokéw réwnych,
sa sobie réwne t. j. kat BAD = BCD, co bylo do dowie-
dzenia.

Odwrotnie: Jezeli katy pochytosci ptaszczyzn AOB i
BOC do plaszczyzny AOC sg sobie réwne, katy ptaskie
AOB i BOC im przeciwlegte takze sobie sg réwne. Obraw-
szy podobniez gdziekolwiek punkt B na krawedzi OB i
z niego spusciwszy prostopadia BD do ptaszczyzny AOC,
potem z jej spodka D prostopadte DA i DC do krawedzi
OA i OC, a nareszcie poprowadziwszy proste AB i BC, katy
BAD i BCD sa katami pochytosci rzeczonych plaszczyzn
z zalozenia rowne, dowie$¢ potrzeba, ze kat AOB = BOC.
Trojkaty BAD i BCD prostokatne przy D majace bok
BD spoiny i oprécz tego katy przy A i C réwne przystajg
do siebie, a w szczegélnosci AB=BC. Dwa tez tréjkaty
AOB i BOC prostokatne przy A i C majac przeciwprosto-
katnia OB spoing i bok ABirBC przystajg do siebie, a
z przystania wnosimy, ze kat AOB przeciwlegty bokowi AB
jest rowny katowi BOC przeciwlegtemu bokowi BC, a réw-
nemu AB, co byto do dowiedzenia.
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WNIOSEK. Poprowadziwszy prostg OD, poniewaz z przy-
stania tréjkgtow AOB i BOC wypada ze tez i OA:=0C,
a z przystania tréjkgtow ABD i BOD, ze AD — DC, zatem
dwa trojkaty AOD i DOC, w ktérych trzy boki jednego
réwne sg trzem bokom drugiego, kazdy kazdemu, przystaja
do siebie, a w szczegolnosci kat AOD DOC. Jezeli wiec
przez prostopadita BD i krawedz OB wystawimy sobie po-
prowadzong ptaszczyzne, ta bedzie prostopadia do ptaszczy-
zny AOC, i podzieli kat ptaski AOC na dwie czesci réwne
a kat brylowy O na dwa inne majace po kacie Sciennym
prostym i ztozone kazdy z trzech katéow ptaskich réwnych,
przeto rzeczona ptaszczyzna podzieli kat brytowy O na dwie
czesci rowne. Plaszczyzne taka nazwacby mozna réwnodzie-
laca kat brytlowy tréjscienny.

Réwnos¢ katéw brylowych trojsciennych.
§. 210.

Sktadajac kat brytowy trojscienny z trzech katoéw ptas-
kich w §. 207, widzieliSmy, zc majac trzy katy ptaskie AOB,
BOC i COD fig. 211, rozpostarto na ptaszczyznie i chcac z
nich ztozy¢ kat brylowy, obracaliSmy ptaszczyzne AOB oko-
to prostej OB, za$ ptaszczyzne DOC okoto prostej OC, do-
poty, az sie obie zeszty nad plaszczyzng BOC tak, ze pro-
ste OA i OB zeszty sie w jedne krawedz. Lecz ten sam
kat brylowy moglibySsmy otrzyma¢ obracajgc tez same ptasz-
czyzny i okoto tychze samych prostych, lecz w przeciwnym
kierunku, a wtedy proste OA i OD zejdg sie takze w jedne
krawedz, lecz pod ptaszczyzng BOC. Tym sposobem otrzy-
mamy dwa katy brylowe zlozone z tychze samych katéw
ptaskich i majacych tez same katy Scienne. Atoli wystawiw-
szy sobie te dwa katy potozone przy sobie tak, aby na je-
dnejze ptaszczyznie byly potozone Scianami BOC, tatwo do-
strzezemy, iz kat plaski AOB leze¢ bedzie w pierwszym z
lewej, w drugim za$ kacie brylowym z prawej strony; toz sa-
mo rozumie sie o kacie ptaskim DOC, kiadac wiec dwa te
katy na sobie tak, aby wierzchotki O padty na siebie i $cia-
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na BOC przystata do $ciany BOC, co sie da uskutecznié¢, bo
te Sciany sa réwne jako tez same, sciana DOC drugiego nie
moze przysta¢ do sciany AOB pierwszego bo nie sg réwne,
wiec i te katy brylowe nie moga przysta¢ do siebie. W troj-
katach prostokresinych widzieliSmy, iz takowe jakiekolwiek
miaty potozenie, skoro trzy boki jednego réwne byly trzem
bokom drugiego kazdy kazdemu, byty sobie réwne i przy-
staly do siebie. W katach za$ brytlowych troéjsciennych zto-
zonych z katéw ptaskich réwnych napotykamy niepodobien-
stwo ich przystania do siebie, chociazbysmy ktorykolwiek z
nich dowolnie odwracali, lubo o ich réwnosci jesteSmy prze-
konani. Jakiez wiec katy brylowe troéjscienne przystaé¢ beda
mogly do siebie? OdpowiedZz na to jest bardzo tatwa i za-
pewne bez namystu, majac przed oczami powyzsze dwa kg-
ty brylowe, kazdy odpowie: ze dwa katy brylowe, tréjscienne
ztozone z katéw plaskich réwnych i w tymze samym porzadku
w obu wozonych sg sobie réwne i przystajg do siebie. To jest
pierwsze twierdzenie o réwnosci i przystawaniu katéw bry-
towych odpowiadajgce twierdzeniu §. 22.

W drugim przypadku dwa katy brylowe réwne t. j. z
rownych katéow ptaskich ztozone ale w przeciwnym porzadku
w obu utozonych, nazwiemy katami brylowemi symmetryczne-
mi. Taicie dwa katy najtatwiej otrzymamy, przediuzajgc kra-
wedzie jednego w przeciwnym Kierunku. Z trzech wiec ka-
tow ptaskich mozna tez ztozy¢ dwa katy brytowe réwne ale
nieprzystajgce do siebie.

Uwaga. Kat brytowy tréjscienny majacy dwa katy ptas-
kie réwne, na podobienstwo trdjkata réwnoramiennego, na-
zwa¢ mozna katem réwnosciennym (po francuzlcu isoedre).
Dwa takie katy brylowe symmetryczne przystajg do siebie,
bo potozywszy jeden na drugim tak, izby trzecie Sciany przy-
staty do siebie, dwie inne Sciany czyli to lezg w tymze sa-
mym czyli w przeciwnym porzadku jako sobie réwne, w kaz-
dym razie przystana do siebie, bo oprécz réwnosci czynig z
trzecig katy Scienne réwne §. poprzedzajacy.
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§ 211

Twierdzenie. Dwa katy brylowe tréjscienne majace po
jednej Scianie réwnej i po dwa katy Scienne przy tejze Scia-
nie lezace rowne i jednako potozone przystajg do siebie.

Niech bedg dwa katy brytowe O i O' jig. 215, majace katy
ptaskie AOC i A'0'C rowne, tudziez kat scienny OA~ O'A
i kat 0C = 0'C' czyli wyrazniej, kat pochytosci ptaszczyzny
AOB do AOC réwny takiemuz katowi ptaszczyzny A'0'B’
do A'0O’C i kat ptaszczyzny BOC z ptaszczyzng AOC réwny
katowi ptaszczyzny B’'0'C' z plaszczyzng A'0O'C’', potrzeba
dowies¢, ze te dwa katy przystaja do siebie. Przeniostszy
myslg kat Olna O i utozywszy tak izby wierzchotek O
padt na O, a $Sciana A'0‘C' przystata do $ciany AOC, po-
niewaz te katy ptaskie z zatozenia sg sobie réwno, zatem
krawedz O'A' pdjdzie po krawedzi OA a krawedz 0'C, po
OC. Z powodu, ze kat 0 'A'= 0A, $ciana A'0'B' weZmie po-
tozenie sciany AOB i dla tej samej przyczyny $ciana B'0'C
wezmie potozenie sciany BOC. Dwie wiec ptaszczyzny A'0'B'
i B'0'C dostatecznie rozszerzone, przetng sie w tejze samdj
prostej w ktérej sie ptaszczyzny 40B i BOC przecinajg t.j.
w prostej OB, a dlatego krawedz 0'B' podjdzie po krawedzi
OB, a nastepnie katy ptaskie A'0'B’' i AOB, B'0'C' i BOC
przystang do siebie, zatem i kat brytowy O' przystanie do
takiegoz kata O, a tein samem sag sobie réwne.

§. 212.

Twierdzenie. Dwa katy brylowe trdjScienne sg sobie
rowne i przystad moga do siebie, jezeli majg po dwa katy
ptaskie rowne i po kacie sciennym miedzy ptaszczyznami tych-
ze katéw zawartym rownym, a katy ptaskie sg jednakowo w
obu wlozone.

Niech bedg dwa katy brytowe O i O' fig. 215 takie,
ze kat AOC ~ A'0'C', kat AOB = A'0'B i kat Scienny
OB ~ O'A' czyli kat pochytosci ptaszczyzny AOB do AOC
rowny katowi pochytosci ptaszczyzny A'0'B’ do A'0'C; po-
trzeba dowies¢, ze te katy przystajg do siebie a nastepnie sg
sobie réwne, t. j. ze i trzecie katy ptaskie BOC i B'0'C' sg
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sobie réwne. Na dowiedzenie tego, potézmy réwniez kat O'
na O tak, izby punkt O' padtna O, a kat ptaski A'0'C przy-
stat do kata AOC. Poniewaz kat scienny 0'A'= OA, zatem
éciana A'0O'B' weZmie potozenie Sciany AOB, a z powodu
rownosci katéw ptaskich AOB i A'0'B', krawedz 0 'B' wez-
mie plozenie krawedzi OB. A Ze przez dwie proste przeci-
najagce sie jedna tylko ptaszczyzna przechodzi¢ moze §. 180,
za$ dwie proste 0'C’ i O B lezg catkiem na prostych OC i
OB czyli czynig z niemi jedne i tez same krawedzie, zatem
i kat ptaski B'0'C'= BOC t. j. dwa zatozone katy brytowe
we wszystkich swych czesciach przystajg do siebie.
§. 213.

Twierdzenie. Dwa katy brylowe tréjscienne, w ktorych
trzy katy scienne jednego sa réwne trzem takimze katom dru-
giego i jednakowo mpolozore, sg sobie rowne i przystajg do siebie.

Dwéch katow brytowych tréjsciennych O i O’, oznacz-
my katy ptaskie przez a fi,y i a, fi, /, katy za$ Scienne
im przeciwlegte przez a, b, ci a, b, ¢. Do kazdego z
tycli katéw brylowych pomysimy sobie kat trdjScienny spet-
niajacy 8. 206, tedy Sciany jednego z tych katéw bedg roé-
wne $cianom drugiego kazda kazdej jako spetnienia katéow
a, b cia, b, c, gdyz z zalozenia a~a, b—b, c—c'. Je-
zeli bowiem katy ptaskie tych spetniajagcych katéw bryto-
wych ozuaczymy przez A, B, C i A’, B', C' poniewaz
A+ a= 1801i A'-j-a’= 180", zatSin A-]-a = A'-j-a" a naste-
pnie AzzA' bo z zalozenia a— a'. Dla tejze samej przy-
czyny jest B=B' i C=zC' Dwa wiec katy spetniajgce przy-
stajg do siebie, az przystania wniesiemy, ze ich katy S$cien-
ne lezace naprzeciwko katéow ptaskich réwnych sg sobie ro-
wne. Oznaczywszy takowe w pierwszym przez g, li, k a
w drugim przez g', li, K', bedzie g—g, i—h i kk—1li. A ze
znowu z wihasnosci katow spetniajacych wyzej dowiedzionej
wypada, ze </-)-«=:180ig'-\-a — 180, skad g—j+z; g - f -,
zatem a— *. Podobnie tez znajdziemy, ze fi—fi' i y—y' czyli
ze dwa katy brylowe tréjscienne majace katy Scienne réwne i
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w tymze samym porzadku ulozone sa sobie we wszystkich
swych czeSciach réwne i przystajg do siebie.

Uwaga. Kat brytowy tréjscienny jest wiec doktadnie
oznaczonym, skoro znamy szes$¢ jego elementow t.j. trzy ka-
ty ptaskie i trzy katy Scienne. taczac te sze$¢ elementéw
po dwa za posrednictwem tréjsciennego kata spetniajgcego,
otrzymamy sze$¢ réznych potgaczen.

Chociaz pominelismy twierdzenie, ze w katach brytowych
tréjsciennych na przeciwko katéw plaskich réwnych lezg ka-
ty Scienne réwne i odwrotnie, wszelako w przypadku przy-
stania do siebie dwoch takich katéw tatwo to twierdzenie
wyprowadzi¢ jako prosty wniosek, bo to jest koniecznym
warunkiem ich przystania.

8. 214.

Powiedziawszy w 8. 205, co nazywamy katem brytowym
wielosciennym, nie wiele mamy do powiedzenia o takich ka-
tach, oprécz ze przez dwie ktorekolwiek lecz nie na jednej
Scianie lezace krawedzie poprowadzona ptaszczyzna, dzieli
kat brylowy na dwa inne, kazdy z mniejszej liczby katéw
ptaskich zitozone; ze prowadzac przez kazde dwie do dwoch
przylegtych $cian nalezace krawedzie plaszczyzny, podzieli¢
mozna kazdy kat brytowy wieloscienny, na same katy tréjscien-
ne; ze nareszcie summa katéw plaskich w wierzchotku kata
brytowego wieloSciennego, jest zawsze mniejsza niz 4R.

To ostatnie twierdzenie jakkolwiek samo z siebie oczy-
wiste, jezeli kat brylowy ma by¢ rzeczywistym, sadze za po-
trzebne dowies¢, chociazby tylko dla torowania uczacym sie
drogi do innych dowodoéw.

Niechze wiec fig. 216 bedzie kat brylowy wieloscienny
O; na dowiedzenie, ze summa katéw ptaskich przy jego wierz-
chotku jest mniejsza niz 4R, poprowadzmy jakokotwiek ptasz-
czyzne wszelako z warunkiem, izby wszystkie krawedzie da-
nego kata przecinata jak tu np. w punktach A, B, C, D, E,
F. Taz sama ptaszczyzna przetnie tez kazdg $ciane w pro-
stdj, ktore zamkna pewien wielokat ABCDEF.... Na ptasz-
czyznie tego wielokata obrawszy gdziekolwiek punkt S i ta-
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kowy potaczywszy ze wszystkiemi wierzchotkami wielokata,
przy kazdym takim wierzchotku otrzymamy kat brylowy
trojscienny, w ktérym dwa katy ptaskie nalezg do $cian kata
brylowego, za$ trzeci do wielokata. A ze wedtug §. 207 kaz-
de dwa katy ptaskie do Scian kata brylowego nalezgce sa
wieksze niz trzeci, t. j. niz kat do wielokgta nalezacy, wiec
summa wszystkich katéw plaskich przy wierzchotkach A, B,
C, D i t d. lezacych a do $cian kata brytowego nalezacych
jest wieksza, niz summa wszystkich katéw wewnetrznych wie-
lokata. Kazdej Sciany, jako tréjkata prostokreslnego, summa
trzech katéw czyni 2R, tych za$ tréjkatéw jest tyle, ile wie-
lokat ma bokéw, przeto i liczba katéow prostych bedzie row-
na tyle razy powtérzonym dwom katom prostym, ile wielo-
kat ma bokdéw; przeto summa katéow w wierzchotku kata bry-
towego uzupetlnia summe wszystkich katéw ptaskich do Scian
jego nalezacych do tyle razy wzietych dwoéch katéw prostych,
ile wielokagt ma bokéw. Podobniez summa katéw przy S u-
zupetnia summe katéw wewnetrznych wielokata do tyle razy
wzietych dwéch katéw prostych, ile wielokat ma bokoéw; ta
wiec ostatnia summa jest wzglednie summy wewnetrznych
katéw wielokagta, czem summa katéw ptaskich przy wierz-
chotku, wzgledem summy katéw ptaskich przy wierzchotkach
A, B, C, D.... lezacych, a do scian kata brytowego naleza-
cych. Ale poniewaz ta ostatnia summa jest wieksza, niz sum-
ma katéw wielokata, przeto summa uzupetniajgca tarnte, mniej-
sza by¢ musi od summy te tu uzupetniajacéj, A kiedy osta-
tnia uzupetniajgca summa jest — 4R, zatem summa katéw ptas-
kich przy wierzchotku kata brylowego jest mniejsza niz 4R,
co chcieliSmy dowies¢,

Dwa katy wieloscienne podobniez jak dwa tréjsciany
wtedy tylko do siebie przysta¢ moga, gdy maja katy ptaskie
rowne i jednakowo w obu utozone i oprécz togo katy Scienne
rowne. Lub tez, jezeli kazdy z nich moze by¢ rozebranym
na tez sarne liczbe trojsciandéw réwnych i podobnie w obu
katach utozonych.
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8= 215.

Konczac rzecz o katach brylowych, wypada nam jesz-
cze wspomnieé, chociaz tylko pokrotce, jak sie mierzy wiel-
kos$¢ kata brytowego? Wiemy juz, iz aby wymierzaé ilosci
ciggte czyli geometryczne, potrzeba w kazdym gatunku ilosci
obra¢ jednostke tegoz samego gatunku, awszelako tatwag do
pojecia i stalg. Jakoz chcac wymierzaé katy linijowe, obralis-
my za jednostke kat prosty, bo sie przekonalismy, ze ten jest
zawsze statym i niezmiennym, oraz do wykreslenia tatwym
a pojecie jego zadntj nie stawia trudnosci. Chcgc zatem wy-
mierza¢ wielkos¢ katéw brytowych, postapi¢ nam nalezy tym-
Ze samym sposobem, obierajac za jednostke do tego wymia-
ru takze kat brytowy. Ale jakiz kat za takg jednostke obie-
rzemy? Rozwazywszy wszystko co dotad o katach brytowych
powiedzieliSmy, dostrzezemy, ze w §. 207 pokazalismy, iz sko-
ro sie trzy plaszczyzny przecinajg, tak zc kazda z nich jest
prostopadtg do dwoéch innych, dzielg przestrzen nieograniczo-
ng na osm okoli¢ czyli czesci zupetnie miedzy sobg réwnych;
bedac zas te ptaszczyzny wzajemnie do siebie prostopadiemi,
czynig osm katow brytowych tréjsciennych miedzy sobag ré-
wnych. Kazdy z tych katéw brylowych zawarty jest trzema
prostemi katami ptaskiemi, i ma wszystkie trzy katy Scien-
ne czyli katy pochytosci Scian proste, z tego powodu takie
trojscienne katy brytowe nazywaé bedziemy prostemi. W kaz-
dym innym przypadku t j. gdy sie trzy ptaszczyzny w inny
spos6b przecinajg, kat brytowy nie bedzie miat tych wiasno-
éci, izby jego katy ptaskie byty proste réwnie jak katy Scien-
ne; dlatego tez kat brylowy tréjScienny prosty jest statym i
niezmiennym, oraz tatwym do pojecia; stuszng wiec jest rze-
czg taki kat obra¢ za jednostke do mierzenia innych katow
brytowych. Mowigc zatem o wielkosci jakiego kata bryto-
wego, rozumieé¢ bedziemy stosunek przestrzeni miedzy jego
Scianami zawartej, do przestrzeni zawartej miedzy trzema Scia-
nami kata brylowego prostego.

Jezeli trzy ptaszczyzny przecinajg sie wzajemnie jako-
kolwiek, w kazdym razie dzielg przestrzen nieograniczong na



272

oSm okolic nieréwnych, jak poprzednio miedzy sobg; summa
atoli tych okolic czyli katow brytowych tréjsciennych réwna
sie zawsze o$Smiu katom brylowym tréjsSciennym prostym.
Kazde dwa katy brytowe nad lub pod ptaszczyzng pozioma,
a po jednéjze stronie jednej z dwdch drugich ptaszczyzn w
summe wziete, czynig dwa katy brytlowe prostoi z tego po-
wodu nazwacby je mozna przylegtem! na podobienstwo katéw
linijowych. Co tu powiedzieliSmy o dwdéch katach nad lub
pod ptaszczyzng pozioma, rozumio sie takze o kazdej z trzech
ptaszczyzn, bo kazdg z nich uczyni¢ mozna poziomg. Zasta-
nowiwszy sie nad tern, iz im jeden z dwoch przylegltych ka-
tow brytowych jest mniejszy, tem drugi bedzie wuekszy od
kata prostego, tudziez, ze rowniez katy scienne przy tejze sa-
mej krawedzi lezace, a do tych katéw brytlowych nalezace,
w miare zmieniania sie¢ obu katéow brytowych zmienia¢ sie
beda, t. j. jeden male¢ adrugi ros¢ bedzie, tatwo pojmiemy,
ze skoro katy brytowe ze stanu réwnosci t j. gdy sa kata-
mi prostemi, przechodzag do stanu nieréwnosci, katy téz Scien-
ne z takiegoz stanu przechodzg do katéw pochytosci niero-
wnych jako przylegte; ze przeto stosunek jednego z tych ka-
tow nieréwnych do kata prostego, koniecznie réwnym by¢
musi stosunkowi zmiennego kata pochytosci do kata lini-
jowego prostego.

To dobrze zrozumiawszy, niech trzy ptaszczyzny MN,
PQ i RS fig. 217, przecinaja sie w punkcie O; kat Scienny
przy krawedzi O# czyli kat pochytosci ptaszczyzny RS do
ptaszczyzny MN oznaczmy przez c; takiz kat przy krawedzi
Oy czyli kat pochytosci ptaszczyzn PQ i MN oznaczmy przez
b, a nareszcie kat przy krawedzi Oz czyli kat pochytosci
ptaszczyzn PQ i RS oznaczmy przez a; tedy uwazajgc czté-
ry katy nad ptaszczyzng MN, wedtug tego co poprzedzito, ma-
my: summa dwoch katéw brytowych xyz i xyz t. j. summa
katéw po jednej stronie plaszczyzny PQ jest tem wzgledem
dwoch katéw brytowych prostych, czem kat Scienny c wzgle-
dem kata prostego linijowego czyli 90". Oznaczywszy przeto
kat brytowy prosty przez K, bedzie
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(xyz -f-x'yz); 2K = ¢ ;90 skad xyz-(-xyz~ - K
Podobniez znajdziemy xyZA'-xy-z_gg]K

XYyzA-Xyz = g:{(

A ze xyz-f-scyz -f-alyz'=r:4K, zatem dodawszy trzy
ostatnie zréwnania otrzymamy

2782+ 4K = KA SHUKR

skad Xyz — k - -2K
90

Z_(a-j- b-j-c) — 180
90

Wielkos¢ przeto kata brylowego trojsciennego mierzy sie
przewyzka trzech jego katéw sSciennych nad dwa katy proste,
t j. ze kat brylowy tréjscienny taka jest czescig kata bryto-
wego prostego, jaka czescig jest przewyzka trzech jego katéw
pochytosci wzgledem kata prostego czyli wzgledem 1)0°. Tak
np. gdyby trzy katy S$cienne kata brylowego tréjSciennego
byty 88°, 62’ i 45°, tedy wielko$¢ takiego kata brytowego

albo Xy K.

bytaby ~ K~ -i.K t j. ten kat brytowy co do

wielkosci swojej by’rby_g kata brytowego prostego. Gdyby
za$ trzy katy Scienne bylty a—95y b— 130’ 0=145", wte-
dy wielkos¢ kata brytowego bedzie — K=2K t
j. kat brylowy réwnatby sie dwom katom brylowym pro-
stym i t d.
ROZDZIAL I11.
O ciatach graniastych (polyedra).
8= 216.
Ze wstepu wiemy, ze cialo geometryczne jest to prze-

strzen ze wszech stron ograniczona. Ze ta przestrzen ogra-
18
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nicza sie powierzchniami, ktére poniewaz by¢ moga ptaskie
lub krzywe, powstajg nam téz ciata graniaste, lub okragle, do
czego przydaé mozemy ciata mieszane t. j. przestrzen ogra-
niczong po czesci powierzchniami ptaskiemi a po czesci krzy-
wemi.

W tym rozdziale moéwi¢ jedynie bedziemy o cialach ptas-
kiemi powierzchniami ograniczonych.

Aby miejsce na ptaszczyznie ograniczy¢, potrzebowa-
lismy najmniej trzech prostych, skad otrzymalismy figure naj-
prostszg lecz zarazem najwazniejszg nazwang tréjkatem. Aby
przestrzen ze wszech stron ograniczy¢, potrzeba najmniej czte-
rech 'plaszczyzn z warunkiem jednakze, izby kazda z nich
trzy inne przecinata; widzieliSmy bowiem, ze chociaz nic czte-
ry ale jakakolwiek liczba ptaszczyzn przecina sie ale tak, zc
wszystkie majg jeden punkt spoiny, nie zamykajg jednak ze
wszech stron przestrzeni, ale owszem wjednym Kierunku o-
twarta i do nieskonczonosci ciggnaca sie, a ktérg katem wie-
losciennym nazwalismy.

Skoro jakakolwiek liczba ptaszczyzn przecina sie z so-
ba, tc inaczej przecina¢ sie nie moga tylko, ze albo jeden
punkt majg spoiny, albo ze spolne przeciecia sie kazdych
dwoch sg od siebie rownolegte, albo nareszcie, rozmaicie sg
do siebie nachylone. W piérwszym przypadku nie zamkna,
jak juz powiedzieliSmy, przestrzeni, dopdéki ze strony otwartej
nie przetniemy wszystkich jedng jeszcze ptaszczyzng, skad
otrzymamy ciata nazwane ostrostupowemi albo krécej ostro-
stupami (pyramides). W drugim przypadku inaczej przestrze-
ni nie zamkniemy, dopoki wszystkich ptaszczyzn z dwoéch
otwartych stron dwiema inneini ptaszczyznami nie przetnie-
my; z czego otrzymamy ciata graniasto-stupoice (prisma), lu-
bo te nazwe dajemy ciatom, w ktérych dwie zamykajgce ptasz-
czyzny sg od siebie rownolegte. W trzecim nareszcie przy-
padku mozna zawsze zamkng¢ przestrzen rozszerzajgc tylko
niektére z ptaszczyzn dostatecznie, skad otrzymamy ciala na-
zwane wieloscianami (polyedra). Ciata wszystkich trzech ga-
tunkéw moga by¢ wypukle (convexa), albo wkleste (concara)



W obecnem dzietku jako elementarnem, méwic¢ bedzie-
my jedynie o ciatach wypuktych, ktére tatwo poznamy, bo
przedtuzywszy albo raczej rozszerzywszy ktérakolwiek z ptasz-
czyzn ograniczajacych wc wszystkich Kierunkach, cate takie
ciatlo znajduje sie calkiem z jednej strony tak rozszerzonej
ptaszczyzny. Z trzeciego gatunku zatrudnig nas tylko cia-
ta tak nazwane foremne, jak to w dalszym ciggu zobaczymy.
Zacznijmy od graniastostupow.

Graniastostupy (prisrna).

§. 217.

Jezeli ukifad ptaszczyzn przecinajgcych sie tak, zc spoi-
ne przeciecia sie kazdych dwéch sg od siebie réwnolegte,
przetniemy dwiema ptaszczyznami do siebie réwnolegtemi,
otrzymamy ze wszech stron ograniczong przestrzen, a zatem
cialo geometryczne, ktére (jraniastoslwpem nazywamy. Dwie
ostatnie ptaszczyzny przecigwszy sie z pierwszemi, z kazdg na-
turalnie w prostej, wydadzg dwa wielokaty zupetnie sobie réw-
ne, ktére podstawami graniastostupa nazywac¢ bedziemy, jedne
gérng a druga dolng. Wszystuie inne ptaszczyzny przecigwszy
sie z dwiema podstawami, wydadza tyle rownolcgtobokdw, ile
jest ptaszczyzn, azatem tyle, ile kazda z podstaw ma bokow;
dlatego tez otrzymaé jeszcze mozna graniastostup, nakre-
sliwszy na jakiejkolwiek ptaszczyznie wielokat prostokresiny
i ze wszystkich jego wierzchotkéw katéw poprowadziwszy
zewnatrz i zjednejze strony tej plaszczyzny proste réwnole-
glte od siebie i réwne, a potdm tgczac ich konce prostemi;
przez co otrzymamy wielokat réwny nakreslonemu, a proste-
réwnolegte wraz z bokami dwoéch rzeczonych wielokatéw ré-
wnych zamkng réwnolegtoboki, ktére wystawiwszy sobie ja-
ko ptaszczyzny, zamkna przestrzen catkiem ze wszech stron
ograniczonag.

Wszystkie ograniczajace roéwnolegtoboki nazywaé be-
dziemy Scianami bocznemi (facies laterales). Spoélne przecie-
cia sie scian bocznych tak tu, jako tez i w innych ciatach
nazwiemy réwniez krawedziami. Wysokoscig graniastostupa

18.
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nazwiemy prostopadty z ktéregokolwiek punktu ptaszczyzny
jednéj, na plaszczyzne drugié¢j podstawy spuszczony.

Z tego opisania graniastostupa tatwo dostrzegamy, ze
sciany boczne formujg z podstawami przy kazdym wierzchot-
ku kyty trojscienne, w ktérych zawsze dwa kyty ptaskie na-
lezg do Scian bocznych a trzeci do jednej z podstaw.

Sadze ze tez nie potrzebuje dowodzi¢, jako oczywistej
prawdy, ze przecigwszy gdziekolwiek graniastostup ptaszczy-
zng rownolegta do dwoch podstaw, przeciecie to jest wielo-
katem zupetnie réwnym kazdej z podstaw. Skad wyptywa,
ze graniastostup mozna jeszcze otrzymac ruchem jednej zje-
go podstaw rownolegle do pierwszego jej potozenia wzdtuz
ktorejkolwiek krawedzi, pomys$liwszy sobie tylko, ze ta pod-
stawa w swym ruchu pozostawia w kazdem potozeniu Slad
swej bytnosci. W tym ruchu to jest uwagi godnem, ze gra-
niastostup przechodzi przez wszystkie stany swej wielkosci
poczawszy od zero, az do nieskonczonosci; aby wiec mie¢
ograniczong wielko$¢ graniastostupa, dosy¢ poprowadzi¢ w
stosownej odlegtosci ptaszczyzne réwnoleglta do podstawy.

Kazda ptaszczyzna nie rownolegle, lecz pod jakiemkol-
wiek nachyleniu do podstawy poprowadzona, dzieli grania-
stostup na dwa inne, ktére zwyczajnie nazywamy graniasto-
stupami ukosnie Scietemi (prisma oblique truncatum), jak prze-
ciecie abcde, fig. 218.

Graniastostupy przybierajg nazwy od liczby $cian bo-
cznych, albo co na jedno wychodzi, od liczby bokéw wielo-
kata stuzacego za podstawe. Tak wiec sg graniastostupy tréj-
scienne (prismata triangularia), czworoscienne (quadrangula-
ria), piecioscienne (pentagonalia) i w og6lnosci wieloscienne
(polygonalia), wedtug tego jak podstawa jest trojkatem, czwo-
rokatem, pieciokgtem..... wielokgtem.

Prostym graniastostupem nazwiemy ten, ktérego boczne
krawedzie sg prostopadie do podstaw. W tym przypadku, po-
niewaz wszystkie te krawedzie sg sobie rowne, przeto kazda jest
tez wysokoscig graniastostupa, $ciany zas$ boczne sg prostoka-
tami. Kazdy inny graniastostup nazywa¢ bedziemy uko$nym.
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Nazywamy jeszcze graniastostupem foremnym kazdy
graniastostup prosty, ktoérego podstawy sa wielokgtami fore-
mnemi. W takim graniastostupie wszystkie $ciany boczne
sg prostokatami sobie réwnemi.

W jakimkolwiek graniastostupie poprowadziwszy przez
dwie nie na jednej Scianie lezace krawedzie plaszczyzne, ta
naturalnie bedzie réwnolegtobokiem i nazywaé jg bedziemy
ptaszczyzng przekatng (planum diagonale). Dwie takie ptasz-
czyzny przecinajg sie w prostej rownolegtej do kazdej z kra-
wedzi graniastostupa. Na fig. 218 widzimy dwie takie plasz-
czyzny AFHC i 11DIG przecinajgce sie w prostej LM.

Nareszcie kazdy graniastostup rozebrany by¢é moze na
graniastostupy tréjscienne przez ptaszczyzny przekatne. Tak
na fig. 218 widzimy graniastostup piecioscienny rozebrany
przez ptaszczyzny przekatne na trzy tréjscienne ABCFGH,
ADCFIH i ADEFIK.

Tak w graniastostupach jako tez i w innych ciatach geo-
metrycznych zwrécimy szczeg6lniej nasze uwage na ich ob-
jetos¢ (volumen) i powierzchnie (superficics), a oprdcz tego
gdzie potrzeba albo sama umiejetno$¢ wymagac bedzie, wska-
zemy szczegblne ich whasnosci.

Objetoscig ciata nazywac bedziemy wielko$¢ przestrzeni
przez ciato zajetej; powierzchnig zas wielko$¢ pola zajetego
przez wszystkie ciatlo ograniczajace powierzchnie, bg¢ one sg
ptaskie, ba¢ krzywe.

8. 218.

Twierdzenie. Dwa graniastostupy majace po kacie troj-
Sciennym rownym zawartym trzema wielokgtami réwnemi kazdy
kazdemu i jednakowo w obu utozonemi, sa sobie réwne i przy-
staja we wszystkich czesciach do siebie.

Niech bedg dwa graniastostupy ABCDEFGIi i abcdefgh
fig. 219, majace katy trojscienne A i a réwne i zawarte
trzema wielokgtami kazdy kazdemu réwnemi tak, ze ABCD =
abcd, ADHE ~ adhe i ABFE = abfe; potrzeba dowies¢, ze
przystajg do siebie, a nastepnie, ze sobie sg réwne.
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Pomys$imy graniastostup ab ccief gh przeniesiony na
ABCDEFGH i utozony tak, izby podstawa abcd przystata do
podstawy ABCD, co by¢ moze, bo z zalozenia sg sobie réwne,
tedy dla réwnosci Scian, katy ptaskie sktadajgce trojsciany
A i a, sgsobie réwne kazy kazdemu; skad wyplywa, ze katy
scienne czyli katy pochytosci tychze $cian sg sobie réwne,
kazdy kazdemu §. 210, wiec Sciany adhe i abfe wezmag po-
tozenie scian ADHE i ABFE i do nich przystana, bo sobie
takze z zalozenia sg rowne; punkta przeto e, f, li padng na
E, F, H, a nastepnie i podstawa gérna efgh wezmie potozenie
podstawy EFGH i do niej przystanie, albowiem sag sobie
rowne jako réwne podstawom doélnym, a z zalozenia rownym,;
wiec nareszcie i wszystkie inne boczne Sciany czyli réwno-
legtoboki przystang do odpowiadajgcych sobie; zatem i dwa
rzeczone graniastostupy we wszystkich swych czesciach przy-
stang do siebie, a nastepnie sg sobie réwne.

W niosek. Dwa graniastostupy proste majgce podstawy
i wysokosci réwne, sg sobie réwne. Potozywszy bowiem pod-
stawe jednego na podstawie drugiego tak, izby wierzchotki
odpowiadajacych katéw padly na siebie, poniewaz boczne
krawedzie w obu graniastostupach sg prostopadte do podstaw,
muszg wiec koniecznie wzig$¢ potozenie jedne drugich; a ze
tez sg i miedzy sobg réwne, zatem i wierzchotki gérnych
podstaw padng jedne na drugie, a nastepnie i dwa graniasto-
stupy we wszystkich czesciach przystang do siebie, przeto
sobie sg réwne.

8. 219.

Twierdzenie. Kazdy graniastostup uko$ny zamieni¢ mo-
zna na prosty réwny mu co do objetosci.

Niech bedzie graniastostup ABCDEFGH fig. 220 ukosny,
potrzeba okaza¢, iz go mozna zamieni¢ na prosty réowny mu
co do objetosci. W tym celu przez konce ktorsjkolwiek kra-
wedzi bocznej np. pi-zez konce B i F, krawedzi BE, popro-
wadzmy dwde ptaszczyzny' prostopadie do tejze krawedzi, te
ptaszczyzny przetng inne krawedzie przediuzone gdzie po-
trzeba, w punktach np. a, ¢, d, e, g, h. Poniewaz wedtug de-
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finicyi wszystkie krawedzie graniastostupa uko$nego sg od
siebie rownolegte, a dwie nowe plaszczyzny sg z wykres$lenia
prostopadtemi do jednej z nich t. j. do BF, sg wiec roéwno-
legtemi od siebie i prostopadiemi i do wszystkich; figura
przeto aBcdeFgh, jest graniastostupem prostym. Oba
graniastostupy maja cze$¢ zawartg miedzy ptaszczyznami
ABCD i eFgh spoing; chcac wiec dowies¢, ze sobie sg réwne,
dosy¢ bedzie okaza¢, ze ciato zawarte miedzy ptaszczyznami
ABCD, aBcd jest réwne cialu zawartemu miedzy ptaszczy-
znami EFGH i eFgh, t. j. ze bryla FH =: BD. Dwie krawe-
dzie AE i ae sg rowne trzecioj BF i od niej réwnolegte,
stosownie do definicyi graniastostupa, zattm AE—ae, a nastep-
nie Aa — Ee. A Ze tez AB — EF i «B = eF, wiec dwa
trojkaty czyli dwie $ciany AaB EeF sa sobie réwne i przy-
staja do siebie. Zupetnie tym samym sposobem dowiedzie
sig, ze Cc — Gg i Dd— HA, tudziez ze katy ABa i CBc
sg rowne katom EFe i GFy. Skoro wiec cialo eFeAEFGH
wystawimy sobie przeniesione na ciato aBcdABCD i ufo-
zone w ten sposob, zeby punkt F padt na punkt B, a wie-
lokat eFgh przystat do wielokatg aBcd, poniewaz kat eFE =
aBA, krawedz FE poéjdzie po krawedzi BA; a ze sobie sg
rowne, wiec punkt E padnie na A, bo tez i eE m aA. Po-
dobniez punkt G padnie na C, a ptaszczyzna czyli wielokat
EFGH przystanie do wielokgta ABCD. Lecz HA~ Dd i
Gg :r Cc, przeto wszystkie ptaszczyzny ograniczajgce dwa
te ciata i wszystkie krawedzie przystajg zupetnie do siebie,
wiec rzeczone ciala sg sobie réwne we wszystkich swych
czesciach. Dodawszy teraz spoing obu graniastostupom czes¢
ABCDeFyA do ciata aBcdaABCDA, otrzymamy graniastostup
prosty ah; dodawszy za$ tez sarne czes¢ do ciata eFe/ieEFGHE,
otrzymamy graniastostup ukosny BTI, przeto dwa te grania-
stostupy sa sobie réwne.
§. 220.

Jezeli w graniastostupie podstawy sg takze rdéwnolegto-
bokami, taki graniastostup nazywaé¢ bedziemy roéionolegtoscia-
nem (paraltelipipedum); sktada on sie bowiem z szesciu ro-
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wnolegtobocznych $cian po dwie od Biebie réwnolegtych i
réwnych, jak sie zaraz okaze.

Ze przeciwlegte $ciany réwnoiegtoscianu sg sobie ré-
wne, fatwo jest dowies¢; albowiem chcac okazaé, ze Sciana
ABFE = DCGH, fig. 221, uwazmy, ze AB = CD i
BF ” CG, tudziez kat ABF DCG, przeto roéwnolegto-
boki ABFE i DCGH wedilug 8. 24 uicaga 3, przystaja
do siebie, a tem samem sg sobie réwne. Oprécz réwnosci,
sg jeszcze te Sciany od siebie réwnolegte: gdy bowiem kat
ABF = DCG, a ramiona ich sg od siebie rownolegte, zatem
ptaszczyzny ABFE i DCGH sg od siebie réwnolegte stéso-
wnie do §. 198. Z tej wlasnosci wypada, ze przecigwszy
réwnolegtoscian w jakimkolwiek kierunku ptaszczyzna, prze-
ciecie to zawsze jest rownolegtobokiem stosownie do §. 193.
Kiedy réwnolegtoscian jest ciatem zawartem szesciu réwno-
legtobokami, zatém ktérekolwiek dwie przeciwlegte Sciany
wzigé¢ mozna za jego podstawy. ktatwo téz jest wystawic
rownolegtoscian, skoro mamy dane trzy proste majace by¢
krawedziami réwnoiegtoscianu w jednym punkcie schodzgcemi
sie i czyniacemi z sobg katy ptaskie dane; dosy¢ bowiem przez
koniec kazdej prostej poprowadzi¢ ptaszczyzne roéwnolegtg
do ptaszczyzny przez dwie inne proste przechodzgcej, te do-
statecznie rozszerzone, zamkng rownolegtoscian, ktorego trzy
proste dane bedg trzema krawedziami w jednym punkcie
schodzgcemi sie.

Roéwnolegtoscian nazwiemy prostym, jezeli boczne jego
krawedzie sg prostopadite do podstaw; nazwiemy go za$ pro-
stokatnym, jezeli oprocz prostopadtosci krawedzi, podstawy
sg prostokatami. W tym drugim przypadku t. j. w réwnole-
gtoscianie prostokatnym, wszystkie Sciany, kiedy w pierwszym,
tylko Sciany boczne, sg prostokgtami.

Roéwnolegtoscian prostokatny majacy za podstawe kwa-
drat a wysoko$¢ rowna bokowi tegoz kwadratu, nazywaé
bedziemy szeScianom (cubus). Szescian przeto jest grania-
stostupem majacym sze$¢ Scian kwadratowych miedzy sobg
réwnych. Cialo to jest bardzo waznem, stosunek bowiem jego



281

do innych ciat jest zupelnie ten sam jak kwadratu do po-
wierzchni figur na ptaszczyznie uwazanych.

Poniewaz w réwnolegtoscianie jest tylko sze$¢ par kra-
wedzi przeciwdegtych §. 223, zatem tez nie wiecej nad sze$¢
ptaszczyzn przekgtnych w kazdym réwnolegtoscianie popro-
wadzi¢ mozna. A ze znowu kazda taka plaszczyzna, bedac
réwnolegtobokiem, ma dwie proste przekatne, ktdre tez prze-
katnemi réwnolegtoscianu zowiemy, wypadatoby stad, iz
w rownolegtoscianie dwanascie prostych przekatnych popro-
wadzi¢ mozna. Lecz zastanowiwszy sie, ze kazda z prostych
przekatnych nalezy do trzech ptaszczyzn przekatnych, jak
np. AG, fig. 221, jest przekatnag réwnolegtobokéw ABGH,
ADGF i AEGC, przekonamy sie, iz tylko cztery rozne prze-
katnie w réwnolegtoscianie poprowadzi¢ mozna t.j. AG, BH,
CE i DF; konce ich nazywajg sie wierzchotkami roéwnole-
gtoscianu scbic przeciwdegtemi. Roéwnolegtoscian ma na po-
wierzchni swojej dwanascie przekatni t. j. na kazdej Scianie
dwie, w Srodku tejze Sciany przecinajgce sie na potowe.

5. 221.

Twierdzenie. Cztery przekatnie réwnolegloscianu przeci-
najg sie w jednym punkcie bedacym srodkiem prostej taczacej
Srodki dwoch scian przeciwlegtych.

Niech na poprzedzajacéj figurze 221, AG i CE beda
dwie z tych przekatni, poniewez obie sg przekatniami ro-
wnolegtoboku ACGE, zatem wedtug 8.51 wnios. 2 przecinajg
sie wzajemnie na dwie réwne czesci; punkt przeciecia sie
ich oznaczmy gtoskg O. Uwazmy znowu dwie przekatnie
AG i DF, z tych kazda jest przekatnig tegoz samego réwno-
legtoboku ADGF, przeto punkt O bedacy Srodkiem prze-
katni AG i CE, jest tez s$rodkiem przekatni DF. Tymze
samym sposobem okaze sig, ze tenze punkt O jest $rodkiem
przekatni BH i DF, jest przeto punkt O spélnem przecieciem
sie wszystkich czterech przekatni i Srodkiem kazdej.

Potaczywszy $rodki ktérychkolwdek dwoch przeciwle-
gtych plaszczyzn np. I i K prostg IK, tajest réowna i ré-
wnolegta kazdej krawedzi bocznej, a bedac poprowadzona
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przez srodki dwdch przeciwlegtych bokéw BD i FH réwno-
legtoboku BFHD, przechodzi¢ musi przez jego S$rodek O,
oraz podzielona jest w tymze punkcie na dwie czesci réwne.
Toz samo rozumie sie o prostej LM iaczacej $rodki Scian
ADHE i BCGF, tudziez o prostej NP taczacej $rodki Scian
ABFE i DCGH.

Uwaga 1 Punkt O bedacy $rodkiem kazdej przekatni
rownolegtoscianu, jako tez Srodkiem kazdej prostej tgczacej
srodki dwdch Scian przeciwlegtych, nazywa¢ bedziemy srod-
kiem réwnolegloscianu.

Uwaga 2. W réwnolegtoscianie prostokgtnym kazda z
czterech przekatnych plaszczyzn jest prostokatem, a cztery
jego przekatnie sg sobie réwne.

8. 222.

Twierdzenie. W réwnolegtoscianie prostokatnym kwadrat
zjego przekatni réwna sie summie kwadratéw wystawionych na
trzech jego krawedziach w jednym punkcie schodzgcych sie.

Niech jig. 222, wystawia nam roéwnolegloscian prosto-
katny, poprowad2|wszy prosta AG, jedne Z jego przekatni,
mamy dowie$¢ ze A_C_; —:&-é -)- AD"+A E2 Na ten koniec
poprowadzmy przekatniag AC prostokata ABCD. W tréjkacie
AGC prostokatnym przy Cjest AG" = GC”-j-AC ; w tréjkacie
ABC roéwniez prostokgtnym przy D jest AC =AD -j-DC
tudziez GC ~ AE, wstawiwszy wiec te waznosci, znajdziemy

AG2=AEu-fAD2+D C2=AE 2+ AD2-j-AB2
co bylo do dowiedzenia.

Uwaga. Poniewaz dla kazdej z czterech przekatni toz
samo twierdzenie ma miejsce t. j. ze kwadrat z kazdej roé-
wna sie AE" -j- AD"' -f-Ali2, przeto naturalny wniosek wy-
pada, ze w réwnolegtoscianie prostokatnym, cztéry przekatnie
sg sobie réwne.

§. 223.

Twierdzenie. Dwa rownoleglosciany prostokatne majace
réione podstawy i wysokosci, sg sobie réwne co do objetosci;
majace rowne podstawy, majg sie do siebie jak toysokosci,
majace rowne tuysokosci, majg sie do siebie jak podstawy, a
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nareszcie majgce tak podstawy jako i wysokosci rézne, maja
sie do siebie jak iloczyny z podstaw przez wysokosci.

Pierwsza cze$¢ tego twierdzenia nie potrzebuje zadnego
dowodu, gdyz z §. 218 wniosek wprost wyptywa, iz dwa ro-
wnolegtosciany prostokatne o réwnych podstawach i wyso-
kosciach sg sobie réwne.

Co do drugiego. Tu mogg by¢ dwa przypadki, albo
wysokosci réwnolegtoscianéw sg spoétmicrnc, albo niespot-
mierne. W przypadku spoétmiernosci, oznaczywszy objetos¢
jednego z nich przez R a drugiego przez r, wysokosci za$
przez W i v, przypusémy, iz wysokos$¢ pierwszego zamyka
m takich czesci jakich wysoko$¢ drugiego zamyka n, przez co
bedzie W :w — m:n. A jezeli tak w jednym jako i drugim
rownolegtoscianie przez punkta podziatéw na ich wysokos$ciach
zrobione, poprowadzimy ptaszczyzny do podstaw réwnolegte,
pierwszy podzieli sie na m, drugi za$ na nrdéwnolegtoscianéw
majacych tak podstawy jako i wysokosci réwne, a zatem
réownych, a dla tego bedzie R : r — m : n nastepnie za$
R:r W :x

W przypadku niespétmiernosci, dowdd jest zupetnie
podobny do tego, jakiego w §. 116 uzyliSmy i sadze, ze nie
stawi zadnej trudnosci, dla czego bez obawy niezrozumiatosci,
tu go pomijam tym wiecej, ze w 8. 53 uwaga 1, datem do-
ktadne, ile mi sie zdaje, pojecie przejscia ze spoétmiernosci
do niespotmiernosci.

Co do trzeciego. Niech bedg dwa roéwnolegtosciany
ABCDEFGH i BKLMFNOP fig. 223 prostokgtne, majace wy-
sokos$ci rowne a podstawy nieréwne, trzeba dowies$¢, ze obje-
tosci takich rownolegtoscianéw sg w stésunku ich podstaw.
Na dowiedzenie tego, oba réwnolegtosciany postawmy na je-
dnejze ptaszczyznie obok siebie tak, izby sie jedng krawedzig
np. BF z sobg schodzity, co zawsze by¢ moze, bo krawedzie
w obu sg prostopadte do podstaw, tudziez izby S$ciana BKNF
drugiego, przypadta na przedtuzeniu sciany ABFE pierwszego
rownolegtoscianu. W takiem ich potozeniu wystawmy sobie
éciane CDHG pi¢rwszego, jako tez sciane BKLM drugiego
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przedtuzone az do przeciecia sie piérwszej z przedtuzong
éciang KLON w prostej RS, drugiej za$ z tg nowag Sciang
w prostej CR; tym sposobem otrzymamy trzeci réwnolegto-
scian BKRCFNSG majgcy rowng wysokos¢ z danemi. Tak
réwnolegtoscian pierwszy jako i trzeci wystawi¢ sobie mozna
jako stojace na tejze samej podstawie BFGC, wediug wiec
poprzedzajgcego twierdzenia, objetosci ich maja sie do siebie
jak wysokosci t. j. jak AB : BK, czyli oznaczywszy objetosci
tych trzech réwnolegtoscianéw przez R, ri e, bedzie R:c—
AB : BK. Podobniez rownolegtosciany r i p uwaza¢ mozna
jako stojgce najednejze podstawie BFNK, a ich wysokosci
sg BM i BC, przeto ¢ : r= BC : BM. Dwie te proporcyje
mnozac przez siebie i upraszczajgc, otrzymamy R : r~
ABXBC : BKXBM. A ze iloczyny ABXBC i BKXBM
wyrazajg powierzchnie podstaw réwnolegtoscianéw R i ,
wiec prawda jest, ze dwa rownotegtosciany prostokgtne ma-
jace rowne wysokosci majg sie do siebie jak podstawy.

Co do czwartego. Niech znowu fig. 224 bedg dwa réwno-
legtosciany prostokgtne ABCDEFGH i abcdefgh majgce tak
wysokosci jako i podstawy rézne. Aby dowiesé, ze ich obje-
tosci sg w stosunku iloczynéw z podstaw przez wysokosci,
na krawedzi np. ae drugiego, odetnijmy am— AE t j. wy-
soko$¢ pierwszego i przez punkt m poprowadzmy ptaszczyzne
rownoleglta od abcd; ta odetnie réwnolegtoscian abcdmnop
majacy wysoko$¢ rowng z pierwszym a podstawe réwng z
drugim. Oznaczajac wiec jak w poprzedzajgcem objetosci
tych trzech réwnolegtoscianéw przez R, r i e, stosownie do
dwdch poprzedzajacych przypadkéw, bedzie

R : p= AB X BC : abfi“bc
tudziez g.r—am:a—AE : a
Mnozac te dwie proporcyje przez siebie i upraszczajgc, otrzy-
mamy R:r—ABX BCX AE : abX bcX ae
Oznaczywszy powierzchnie podstaw danych rownolegtobokéw
przez P i p a wysokosci przez W i w, poniewaz

P:=AB X BC, p—abyChc, W= AE, w—ae

zatem R:r=PXW :pX w
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Uwaga. Poniewaz BC = AD i bcz=ad, zatem R : r —
AB X AD X AE :abX adX ae t. j. objetosci dwoch réwno-
legtoscianéw prostokatnych, maja sie do siebie w stosunku ilo-
czynéw z trzech krawedzi kazdego, w jednymze punkcie scho-
dzacych sie. Trzy te krawedzie nazywamy zwyczajnie trzema
wymiarami réwnolegtoscianu, a w szczegdlnosci AB dtugoscia,
AD szerokoscig alko gruboscig, AE wysokoscig albo gtebo-
koscig zowiemy.

W niosek. Ta ostatnia wtasnos¢ réwnolegtoscianéw pro-
stokgtnych jest og6lng, z niej przeto fatwo wyprowadzié
wszystkie w tem twierdzeniu dowiedzione. | tak przypusciwszy,
zeP—piW=w mamy R : r—+:1 skad R= r t j.
réwnolegtosciany majace rowne podstawy i wysokosci, sg
sobie réwne co do objetosci. Potozywszy powtére P — p be-
dzie R : r— W : w, czyli ze réwnolegtosciany o réwnych
podstawach majg sie do siebie w stésunku wysokosci. Jezeli
przypuscimy, ze po trzecie W — w, otrzymamy z powyzszej
proporcyi R : r= P :p t j. ze roéwnolegtosciany prosto-
katne o rownych wysokosciach, majg sie do siebie jak pod-
stawy. Potézmy nareszcie R =:r, tedy znajdziemy P X W =
j>X<« albo P : p —iv : W, ktéra proporcyja nas uczy, ze
podstawy dwdéch réwnolegtoscianéw réwnych, majg sie w od-

wrotnym stosunku ich wysokosci i wzajemnie wysokosci
maja sie w odwrotnym stésunku podstaw.
§. 224.

Szukajmy teraz objetosci czyli brylowatosoi réwnole-
gtoscianu prostokgtnego. Tu napotykamy znowu nowy gatunek
ilosci geometrycznych; dla tego zupetnie tak jak przy linijach,
katach i powierzchniach postgpiliSmy, i tu postgpi¢ wypada,
t. j. potrzeba do wymierzania tego gatunku ilosci, obra¢ za
jednostke takze cialo geometryczne ale takie, izby tak do
pojecia jako tez i zpiystowego wystawienia sobie byto tatwem.
Takiem ciatem jest niezaprzeczenie szesScian; z nim przeto
potrzeba bedzie poréwna¢ wszystkie ciata ktérych objetos¢
chcie¢ bedziemy mierzyé. Zacznijmy wiec od poréwnania
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szeScianu z ciatém jemu najpodobniejszém t.j. z réwnolegto-
Scianem prostokgtnym.

Poniewaz z §. 220 wiemy, ze szeScian jest takze réwno-
legtoscianem prostokagtnym majgcym wszystkie Sciany miedzy
sobg rowne t. j. kwadraty, przeto dwa te ciatla mozna z sobg
poréwnaé w powyzszy sposéb, szukajac ich stésunku miedzy
sobg. Oznaczywszy objeto$¢ rownolegtoscianu przez R, jego
podstawe przez P a wysoko$¢ przez W, za$ objetos¢, pod-
stawe i wysokos$¢ szescianu przez S, p i w, wedlug poprze-
dzajacego §. bedzie R : S= PXW :p X *' Lecz kiedy
sciany szesScianu sa wszystkie kwadratami sobie réwnemi,
zatem i krawedzie jego sa takze miedzy sobg réwne.
Wzigwszy wiec bok kwadratu podstawy réwny jednostce
dhugosci, powierzchnia podstawy t.j. p bedzie r; 1><1, a ze
i io~ 1, zatém bedzie pX M—1X1X1 — i, a ostatnia
proporcyja przechodzi na

R:S=PXW:1
skad R=:PX WXS

Jezeli teraz taki szeScian przyjmiemy za jednostke do
mierzenia objetosci ciat, t j. potozymy Sr~t, znajdziemy
R=PXW tj. ie objetos¢ réwnolegtoscianu prostokatnego,
rowna sie iloczynowi z jego podstawy przez wysokos¢; albo
wedtug uwagi w poprzedzajacym rowna sie iloczynowi
z trzech jego krawedzi w jednym punkcie schodzacych sie.

Uwaga 1. Znale$¢ objetos¢ réwnolegtoscianu i w ogol-
nosci jakiegokolwiek ciata, nic innego znaczy¢ nie bedzie,
jak to z powyzszego zréwnania widzimy, jak tylko podag,
wiele razy objetos¢ tegoz ciala jest wieksza od objetosci
szeScianu wzietego za miare, czyli szescianu wystawionego
na kwadracie z jednostki dtugosci.

Uioaga 2. Trzy w jednym punkcie schodzgce sie kra-
wedzie rownolegtoscianu prostokatnego, a wyrazajgce jego
dtugosé, szerokos¢ i wysokos$¢, oznaczywszy przez a, b, c
czyli co jest jedno, trzy rzeczone krawedzie przemierzywszy
obrang jednostka dtugosci, a, b, c, wyraza¢ rzeczywiscie
beda stésunki bezwzglednych dtugosci tych krawedzi do je-
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dnostki obrandj, wyraza¢ przeto bedg liczby: iloczyn tez
tych trzech liczb abc, bedzie liczbg wyrazajacg stésunek
objetosci réwnolegtoscianu do jednostki, ale do jednostki bry-
towej t. j. do objetosci szescianu ktérego kazda krawedz
jest réowna owej jednostce, ktéra krawedzie réwnolegtoscia-
nu mierzyliSmy. Jednostka dtugosci jest zupeilnie dowolna.
Jezeli jest calem, stopa, tokciem, sgzniem, milg i t d. bry-
towatos¢ czyli objeto$¢ réwnolegtoscianu otrzymana z roz-
mnozenia rzeczonych trzech liczb przez siebie, wyrazaé¢ be-
dzie liczbe cali, stop, tokci, sazni, mil i t d. szesciennych.

Uwaga 3. Szescian jest sam rdéwnolegtoscianem, prze-
to objetos¢ jego réwna sie podobniez iloczynowi z liczb wy-
razajacych diugosci trzech jego w jednym punkcie schodza-
cych sie krawedzi. Ale krawedzie w szesScianie wszystkie
sobie sg réwne, zatem objeto$¢ szeScianu rowna sie liczbie,
wyrazajacej dtugos¢ jego krawedzi, podniesionéj do potegi
trzeciéj. Gdy bowiem a—b —c, zatem abc— aaa=ra;. To
nam teraz jasno ttdmaczy uzywane w Arytmetyce wyrazenie
epodnies¢ liczbe do szeScianu. Majgc przeto jaki szesScian i
chcac poznaé jego objetosé, dosy¢ jest zmierzyé jakgkolwiek
miarg dtugo$¢ ktorejbadz krawedzi i liczbe tych miar pod-
nies¢ do potegi Xi§. Nie od rzeczy tez tu bedzie wspom-
nie¢, ze majac szescian, ktérego krawedz — a a zatem obje-
tos¢ — a3 gdybysmy chcieli znale$¢ krawedz szescianu dwa
razy wieksza objeto$¢ majgcego, tedy oznaczywszy krawedz
szukanego szeScianu przez X, objetos¢ jego bedzie x3, a
wedtug warunku x3— 2a3 skad a-=raV2. Ale V2 jest liez-
bg niewymierng, wiec za pomoca rachunku nie mozna zna-
les¢ dokladnie krawedzi szescianu dwa razy wiekszego od
danego; wszelako mozna sie tak zblizy¢ do prawdziwej waz-
nosci, jak tylko chcemy.

Wszystkie zagadnienia geometryczne dotad rozwigzane,
rozwigzywaliSmy za pomocg przeciecia sie prostych, lub pro-
stej z linija kotowa, lub nareszcie przeciecia sig dwoch okre-
gow kot A zc dwie proste tylko wjednym, prosta z okre-
giem kola, jak réwnie dwa okregi, tylko sie w dwoch pun-
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ktach przecia¢ moga, dla tego tez rzeczone zagadnienia roz-
wigzywane rachunkiem, prowadzity tylko do zréwnan pierw-
szego lub drugiego stopnia. Chcac powyzsze zagadnienie
rozwigza¢ geometrycznie t j. za pomoca wykres$lenia, po-
niewaz nas zaprowadzito do zréwnania 3go stopnia, juz go
nie mozemy rozwigza¢ za pomocg prostej i okregu kota lub
dwoch okregéw, ale uzy¢ potrzeba linij krzywych, ktoéreby
sie w wiecej niz dwocli punktach przecig¢é mogty; dla tego
tez geometryczne rozwigzanie rzeczonego zagadnienia, na-
lezy do Geometryi wyzszej.
§. 225.

Prawde w poprzedzajgcym §. dowiedziong, ze objetos¢
rownotegtoscianu prostokatnego jest réowna iloczynowi z trzech
jego krawedzi w jednym punkcie schodzgcych sie, mozna
tez naocznie tak okazaé¢. Niech bedzie réwnolegtoscian pro-
stokatny ABCDEFGH fig. 225 i niech trzema jego wymia-
rami czyli krawedziami w punkcie A schodzacemi sie bedg
AB, AD i AE. Wziawszy jakakolwiek jednostke dtugosci
np. cal, przemierzmy te trzy krawedzie i niech AB zamyka
4 cale, Al) 2, a AE 5 cali. Naznaczywszy na kazdej z rze-
czonych krawedzi te podziaty i na podstawie i-dwnolegto-
scianu poprowadziwszy prostg an rownolegta do AB, tudziez
proste 11, 22, 33, 44, rownolegle do AD, catla podstawa
podzieli sie tym sposobem na 8 kwadratéw réwnych. Jezeli
teraz w odlegtosci DE— 1 cal, poprowadzimy ptaszczyzne
réwnolegta do podstawy, a z wierzchotkéw katow kazdego
kwadratu wyprowadzimy proste prostopadie do podstawy,
albo lepiej, jezeli przez punkta podziatow 1, 2, 3, popro-
wadzimy plaszczyzny rownolegte do ptaszczyzny ADHE,
te z pierwszg plaszczyzng przez h poprowadzona, tudziez
z podstawg rownotegtoscianu, zamkng 8 szescianéw takich
jak abcDefgh miedzy sobg réwnych ktére stanowi¢ beda nie
jako pidrwszag warstwe jednostkowych szescianéw w réwno-
legtoscianie zawartych. A prowadzac przez inne podziaty
na krawedzi AE wyznaczone ptaszczyzny rdéwnolegte do
podstawy, otrzymamy tyle warstw majgcych kazda po 8 sze-
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scianow, ile podzialdw ma wysoko$¢ AE roéwnolegtoscianu;
przeto poniewaz bezposrednio na podstawie stoi szesScianéw
8, a takich warstw jest 5, wiec wszystkich szesciandéw jest
8. 5—40=4. 2.5, jak wyzdj dowiedlismy.

§. 226.

Przejdzmy teraz do innych réwnolegto$cianéw. Najpo-
dobniejszym do prostokatnego, jest réwnolegtoscian prosty;
chcgc zatem znale$¢ objetos¢ tego ostatniego, poréwnajmy
go z pierwszym dowodzgc nastepujgce

Twiekdzenie. Kazdy réwnolegtoscian prosty zamienic
mozna na prostokatny réwny mu co do objetosci.

Niech réwnolegtoscianem prostym bedzie ABCDEFGH
fig. 226, majacym za podstawy dolng i goérng réwnolcgto-
boki AC i EG. Jezeli z punktéw A i B spuscimy prosto-
padie do DC, otrzymamy prostokat AK réwny co do po-
widrzchni rownolegtobokowi AC. Przez proste AE i Al ja-
ko tez BF i Blv poprowadziwszy ptaszczyzny, te beda pro-
stopadte do obu podstaw i przetng sie z podstawg goérng
w prostych EL i FM, zamykajgc tym sposobem dwa gra-
niastostupy tréjscienne ADIEHL i BCKFGM wedtug §. 218
sobie réwne. Od catkowitej bryly odcigwszy graniasto-
stup BCKFGM, pozostaje sie réwnolegtoscian prosty AG; od
tejze samej bryly, odcigwszy graniastostup ADIEHL, pozo-
staje rownolegtoscian prostokatny AM; dla tego dwa te
réwnolegtosciany sa sobie réwne co do objetosci t j. row-
nolegtoscian prosty réwna sie prostokagtnemu majacemu z nim
wysokos$¢ tez samg i podstawy réwne co do powierzchni.

W niosek. Poniewaz objetos¢ rdéwnolegtoscianu pro-
stokatnego otrzymuje sie, mnozac powioérzchnie jego podstawy
przez wysokos$é, zatem i objetos¢ rownolegtoScianu prostego
dojdzie sie, mnozac powierzchnie jego podstawy przez wyso-
ko$é, obu bowiem tych réwnolegtoscianéw podstawy sa roé-
wnowazne co do powierzchni.

19
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8. 227.

Twierdzenie. Kazdy rownolegtoscian ukosny zamienié
mozna na prosty majacy z nim tez same icysokos¢ a podstawy
rownowazne czyli réwne co do powierzchni.

Niech ABCDEFGH fig. 227 bedzie rownolegtoscianem
ukosnym, ktérego dolng podstawa jest rownolegtobok ABCD.
Z punktu A, B, C, D, wystawiwszy prostopadte do ptasz-
czyzny podstawy i te przedtuzywszy az do spotkania sie
z ptaszczyzng podstawy gérnej w punktach E’, F', G’, H' i te
ostatnie punkta potaczywszy prostemi E'F', F'G', G'H’ i H'E',
otrzymamy réwnolegtobok E'F'G'H' réwny co do powidrzchni
réwnolegtobokowi ABCD. A jezeli przez proste AB i E'F',
DC i H'G’, AD i H'E', BC i G'F' poprowadzimy ptaszczy-
zny, te zamkna réwnolegtoscian ABCDE'F'G'H' prosty* ktéry
wedtug §. 226 réwna sie co do objetosci ukoSnemu ABCDEFGH.

W niosek. Z trzech ostatnich twierdzen wyplywa, ze
kazdy rownolegtoscian zamieni¢ mozna na prostokatny ma-
jacy z nim tez sarne wysoko$¢ a podstawe réwng co do
powierzchni podstawie prostokgtnego, albowiem roéwnolegto-
écian ukosny zamieni¢ mozna na prosty wedtug terazniej-
szego, ten za$ wedlug poprzedzajacego twierdzenia na pro-
stokagtny. A kiedy objetos¢ réwnolegtoscianu prostokgtnego
réwna sie iloczynowi z powierzchni jego podstawy przez
wysokos$¢, zatem tatwo wniesiemy, iz objetos¢ kazdego réwno-
legloscianu réwna sie takze iloczynowi z powierzchni jego
podstawy przez wysokosc¢.

W §. 223 nazwaliSmy dtugos¢, szeroko$¢ i wysokosé
réwnolegtoscianu prostokgtnego trzema jego wymiarami;
nazwa ta i tu ma miejsce z tg tylko roznica, ze ta diugosc
trzech krawedzi w jednym punkcie schodzacych sie, tych
wymiaréw zastgpi¢ nie moga, pamietajac co nazwalisSmy wy-
sokoscig jakiegokolwiek graniastostupa, tudziez ze wymiara-
mi réwnolegtoboku sa, ktérykolwiek jego bok i prostopadia
z ktoregokolwiek punktu boku przeciwlegtego na pierwszy
spuszczona.
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Z tych tez twierdzen wyptywa, ze objeto$¢ dwodch ja-
kichkolwiek réwnolegtoscianéw sg w stésunku iloczynéw
z powierzchni ich podstaw przez wysokosci. Jezeli za$ maja
wysokosci réwne, a podstawy rézne, sa do siebie w stésunku
powidrzchni tychze podstaw; a nareszcie majgce podstawy
rowne co do powidrzchni, majg sie do siebie jak wysokosci.

§. 228.

Twiekdzenie. Dica réwnoleglosciany stojgce na tejze
samej podstatoie i majace podstawy gorne na jednejze ptasz-
czyznie, a zatem wysokosci rowne, sa sobie rowne co do obje-
tosci.

Niech ABCDEFGH i ABCDE'F'G'H' beda dwa réw-
nolegtosciany jakiekolwiek, stojace na tejze samdj podstawie
ABCD i majgce oba tez sarne wysokos$¢, dla czego goérne
ich podstawy przypadajg na jednejze ptaszczyznie réwnole-
gtej do podstawy; trzeba dowies¢ ze dwa to réwnolegtosciany
sg sobie réwne co do objetosci. Co do potozenia dwdch
tych réwnolegtoscianéw, dwa tylko przypadki by¢ moga, t. j.
albo wyzsze podstawy obu przypadajg pomiedzy temiz sa-
memi réwnolegtemi albo nie, dowdd tez ich réwnosci w kaz-
dym z tych przypadkéw jest rozny.

Co do pierwszego. Niech bedg dwa roéwnolegtosciany
wyrazone na fig. 228. Przedtuzywszy krawedzie EF i HG,
cata figura albo raczej cala bryta sktada sie z dwéch gra-
niastostupéw tréjsciennych AEE'DHH' i BFF'CGG'. Te
graniastostupy sa sobie réwne co do objetosci wedtug 8. 218,
majg bowiem po kacie tréjsciennym réwnym t j. Ar=B
i te katy zawarte sa kazdy trzema wielokgtami sobie réw-
nemi, a mianowicie: ADHE = BCGF, ADH'E' = BCG'F' i
AEE'=BFF'. Skoro za$ od catej bryly odetniemy drugi
graniastostup t. j. BFF'CGG', pozostanie sie rownolegtoscian
ABCDEFGH; a odcinajac graniastostup pidrwszy, to jest
AEE'DIIIT, pozostaje sie rownolegtoscian ABCDE'F'G'H’,
wiec na mocy pewnika, "ze od dwoch ilosci réwnych odej-
mujac réwne, reszty pozostate sa takze réowne, dwa zato-
zone rownolegtosciany sg sobie réwne co do objetosci.

19.
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Co do drugiego. Jezeli gérne podstawy padajg w rozne
strony i chociaz na tejze sam¢j ptaszczyznie ale nie mie-
dzy temiz samemi réwnoleglemi, jak sa réwnolegtosciany
ABCDEFGH i ABCDE F G'H’' na fig. 229, tedy przediu-
zywszy krawedzie GF i HE az do przeciecia sie z krawe-
dziami takze przedluzonemi G'H 'i F'E' w punktach I, K, L, M,
co by¢ koniecznie musi, bo te krawedzie jako proste lezg
na jednejze ptaszczyznie, otrzymamy roéwnolegtobok IKLM
= ABCD co tatwo dowies¢. A skoro przez AD i IK, AB
i KL, DC i IM, a nareszcie BC i LM poprowadzimy
ptaszczyzny, te zamkng nowy réwnolegtoscian ABCDIKLM,
ktéry z dwoma danemi ma tez sarne podstawe i wysokos¢.
Ten trzeci réwnolegtoscian z pierwszym ABCDEFGH, znaj-
duje sie w pierwszym przypadku t. j. gérne ich podstawy
przypadajg miedzy temiz samemi roéwnoleglemi HK i GL,
przeto stojagc na tejze samej podstawie, objetosci ich sg
rowne. Podobniez ten sam trzeci réwnolegtoscian z drugim
ABCDE'F'G'H’', znajdujg sie w tymze samym przypadku,
bo gérne ich podstawy przypadaja pomiedzy tez same row-
nolegte IG’ i KF', sa wiec takze sobie réwne co do obje-
tosci. Dwa zatem zatozone rdéwnolegtosciany bedac réwne
trzeciemu, sg tez i miedzy sobag réwne; co nalezato dowies¢.

W niosek. Poniewaz objeto$¢ prostego réwnolegtoscianu
dochodzi sig, mnozac powierzchnig jego podstawy przez wy-
soko$¢, 8. poprzedzajacy, wiec tu stusznie wnieS¢ mozemy,
ze tez i objetos¢ jakiegokolwiek réwnolegltoscianu réwna sie
iloczynowi z jego podstawy przez wysokos¢.

Kazdy takze rownolegtoscian ukosny roéwna sie prosto-
katnemu co do objetosci, skoro majg réwne podstawy i wy-
sokosci. Roéwniez dwa jakiekolwiek réwnolegtosciany sa
sobie réwne co do objetosci, jezeli majg podstawy i wyso-
kosci réwne; kazdy bowiem z nich zamieni¢ mozna na pro-
sty réwny co do objetosci wedtug §. 219 lub §. 227, majace
z pierwszemi tez same wysokosci, dla czego i podstawy
muszg sobie by¢ réwne, a prostokatne réwnolegtosciany ma-
jace réwne podstawy i wysokosci sa sobie réwne co do
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objetosci. Stosunek téz objetosci dwdch jakichkolwiek réw-
nolegtoscianéw o réwnych wysokosSciach, jest rowny stosun-
kowi ich podstaw; o réwnych podstawach réwna sie stosun-
kowi ich wysokosci, a nareszcie o roéznych podstawach i wy-
sokosciach, réwna sie stosunkowi iloczynéw z podstaw przez
wysokosci, z powodu, ze kazdy z nich réwna sie réwnole-
gloscianowi prostokgtnemu majgcemu z nim podstawe i wy-
soko$¢ réwne.
§. 229.

Twierdzenie. W jakimkolwiek réwnolegloscianie po-
prowadziwszy ptaszczyzne przekatna, tapodzieli rdwnolegloscian
na dwa graniastostupy tréjscienne, réwne sobie co do objetosci.

Niech naprzéd danym bedzie roéwnolegtoscian prosto-
katny ABCDEEGH fig. 230; poprowadziwszy ptaszczyzne
przekatna ACGE, ta podzieli réwnolegtoscian na dwa gra-
niastostupy tréjscienne ABCEFG i ACDEGH, potrzeba do-
wies¢, ze te dwa graniastostupy sg sobie réwne co do obje-
tosci t. j. ze ABCEFG = ACDEGH. Przekatnia AC dzieli
dolng podstawe rownolegtoscianu na dwa trdjkaty ABC i
ACD réwne i przystajace do siebie, jak réwnie przekatnia
EG dzieli gérng podstawe EFGH takze na dwa trojkaty so-
bie réwne i przystajgce do siebie, zatem w dwoéch grania-
stostupach tréjsciennych ABCEFG i ACDEGH, katy tr¢j-
scienne B i D zlozone sg z trzech wielokgtéw sobie réwnych
i przystajacych do siebie, tudziez jednakowo utozonych, bo
ABC = ADC, BCGF=ADHE i ABFE = CDIIG jako Sciany
przeciwlegte w réwnolegtoscianie. Wystawiwszy sobie przeto
graniastostup ABCEFG przeniesiony na ACDEGH i ulozony
tak, izby punkt B padt na 1) a bok BC na DA, punkt tez
C padnie na A i podstawa ABC przystanie do podstawy
ADC; boczna ptaszczyzna BCGF przystanie do ADHE i dru-
ga ABFE do CDHG, a dlatego dwa te graniastostupy sa
sobie zupetnie réwne co do objetosci wedtug §. 218, przeto
kazdy z nich jest potowa réwnolegtoscianu danego.

Niech powtére ABCDEFGH fig. 231 bedzie réwnole-
gtoscian  ukosny; poprowadziwszy ptaszczyzne przekatnag
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AEGC, potrzeba i tu dowie$s¢, ze dwa graniastostupy troéj-
scienne ABCEFG i ACDEGH, na ktére taz ptaszczyzna dzieli
réwnolegtoscian dany, sg, sobie réwne co do objetosci. We-
dlug § 219 zamieniwszy ten rdwnolegtoscian na prosty
AMNOEPQR i przedtuzywszy przekatng ptaszczyzne az do
przeciecia sie z podstawg AMNO tego drugiego rownolegto-
Scianu, widzimy, ze taz plaszczyzna dzieli réwnie prosty row-
nolegtoscian na dwa graniastostupy trojscienne ANOEQR
i AMNEPQ, ktore wedlug poprzedzajgcego sg sobie réwne
co do objetosci; wedtug za$ wspmnionego §. 219, kazdy z nich
jest réowny odpowiadajgcemu sobie ukosnemu graniastostupowi,
a mianowicie ANOEQR= ABCEFG, AMNEPQ=ACDEGH;
przeto tez ABCEFG= ACDEGH, a nastepnie kazdy z tych
graniastostupéw jest potowa réwnolegtoscianu. Tak tedy do-
wiedlismy, ze ptaszczyzna przekatna dzieli kazdy réwnolegto-
Scian na dwa graniastostupy réwne sobie co do objetosci.

Uwaga. Podstawa kazdego z tych graniastostupow jest
potowag podstawy réwnolegtoscianu, przeto co dopiero do-
wiedzione twierdzenie, moznaby téz wystowi¢: graniasto-
stup tréjscienny jest potowg rownolegtoscianu majacego dwa
razy wiekszg podstawe a wysoko$é rowng icysokosci grania-
stostupa.

W niosek 1. Oznaczywszy podstawe réwnolegtoscianu
przez P, a wysoko$¢ przez W, jest objeto$¢ jednego z gra-
niastostupéw trojsciennych, na ktére sie réwnolegtoscian roz-
XW _P
2 ~2
kata stuzgcego za podstawe graniastostupowi w mowie be-
dacemu, zatem przynajmniej o graniastostupie trgjSciennym
wiemy z pewnoscig, ze jego objeto$¢ réwna sie powierzchni
podstawy rozmnozonej przez wysokos¢.

P
ktada z_

W niosek 2. Dwa graniastostupy tréjscienne majace
rowne podstawy i wysokosci sg sobie réwne co do objetosci;
majgce rowne podstawy a wysokosci rézno, sag do siebie w
stosunku tychze wysokosci; majace réwne wysokosci a pod-
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stawy rézno, sa w stéosunku podstaw; a nareszcie majgce tak
podstawy jako i wysokosci rézne, sa w stosunku iloczynéw
z podstaw przez wysokosci. Uwazajgc bowiem kazdy z nich
jako potowe réwnolcgtoscianu o tejze samej wysokosci a dwa
razy wiekszej podstawie, stosunek miedzy potowamijest tenze
sam jaki miedzy calosciami, a ten ostatni jest dowiedziony
w §. 228.

W niosek 3. Poniewaz z §. 220 wiemy, ze kazdy réw-
nolegtoscian jest graniastostupem, zatem stusznie wnie$ébys-
my mogli, ze tak jak réwnolcgtoscianu, objetos¢ kazdego gra-
niastostupa réwna sie iloczynowi z powiérzckni jego podsta-
wy przez wysokos¢.

Albo tez: wedtug wniosku 1 objetos¢ tréjsciennego gra-
niastostupa réwna sie iloczynowi z jego podstawy przez wy-
sokos$¢, az §. 217 wiemy, ze kazdy graniastostup wieloScienny
mozna rozebraé¢ na trdjScienne za pomoca plaszczyzn prze-
katnych, przeto objetos¢ wielosciennego réwnac¢ sie bedzie
summie pojedynczych tréjsciennych. A gdy wszystkie majg
jednakowa wysokos$é, wiec tez objetos¢ rownaé sie bedzie
summie podstaw graniastostupéw trojsciennych rozmnozonej
przez spoing wysoko$¢. Lecz summa podstaw pojedynczych
graniastostupéw, stanowi powierzchnie podstawy graniasto-
stupa wielo$ciennego, zatem objeto$¢ tegoz réwna sie ilo-
czynowi z powierzchni jego podstawy przez wysokosc.

W niosek 4. Z 8. 219 wiemy, ze kazdy graniastostup
ukosny zamieni¢ mozna na prosty réwny mu co do objetosci,
majacy za wysoko$¢ jedne z krawedzi, a za podstawe prze-
ciecie prostopadte do tejze, zatdbm objetos¢ graniastostupa ja-
kiegokolwiek, réwna sie iloczynowi z przeciecia prostopadiego
do jednej z krawedzi przez dhugosc tejze krawedzi.

8. 230.

Przystgpmy do wyznaczenia powierzchni graniastostu-
péw w ogdlnosci.

DefinicYJA. Powierzchnig graniastostupa nazywamy
summe powierzchni wszystkich jego scian tak bocznych jako
tez i dwdch podstaw.



Poniewaz wszystkie $ciany boczne w graniastostupie sg
rownolegtobokami, przeto obrackowawszy powierzchnie kaz-
dego, summa ich bedzie powierzchnig boczng tegoz grania-
stostupa, do ktérej dodawszy powiorzchnie dwoch jego pod-
staw obrachowanych wedtug §, 124, otrzymamy catkowitg
powierzchnie graniastostupa. Atoli w graniastostupach mo-
zemy daleko tatwi6j znales¢ powierzchnie boczna nie rachu-
jac powierzchni kazdej Sciany. Na ten koniec dowiedzmy
nastepujace

Twierdzenie. Powierzchnia bocznajakiegokolwiek gra-
niastostupa, réwna sie iloczynowi jednej zjego krawedzi, przez
obwdd przeciecia prostopadiego do tejze, a zatem, i do wszyst-
kich krawedzi.

Niech bedzie graniastostup ABCDEFGIIIK jig. 232;
przecigwszy go plaszczyzng prostopadtg do krawedzi AF, ta
zarazem bedzie prostopadig i do innych krawedzi. Przeciecia
sie tej ptaszczyzny z bocznemi Scianami t. j. proste LM,
MN, NO, OP i PL bedag takze prostopadiemi do krawedzi.
Wzigwszy w roéwnolegtobokach bocznych krawedzie AF, BG,
DI, ... za podstawy, pierwsze proste prostopadte do tych
krawedzi beda icli wysokosciami. Powidrzchnia np. Sciany
ABGE—AGXLM, powierzchnia sciany BCHG=BGXMN
itd Az AF=BG= it d., zatem powierzchnia boczna
graniastostupa danego réwna sie

AF (LM + MN+NO + OP+PL).
Ale summa w nawiasie stanowi obwod przeciecia, przeto
prawda jest, ze powidrzchnia boczna graniastostupa réwna sie
iloczynowi z jego krawedzi ktérejkolwiek przez obwdd prze-
ciecia prostopadtego do téjze krawedzi.

W niosek 1. Poniewaz w kazdym graniastostupie pro-
stym, przeciecie prostopadie do krawedzi jest réwne podsta-
wie, zatdom powiérzchnia boczna graniastostupa prostego roé-
wna sie iloczynowi z obwodu jego podstawy przez krawedz
czyli wysokosé.

W graniastostupie foremnym chcac znalé$¢ catkowita
jego powiorzchnie, uwazmy, ze poniewaz jego podstawy sg
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wielokgtami foremnemi, tych za$ powierzchnia znajduje sie
mnozac obwdéd kazdego przez potowe prostopadtdj, ze Srodka
wielokata na bok spuszczonej (apothema), zatém potrzeba roz-
mnozy¢ obwdéd podstawy przez summe z wysokos$ci graniasto-
stupa czyli krawedzi i prostopadtej ze srodka podstawy na bok
téjze spuszczonej.

W niosek 2. W uko$nym graniastostupie obrawszy kté6-
rakolwiek z bocznych jego $cian za statg, jezeli jej przyle-
gta obraca¢ bedziemy okoto spé6Ilnéj im krawedzi dopdéki nie
wezmie potozenia pierwszdéj, potem nastepng $ciane okoto
krawedzi spélnej tej ostatniej i poprzedzajacéj $cianie az we-
Zzmie potozenie dwéch poprzedzajacych i t. d. az do ostat-
niej $éciany, rozpostrzemy tym sposobem calg powidérzchnieg
boczng graniastostupa na jedne ptaszczyzne i otrzymamy fi-
gure majaca kazde dwa przeciwlegte boki réwnolegte, t. j.
otrzymamy réwnolegtobok majacy za podstawe obwéd pod-
stawy graniastostupa a za bok przylegty, krawedzZ tegoz gra-
niastostupa. Z takiego rozpostarcia powierzchni wniesiemy,
ze powierzchnia boczna graniastostupa ukosnego, réwna sie po-
wierzchni réwnolegtoboku majacego za podstawe obwdd podsta-
wy graniastostupa, a wysoko$¢ réiona wysokosci tegoz grania-
stostupa.

Tym sposobem rozposcierajac powiorzchnie boczng gra-
niastostupa prostego, otrzymamy prostokat majacy za podsta-
we obwo6d podstawy graniastostupa, a za wysoko$¢ krawedz
boczng tegoz. Powierzchnia przeto boczna graniastostupapro-
stego, réwna sie powierzchni prostokata majgcego podstaioe ro-
wng obwodowi podstawy graniastostupa, a icysokosc réiong kra-
wedzi bocznej tegoz graniastostupa.

Te ostatnig prawde wnie$s¢ mogliSmy z samego wyraze-
nia powierzchni bocznej graniastostupa prostego. Oznaczyw-
szy bowiem diugo$¢ obwodu jego podstawy przez O a kra-
wedz czyli wysoko$é przez K, gdzie O i K wyrazajg stosun-
ki do obranej jednostki dtugosci czyli liczby, wyrazenie po-
wierzchni boczndéj graniastostupa prostego wedtug poprzedza-
jacego jest OXK. Ale iloczyn dwéch liczb w znaczeniu geo-
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metryczném wyraza powierzchnie prostokgta majgcego za
dwa przylegte boki prosto przez tez dwie liczby oznaczone
zatem i t d.

Uwaga. Z §. 220 wiemy, ze kazdy réwnolegtoscian jest
oraz graniastostupem, zatem co sie powiedzialo o powierzchni
tych ostatnich, w catej zupetnosci stésuje sie i do pierwszych.
W szescianie wszystkie $ciany sg sobie réwne, zatem jego
powierzchnia rowna sie 6 razy wzietej powierzchni jednej
sciany. A ze Sciany sg kwadratami, zatem oznaczywszy diu-
gos¢ boku kwadratu, czyli co najedno wychodzi, dtugos$é¢ kté-
rejkolwiek krawedzi (wszystkie bowiem miedzy sobg sg ro-
wne) przez a, powierzchnia $ciany bedzie=a2 a powierzchnia
szescianu ~ 6a2

Ostrostupy (pyramides).

§. 231.

W 8. 216 powiedzieliSmy, ze jezeli ilekolwiek ptaszczyn
przecinajacych sie z sobg tak, iz jeden punkt majg spoéiny,
przetniemy inng ptaszczyzng ze strony otwartej, ta z pierw-
szemi zamknie zupetnie przestrzen czyli cialo geometryczne
ostrostupem albo piramida (pyramis) nazwane. Plaszczyzny
schodzace sie wjednym punkcie, awzajemnemi przecieciami sie
ograniczone, nazwiemy i tu Scianami bocznemi, punkt wszyst-
kim spdlny wierzcholkiem (vertex), ptaszczyzne przecinajacg
wszystkie inne, albo raczej wielokgt wypadajgcy z przeciecia
sie Scian bocznych z tgz ptaszczyzna, podstawg (basis), pro-
stopadtg z wierzchotka ostrostupa na plaszczyzne podstawy
spuszczona, wysokoscia, a nareszcie, kazde przeciecie sie dwoch
ptaszczyzn baé to bocznych, ba¢ bocznej z podstawa, nazwiemy
krawedzig ostrostupa. Z tego opisania ostrostupa wypada, ze
boczne $ciany jego sa trojkgtami, wszystkie bowiem krawedzie
schodzg sie w wierzchotku; tudziez ze kazdy kat wieloScienny
przeciety ptaszczyzng ze strony otwartej, stanowi ostrostup.

Otrzyma¢ téz mozna ostrostup nastepujagcym sposobem:
na ptaszczyznie nakresliwszy jakikolwiek wielokat i za taz
ptaszczyznag obrawszy gdziekolwiek punkt, ztgczmy go z wierz-
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chotkami wielokata prostemi; tedy pomys$liwszy sobie tym
sposobem otrzymane trojkaty jako ptaszczyzny, mie¢ bedzie-
my ostrostup.

Ostrostupy réwnie jak graniastostupy przybierajg nazwe
od liczby $cian bocznych; a ze liczba tych ostatnich jest ro-
wna liczbie bokéw wielokata, stuzacego za podstawe ostro-
stupowi, zatem nazywac bedziemy ostrostupem tréjsciennym,
ktorego podstawa jest trojkgtem, czworosciennym, jezeli taz
podstawa jest czworokgtem, pieciosciennym, szesciosciennym i
w o0g6lnosci wielosciennym. Ostrostup trojscienny, tak jak troj-
kat miedzy figurami ptaskiemi, jest miedzy ciatami geome-
trycznemi najprostszem, ma bowiem najmniej ptaszczyzn czy-
li écian ograniczajacych a potrzebnych do zamkniecia prze-
strzeni. Taki ostrostup nosi jeszcze nazwe czworoscianu (te-
traedrum), rzeczywiscie bowiem ma cztery S$ciany t. j. trzy
boczne a czwartg zamykajgca przestrzen. Kazda z nich jest
trojkatem, a dlatego kazda mozna wzig$¢ za podstawe ostro-
stupa tréjsciennego a wierzchotek jego bedzie punkt przeciw-
legly podstawie w ktérym sie trzy inne $ciany przecinaja.
Jak trojkat jest podstawa catej Geometryi ptaskiej czyli Pla-
nimetryi, tak tez i czworoscian moznaby wzig$¢ za podsta-
we Stereometryi. A Zze tu nie tym sposobem postgpilismy,
zaczawszy nauke o ciatach od graniastostupéw, to jedynie u-
czyniliSmy dlatego, ze objetos¢ czworoscianu tylko za pomo-
cg graniastostupa tréjsciennego znale$¢ mozna; te atoli raz
znalaztszy, wszystkie inne ciata graniaste uwaza¢ mozna ja-
ko z czworoscianéw ztozone. Jestto' zupelnie ten sam przy-
padek jak z powierzchnig tréjkgta, ktorg dopiero przy po-
mocy rownolegtoboku znalezliSmy, lecz te znalaztszy, widzie-
lismy, ze kazdy wielokat uwaza¢ mozna jako z samych trdj-
katéw ztozony.

Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny, pro-
sta taczaca wierzchotek ze S$rodkiem podstawy nazywa sie
osig ostrostupa. Jezeli 0$ jest prostopadta do podstawy, ostro-
stup nazywa¢ bedziemy prostym albo foremnym. W takim
ostrostupie wszystkie $ciany boczne sg trdjkgtami réwnora-
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miennemi przystajagcemi do siebie, azatéom i rownemi miedzy

sobg; z czego wypada, ze takze krawedzie boczne wszystkie

miedzy soba, tudziez wszystkie z wierzchotka ostrostupa na

boki jego podstawy spuszczone prostopadie sg sobie rowne.
§. 232.

Twierdzenie. Przecigwszy gdziekolwiek ostrostup ptasz-
czyzng rownolegla do podstawy, przeciecie to bedzie wieloka-
tem podobnym podstawie.

Przecigwszy ostrostup np. szescioscienny SABCDEF fig.
233, ptaszczyzng rownolegta od podstawy, niech tein prze-
cieciem bedzie szesciokat abcdef, potrzeba dowiés¢ ze jest
wielokagtem podobnym podstawie.— Ze jest wielokgtem o ta-
kiejze liczbie bokéw jak podstawa, to nie potrzebuje dowo-
du; w obecnym zatem przypadku przeciecie jest szescioka-
tem dla tego, ze i podstawa ostrostupa jest szesciokgtem. Ze
za$ jest szesSciokatem a w ogo6lnosci wielokatem podobnym
podstawie, tak sie dowodzi: dwie ptaszczyzny réwnolegte, t.
j. ptaszczyzna podstawy i przecinajaca, sa z wykreslenia ro-
wnolegte, zatem przeciete przez kazda inng ptaszczyzne, wy-
dajg téz przeciecia réwmolegte wedtug 8. 194 wnios. 3, a dla
tego proste AB i ab, BC i bc, CU i cd, DE i de, EE i ef,
FA ifa sg od siebie réwnolegte. Uwazajac teraz tréjkaty
czyli sciany boczne, mamy:

w tréjkgcie ASB . . . SB:S6 r=AB;«0

. " BSC . . . SB:S6 BC;6c=SC:Sc

v csu . . . sc:Sc=DC:.dc=SD:Sd
. . DSE . . . SD:Sd=:DE:de — SE;Se
. N ESF . . . SE:Se= EF:e/l=SF;S/

. . ASF . . . SF;S/=AF ;al— SA ;Sa.

Z tych proporcyj widzimy, ze wszystkie stosunki je skia-
dajace sg sobie réwne, przeto
AB:«6=:BC:6c= CD:cd-DE:de = EF:elr= AF ;«/
boki wiec tych dwoéch wielokgtéw sag proporcyjonalne. A ze
i kat FAB=/a6, bo ich ramiona sg réwnolegte i rozchodzg
sie wjednez strone, i podobniez kat ABC= abc, BCD = o¢ed
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i t d. zatem wediug 8. 65 dwa te wielokaty sa podobne, co
nalezato dowiesc.

W niosek. Z proporcyi

SB ;Sb zz AB ; ab wypada SB2:Sb'~ AB": ab2

Z podobienstwa za$ tych wielokatéw, stosownie do §. 125
jest ABCDEF:abcdef— AB2; ab~
zatem ABCDEF -.abcdef— SB": S62
Lecz spusciwszy z wierzchotka S do podstawy prostopadig
SP, ktdéra ptaszczyzne przecinajgca przeszywa w punkcie p,
tedy przez tez prostopadty i przez krawedz BS poprowadziw-
szy plaszczyzne i na tej ztaczywszy punkta B i P, bi p,
proste BP i bp, wyraza¢ beda spélne przeciecia sie dwoch
ptaszczyzn réwnoleglych z tg ostatnig, a zatem sg od siebie
réwnolegte, adlatego SB:S6 = SP :Sp,
tudziez SB2: Sb* — SP": Spz
a nastepnie ABCDEF:abcdef— SP' : Sp~.
Poniewaz SP i Sp wyrazaja odlegtosci dwéch przeciec ABCDEF
i abcdef od wierzchotka S, zatem z ostatniej proporcyi czy-
tamy, ze powierzchnie tychze przecie¢ sg to stosunku kwadra-
tow odleglosci ich od wierzchotka.

Definicyja. W jakimkolwiek ostrostupie poprowadziw-
szy ptaszczyzne réwnolegta od podstawy w jakiejkolwiek od-
legtosci, ciato zawarte miedzy ptaszczyznami bocznemi, pod-
stawa i tem przecigciem, nazywa sie ostrostupem Scietym (py-
ramis truncata). W takim ostrostupie wszystkie $ciany boczne
sg trapezami réwnemi lub nieré6wnemi, wedtug tego jak pod-
stawa jest wielokatem foremnym Ilub nieforemnym, tudziez,
czyli prostopadta ze $rodka gérnej na podstawe dolna spusz-
czona, pada w S$rodek wielokata foremnego za dolng podsta-
we stuzgacego lub nie.

§. 233.

Twierdzenie. W dwich ostrostupach majacych podsta-
ivy rowne co do powierzchni i wysokosci réwne, przecigwszy
oba w tejze samej odlegtosci od wierzchotka, albo co na jedno
wychodzi, w tejze samej wysokosci od podstawy plaszczyzng
rownolegla od tejze, powierzchnie tych przecie¢ beda takze réwne.
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Niech beda dwa ostrostupy, jeden piecioscienny SABCDE,
adrugi tréjscienny S'A'B'C’ fig. 234, takie, ze ABCDE=A'B'C'
i wysokosci obu sg takze réwne. Wystawiwszy sobie oba
te ostrostupy postawione na jednejze ptaszczyznie, niech
prosta PR wyraza spoing ich wysoko$¢. Przocigwszy oba
w tom potozeniu stojgce ostrostupy ptaszczyzng réwnolegtg
od ptaszczyzny, na ktorej stojg w odlegtosci od tejze np. RQ,
albo w odlegtosci od wiorzchotkow PQ, otrzymamy w pierw-
szym przeciecie abede, a w drugim a'b‘'¢. Poniewaz we-
dtug poprzedzajgcego twierdzenia te przeciecia sg wielokata-
mi podobnemi podstawom,

zatem ABCDE:adcderrPR" :PQ2,
tudziez A'B'C': abc —PR”:PQ”
przeto ABCDE:abede=A'B'C';a'b'c
albo ABCDE:A'B'C' = abede: a'b'c'.

A ze z zalozenia ABCDE = A'B'C', wiec tez abede ~ a'b'c,
co bylo do dowiedzenia.

Uwaga. Gdyby podstawy tych ostrostupéw oprocz
réwnosci co do powierzchni czyli réwnowaznosci, byty przy-
stajagcemi do siebie, przeciecia tez ich w tejze sam¢j wyso-
kosci, takiemiz byéby musiaty, bo inaczej nie mogtyby by¢
podobnemi swym podstawom i réwnemi miedzy sobg nie
przystajac do siebie.

§. 234.

Twierdzenie. Dwa ostrostupy tréjscienne czyli dwa
czworosciany majace podstawy i wysokosci réwne, sag sobie
réwne co do objetosci.

To twierdzenie trojakim sposobem dowie$¢ mozna.

A najprzéd: W §. poprzedzajacym dowiedliSmy, ze
w dwoch ostrostupach o réwnych podstawach i wysokosSciach,
przeciecia przez ptaszczyzny réwnolegte w jednakowej odle-
gtosci od wierzchotka, albo wjednakowej wysokosci od pod-
stawy, sa sobie réwne co do powierzchni; wystawiwszy so-
bie przeto wysokos$¢ tych ostrostupéw podzielong na nieskon-
czong liczbe czesci, ktére dlatego bedg nieskoriczenie mate,
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skoro przez te podziaty poprowadzimy plaszczyzny réwno-
legte do podstawy, kazdy z ostrostupéw podzielony zostanie
na nieskonczong liczbe warstw, ale takze nieskonczenie cien-
kich. Te warstwy uwaza¢ mozna bez znacznego btedu za
graniastostupy tréjscienne, ktore wszystkie w jednym, beda
rowne odpowiednim graniastostupom w drugim ostrostupie,
bo majg podstawy i wysokosci réowne. A ze liczba grania-
stostupéw w jednym jest rowna liczbie takichze graniasto-
stupéw w drugim ostrostupie, zattm summa pierwszych jest
réwna summie drugich, a nastepnie ostrostup pierwszy réw-
ny drugiemu co do objetosci.

Jezeli ten spos6b dowodzenia zdaje sie komus$ niedo-
ktadny, z powodu, iz rzeczone warstwy $cisle moéwiac nie sg
graniastostupami, dlatego stuzy¢ moze nastepujacy

Drugi dowdd. Jezeli te ostrostupy nie sg réowne, ko-
niecznie jeden z nich jest wigkszy. Oznaczmy objeto$¢ pierw-
szego t. j. wiekszego przez O a drugiego przez o, r6znice
za$ miedzy niemi tftak ze O— o0 — 8 Te roznice S, jaka-
kolwiek ona jest, wystawi¢ sobie mozemy jako graniasto-
stup majacy za podstawe trojkat ABC, a za wysokos$¢ pew-
ng cze$¢ wysokosci spolnej PR fig. 235, np. Ra?, bo z §. 217
wiemy, ze graniastostup na pewnej podstawie wystawiony,
przechodzi¢ moze przez wszystkie stopnie swoj wielkosSci od
od 0 do oo. Pokazmy teraz, ze to zréwnanie jest fatszywe.
Na ten koniec wysoko$é tych ostrostupéw PR podzielmy na
ilckolwiek czesci réwnych, lecz tak, izby te czesci byty
mniejsze niz Ra?. Niechze te czesci bedg Ra', aa’', aa", a"P.
Przez punkta a a!, a" ... . poprowadziwszy ptaszczyzny
réwnolegte do podstaw ostrostupdéw, otrzymamy odpowiednie
przeciecia miedzy soba réwno co do powierzchni, tak ze
DEF=D'E'F’, Gffl=G'HT, KLM,=K'L'M i t. d. § po-

przedzajacy. Jezeli teraz z punktéow A, F, I, M, . . . po-
prowadzimy proste Af, Fh, IK, MZ . . . réwnolegte do kra-
wedzi SC az do przeciecia sie z przedtuzonemi DF, Gl,
KM ... i z réwnolegltg SZ, tudziez z punktéw /, h, k, I,

proste fe, lig, ki, lin rownolegle od AB az do przeciecia sie
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z DE, GH, KL . . . wystawmy tym sposobem szereg gra-
niastostupéw trojsciennych ABC/eD, DEFAI/G, GHIAuK i t. d.
ktére nazwiemy opisanemi na- ostrostupie. Summa tych gra-
niastostupéw, ktorg oznaczmy przez G, jest wiekszg niz
ostrostup, jako rzecz obejmujgca od objetej t. j. G >0.
Przechodzac do drugiego ostrostupa, z punktéw F', I', M’,
poprowadzmy proste F'g’, I'*', MT . . . réwnolegte od kra-
wedzi S'C', a z punktéw g', i', V.. . proste g'h’, iI'k’, I'm . ..
réwnolegte od A'B’ az do przeciecia sie z B'C’, D'E', G'H'
i K'L' w punktach h', k', 11 m . . . tym sposobem wysta-
wimy znowu szereg graniastostupéw tréjsciennych /A'C'D'E'F",
i'A'D'G'H'l' . ... ktére wszystkie leza wewnatrz ostrostupa
S'A'B'C' i ktére z tego powodu nazywaé bedziemy wpisanemi
w tenze ostrostup. Tych summa bedzie mniejszg niz ostrostup
jako rzecz objeta od obejmujgcej; czyli oznaczywszy te summe
przez g, bedzie g o. Przypatrzywszy sie z uwaga tym
graniastostupom, dostrzezemy, ze drugi w pierwszym jest
réwny pierwszemu w drugim ostrostupie, trzeci w pierwszym
jest réwny drugiemu graniastostupowi w drugim ostrostupie
i t d., tak ze kazdy graniastostup pierwszego ma sobie od-
powiedni w drugim ostrostupie, wyjgwszy graniastostup
pierwszy ostrostupa pierwszego. Oprocz tego te odpowied-
nie graniastostupy sg miedzy sobg réwne jako majace réwne
podstawy i wysokosci, przeto réznica miedzy summa pierw-
szych a summg drugich jest graniastostup ABC/eD to jest
G — 4= gran. ABC/eD. Lecz ten graniastostup jest mniej-
szy niz graniastostup 9 t. j. ABC/eD<C<f, bo majg podsta-
wy réwne, a wysokos$¢ pierwszego jest mniejsza od wyso-
kosci drugiego, gdyz z wykres$lenia Ba<”~Ba;, a dlatego
G—</< (t Ale ze O— 0= j tudziez G >0 a g<™.o, skad
G—g >0 —o, byéby powinno G—g~> 6. Z tego widzimy,
ze dowiedziona nieréwno$¢ G — </<;,? sprzeciwia sie przy-
puszczonej G— g~>-<f, a zatém utrzymac sie nie moze i jest
fatszywa, skad wniesiemy, ze 0~ o. Podobny dowdd, jakie-
go juz w Planimetryi uzyliSmy, nazywa sie przyioiedzeniem
do niedorzecznosci (deductio ad absurdum),
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Trzeci dov)od. Podzieliwszy wysokos$¢ spolna obu ostro-
stupom PR na nieskoriczong liczbe czesSci réownych i tak na pod-
stawach ostrostupéw jako tez i na kazdem z przecie¢ wysta-
wiwszy graniastostupy opisane sposobem jak wyzej, a potém
na kazdem z przecie¢ wystawiwszy graniastostupy wpisane
rowniez sposobem wyz¢j w drugim ostrostupie uzytym, tu-
dziez przypatrzywszy sie uwaznie tym graniastoslupom, bez
trudnosci dostrzezemy, ze kazdy nastepny opisany, rowny
jest poprzedzajacemu graniastostupowi wpisanemu, tak ze
idgc od wierzchotka, pierwszy opisany réwna sie wpisanemu
znajdujgcemu sie pod nim; drugi opisany réwna sie wpisa-
nemu bedgcemu pod nim i t. d. az nareszcie ostatni czyli
pi¢rwszy na podstawie ABC opisany, nie ma pod sobg wpi-
sanego, ktéoremuby byt réwny. RoOznica przeto miedzy sum-
ma opisanych a wpisanych grauiastostupéw, réwna sie gra-
niastostupowi majgcemu za podstawe ABC, a wysoko$¢ do-
wolng, lecz nieskonczenie matg, bo wysokos¢ PR podzieli-
liSmy wprawdzie na réwne, lecz dowolndj wielkosci czesci.
Zatrzymawszy znaczenie O, 0, a summe graniastostupéw opi-
sanych w pierwszym ostrostupie oznaczywszy przez G, wpi-
sanych za$ przez g, mamy oczywiscie O G io> g. Zro-
biwszy toz samo wykreslenie w drugim ostrostupie i summe
opisanych graniastostupéw oznaczywszy przez G' a wpisa-
nych przez g‘, mamy podobniez 0 <G ' i g'. Z dwoch
nieréwnosci 0 <G i o>g' wyplywa O—o0<;G —g"', albo
O—o0< G—g, gdyz g—g’, bo odpowiednie graniastostupy
sg sobie rowne i liczba ich jest taz sama w jednym jak i
drugim ostrostupie. Ale réznica G— g zalezy od naszej
woli, bo ona sie réwna graniastostupowi na podstawie ABC
o dowolndj a zatem i nieskonczenie matej wysokosci wysta-
wionemu, a dla tego ta roznica jest, albo by¢é moze, nie-
skonczenie mata, a nawet taka, ze jg zawsze jeszcze mniej-
szg uczyni¢ mozna, dzielac tylko wysoko$¢ jeszcze na mnicj-
sze czesci. A kiedy w kazdym razie O— o jest mnigjsze
niz G— g, zatem wnie$¢ mozemy ze tu zadnej statej roznicy
naznaczy¢ nie mozna, tak izbySmy jej juz mniejszg uczynic

20
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nie mogli i z tego powodu uwaza¢ jg musimy za niknaca,
a w tym przypadku byé musi O—o0=0 czyli O —o. Tak
tedy trzema sposobami dowiedlismy, ze dwa ostrostupy troj-
Scienne czyli dwa czworosciany majace rowne podstawy i wy-
sokosci, sg sobie rowne co do objetosci.

Uwaga. Poniewaz to twierdzenie o czworoscianie jest
bardzo wazne, z powodu jak juz wspomniatem, ze czworo-
Scian uzytym byé moze do znalezienia objetosci innych ciat
graniastych, przeto osadzitem za potrzebne przekonac¢ ucza-
cych sie jak najdobitnidj o téj prawdzie, dla czego spodzie-
wam sig, iz o zbytek lub rozwlekto$¢ poméwiony nie bede.

Co do przystania dwoéch czworoscianéw, to w dwdch
gléwnych przypadkach by¢é moze: +. Jezeli dwa czworo-
sciany maja po kacie dwusciennym réwnym, zawartym dwie-
ma S$cianami réwnemi, kazda kazd¢j i jednakowo potozonc-
mi. 2. Jezeli maja po kacie tr6jsciennym réwnym, zawar-
tym trzema Scianami réwnemi i jednakowo potozonemi (po-
rownaj §. 218). Poniewaz dow6d w obu przypadkach jest
bardzo tatwy, dla tego pomijajac go, przechodze zaraz do
znalezienia objetosci czworoscianu.

§. 235.

Aby znale$¢ objeto$¢ czworoscianu, potrzeba nam jesz-
cze dowie$¢ nastepujace

Twierdzenie. Ostrostup tréjscienny albo czworoscian,
jest trzecig czescig graniastostupa tréjéciennego o tejze samej
podstawie i wysokosci.

Niech bedzie czworoscian SABC jig. 236, z wierzchotka
S poprowadziwszy proste SD i SE piérwszg do AB a drugg do
BC réwnolegte i im réwne, a potem zlgczywszy D i E, otrzy-
mamy trojkat SDE = ABC; a igczac jeszcze A i D, Ci E
prostemi AD, CE, tudziez przez proste AD i BS, CE i BS,
AD i CE pomysliwszy ptaszczyzny, te z ptaszczyznami ABC
i SDE zamkna graniastostup trdjscienny ABCDSE. Jezeli
teraz przez trzy punkta C, S, D przesuniemy ptaszczyzne,
czyli jak sie czesto wyrazamy, zrobimy przekroj, z fatwoscig
dostrzezemy, iz caly graniastostup podzieli sie¢ tym sposobem
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na trzy ostrostupy czyli czworo$ciany, a mianowicie pi¢rwszy
dany SABC, dwa za$ inne SACD i SCDE. Trzy tc czworo-
$ciany sg sobie réwne co do objetosci; albowiem dwa ostat-
nie majac podstawy ACD i CDE roéwne, jako potowy tegoz
samego réwnolegtoboku ACED i wierzchotek spoiny w punk-
cie S, maja tez i wysokosci rowne; zatem wedtug poprzedza-
jacego twierdzenia sa sobie réwne co do objetosci. Z §. 23i
wiemy, iz w czworoscianie kazda z czterech jego $cian wzig$é
mozna za podstawe, wiec w czworoscianie np. SCDE
biorac $ciane SDE za podstawe, jego wierzcholek bedzie
w punkcie C; ale SDE nr ABC, tudziez wysokos$¢ tak tego
jako i danego czworoscianu SABC jest taz sama, rdéwnajgca
sie odlegtosci ich podstaw; przeto dwa te czworosciany, a
nastepnie i wszystkie trzy, sg sobie réwne co do objetosci;
ktorykolwiek wiec z nich, a zatem i SABC jest trzecig cze-
$cig graniastostupa tréjSciennego majgcego z nim tez sarne
podstawe i wysokos$¢, co mieliSmy dowiesc.

W niosek t. Z tego twierdzenia wprost wyptywa, ze
kazdy graniastostup tréjscienny rozebranym, by¢ moze przez
ptaszczyzny przekatne na trzy ostrostupy tréjscienne czyli
czworosciany o tejze samej podstaicie i wysokosci.

W niosek 2. Poniewaz objeto$¢ graniastostupa jakiego-
kolwiek, a zatem i tréjSciennego, réwna sie iloczynowi z jego
podstawy przez wysokos$¢, wiec téz objetos¢ czworoscianu,
jako trzeciej czesci ostatniego graniastostupa o tejze samdj
podstawie i wysokos$ci, réwna sie trzeciej czesci iloczynu z
jego podstawy przez wysokos¢, albo iloczynowi z podstawy
przez trzecig cze$¢ wysokosci, albo nareszcie, iloczynowi z
trzeciej czesci podstaioy przez wysokose.

W niosek 3. Kazdy réwnolegtoscian jest dwa razy wiek-
szy od graniastostupa tréjsciennego majgcego z nim tei sarne
wysokoé¢ a podstawe réwnag potowie podstawy réwnolegto-
scianu, przeto Objetos¢ czworoscianu jest szésta czescig réwno-
legtoscianu majacego dica razy wiekszg podstawe a wysokos¢
tez sarre.

20.
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Z czego znowu wypada, ze kazdy roéwnolegtoscian ro-
zebranym by¢é moze na sze$¢ czworo$cianéw réwnych miedzy
sobg co do objetosci, a majacych tak wysokosci jako i pod-
stawy réwne. Te ostatnie sg potowami podstawy réwnolegto-
$¢ianu, wysokos¢ za$ réwna wysokosci tegoz.

Podobniez kazdy graniastostup rozebranym by¢ moze
na graniastostupy trojscienne, zatem kazdy ostrostup jest
trzecig czes$cig graniastostupa majgcego z nim tez sarne pod-
stawe i. wysokos$¢. Z tego téz twierdzenia wniesiemy, ze ob-
jetos¢ kazdego graniastostupa réwna sie iloczynowi z powierz-
chni jego podstawy przez wysokos¢.

W niosek 4. Ostrostup wieloscienny rozebranym by¢ moze
za pomocg plaszczyzn przekagtnych na same czworosciany;
a ze objetos¢ kazdego z ostatnich réwna sie iloczynowi z pod-
stawy przez trzecig cze$¢ wysokosSci, zatem summa wszyst-
kich czyli objeto$¢ ostrostupa icielosciennego réwna sie iloczy-
nowi z powierzchni jego podstawy przez trzecig czes¢ wysokosci.

W niosek 5. Objetosci dwoch ostrostupow jakichkolwiek,
maja sie do siebie jak iloczyny z podstaw przez wysokosci;
majgce podstawy roéwno, objetosci ich sa w stdsunku wyso-
kosci; a majace wysokosci rowne, tez objetosci sa w stosunku
ich podstaw. Jezeli bowiem objeto$¢, podstawe i wysokos$¢
piérwszego oznaczymy przez O, P, W, a drugiego przez o,
p, w, tedy wedtug poprzedzajgcego wniosku jest 0 “ PXSW,
0= jpX ipo, zatem co do pierwszego mamy:

O:0= PX JW :pX = P.W : pw.
przypusciwszy ze P — p, bedzie co do <z O : 0==W : w;
potozywszy zas W = w, znajdziemy co do3gp O : o= P :p.
Gdyby byto P—p i W — w, mielibySmy O= ot j. Ostro-
stupy jakiekoliciek majace roéione podstawy i wysokosci, sa
sobie rowne co do objetosci. Mogag wiec podstawy dwoéch
ostrostupéw o rownych wysokosciach by¢ wielokatami réznego
nazwiska, byle tylko co do powierzchni byty réwne, objetosci
ich beda takze réwne.
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§. 236.

Twierdzenie. Objetos¢ ostrostupa Scietego réwnolegle do
jego podstawy, réwna sie trzem ostrostupom majacym wysokosé
réwng pisrwszemu, podstawy zas jeden doélng, drugi gorng
podstawe ostrostupa Scietego a trzeci $rednig geometrycznie
proporcyjonalng miedzy dwiema pierwszemi.

Majac dwa ostrostupy, jeden wieloScienny a drugi troj-
scienny, takie izby ich podstawy co do powidrzchni i wy-
sokosci byty réwne, jezeli je przetniemy ptaszczyzng row-
nolegta do podstaw W tejze samej wysokosci, przeciecia stad
otrzymane sg sobie jak wiemy réwne co do powierzchni; ta
wiec ptaszczyzna odcina od obu ostrostupéw czesci zawarte
miedzy ich wierzchotkami a ptaszczyzng odcinajgca réwne;
sg to bowiem ostrostupy majace rzeczone przeciecia za
podstawy, a za spoing wysokos$¢ odlegtos¢ ptaszczyzny prze-
cinajacéj od wierzchotka. Poniewaz za$ cale ostrostupy we-
diug §. 234 sa sobie réwne, wigc i pozostate czesci, t j.
ostrostupy Sciete, bedg sobie réwne; z tego powodu na do-
wiedzenie zatozonego twierdzenia, dosy¢ bedzie uwaza¢ ostro-
stup Sciety trojscienny.

Niechze bedzie tréjscienny ostrostup S$ciety ABCDEF
jig. 237; przez trzy punkta A, E, C przesunmy plaszczyzne,
czyli przekrojmy ten ostrostup, tedy widzimy, iz tym sposo-
bem odkroimy od catego, czworoscian EABC majacy pod-
stawe ABC, a wysokos$¢ spolng z ostrostupem Scietym, gdyz
ptaszczyzna DEF jest rownolegta do podstawy. Po odcieciu
tego czworos$cianu, pozostaje ostrostup czworoscienny EACFD
majacy wierzchotek w punkcie E, a za podstawe czworokat
ACFD. Przez trzy punkta D, E, C, przekroiwszy znowu ten
pozostaly ostrostup, podzielimy go na dwa czworo$ciany
ECDF i EACD, majgce wierzchotek spoiny w punkcie E,
a zatem wysokosci réwne, za podstawy za$, pierwszy ma
trojkat CDF a drugi ACD. Ostrostup ECDF uwaza¢ moz-
na jako stojgcy na podstawie DEF a wierzchotek w punkcie
C majacy; bedzie on przeto drugim czworoscianem, z kto-
rych sie sklada ostrostup Sciety, bo wysokos¢ jego jest row-
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na wysokosci, a podstawa jest gorng podstawag danego ostro-
stupa Scietego. Chodzi juz tylko o ostatni t. j. trzeci czwo-
roscian, zeby dowie$é¢, iz tenze ma za podstawe S$rednig geo-
metrycznie proporcyjonalng miedzy dwiema pierwszemi, a
wysokos$¢ jak dwa pierwsze. Na ten koniec z punktu E na
ptaszczyznie BCFE poprowadZzmy prosta EG réwnoleglg do
krawedzi CF, tedy pomysliwszy sobie inny czworo$cian ma-
jacy za podstawe tréjkgt ACD a wierzchotek w punkcie G
t. j. czworoscian GACD, ten jest rowny czworoscianowi
EACD, bo majg tez sarne podstawe a wierzchotlki E i G na
prostej rownolegtej do ptaszczyzny podstawy, a zatem i wy-
sokoSci maja réwne, a nastepnie sg sobie réwne co do ob-
jetosci tak, ze jeden za drugi wzigs¢ mozna. Ale czworo-
écian GACD uwazanym by¢ moze jako stojacy na podsta-
wie AGC, a wiérzckotek majacy w punkcie E, zatem wyso-
kos¢ jego réwna sie wysokosci ostrostupa Scietego. Naosta-
tek mamy jeszcze dowiesé, ze podstawa AGC tego ostatniego
czworoscianu jest $rednig geometrycznie proporcyjonalng
miedzy ABC i DEF. Dwa trojkaty ACG i DEF majace
po kacie rownym C = F i po boku rédwnym CG =: EF, we-
dtug 8. 122 dostarczaja proporcyi ACG:DEF = AC:DF.
Dwa znowu tréjkaty ACG i ABC majgce wierzchotek wje-
dnymze punkcie A, daja proporcyjg ABC:ACG ~ BC:CG
=rBC:EF. Ale tréjkat ABC DEF zatem
AC:DF=BC:EF.

Z trzech tych proporcyi widzimy, ze

ABC :ACG= ACG:DEF
t. j. trzeci czworoscian EACD réwny jest innemu czworo-
$cianowi majgcemu wysoko$¢ réwna wysokosci ostrostupa
Scietego, a podstawe bedgca $rednig geometrycznie propor-
cyjonalng miedzy podstawami dwoch pierwszych czworo-
Scianow.

Tak dowiddiszy zatozonego twierdzenia dla ostrostupa
Scietego trdjsciennego, stésownie do tego co wyzej powie-
dzieliSmy wniesiemy, ze kazdy ostrostup S$ciety réwna sie co
do objetosci trzem ostrostupom, z ktérych dwa majg podsta-
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wy, jeden dolngj, drugi gormej ostrostupa Scietego, trzeci za$
Sredniej geometrycznie proporcyjonalng miedzy dwiema pierw-
szemi, a wysolcos6 kazdego réwna sie wysokosci ostrostupa
Scietego. Oznaczywszy wiec powierzchnig podstawy dolngj
przez P, gorn¢j przez p a wysokos¢ ostrostupa Scietego przez
W, jego za$ objetos¢ przez O, bedzie wedlug powyzszego
0=Px$w+2x*w+Vi>.iW=jw(p+2>+Vpp)
bo VPp jest Srednig geometrycznie proporcyjonalng miedzy
P ip.

Mozna tez dowie$¢ to twierdzenie analitycznie to jest
sposobem rachunkowym, uwazajac je w ksztalcie nastepuja-
cego zagadnienia: majac danepowierzchnie obu podstaw ostro-
stlupa Scietego, tudziez ich odlegtos¢ czyli wysokos¢ tegoz ostro-
stupa, znales¢ jego objetosé.

Rozwigzanie. Wystawiwszy sobie ostrostup dokonczony
przez przedituzenie jego Scian az do ich spotkania sie z so-
ba, jezeli znajdziemy objeto$¢ tak dokonczonego, tudziez
objeto$¢ uzupetniajgcego ostrostupa, ktdérego podstawg jest
podstawa wyzsza ostrostupa Scietego, rdznica tych objetosci
bedzie objetoscig szukang. Dla znalezienia objetosci dwdch
rzeczonych ostrostupéw, potrzebne sa ich wysokosci ktorych
nic znamy, a zatem te najprzéd znale$¢ potrzeba. Niech
dolna podstawa ostrostupa $cietego bedzie P gérna p a ich
odlegtos¢ W ; z wierzchotka dokonczonego ostrostupa spu-
sciwszy prostopadta do podstawy, cze$¢ jej zawarta miedzy
podstawamijest znana i r=W, lecz cze$¢ od wierzchotka az do
gérnej podstawy nie jest znana, stara¢ nam sie wiec potrzeba
tez wynales¢. Oznaczmy jg przez x, tedy wysoko$¢ catko-
witego t. j. dokonczonego ostrostupa bedzie =W -\-x, wy-
soko$¢ za$ uzupelniajgcego — x\ objetos¢ zatem pierwszego
bedzie =P X 3 (W Xx), drugiego z=pX 3 a objetos¢ Scie-
tego = PXi(W -j-£c)—i>Xsx- Szukajmyz wiec x. Ponie-
waz W -j-x i x wyrazajg odlegtosci od wierzchotka dwéch
przecie¢ P i p, zatem wedlug § 232 wniosek mamy
P:pr=(W-]-a:)2:a:;2 a na mocy wiasnoéci proporcyi geo-
metrycznej §. 98 Arytm. mamy VP: Vp— W -{- x : X\ tu-
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dziez wedtug tegoz samego 8.

yP—yp :Vp= W :x skad x~—W\p
przeto W o+ = W # .2+t =3 A

Znalaztszy wysokos$ci obu ostrostupdéw wyrazone przez
ilosci dane, mamy teraz

WO PO

objet. catkowitego ostrostup. =pX: = 3wW.
Vp— Vp VP—\/p

> pVp~
objet. uzupetiajgcegoostros.~j?X3—, 1—= 3W.

\B>yp Vp-V T

Vp — pV
a zatem objetos¢ Scietego ostrostupa = ’\W(p P—PVP

pVp—yp
Rozmnozywszy licznika i mianowika przez VP-j-Yp i
oznaczajgc objeto$¢ ostrostupa Scietego przez OS, bedzie

0S — AW |F"~ P*+ VFP (P~ P)j

s W [(P+p)(P-p) +Vp~(P-p)j

= .WFPHNMP)
t. j. zupelnie tak, jak sposobem geometrycznym znalezliSmy,
a twierdzenie ktére poprzednio dowiedliSmy, okazuje sie tu
jako wniosek z wypadku zagadnienie rozwigzujacego, bo

Iw (P+p+VPp)=P. >W +p. hWw + VPp. aW.

§. 237.

Twierdzenie. Objetos¢ graniastostupa tréjsciennego Scie-
tegoptaszczyzng pochyla do podstawy, réwna sie objetosci trzech
czworoscianéw majacych tez same podstawe t j. podstawe gra-
niastostupa, a wysokosci, prostopadte z trzech wierzchotkéw gor-
nej podstawy pochytej, na ptaszczyzne podstawy dolnej spusz-
czone.

Niech bedzie graniastostup tréjscienny ABCDEF fig. 238
Sciety ptaszczyzna DEF, pochyla do podstawy; potrzeba do-
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wies¢, iz objetos¢ jego réwna sie trzem czworoscianom czy-
li ostrostupom majgcym za spoing podstawe tréjkat ABC t
j. podstawe graniastostupa danego, aza wysokosci, trzy pro-
stopadte z punktéw D, E, F, na ptaszczyzne podstawy spusz-
czone. Na ten koniec przekrdjmy ten graniastostup przez
trzy punkta A, E, C, a odkroimy tym sposobem jeden z czwo-
roScianow EABC, majacy za podstawe trojkat ABC a za wy-
sokos$¢, prostopadtg z E na ptaszczyzne podstawy spuszczo-
ng. Pozostaly ostrostup czworoscienny EACFD, przekrojmy
znowu przez trzy punkta D, E, C, a podzielimy go na dwa
trojscienne EACD i ECDF majace podstawy, piorwszy ACD
drugi CDF a wierzchotlek spoiny w E. Lecz piérwszy jest
réwny czworoscianowi BADC majgcemu tez sarne podstawe
a wierzchotok w punkcie B, majg bowiem oba wierzchotki
na prostej BE rdéwnolegtdj od ptaszczyzny podstawy a zatem
i wysokosci réwne. Ale ten ostatni uwazanym by¢ moze ja-
ko stojacy na podstawie ABC, a wicérzchotek w punkcie D
majacy, jest wiec drugim czworos$cianem w twierdzeniu wy-
razonym, bo wysokoscig jego jest prostopadta zD na plasz-
czyzne ABC spuszczona. Trzeci nareszcie ECDF réwna sie
czworoscianowi BCDF majacemu tez sarne podstawe CDF a
wierzchotek B; kiedy wiec ich widérzchotki E i B sg na pro-
stdj rownolegtdj do podstawy, przeto majg i wysokosci ro-
wne. Ale tréjkat CDF er ACF, bo stojg na jedndjze podsta-
wce CF a wierzchotki ich D i A sg na prostej AD réwno
legtej do CF, zatem czworoscian BCDF = BACF. Lecz po-
prowadziwszy prostg AF, ten ostatni czworoscian uwaza¢ mo-
zna jako stojgcy na podstawie ABC a wicrzchotek w punkcie
F majacy i dla tego wysokos$¢ jego jest prostopadia z F na
ptaszczyzne podstawy ABC, spuszczona, jest on wiec trzecim
czworoscianem, z ktérych uwwaza¢ mozna ztozony grania-
stostup dany. Tak tedy

graniastostup ABCDEF = EABC-f EACD+ ECDF

= EABC-f DABC-f FABC.

Oznaczywszy trzy prostopadte z E, D, F na ptaszczyzne pod-
stawy ABC graniastostupa danego spuszczone przez p,p, p",
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powierzchnig podstawy ABC przez P, a nareszcie objetos¢
graniastostupa w mowie bedgcego przez G, bedzie:

G=PXiP+PXA>"+PXA"={P (p+P'+p”) = P (/ tN)
t. j. objetos¢ jakiegokolwiek graniastostupa ‘pochyto ptaszczy-
zng, do podstawy Scietego, réwna sie iloczynowi z powierzchni
jego podstawy przez trzecig czes¢ summy prostopadtych z trzech
wierzchotkéow wyzszej na plaszczyzne dolnej podstaioy spusz-
czonych, co potrzeba byto dowiesc.

Uwaga 1. Jezeli graniastostup jest prosty, czyli, jezeli
trzy jego krawedzie boczne sa prostopadie do ptaszczyzny
podstawy, rzeczone trzy prostopadte mieszajg sie z temiz kra-
wedziami, a w takim przypadku objeto$¢ graniastostupa pro-
stego pochyto do ptaszczyzny podstawy Scietego, réwna sie ilo-
czynowi zjego podstawy przez trzecig czes¢ summy trzech je-
go krawedzi bocznych.

Uwaga 2. Graniastostup uko$nie do podstawy Sciety jest
tém miedzy graniastostupami, czem trapez miedzy figurami
prostokreslnemi ptaskiemi, bo jako kazdy wielokat podzielo-
ny byé moze na trapezy z pozostatym tréjkatem, tak tez kaz-
de ciato graniaste podzieloném by¢ moze na graniastostupy
skos$nie Sciete z pozostatym ostrostupem.

§. 238.

Szukajmy teraz powierzchni jakiegokolwiek ostrostupa.
Poniewaz w ostrostupie wszystkie Sciany boczne sag trojkata-
mi, przeto summa powierzchni tych Scian t. j. tréjkatow, be-
dzie powidrzchnig boczng ostrostupa; do ktoroj dodawszy
jeszcze powidrzchnig podstawy, mie¢ bedziemy powierzchnig
catkowitg ostrostupa.

W przypadku gdy ostrostup jest prosty albo foremny,
wszystkie $ciany boczne sag trojkagtami do siebie przystajace-
mi, a zatem réwnemi: znalaziszy przeto powierzchnie jednej
sciany i te wzigwszy tyle razy, ile ostrostup ma S$cian czyli
mele wielokat stuzacy ostrostupowi za podstawe ma bokoéw,
mie¢ bedziemy powioérzchnie boczng ostrostupa prostego. Ale
$ciany boczne sg trojkagtami réwnoramiennemi, a wysokos¢
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kazdego jest prostopadta z wierzchotka ostrostupa na bok pod-
stawy spuszczona, ktorg dlugoscia boczny Sciany ostrostupa
(apothema pyramidis) nazwa¢ mozna, przeto poniewaz i bo-
ki podstawy sa miedzy sobg réwne, powierzchnia boczna ta-
kiego ostrostupa roiona sie iloczynowi z obwodu jego podsta-
wy przez potowe dtugosci Sciany albo réwna sie tréjkgtowi ma-
jacemu za podstawe obwdd podstaicy ostrostupa, a za wyso-
kosci dhugosé jego sciany.

Powierzchnia podstawy, jako wielokgta foremnego réwna
sie iloczynowi zjego obwodu przez potowe prostopadiej ze $rod-
ka wielokagta nabok jego spuszczonej (apothema polygoni regu-
laris), zatem catkowita poicierzchnia ostrostupa rostegop, réwna
sie iloczynowi z obwodu jego podstawy przez potowe summy diu-
gosci Sciany iprostopadiej ze Srodka podstawy na bok spuszczone;j.

Postepujac jak w §. 230 wniosek 2, moglibySmy boczng
powierzchnig ostrostupa rozpostrz6¢ na ptaszczyzne, skadbys-
my otrzymali wycinek wielokatny.

§. 239.

Co sie tyczy ostrostupa Scietego, w tym Sciany boczne
sg trapezami, przeto tak jak w ostrostupie jakimkolwiek, obra-
chowaé potrzeba powierzchnie kazdej $ciany osobno, a ich
summa bedzie powierzchnig boczng ostrostupa $cietego, do
ktérej dodawszy powierzchnie dwoéch podstaw, otrzymamy
catkowita powierzchnie ostrostupa réwnolegle do podstawy
Scietego.

Jezeli za$ ostrostup Sciety jest prosty, podstawy jego sa
wielokgtami forcmnemi a $ciany boczne sa trapezami do sie-
bie przystajgcemi, a zatem sobie réwnemi, przeto powierzch-
nia boczna takiego ostrostupa, réwna sie powierzchni jedne-
go trapezu przez liczbe bokdéw podstawy.

Aby znale$¢ powierzchnig jednej Sciany, uwazmy, ze na
fig. 239 powierzchnia np. Sciany

AEKF=— -ié’\.RSZanRS §. 123.

A ze i tu ae —ab— bczzzed— de, jako tez ditugos¢ kazdej
sciany réwna sie RS, zatem summa powierzchni wszystkich
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trapezéw, czyli powierzchnia boczna ostrostupa Scietego pro*
stego —abcde X ES t. j. rdicna sie iloczynowi z obwodu prze-
ciecia rownolegtego do podstaw, aprzez $rodek ktérejkolwiek,
a zatem i wszystkich krawedzi bocznych, przechodzacego, przez
diugos¢ krawedzi, czyli raczej przez dtugos¢ prostej taczacej
Srodki dwoch odpoioiednicli bokéw dolnej i gérnej podstawy.
Chcac mie¢ catkowita powierzchnig tego ostrostupa, dodaé
jeszcze potrzeba do powyzszego iloczynu
ABCDE X hOR+ FGHTKX £0S.

Oznaczywszy obwody dwoch podstaw przez Pip, mozna téz
catkowitg powierzchnie tego ostrostupa nastepnie wyrazié

. RS+ OR. . ,RS-]-0S.

p(— 5— )+pH r -Y)
co kazdy tatwo dostrzeze.

Wielosciany (polyedra).

8= 240.

Jezeli ilukolwiek ptaszczyznami i w jakikolwiek sposob
ograniczymy przestrzehn, otrzymamy stad cialo geometryczne,
ktore w ogolnosci wieloscianem (polyedrum) nazywac bedzie-
my. Wedtug tej definicyi ciata graniaste, o ktérych dotad
mowiliSmy, sa takze wieloScianami, ale noszg osobne nazwy,
jak to widzielismy.

Plaszczyzny wieloscian ograniczajace zowig sie i tu Scia-
nami, spolne przeciecia sie z sobg kazdych dwdch Scian kra-
wedziami, punkta za$ zejscia sie tych krawedzi wierzchotka-
mi, zwyczajnie katami brylowemi wielosScianu.

Roztrzasngwszy w poprzedzajgcych 8§. dwa gatunki ciat
graniastych, t. j. graniastostupy i ostrostupy, pozostajg nam
jeszcze wihasciwe wielosciany; gdy zas ich liczba by¢ moze
nieskonczona, z powodu nieskoriczonej rozmaitosci sposobow
ograniczania czyli zamykania przestrzeni powierzchniami ptas-
kiemi i poniewaz Geometrowie dzielg te nieskohczong liczbe
wieloscianéw na wypukte (convexa) i wkleste (concaya); gdy
nareszcie te ostatnie w zastosowaniu bardzo szczuptego sg
uzytku, przeto tylko pierwsze zajmg nasze *uwage. Cechy, po
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ktorych poznaé¢ mozemy wielosciany wypukie sa: 1° rozszo-
rzywszy ktorgkolwiek sciane takiego wietoscianu, ten znajdu-
je sie catlkiem zjednoj strony tej ptaszczyzny. 2°. Prosta w
kazdym kierunku poprowadzona, nie w wiecédj jak w dwoch
punktach spotyka¢ moze powierzchnig wietoscianu wypukte-
go, a nareszcie 3°. Wszystkie ptaszczyzny przekatne przy-
padaja wewnatrz takiego wietoscianu.

Ale i wieloscianéw wypuktych jest nieskonczona roz-
maito$¢, a wszystkie noszg nazwe wieloscianéw Eulerowskich
z powodu iz ten wielki Geometra najwiec¢j sie niemi zatru-
dniat. Najznajomsze sg Archimodesa i Pitagorejskie albo
Platonskie. Wieloscianami ' Archimedesa nazywamy pospo-
licie takie, w ktorych kazda $ciana jest wielokgtem forem-
nym, Pitagorejskiemi za$, wielosciany, w ktérych oprécz
foremnosci, Sciany te sg przystajgcemi do siebie, jako tez
pochytosci kazdych dwoch $cian, albo co na jedno wychodzi,
katy dwuscienne miedzy sobg réowne. Te wielosciany nazy
wajg sie zwyczajnie foremnemi, majg one, jeszcze raz po-
wtarzam, wszystkie $ciany réwne i przystajgce do siebie,
katy sScienne réwne, krawedze wszystkie rowne, jako téz
pochytosci kazdych dwdch $cian miedzy sobg réwne. Fo-
remne wielosciany sg tdbm miedzy wieloScianami, czem wie-
lokaty foremne miedzy wielokgtami. W elementarnéj Geo-
metryi moéwi sie zwyczajnie tylko o tych ostatnich, dla tego
tez z pomiedzy nieskoriczonej liczby wielosciandéw wypuktych
zajmiemy sie tylko foremnemi.

Poniewaz to sg wielosciany wypukle, zatem wszystkie
wic¢rzchotki sga na powierzchni wietoScianu czyli wyraznidj
mowigc wszystkie katy Scienne sg wyskakujgce. Z uwagi,
ze summa katéw plaskich kat wieloscienny sktadajacych,
zawsze musi by¢ mniejsza niz 360° §. 214, wypada, ze takich
wieloscianéw pie wielka jest liczba. Sktadajac bowiem katy
brytowe z katéw ptaskich do foremnych wielokgtow nalezg-
cych, uzyjmy najprzéd katéw trojkata foremnego, czyli réw-
nobocznego. Poniewaz kat takiego trojkatar: 60°, a do zto-
zenia kata brylowego potrzeba najmniej trzech katéw plas-
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kich, zobaczmy zatém, wielo katéw tegoz tréjkagta mozna
wzigé¢ najwiecej, aby ztozyé kat brytowy? Trzy katy tréj-
kata foremnego czynig 3.60= 180°; cztery takie katy czynig
4.60=240°; pie¢ katow trdjkata roéwnobocznego czynig
5.60 = 300°; nareszcie sze$¢ podobnych katéow czynig
6.60°=360°. Stad sie pokazuje ze tylko trzy wielosciany
loreinne ztozy¢ mozna z tréjkatéw foremnych réwnych i przy-
stajacych do siebie.

Kiedy =z szesciu katow trojkata rownobocznego nie
mozna juz ztozyé kata brylowego, z powodu, ze ich summa
czyni 360° i wszystkie katy ptaskie rozposcieraja sie na
jedne ptaszczyzne, przeto z porzadku przystepujemy do
czworokata foremnego czyli do kwadratu. Poniewaz w tym
kazdy kat jest =90° t. j. jest kgtem prostym, przeto jeden
tylko wieloScian ograniczy¢ mozemy kwadratami biorgc do
ztozenia kata brytowego trzy katy ptaskie proste; summa
bowiem ich uczyni tylko 270°. Gdybysmy ich za$ wzieli
cztery, juzby$my te summe otrzymali 360°, zatom z kwa-
dratéw jeden tylko wielo$cian otrzymaé¢ mozna.

Kat pieciokata foremnego =108°, przeto trzy takie
katy ptaskie mozna wzig$¢ do zitozenia kata Sciennego, ale
cztery katy pieciokgta foremnego, juz czynig wiecéj niz 360°
i dla tego z pieciokgtéw foremnych jeden tylko wieloscian
mie¢ mozna.

Kat szesciokgta foremnego =120°, trzy przeto takie
katy koniecznie potrzebne do ztozenia kata brytlowego czy-
nig razem 3.120=360°, a zatem z tych katéw nie mozna
sktada¢ katéw brytowych, a nastepnie nie mozna ograniczy¢
przestrzeni szesciokgtami foremnemi, nie mozna téz z tego
powodu ztozy¢ zadnego wieloScianu. Przekonywamy sie
wiec, ze z wielokgtéw foremnych nie wiecej tylko pie¢ wie-
loscianéw foremnych ztozy¢ mozna, t.j. trzy z tréjkatow, je-
den z kwadratéw i jeden z pieciokatow.

§. 241.

Pokazawszy, iz z tréjkgtow foremnych tylko trojakim

sposobem sklada¢ mozna katy brylowe, t. j. biorac katéw
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ptaskich po trzy, cztéry i pie¢ do ztozenia kagta brytowego,
ze z kwadratéow tylko w jeden sposéb t. j. biorac po trzy
katy ptaskie, sktadaé mt)zna katy brylowe, a nareszcie z pie-
ciokatow takze jednym tylko sposobem otrzymaé¢ mozna katy'
brytowe, biorac katéw ptaskich pieciokata foremnego po trzy
na jeden kat brylowy, wypada nam teraz okazaé, ze tym
sposobem postepujac ztozymy rzeczywiscie wieloSciany, czyli
ze tak trojkgtami trojakim sposobem, jako tez kwadratami
w jeden i pieciokatami takze w jeden spos6b ograniczymy
zupetnie przestrzen.

Co do pierwszego. Niech bedzie tréjkat réwnoboczny
ABC, fig. 240, ze s$rodka jego O wystawmy prostopadig
OD do ptaszczyzny trojkata ABC, dajac jej diugosé taka,
izby AD byto réowne AB, a potém przez kazdy z bokéw
trojkata ABC i przez punkt D poprowadziwszy ptaszczyzny,
te przetng sie dwie a dwie i zamkng przestrzen, ktdrg Czwo-
roscianem (tetraedrum) nazywamy. Ma ten czworoscian 4 Scia-
ny tréjkatne, 4 katy brylowe, kazdy z trzech katéw ptaskich
ztozony, i 6 krawedzi miedzy soba rownych.

Co do drugiego. Niech ABCD fig. 241, bedzie kwa-
dratem wystawionym na boku trojkata réwnobocznego, z ja-
kich chcemy sklada¢ wieloscian. Poprowadziwszy dwie prze-
katnie AC i BD, te przetng sie w $rodku kwadratu O; z te-
go Srodka wystawiwszy prostopadtg z jedn¢j i drugiej strony
ptaszczyzny kwadratu t. j. OE i OF, nadajac im dtugosc¢
rowng potowie przekatni, t. j. tak, izby bylo OE=OF=rAO,
jezeli przez kazdy bok kwadratu i przez punkt E, a potém
przez tez boki kwadratu i punkt F poprowadzimy ptasz-
czyzny, te przecigwszy sie po dwie, zamkng przestrzen ktoérag
Osmioscianem (octaedrum) nazywamy. Os$mioscian ma oSm
scian trojkatnych, 6 katéw brytowych, kazdy z cztérech ptas-
kich ztozony i 12 krawedzi miedzy soba réwnych.

Os$mioscian najlatwiej mozna ztozy¢, wystawiwszy dwa
ostrostupy czworoscienne foremne i réwne, dajgc im za wy-
sokos$¢ potowe przekatni kwadratu ich podstaw, a potem
sktadajgc te ostrostupy z sobg tak, aby podstawy do siebie
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przystaty, a wierzchotki ostrostupéw przypadty z przeciwnych
stron ptaszczyzny podstaw.

Co do trzeciego. Majac sktadaé¢ wieloscian z trojkatow
foremnych, tak izby kazdy kat brytowy byt zawarty piecig
katami plaskiemi trojkata réwnobocznego, narysujmy na
ptaszczyznie pieciokat foremny, ktéregoby bok byt réwny
bokowi tréjkata z jakich chcemy ten wieloscian ztozyé. Ze
srodka O fig. 242 tego pieciokata, wystawmy prostopadia
OM, nadajac jej diugos¢ taka, izby bylo AM= AB t. j row-
ne bokowi tréjkata z jakich chcemy skiadaé ten wieloscian,
a przez kazdy z bokéw pieciokata i przez punkt M prowa-
dzac ptaszczyzny, te przetng sie po dwie i ztozg kat piecio-
scienny M z pieciu katéow ptaskich AMB, BMC, CMD, DME
i EMA, w ktorym kazde dwie $ciany bedg jednakowo do
siebie pochylone; przy kazdym za$ wierzchotku pieciokgta
bedzie kat tréjscienny ztozony z trzech katéw ptaskich t. j.
z dwoch trojkata réownobocznego a trzeciego do pieciokata
foremnego nalezgcego, a dla tego wszystkie te ostatnie katy
sg sobie réowne wedlug §. 213. Jezeli teraz A'B'C' jest troj-
katem réwnobocznym i takim,ze A'B'= AB t.j. trojkatem z ja-
kich chcemy sklada¢ wieloScian, dosy¢ przy jego wierzchot-
kach A’, B’, C’, wystawi¢ katy piecioscienne réwne juz zto-
zonemu M, przez co otrzymamy powierzchnig wypuktg z dzie-
sieciu Scian trojkatnych zitozona. Jezeli druga zupetnie row-
ng powierzchnig ztozymy i potem obie ich obwodami potg-
czymy z sobg tak, izby dwuscienne katy téj tu schodzity sie
z katami tréjscienncmi drugiej, zamkniemy tym sposobem
przestrzen zupeinie i otrzymamy wieloscian noszacy nazwe
od liczby swych $Scian Dwudziestoscianu (icosaedrum). Druga
potowa jest na figurze kropkowang. Ma ten wieloscian 20
scian tréjkatnych, 12 katéw brytowych pieciosciennycli i 30
krawedzi miedzy sobg réwnych.

Co do czwartego. Narysowawszy na ptaszczyznie kwa-
drat, z jakich chcemy albo mamy ztozy¢ wieloScian, z wierz-
chotkéw jego wyprowadzamy w jedngz strone prostopadie do
ptaszczyzny kwadratu, dajgc im diugosé¢ réwng i réwng bo-
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kowi kwadratu; konce tych prostopadtych potaczywszy pro-
stemi i przez kazde dwie' réwnolegte przesungwszy piasz-
czyzne, ograniczymy tym sposobem zupeinie przestrzen sa-
memi kwadratami. Tak zlozony wieloscian bedzie znanym
nam juz Szescianem (hexaedrum); ma on bowiem 6 kwadra-
towych $cian, 8 katéw brytowych, kazdy =z trzech katéw
ptaskich prostych ztozony i 12 krawedzi miedzy sobg réw-
nych fig. 243.

Co do pigtego nakoniec. Niech ABCDE fig. 244, be-
dzie pieciokatem foremnym, z jakich chcemy ztozy¢ wielo-
scian. Przy kazdym jego wiérzchotku zltozywszy kat troj-
scienny z trzech katéw ptaskich miedzy sobg réwnych i
rownych katowi pieciokata np. katowi ABC, tak izby wza-
jemne pochytosci trzech jego $cian byly takze réwne, *na
kazdej z pieciu krawedzi do tych katéw brylowych naleza-
cej, a nie lezacej na ptaszczyznie danego pieciokata, odchuj-
my, od wierzchotka poczynajgc, bok pieciokgta danego jak
na figurze AF= BGn Cl = DK—EM—AB; dopelniwszy
potem na kazdym boku tegoz pieciokata innego pieciokata
rownego pierwszemu, otrzymamy tym sposobem potowe po-
wierzchni wypuktej wieloscianu, ktéry chcemy ztozyé. Jezeli
zupetnie tym samym sposobem ztozymy drugg potowe tam-
tej we wszystkiem rdéwng, a potem to potéwki przytozymy
albo raczej potaczymy z sobg tak izby ich wklestosci przy-
padaty wewnatrz, zamkniemy przez takie ich zlozenie prze-
strzen, ktdérg od liczby $cian Dwunastoscianem (dodecaedrum)
nazywamy. Ma bowiem rzeczywiscie ten wieloscian 12 $cian
pieciokatnych, 20 katéw brytowych kazdy z trzech katéw
ptaskich réwnych ztozony i 30 krawedzi miedzy sobag row-
nych. Potowe powierzchni dwunastoscianu widzimy na fig.
244, druga zas$ potowa jest kropkowana.

W przesztym §. powiedzieliSmy, ze te pie¢ cial nazy-
waja sie Pitagorejskiemi, gdyz Pitagorejezykowie w swej
symbolicznej nauce poréwnywali czworoscian z ogniem, sze-
scian z ziemig, o$mioscian z powietrzem, dwudziestoscian
z wodg, a dwunastoscian z catym Swiatem.

21
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Aby te pie¢ ciat foremnych kazdy sobie moégt zrobié
z tektury i tym sposobem tatwiej i jasniej pojat sposéb ich
sktadania, dolgczam tu siatki, jakie na tekturze zrysowac
potrzeba, aby po ich wycieciu mozna ztozy¢ kazdy z rze-
czonych wieloScianéw.
Fig. A. jest siatkg do czworoscianu.

Fig. B. ., . . o$mioscianu.-
Fig. C. . ., dwudziestoScianu.
Fig. D. ., . . szescianu.

Fig. E. ., . . dwunastoscianu.

Ponarzynawszy wszystkie linije spdélne dwom tréjkatom,
kwadratom lub pieciokgtom i wycigwszy miejsca miedzy fi-
gurami, ktére sg nie potrzebne, kazdy z wieloscianéw zam-
knie sie najdoktadniej. Spoiwszy potem $ciany sobie przy-
legte papierem gumg arabska pociggnionym i nareszcie oble-
piwszy czystym papierem powierzchnie, mie¢ bedziemy do-
ktadne modele pieciu ciat foremnych.
§. 242.

Ztozywszy i przekonawszy sie, ze ani mniej ani wiecej
jak pie¢ ciat jest foremnych, wypada nam teraz przystgpic
do obrachowania wieloscianéw w ogoélnosci, a w szczeg6l-
nosci do obrachowania tych pieciu ciat foremnych.

Zupetno obrachowanie wieloscianu, zalezy na podaniu
pochytosci kazdych jego dwéch Scian, jego catkowitej po-
wierzchni i nareszcie objetosci.

Co sie tyczy pochytosci kazdych dwdch Scian, tego bez
znajomosci pomocniczej nauki, Trygonometryi, znales¢ nie mo-
zemy; za pomocg bowiem geometrycznego wykreslenia, nie
znajdzie sie nigdy wypadek zupeinie doktadny, gdyz ta do-
ktadnos$¢ od wielu warunkéw zawista, ktérym zados$¢ uczy-
ni¢ nie podobna; précz tego, chociaz przez wykreslenie znaj-
dziemy kat, wszelako o wielkosci jego dopiéro wtedy sadzic¢
mozemy, gdy go mie¢ bedziemy wyrazony w liczbach. Dla
tego stosujgc Trygonometryjg do roznych zadan Geometryi,
pokazemy w dalszym ciggu, jak fatwym sposobem to zada-
nie rozwigza¢ mozemy. Tu czynie tylko te uwage, iZ w wy-
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liczonych pieciu ciatach foremnych znalaztszy pochyto$é dwoch
ktoryclikolwiek scian,juz t¢ém samém mamy pochytosci wszyst-
kich, albowiem wedtug definicyi ciat foremnych, pochytosci
te sg miedzy sobg réwne.

Co do powierzchni wieloscianu, ta réwna sie summie
powierzchni jego Scian. A ze w ciatach foremnych te Sciany
sa sobie réwne, zatem znalaztszy powierzchnig jedne] Sciany
i wzigwszy ja tyle razy, ile wieloscian ma $cian, mie¢ be-
dziemy powic¢rzchnig zadana.

Zobaczmyz wiec jak znales$é powierzchnig jednej sciany
w kazdem z pieciu ciat foremnych.

Te S$ciany sa wielokatami foremnemi t. j. albo trojka-
tami rownobocznemi, albo kwadratami, albo nareszcie piecioka-
tami foremnemi, ich przeto powierzchnie wedtug 88. 123 i 124
tatwo obrachowanemi byé moga. Atoli pokazemy tu pred-
szy a moze i latwiejszy spos6b znalezienia powierzchni troj-
kata réwnobocznego z wiadomego jego boku, ktéry zarazem
jest krawedzig czworoscianu, os$mioscianu i dwudziestos$cianu.

Niech bedzie tréjkat réwnoboczny ABC fig. 245, CD
prostopadta do AB. Powierzchnia jego réwna sie jak wia-

ABXCD
domo 2 Lecz CD pada na $rodek boku AB §. 40

co do drugiego wniosek 2, przeto DB = ~"AB. W trdjkacie
CDB prostokatnym przy D jest
CD2= BC2— DB"= AB2— JAB2= jjAB2 gdyz BC=AB,

skad C D =~V 3, a nastepnie powierzchnia tréjkata ABC

= AB V3. Przemierzywszy jakgkolwiek jednostkg bok AB

czyli krawedz jednego z trzech wspomnionych ciat i zna-
laztszy, iz takich jednostek zamyka a, mie¢ bedziemy po-

wierzchnig jednej Sciany V3. Z tego wyrazenia po-
wierzchni jednej $ciany, znajdziemy zaraz powierzchnig
Czworoscianu ~ 4. -a:—\?, = «V'3

21.
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O$mioscianu _ 8. _all_” V3 —2ct2V3

Diuudziesto$cianu=20 al V3 — 5a2v3.
S

Jezeli krawedz szescianu oznaczymy ogoélnie przez a,
powierzchnia kazdej jego $ciany bedzie = al a powierzchnia
calego szescianu = 6a-.

Aby znale$6 powierzchnig pieciokgta foremnego t. j
jednej Sciany dwunastoscianu foremnego, wiemy, ze po-
wierzchnia ta = 5ASB fig. 246. Powierzchnia tréjkata ASB

_"AB><SC~”"™ skad powierzchnia pieciokgta =] ABXSC.

Poniewaz AB jest krawedzig dwunasto$cianu, przeto zawsze
moze by¢ znang, bo ja zmierzy¢é mozna; chodzi wiec tylko
0 znalezienie prostopadtej SC. Ta prostopadta moze by¢
wyrazona przez krawedz, lecz ze sposobem rachunkowym
predzéj i tatwiej do tego dojdziemy niz geometrycznym,
przeto sgdze, ze mi nie bedzie poczytanem za niestosowne,
Ze pierwszego uzyje, zwiaszcza iz caty rachunek oparty jest
na twierdzeniach geometrycznych i Arytmetyce zwyczajnej.
Potézmy AB o a, promien kota opisanego na pieciokacie
SA= R, prostopadtg SC oznaczmy przez r, a nareszcie tuk
AB podzieliwszy w punkcie D na dwie réwne czesci i po-
prowadziwszy cieciwe AD, ta bedzie bokiem dziesieciokata
foremnego w toz koto wpisanego, ktéry oznaczmy przez d;
$rednica DE = 2R.

Wedtug §. 107, d jest wiekszym odcinkiem promienia
R podzielonego na skrajne i $rednia; przeto mniejszy odci-
nek jest = R—d i wedtug tegoz twierdzenia mamy

R:cZ:=cZ:R— d skad = R2— RZ

Uwazajac w tem zréwnaniu d jako ilos¢ nieznang i rozwig-
zawszy je znanym sposobem, znajdziemy

d - —\R=tVjR2J-R2= — \R*VfRJ= — JR +* JR\/5
Wzigwszy na d tylko waznos$¢ dodatng, bedzie d= R
Poniewaz SC= R— CD—R -X. klkdac CD =:X, za$
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w tréjkacie DAE jest AD — DEX DC 8§ 129, czyli
d*= 2Rx skad x ~~=z 1--(M "1'.= R(3~ W), gdy wy-
z6j znaleziong waznos$¢ na d tu potozymy, zatém
=r_ ~ b-~""~"=HL+V!)

Ale wedlug §. 90, AC = CEXED = (2R —cc)cc
NN CR(3-VE)=nN (Bt V5)(3_V5)=R!(5-\5_

a ze AC= jAB=Ja, wiec AC = £fee2, a nastepnie
R2(5— \/5) czyli al;R2(5—ys)
8 : 2
Poniewaz powiedzieliSmy, iz a zawsze by¢é moze znanem,

a\J2
zatem z tego ostatniego zréwnania znajdziemy R ~ y_--—---

Te wazno$¢ wlozywszyw znalezionej wyzej na r, bedzie

r=--J mh-v6— afl+V - V2)
Vo— V5* 4 2\V5—\5 23]
aj t+ Vvg' a\/(l+Vv5)a_ a\/3+V5

2 \\5—\5°\2J 2 V2(5—\/5 2 V5—\5

Rozmnozywszy pod pierwiastkiem licznika i mianownika
przez 5-]--\/5, a potem podzieliwszy takze licznika i miano-
wnika przez V5, lub co na jedno wychodzi, rozmnozywszy
zaraz licznika i mianownika przez VV5— 1, otrzymamy na-

reszcie

Znalaziszy tym sposobem prostopadig r wyrazong przez kra-
wedz o, i potozywszy jej waznos$¢ za SC w wyrazeniu po-
wierzchni pieciokata na poczatku przywiedzionem, bedzie
powierzchnia pieciokata foremnego
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a nastepnie powierzchnia
Dwunastoscianu — 12 . ) a2

§. 243.

Pozostaje nam wiec jeszcze moéwi¢ o objetosci wielo-
Scianéw. Jak powierzchnig kazdego wielokgta znajdowalismy
dzielac go przekatniami na tréjkaty, lub tez obierajac gdzie-
kolwiek na powierzchni wielokata punkt i ten taczac ze
wszystkiemi wierzchotkami wielokgta, przez co takze po6-
dzieli sie wielokat na tyle tréjkatow ile wielokgt ma bokow,
tak tez objeto$¢ kazdego wieloscianu znajdzie sie dzielagc go
na czworosciany, co zawsze mozna, albo ptaszczyznami prze-
katnemi, albo téz obrawszy wewnatrz wieloscianu punkt i
przez ten, tudziez przez kazda jego krawedz prowadzac
ptaszczyzny; te w ostatnim razie podzielg wieloscian na tyle
ostrostupéw, ile wielo$cian ma $cian. Te ostrostupy majg za
podstawy S$ciany wieloscianu, a wierzchotek spélny w obra-
nym wewnatrz punkcie. Jezeli $ciany wieloscianu nie sg
tréjkgtami, ostrostupy rzeczone bedg w ogélnosci wieloScien-
nemi; ale ze te moga byc¢ podzielone na same trojscienne,
zatém kazdy wieloscian uwazanym by¢ moze jako zitozony
z samych czworoscianéw, wierzchotek spélny wewnatrz wie-
loscianu majacych.

Kazde z pieciu foremnych ciat ma swe S$ciany réwne,
wiec tez kazde z nich uwazanem by¢ moze jako ztozone z
ostrostupéw majacych podstawy réwne.

Jako kazdy wielokat foremny ma wewnatrz punkt ré-
wno oddalony tak od bokéw, jako tez i od wierzchotkéw ka-
tow jego, §. 103 wniosek 1, ktéry srodkiem wielokagta nazwa-
lismy, tak rowniez kazdy wieloscian foremny ma wewnatrz
siebie punkt réwno oddalony od wszystkich $cian wieloscia-
nu i od wszystkich wierzchotkéw katéw wielosciennych. In-
nemi stowy mowiac: jako w kazdy wielokat foremny mozna
wpisa¢ i na nim opisa¢ koto, tak ze promieniem pierwszego
jest odlegto$¢ rzeczonego punktu od bokoéw, drugiego zas
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odlegtos¢ tegoz punktu od wioérzchotkéw jego katéw, tak tez
w kazdym wieloscianie foremnym pomyslié sobie mozna zam-
knieta kule i kazdy taki wielcscian zamkniety w kuli tak,
zc powierzchnia pierwszej dotyka kazda S$ciane wieloscianu
w jej $rodku, a powierzchnia drugiej przechodzi przez wszyst-
kie wierzchotki katow wieloScianu; promieniem przeto piérw-
szej bedzie odlegto$¢ wspomnionego wyzej punktu od $cian,
a promieniem drugiej odlegto$¢ tegoz punktu od wierzchot-
kow katéw wieloscianu. Pierwszg kule nazywaé¢ bedziemy
wpisangj,, druga zas$ opisanegj na wieloscianie. Taki punkt we-
wnatrz wieloscianu foremnego znajdujacy sie, nazwiemy
$rodkiem wieloscianu. Srodek ten wieloscianu jest zarazem
srodkiem kuli tak wpisanej jako i opisanej na wieloScianie.
Jezeli przez kazda krawedz i ten Srodek pomyslimy sobie
przesunione ptaszczyzny, te przez wzajemne przeciecie sie
z sobg, podzielg wieloscian na tyle ostrostupoéw, ile wielo-
écian ma $cian, majgcych za podstawy S$ciany wieloScianu,
a za wysokosci odlegtosci Srodka od Scian. A zZe wyzej
wspomnieliSmy, ze te odlegtosci sg réowne, zatem wszystkie
rzeczone ostrostupy beda takze réwne , jako majace pod-
stawy i wysokosci rowne. Objetos¢ przeto wieloscianu fo-
remnego réwna sie iloczynowi z summy wszystkich podstaw
przez trzecig cze$¢ spolnej wysokosci. Ale summa podstaw
stanowi powierzchnig wielo$cianu, zatem objetos¢ tegoz
rowna sie iloczynowi z powierzchni wieloscianu przez j pro-
mienia kuli wpisanej. Aby wiec obrachowa¢ objetos¢ wie-
loscianéw, o jakich tu mowa t j. foremnych, chodzi¢ tylko
bedzie o to, jak znale$s¢ promien kuli wpisanej, w kazdym
z pieciu rzeczonych wieloscianow.
§. 244.

Jakkolwiek dotgd nic jeszcze nie mowiliSmy o kuli,
wszelako mozemy tu dac¢ jej pojecie, gdyz one jest tak ia-
twem jak pojecie krzywej kotowdj.

Definicyja. Powierzchnia kuli jest to powierzchnia
krzywa zamknieta, majgca wewnatrz punkt jednakowo od kaz-
dego jej punktu odlegly, ktory z tego poioodu jej Srodkiem
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zotoiemy. Rzeczona stala odlegtos¢ tego punktu od kazdego
punktu powierzchni krzywej , nazywa sie promieniem, kuli, a
prosta przez tenze punkt przechodzgca i konczaca sie z obu
stron na powierzchni krzywej, nazywa sie $rednicg, kuli.

Twierdzenie. W kazdy wieloscian foremny mozna
wpisa¢ i na nim opisac kule.

Niech bedzie wieloscian foremny ograniczony trojka-
tami, a zatem czworoS$cian iub o$Smioscian lub nareszcie dwu-
dziestoscian, ktorych $rodki oznaczmy przez A, B, C, Di t d.
fig. 247. Srodkiem tego wieloécianu niech bedzie punkt S.
Z punktow A i C spusciwszy prostopadie Aa i Ca do spél-
né¢j krawedzi RT i*przez te prostopadte poprowadziwszy
ptaszczyzne, ktéra tak do obu $cian A i C jako tez i do
spolnego ich przeciecia sie RT bedzie prostopadta, ztgczmy
potem punkta a i S prostg aS; tedy w dwdch trojkatach
prostokgtnych SAa i SCa, przeciwprostokgtnia Sa jest spolna,
bok Aa~ Ca, bo to sg prostopadio (apothema) ze Srodkéw
trojkatow foremnych réwnych na ich boki spuszczone, za-
tem trzecie boki sg sobie takze réwnet. j. SA—SC jako tez
kat AaS = CasS; prosta wiec Sa dzieli kat pochytosci dwoch
écian AaC na dwie réwne czesci. Zupetnie podobnym spo-
sobem dowiedziemy ze SB= SA, SD — SC i t. d. skad wnie-
siemy, ze SB=:SA—SC=SD= it d Jezeli wiec we-
wnatrz wieloscianu pomyslimy sobie kule majgca srodek w S,
a za promien prostg SA, powierzchnia jej dotknie wszystkie
sciany wieloscianu w ich $rodkach t. j. w punktach A, B,
C, D, i t d. i bedzie kulg wpisang w wieloscian.

Co do drugiego. Poniewaz ptaszczyzna SAC jest pro-
stopadta do krawedzi RT, wiec i prosta Sa na niej lezaca
jest takze prostopadia do tejze krawedzi; potgczywszy pun-
kta R i S, T i S prostemi RS, TS, trzy proste RS, TS i
aS lezg na jednejze plaszczyznie SRT. Dwie pochyte RS i
TS wzgledem prostopadtej Sa, sg sobie réowne wedtug 8. 42 b\
podobniez i dla tej samej przyczyny pochyte RS i QS, RS
i MS sg takze réwne; a zatem SR~ST—SQ—SM= i t d.
Jezeli przeto wystawimy sobie znowu kule za $rodek punkt
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S, a za promien prostag SR majaca, joj powierzchnia przej-
dzie przez wszystkie wierzchotki wieloscianu tak, ze te
wierzchotki znajdowaé sie bedg na powierzchni kuli, a caty
wieloscian ogarniony zostanie taz powierzchnig kuli, ktorg
dla tego nazywamy na wieloscianie opisana.

Dowiddtszy ze w kazdy wieloscian foremny mozna
wpisac i na nim opisa¢ kule, potaczmy teraz wszystkie wierz-
chotki wieloscianu ze $rodkiem kuli wpisandj, tedy caty wie-
loscian podzieli sie na ostrostupy j-ak wspomniatem, majace
za podstawy S$ciany wieloscianu, a wierzchotek w $rodku rze-
czonej kuli. Tak np. przez potgczenie punktéw P, Q, R ze
srodkiem S, otrzymujemy ostrostup SPQR majacy za pod-
stawe Sciane PQR, a za wysokos¢ BS; obrachowawszy za-
tem objeto$¢ tego ostrostupa, i wypadek wzigwszy tyle razy
ile wieloscian ma $cian, otrzymamy objeto$¢ tego wieloscia-
nu. Ale jakze znales6 wysokos$¢ rzeczonego ostrostupa czyli
promien kuli wpisanej w wieloscian? Zadanie to jakkolwiek
jest tatwém do rozwigzania, w wykonaniu ma tez same tru-
dnosci dla jakich w §. 242 kata pochytosci nie szukaliSmy;
doktadnos$¢ bowiem trygonometrycznego rachunku catkiem
nie zalezy od wykreslenia i moze nam dostarczy¢ wypadkow
pewnych; z tego powodu dosy¢ tu bedzie pokaza¢ moznosé
znalezienia tego promienia teoretycznie, a ostateczne wyko-
nanie zostawi¢ do Trygonometryi.

W trojkacie SAa jest bok Aa znanym, bo sie w §. 242
nauczyliSmy otrzymac¢ takowy w liczbach, kat SaA jest zna-
nym skoro kat pochytosci A«C dwéch przylegtych scian na-
przéd obrachujemy, wiec tez stésownie do powyzszego i kat
SaA jako potowa pierwszego bedzie znanym. Z dwéch da-
nych elementéw tréjkata prostokgtnego, miedzy ktéremi przy-
najmniej jeden jest bokiem, Trygonometryja uczy wyracho-
wac reszte elementow z takg doktadnoscig, z jaka tylko ra-
chunek da¢ je moze, zatem przy pomocy tejze Trygonometryi,
mozemy znale$¢ wysoko$¢ BS r: AS w liczbach. Majac juz
powierzchnig kazdego z pieciu wieloscianéw foremnych zna-
leziong poprzednio w liczbach, dosy¢ bedzie takowa rozmno-
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zy¢ przez £ znalezionego promienia kuli wpisanej, aby otrzy-
mac objeto$¢ kazdego z tych wieloscianéw takze w liczbach.
§. 245.

Za pomoca geometrycznego wykreslenia, moznaby na-
stepujacym sposobem znale$¢ naprzéd kat pochytosci dwoch
przylegtych $cian wieloscianu, a potem promienn kuli wpi-
sang;j.

Przypatrzywszy sie z uwaga czworoscianowi, o$mio-
Scianowi, dwunasto$Scianowi i dwudziesto$cianowi, dostrzeze-
my bez trudnosci, iz w piorwszym, kazdy kat brytowy sklada
sie z trzech ptaskich réwnych miedzy sobg, a kazdy zamy-
ka 60°. W osmioscianie kazdy takiz kat sklada sie z czte-
rech katéow ptaskich takze réwnych i kazdy =60°, jezeli
atoli przez dwie krawedzie, nie na jedn¢jze S$cianie lezace,
poprowadzimy ptaszczyzne, ta czworoscienny kat podzieli na
dwa inne trdjscienne, majgce po dwa katy réwne i kazdy
= 60°, trzeci za$ kat jest spoiny obu i jest katem prostym
= 90H W kazdym z tych katéow dwie $ciany réwne za-
mykaja kat pochytosci, ktory jest katem pochytosci kazdych
dwoch scian w tymze os$mioscianie, skoro wiec ten znajdzie-
my, juz tern samem znajdziemy kat, o ktéry nam chodzito.

W dwudziestoscianie mozna takze plaszczyzng prze-
katna podzieli¢ kat piecioscienny na dwa inne t. j. troj-
scienny i czworoscienny; w pierwszym dwa katy plaskie sag
sobie rowne kazdy rz:60°, a trzeci bedzie katem pieciokgta
foremnego, a zatem znanym, bo sie réwna £.6 R = J.6.90°zz 108°.
Pi¢rwsze dwie Sciany tego kata tréjsciennego tworza miedzy
sobg kat dwuscienny bedacy katem pochytosci kazdych dwéch
écian w dwudziestoscianie, skoro go wiec znajdziemy, mieé
bedziemy tym sposobem i tu kat AaC.

W dwunastoscianie kazdy jeg6 kat jest trdjsciennym
ztozonym z trzech ptaskich miedzy soba réownych a kazdy
= 108°; kazde téz dwie przylegte sciany zamykajg kat po-
chytosci o jakim tu mowa. Znalezienie przeto kata pochy-
tosci dwoch $Scian w kazdym z czterech wieloscianéw forem-
nych, sprowadza sie w kazdym przypadku do znalezienia
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kata pochytosci dwoéch ktoryclikolwiek $cian kata tréjscien-
nego. Kiedy tak jest, zobaczmyz, jak przy pomocy wykre-
Slenia takowy kat otrzymaé mozemy.

8= 246.

Zagadnienie. W kacie tréjsciennym majac wiadome
katy ptaskie tenze kat skladajace, znales¢ katy dwuscienne
czyli katy pochytosci kazdych dwoch scian przyleghych.

Dla rozwigzania tego zagadnienia, dosy¢ bedzie poka-
zaé, jak sie znajduje jeden z tychze katéw. Na ten koniec
niech bedzie kat trojscienny S skladajacy sie z trzech zna-
nych katéw ptaskich ASB, ASC i BSC jig. 248. Zamierz-
my sobie znale$¢ kat pochytosci Sciany ASB do $ciany BSC.
Przez toz samo wykreslenie znajdziemy tu i drugi kat t. j.
pochyto$¢ Sciany ASC do BSC.

Na krawedzi AS obrawszy gdziekolwiek punkt A iz nie-
go wystawiwszy sobie spuszczong na ptaszczyzne BSC pro-
stopadtg AO, a zj¢j spodka O prostopadte OD i OD, pierw-
szg do BS a drugg do CS, skoro punkt A zigczymy z D
i E, otrzymamy trojkaty prostokgtne AOD i AOE, w kté-
rych katy przy D i E sa katami pochytosci scian ASB i
ASC do BSC.

Roztézmyz teraz katy plaskie ASB i ASC na plasz-
czyzne kata BSC obracajac pierwsza Sciane okoto krawedzi
BS a drugag okoto CS, jig. 249, tedy poniewaz tak OD jako
tez i AD sa prostopadiemi do BS, skoro ptaszczyzna ASB
wezmie potozenie plaszczyzny BSC, prosta AD nie przesta-
nie by¢ prostopadta do BS, a zatém jedna z dwéch tych
prostopadtych bedzie przediuzeniem drugiej, gdyz obie przez
tenze sam punkt D pizechodza. AD t. j. odlegtos¢ punktu
D od A jest przeciwprostokatnig, zas AO i DO nie prze-
stajg by¢ przylegtemi bokami kagtowi prostemu.

Z tych poprzednich uwag, wykreslenie kata pochytosci
nastepujacym uskuteczni sie sposobem.

Wykresliwszy na ptaszczyznie obok siebie trzy katy
ptaskie, umieszczajac w $rodku ten, do ktérego $ciany zna-
les¢ chcemy pochyto$¢ dwdch innych Scian, bierze sie SANISA',
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gdyz w zlozeniu kata trojSciennego dwie te proste schodza
sie w jedng krawedz. Z punktéow A i A' spuszczajg sie dwie
prostopadte, pierwsza do BS a druga do CS i przedituzajg az
do ich wzajemnego przeciecia sie w punkcie O. Z punktu
0 wyprowadzajg sie dwie prostopadte, pierwsza do AO, druga
do A’0. Z punktu D otwartosciag cyrkla ~ DA zakresla
sie tuk przecinajgcy piérwszag prostopadta w punkcte A, i
podobniez z punktu E otwartosciag cyrkla =E A" kresli sie
tuk przecinajacy drugg w punkcie A®. Te ostatnie punkta
ztgczywszy z D i E t j. A, z D, Aj z E prostemi A'D i
A'E, mie¢ bedziemy katy pochytosci szukane, t. j. kat
A,DO jaki $ciana BSA czyni z BSC i kat A’EO jaki Scia-
na ASC czyni z BSC. O doktadnosci rysunku zapewnic
sie mozna doswiadczajac, czyli dtugosci dwdéch znalezionych
prostopadtych A,O i A”MO sa sobie rowne, gdyz tak by¢
powinno; sktadajac bowiem napowro6t kat trojScienny i pod-
noszac plaszczyzny trojkatow prostokagtnych A,DO i A"EO,
obracajac je okoto DO i EO, konce tych prostopadtych A,
1 A, zejs¢ sie powinny z punktami A i A’ na ramionach
dwoch katéw plaskich naznaczonemi w jeden punkt A
% . 248.
8= 247.

Tak majgc znaleziony kat pochytosci dwoch przylegtych
Scian kazdego z pieciu wieloscianéw foremnych, tatwo juz
réwniez za pomocg wykres$lenia, znales¢ promien kuli wpi-
sanej i opisanej na wieloScianie; wykresliwszy bowiem kat
Q«C fig. 250 réwny znalezionemu katowi pochytosci dwdch
przylegtych $cian, wezmy na ramionach jego a A~ aC— pro-
stopadtej ze Srodka Sciany wieloscianu na jej bok spuszczo-
nej (apothema), albo raczej = promieniowi kota wpisanego
w wielokat, jakiemi wieloscian jest ograniczony, a zatem
w trdjkat lub pieciokat; z punktow A i C wyprowadziwszy
prostopadte do Aa i Ca, te przetng sie w punkcie S, ktéry
bedzie S$rodkiem kuli wpisanej, zaS§ SA — SC jej promieniem.
Przedtuzywszy aA i na tom przedtuzeniu wzigwszy AQ=pro-
mieniowi kota opisanego na rzeczonym tréjkacie lub piecio-
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kacie, SQ bedzie promieniem kuli opisan¢j na wielosScianie.
Tym tedy sposobem przygotowaliSmy wszystko potrzebne do
znalezienia objetosci wieloscianéw foremnych; wszelako po-
niewaz nam chodzito o wielko$¢ ich objetosci, o wielko-
Sciach zas jedynie tylko przez poréwnanie sadzi¢ mozemy,
wszystko zatém co w trzech ostatnich 8§8. w tym wzgle-
dzie powiedzieliSmy, dowiodto nam tylko moznosci znalezie-
nia tych objetosci, a nawet geometrycznego ich wykreslenia,
rzeczywiste za$ obrachowanie zostawiamy na po6zniej; cho-
ciazby$Smy sobie i tu poniekad poradzi¢ mogli obrawszy je-
dnostke dtugosci i przy pomocy podziatki rachujgc dlugosc,
promienia SA w liczbach.

Moéwiac o wieloscianach foremnych, mato albo wcale
nic nie méwiliSmy o szescianie z tego powodu, ze jego ob-
jetos¢ juz w 8. 224 znalezliSmy i nie potrzebujemy uwazac
go za zlozony z ostrostupow; wszystko jednakze co sie po-
wiedziato o wieloscianach, zupetnie zastosowa¢ mozna i do
szescianu.

§. 248.

Konczac rozdziat o ciatach graniastych, pozostaje nam
jeszcze do mowienia o podobienstwie icieloscianéw. Do tego
co w 8§ 56 o podobienstwie powiedziano, tu nie wiele przy-
da¢ mozna. Jak w §. 65 widzieliSmy iz wielokaty podobne
mozna byto rozebra¢ na jednakowa liczbe trojkatéw podob-
nych i podobnie utozonych, tak i tu ustanowi¢ mozemy ce-
che podobienstwa wielo$cianéw, iz takiemi sp te, ktoére roze-
bra¢ mozna na jednakowag liczbe czworoscianéw podobnych i
podobnie wozonych. Jak wiec cechy podobienstwa dwdch
trojkatéw wystarczyly nam do wyrzeczenia o podobieristwie
wielokgtéw, tak tez i cechy podobieristwa czworo$Scianow
wystarczg nam do poznania czyli dwa wielosciany sg podob-
ne lub nie; nasza przeto rzecza bedzie ustanowi¢ cechy po-
dobienstwa czworoscianow.

Kazdy czworoscian tak dokiadnie jest wyznaczony przez
sze$¢ swoich krawedzi, jak trojkat przez trzy swoje boki; a
jako dwa tréjkaty sa podobne skoro ich trzy boki sg mie-
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dzy sobg proporcyjonalne §. 56, tak tez dwa czworosciany
beda podobnemi, jezeli ich krawedzie sg proporcyjonalne i je-
dnymze sposobem ic obu wozone.

Z tego wprost wynika, ze dwa czworosciany podobne
majg Sciany podobne kazda kazdej i podobnie utozone, tu-
dziez tak katy dwuscienne, czyli pochytosci jako tez i katy
trojscienne réwne takze kazdy kazdemu; ze dwa czworo-
$ciany podobne trzeciemu sg i miedzy sobg podobne; a z te-
go co wyz¢j powiedziano, wypada znowu, ze dwa wielo$ciany
podobne trzeciemu sa podobne miedzy soba.

To co w figurach ptaskich nazwaliSmy bokami odpo-
wiedniemi (latera homologa), i tu ma swe zastdésowanie.
A tak nazywac¢ bedziemy punktami odpowiedniemi dwodch
wieloscianéw podobnych, odpowiednie punkta ich $cian,
tudziez punkta potaczone z odpowiedniemi $cianami za po-
mocg czworoscianéw podobnych i podobnie utozonych.

Prostemi odpowiedniemi w dwéch wielo$cianach nazwie-
my te ktére wyznaczajg po dwa punkta w kazdym tak, izby
te punkta w jednym, byly odpowiedniemi w drugim wielo-
Scianie.

Przecieciami odpowiedniemi nazywajg sie te, ktore
przechodzag przez trzy odpowiednie punkta w kazdym wie-
loScianie.

Dwa nakoniec widloSciany podobne sg réwne, jezeli
maja po jednéj odpowiedniej krawedzi réwnej, albo ogoélniej,
po jednoj odpowiedniej prostej rownej.

Twierdzenie o czworoscianach odpowiednie twierdzeniu
§. 54 jest: ze w kazdym czworoscianie poprowadziwszy ptasz-
czyzne rownolegla od jednej z czterech jego $cian, ta odetnie
od catego, czworoscian podobny temuz; gdyz stésownie do
8. 232 krawedzie jednego sg proporcyjonalne krawedziom
drugiego czworoscianu. Koniecznym tu atoli warunkiem po-
dobienstwa jest ten, zeby obie ptaszczyzny réwnolegle znaj-
dowaly sie z jednejze strony wierzchotka sobie przeciw-
legtego.
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W niosek 1. Kazda plaszczyzna réwnolegta od pod-
stawy jakiegokolwiek ostrostupa, odcina od niego inny ostro-
stup podobny catemu byle tylko tak ptaszczyzna przecina-
jaca jako ipodstawa znajdowaly sie zjednejze strony wierz-
chotka.

W niosek 2. W dwoch czworoscianach, a w ogo6lnosci
w dwodch ostrostupach podobnych, ich wysokosci sa propor-
cyjonalne krawedziom. Dowdd tej prawdy jest bardzo ta-
twy na zasadzie 8. 232.

Po tych og6lnych uwagach, dowiedzmyz dwoch gtow-
nych wyzej wspomnianych twierdzeh podobienstwa czwo-
roscianow.

§. 249.

Twierdzenie. Dwa czworosciany majace po dwie Scia-
ny podobne kazda kazdej, jednakowo do siebie nachylone i
podobniez w obu potozone, sa podobne.

Niech beda dwa czworosciany SABO i sabc jig. 251,
takie, ze Sciana SAB sab, SACis™sac i kat dwuscienny
SA réwny takiemuz katowi sa czyli BAC = bac i obie Scia-
ny tak w jednym jako i w drugim czworoscianie sg jedna-
kowo potozone, potrzeba dowies¢, ze te dwa czworosciany
sg podobne t. j. Zze wszystkie krawedzie majg proporcyjonal-
ne i dwa inne katy dwuscienne czyli pochytosci sobie réwne.
Na krawedzi SA wezmy Sa'= m i przez a' poprowadzmy
ptaszczyzne rownoleglta do ABC, tedy trojkat Sa'¢' bedac
podobny tréjkatowi SAB, jest t¢z podobny trojkgtowi sab]
a ze z wykres$lenia Sa'= sa, zatem Sab'~ sab. Dla téjze
samej przyczyny Salc'— sac, przeto, poniewaz oprécz tego
kat dwuscienny Sa' rowny takiemuz katowi sa, wniesiemy, ze
czworoscian Salb'c — sabc. Ale czworoscian Sa'b'c jest po-
dobny czworoscianowi SABC, wiec téz ten ostatni jest po-
dobny czworoscianowi sabc, co bylo do dowiedzenia.

Z definicyi podobienstwa czworoscianéw wyptywa tak-
ze, ze dwa czworosciany majace po kacie tréjsciennym réw-
nym, zawartym trzema $cianami podobnemi kazda kazdej i po-
dobnie ulozonemi, sa podobne. Kiedy bowiem $ciany sg po-
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dobne, krawedzie sa proporcyjonalne a nastepnie czworoscia-
ny sa podobne.
8. 250.

Twierdzenie. Dwa czworosciany majace po jednej Scia-
nie podobnej i katy dwuscienne przylegle tejze Scianie rowne,
kazdy kazdemu i podobnie ulozone, sg podobne.

Niech bowiem beda dwa czworosciany SABC, sabc %.
251 takie, ze S A B sab i katy dwuscienne przylegle tej
Scianie réwne t. j. kat SA ~sa, SB~sb, AR—ab. Wzigw-
szy jak w poprzedzajgcem twierdzeniu Sa'=sa i przez punkt
a poprowadziwszy ptaszczyzne réwnolegta od ABC, czworo-
Scian Sa'é'c’ jest podobny czworoscianowi SABC stésownie
do ostatniego twierdzenia, jego wiec katy dwuscienne sg ro-
wne takimze kgtom tego ostatniego czworoscianu kazdy kaz-
demu t. j. So'= SA, Sft= SB, ab'—AB. Wedtug zatoze-
nia jest kat dwuscienny SA zzsa, SB = sb, AB = ab, wiec
kat Sa —sa, Sb—sb, ab'—ab. A ze Sciana SAB”s>sab, a
nastepnie podobna $cianie Sab', a z wykreslenia Sa'=sa,
czworoscian Rab'c'— sabc. Lecz piei-wszy jest podobny czwo-
roscianowi SABC, wiec i czworoscian sabc™--SABC, co nale-
zato dowiesc.

Mozna tez jeszcze twierdzi¢, iz dwa czworosciany, w kto-
rych katy dicuscienne jednego sa roione takinve katom dru-
giego, kazdy kazdemu 1 jednako w obu utozone, sg podobne;
bo wedlug §. 213 w dwodch katach tréjsciennych naprzeciw-
ko rownych katéw Sciennych, lezg katy ptaskie réwne; prze-
to odpowiednie S$ciany tych dwoéch czworoscianéw sa trojka-
tami podobnemi, a nastepnie ich boki czyli krawedzie czwo-
roscianéw proporcyjonalne, a zatem czworosciany podobne.
W tém atoli twierdzeniu jeden warunek jest zbyteczny, bo
dwa katy pochytosci w kazdym kacie trdjsciennym wystar-

ja do wyznaczenia potozenia czwart6j Sciany, skoro trzy
tozymy w kat tréjscienny.
§. 251.

yzej w §. 248 powiedzielismy, ktore wielosciany

dziemy podobnemi, zatem tatwo nam bedzie po
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tem co sie dotad o czworoscianach powiedziato, dowie$¢ na-
stepujace

Twierdzenie. Lhca wielosciany podobne maja odpowie-
dnie $ciany podobne, a katy $cienne jak réwniez katy wielo-
$cienne (brytowe) odpowiednie réwne kazdy kazdemu.

Rozebrawszy bowiem kazdy 2z tych wieloscianéw na
czworosciany, poniewaz liczba tych ostatnich tak w jednym
jako i drugim wieloseianie bedzie taz sama i odpowiednie
sobie beda podobne, tedy Sciany wielosciandéw bedac albo Scia-
nami odpowiedniemi czworo$cianéw podobnych, lub tez zbio-
rem $cian odpowiednich czworoscianéw podobnych, sg podobne.

Podobniez odpowiednie katy dwuscienne wielosciandw,
bedg takze albo katami dwusciennemi czworoscianéw podo-
bnych, albo tez zbiorem dwusciennyeh katéw czworoscianéw
podobnych, przeto sg sobie réwne kazdy kazdemu.

Nareszcie odpowiednie katy wielosScienne, jako takze
zbiory katéw dwusciennyeh réwnych kazdy kazdemu, sg tak-
ze w obu wieloscianach réwne kazdy kazdemu.

Wzajemnie: dwa wielosciany sa podobne, skoro $ciany ich
sa podobne kazda kazdej ijednakowo do siebie nachylone. TO
odwrotne twierdzenie dowodzi sie tatwo, rozbierajgc kazdy
z wielosciandéw na czworos$ciany i dowodzgc ich miedzy sobg
podobienistwa, a potom wnioskujac na mocy definicyi o po-
dobienstwie wieloscianéw. W przypadku wieloscianéw o ja-
kich tu méwimy t. j. wypuklych, to wzajemne twierdzenie
zamyka za wiele warunkow.

W niosek. Odpowiednie krawedzie, przekatnie i w ogol-
nosci wszystkie proste odpowiednie dwoéch wielo$cianéw po-
dobnych, sa proporcyjonalne; te albowiem proste uwaza¢ mo-
zna jako krawedzie czworoscianéw podobnych przylegtych je-
dne drugim, a taich przylegto$¢ taczy wszystkie proporcyje
miedzy sobag jakie miedzy rzeczonemi prostemi wyprowa-
dzi¢ mozemy.

8. 352.
Twierdzenie. Objetosci dwéch czworoécianéio podobnych

maja sie do siebiejak trzecie poteyi zodpowiednich krawedzi.
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Niech bedg dwa czworosciany SABO i sabcfig. 251 po-
dobne, mamy dowié¢s¢, ze ich objetosci sg w stosunku trze-
cich poteg ktorychkolwiek odpowiednich krawedzi. Na do-
wiedzenie tego na wiekszej krawedzi SA wezmy Sa' —sa i
poprowadzmy przez punkt a ptaszczyzne réwnolegtg do ABC,
ta jak wiadomo odetnie czworoscian Sa'éd'c’—sabc. Z wspol-
nego wierzchotka S spusciwszy prostopadig SO do podstawy
ABC, ta spotka ptaszczyzne ab'c w punkcie o; wedtug 8.
232 jest ABC:a'b'c r=S0O"': So2czyli ABC:a6c=SG 2:s502 bo
wysokosci czworoscianow Sa‘b'c’ i sabc réwnych sg rowne.
Ale z tegoz samego twierdzenia wypada, ze SA:S«'=: AB:a’'d/,
tudziez SA:S«' SO:So czyli AB:abzz SO :so, z wlasnosci
za$ proporcyj wypada AB  :ab zz SO :so zatem
ABC:«6c= AB': ébz. Lecz SA :Sa'= AB:ab’, wiec tez
SO :So'=: AB:ab' czyli SO:so= AB:ab.

Dwie proporcyje ABC :a6c:= AB”: ab~iSO:soz=AB:ab
mnozac przez siebie i pierwszy stosunek dzielac przez 3, be-
dzie ABCXNAS0O:a6cX 30— AB3:ni3. Ale ABCXS$SO,
wyraza objeto$¢ piérwszego, zas abc X hsO objeto$¢ drugiego
czworoscianu, przeto prawda jest, ze objetosci dwdcli czwo-
rosciandéw podobnych maja sie w stésunku trzecich poteg kra-
wedzi odpowiednich.

Z tego twierdzenia mozna zaraz wyprowadzi¢ wniosek,
ze objetosci dwocli wielosciandw podobnych, sa w stésunku
trzedich poteg ich krawedzi odpowiednich. Jezeli bowiem
objetosci dwoch wieloscianéw oznaczymy przez W i w, czwo-
rosciany skladajgce pidérwszy oznaczymy przez C, C', C",
C "..... aczworosciany skladajace drugi a odpowiednie pierw-
szym przez ¢, ¢', ¢", c¢".... nareszcie jezeli krawedzie pierw-
szych czworo$cianéw oznaczymy przez K, K', K”, K"'....
a im odpowiednie drugich k, k', k", k'"..... tedy wedtug te-
razniejszego twierdzenia mamy proporcyje

C ¢ — K3 :k3

O' :¢' =K '3:ifc3

C”:c"=K "3:zt"3
it d
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A Zze wszystkie proste jednymze sposobem w dwoch czwo-
roscianach, albo ogo6lnie wieloscianach prowadzone sg pro-
porcyjonalne §. 248

zatem K:k~ K"k~ K":k"= it d
skad K3:k3—K'3: k'3—K"3:k"3— i t. d.
przeto C:cz=C':c'z=C":c"=C '"":c" — it d
a nastepnie C-(-C'-)-C"-f-C™-(- :c-j-c'—f-c’—c"
—Q:c—C\¢~Q"\c"~ i t d.
Lecz C-j-C -(-C"-j-....~ W, c-f-c'-j-c,,-]-.... ~ te,
zatem W:w—C:ic= C"c'~C'":¢c"= it d

lub nareszcie W:io ~ K 3:k3—K'3)fc3=z K"3: k"3=. i t. d.

ROZDZIAL 1V.
Ciata okragte (rotunda).

8. 253.

Wszystkie w ogolnosci ciata ograniczone bg6 catkiem
ba¢ tylko po czesci powierzchniami krzywemi a po czesci
plaskiem!, nazywamy okraglemu Poniewaz za$ powierzchni
krzywych tak jak linij krzywych wielka jest rozmaitos¢ i
liczba ich nieskonczona, z tego powodu i ciat okraglych jest
tez nieskonczona liczba. A jako w . czesci Geometryi mo-
wiliSmy jedynie o linii krzywej kotowej, tak tez z pomiedzy
niezliczonego mnoéstwa ciat okrgagtych, mowi¢ tu tylko be-
dziemy o trzech i to nie w catej ogo6lnosci, ale tylko w jed-
nym szczeg6lnym przypadku, t. j. zastanowimy sie nad wal-
cem kotowym prostym, ostrokregiem takze kotowym prostym i
kula. Ta ostatnia, jako z cial najznajomsza, nie stawia za-
dnej trudnosci, izbysmyjej w calej ogoélnosci nie mieli uwazac.

Moéwiac o tych trzech cialach, uwaza¢ naprzéd bedzie-
my, jakim sposobem kazde z nich powstaje, co zwyczajnie
nazywamy rodzeniem sie jego (generatio); dalej mowi¢ be-
dziemy o powierzchni, a nareszcie o objetosci.

22
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O W alewu
§. 254,

Nakrosliwszy na ptaszczyznie okrag kota lub inng krzy-
wa, jezeli prosta pod jakiomkolwiek nachyleniem do tej ptasz-
czyzny S$lizgac¢ sie bedzie po krzywej nakres$lonej rownolegle
do pidérwszego swego potozenia, tedy wystawiwszy sobie, ze
ta prosta w catym ciggu swego ruchu, zostawia $lad swdj by-
tnosci, zakresli powierzchnig krzywa, ktorg walcowa nazywa-
my. Prostg Slizgajacg sie zwaé¢ bedziemy rodzaca, a rzeczo-
ny okrag kota i w ogolnosci kazdg krzywa na ptaszczyznie
nakreslong, kierownica.

Jezeli te powidrzchnig przetniemy gdziekolwiek ptasz-
czyzng rownoleglta od ptaszczyzny, na ktérej kierownica zo-
stata nakres$long, przeciecie to bedzie zupelnie réwnem Kkie-
rownicy.

Niech bowiem ABCDEF fig. 252 bedzie okregiem kota
majgcego stuzyé za kierownice, ktorego Srodek S, tudziez
niech rodzaca Aa $lizgajac sie po tym okregu réwnolegle do
swego- pierwszego potozenia zajmuje nastepnie potozenia Bo
Cc, DeZ i t. d.; niech przecieciem przez ptaszczyzne réwnole-
gla do pierwszej bedzie figura abedef, potrzeba dowies¢, ze
ta figura jest okregiem kota zupelnie réwnym pierwszemu.

Ze srodka S wyprowadzmy prostg réwnolegta do ro-
dzacej w ktéremkolwiek joj potozeniu,, niech ta prosta spo-
tyka ptaszczyzne przecinajaca w punkcie s. Potgczywszy punkt
S z punktami A, B, C, D, E, F, tudziez punkt s z punktami
a, b, ¢ d e f, tak dowodzimy.

Dwie proste Aa i Ss rownolegte zawarte miedzy ptasz-
czyznami réwnolegicmi sa sobie réwne, przeto i dwie proste
SA i sa tgczace konce pierwszych sg sobie réwne i réwno-
legte. Dla t6j samej przyczyny so6rrSB, sc= SC, sd-=.SD
it d Aze SA=SB=SC=i i t. d. zatem i sa~sb zzscz=i
t. d. przeto figura abedef, jest okregiem kota a punkt s jego
Srodkiem, co nalezato dowies¢.

W razie, ze Kkierownica jest krzywa zamknietg, dwie
ptaszczyzny réwnolegte wraz z powioérzchnig krzywag ktéras-
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my walcowa nazwali, ograniczajg zewszad przestrzen, ktérag
walcem (cylinder) nazywamy. Ten walec rézne przybiera na-
zwy stosownie do krzywej, ktéra stuzy za kierownice rodza-
cej ; gdy atoli przedsiewzieliSmy moéwié¢ tylko o walcu koto-
wym, przeto takim nazywa¢ bedziemy walec, ktérego kiero-
whnicg jest okrag kota.

Dwie ptaszczyzny zamykajace przestrzen czyli dwa ko-
ta, nazywamy podstawami walca dolng i gorna.

Prostg taczaca Srodki dwoch podstaw S i s nazywamy
osig walca (axis). Od potozenia osi wzgledem plaszczyzny
podstawy, przybi¢ra takze walec nazwe ukosnego lub pro-
stego t. j. jezeli 0$ jest prostopadta do podstawy walca, na-
zywa sie prostym, przeciwnie ukosnym. My tu tylko o pierw-
szym mowi¢ bedziemy. -

Prostopadta z ktéregokolwiek punktu goérnej na ptasz-
czyzne délnéj podstawy spuszczona, nazywa Sie wysokosciag
walca. W prostym walcu o$jest wysokosScig. Czestojeszcze odro-
zniajg Geometrowie jeden gatunek walca, t. j. jezeli w walcu
prostym wysokos$¢ jest réowna Srednicy jego podstawy, nazy-
wajg go W tenczas icalcem réwnobocznym (cylinder aeguila-
terus) Z uwagi, ze przecinajac walec kotowy plaszczyzng ro-
wnoleglg do podstawy, kazde takie przeciecie jest kotem, mo-
znaby sobie jeszcze wystawi¢ walec zrodzony ruchem kota,
za podstawe uwazanego, rownolegle do plaszczyzny podsta-
wy, a zatem i do pierwszego swego potozenia, lecz tak, izby
srodek jego znajdowat sie ciagle na prostéj ktdra wyzej osig
nazwalismy.

Walec prosty oprocz dwéch powyzszych moze jeszcze
by¢ zrodzony nastepujacym sposobem. Uwazajac cztery bo-
ki prostokagta jako proste stale z sobg potgczone, jezeli oko-
to jednego z nich obraca¢ bedziemy trzy inne ciagle w pier-
wiastkowym zwigzku miedzy sobg zostajgce, natenczas bok
przeciwlegty zakresli powierzchnie boczna i bedzie prostg
rodzaca powierzchni walca kotowego prostego, dwa za$ przy-
legle bokowi okoto ktérego sie obrot odbywa, zakresla dwa
kota t j. dwie podstawy walca. Bok okoto ktérego trzy in-
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ne obracamy, bedzie osig walca. Poniewaz bok rodzacy po-
wierzchnig boczng walca jest w obrocie swym ciggle réwno-
legtym do osi, zatem przecigwszy walec plaszczyzng przez
jego o$ przechodzaca, ptaszczyzna ta przetnie powierzchnig
boczng walca w dwoéch prostych rodzgcych a podstawy w $re-
dnicach tych kot; figura wiec z tego przeciecia wypadajgca
bedzie podwdéjnym prostokatem pierwiastkowego czyli obra-
canego. A ze w obrocie kazdy punkt prostej rodzacej po-
wierzchnig krzywag zakres$la okrag kota, przeto bez wszelkie-
go innego dowodu wnie$¢ mozemy, ze kazde przeciecie ko-
towego walca rownolegte do podstawy, jest kolem réwnem
podstawie. Prostg rodzacg wkazdem jej potozeniu nazywa-
my takze bokiem walca (latus) lub krawedzia.
§. 255.

Walec z ksztattu swego najpodobniejszym jest do gra-
niastostupa wielo$ciennego majgcego za podstawe wielokat fo-
remny; chcac wiec znale$¢ tak powierzchnia, jako tez i ob-
jetos¢ jego, poréwnaé go musimy z takim graniastostupem;
juz sie bowiem nie raz przekonaliSmy, ze do poznania ja-
kiej prawdy przychodzimy jedynie przez poréwnanie. Kiedy
tak jest, wpiszmyz i opiszmy nha podstawie walca foremne
wielokaty o jednakowej liczbie bokéw. Wystawiwszy na tych
wielokgtach graniastostupy réwnej z walcem wysokosci, pierw-
szy nazwiemy wpisanym a drugi opisanym na walcu. Po-
wierzchnia boczna pierwszego bedzie naturalnie mniejszg, po-
wierzchnia za$ drugiego wiekszag od powierzchni krzywej walca,
pierwsza bowiem jest objetg a druga obejmuje powierz-
chnig walca. Lecz podwajajac ciggle liczbe bokéw wielokgtéw
wpisanego i opisanego i za kazdem podwojeniem pomysliwszy
sobie nowe graniastostupy na tych nowych wielokgtach wy-
stawione, dajgc kazdemu z nich wysokos$¢ rowng wysokosci
walca, powierzchnie boczne dwoéch rzeczonych graniastostupow
zblizajg sie nieskonczenie do siebie tak, ze jako miedzy ob-
wodami ich podstaw réznica moze byé mniejsza od kazdej
ilosci jakkolwiek matej, tak t¢Z i réznica miedzy ich po-
wierzchniami bocznemi mniejsza by¢ moze niz wszelka na-
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znaczona ilo$¢ jakkolwiek mata. A ze powierzchnia krzywa
walca $rodkuje miedzy temi dwiema i jest ich granica,
do ktorej sie ciagle zblizajg za powiekszeniem liczby $cian
obu graniastostupéw, nie mogac jej jednak dosiegngé¢ a tem
mniej przekroczyé¢, zatem réznica miedzy powierzchnig boczng
walca a takgz powierzchniag jednego z rzeczonych graniastostu-
pow bedzie jeszcze mniejszg; na mocy wiec rozumowan uzytych
przy powierzchni kola wniesiemy, ze ‘powierzchnia boczna
walca, rouma sie takiejze powierzchni graniastostupa wpisane-
go lub opisanego o nieskonczonej liczbie $cian. Ale boczna
powierzchnia graniastostupa prostego wedtug §. 230 wniosek
1. réwna sie iloczynowi z obwodu jego podstawy przez wyso-
kos$¢ czyli krawedz jego, zatem, poniewaz w miejsce obwodu
podstawy graniastostupa przychodzi okrag podstawy walca
czyli okrag kota jako nieskoriczenie mato, a zatem tak dobrze
jak nic, réznigcy sie od pierwszego, powierzchnia boczna czyli
krzywa walca prostego kolowego réwna sie iloczynowi z okregu
kola stuzacego mu za podstawe, przez wysokos¢ tegoz loalca.

Oznaczywszy powierzchnig krzywa walca prostego ko-
towego przez P, promien jego podstawy przez R, a naresz-
cie wysokos$¢ przez W, poniewaz okrag kota ktorego pro-
mien R jest = 2»R, zatem P = 2)rRXW, gdzie jak wiado-
mo 2rrli wyraza dtugos¢ okregu kota w linii prostej. Clipac
mie¢ catkowitg powierzchnig walca t. j. tak krzywej jego
powierzchni jako tez i dwoch podstaw, tedy, poniewaz po-
wierzchnia kazdej z podstaw = wR2, do powyzszego iloczy-
nu dodaé¢ jeszcze potrzeba 2uR2 Jezeli wiec oznaczymy cal-
kowita powierzchnig walca przez P, bedzie

P — 2?rRW-f 2uR2= 2*R (W + R)

z ktérego wzoru czytamy, iz sie znajdzie catkowitg powierz-
chnig walca, mnozac dtugos¢ okregu kola podstawy przez
summe z jego wysokosci i promienia podstawy: mozna tez
takze powiedzie¢, iz ta powierzchnia réwna sie prostokatowi
majacemu za dwa boki przylegle, okrag podstawy i summe
wysokosci i promienia podstawy walca.
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W niosek 1. Poniewaz w réwnobocznym walcu jest
W — 2R, zatem jego powierzchnia krzywa =: 4wWR2 t. j. row-
na sie cztery razy wzietej powierzchni jego podstawy. Cat-
kowita za$ powierzchnia walca réwnobocznego = 6aR2 t. j.
rowna sie sze$¢ razy wzietej powidrzehni jego podstawy.

W niosek 2. Jako powierzchnig bocznag graniastostupa
w przytoczonym wyz¢j 8. wniosek 2, rozpostarliSmy na ptasz-
czyzne, tak tez i powierzchnig krzywag walca prostego ko-
towego rozpostrze¢ mozemy. Z tego rozpostarcia otrzyma-
my prostokat majacy za podstawe diugos¢ okregu kota pod-
stawy walca, a za wysoko$¢ wysokos$¢ tegoz, co tez i z wy-
razenia tej powierzchni wnie$¢ byto mozna.

Uwaga. Poniewaz tak krzywa powierzchnia walca ja-
ko tez i catkowita zalezy jak widzimy od dtugosci okregu
podstawy, a te ditugos¢ tylko w przyblizeniu otrzymaé¢ mo-
zemy, zatébm i powierzchnia walca wyzej wynaleziona jest
tylko przyblizong, to atoli przyblizenie jak wiemy tak blis-
ko prawdy dotyka, iz bez zadnéj obawy za samg prawde
wzietem by¢ moze.

§. 256.

Twierdzenie. W ktéorymkolwiek punkcie okregu podsta-
wy walca poprowadziwszy stycznej, do tegoz okregu, tudziez
rodzacg czyli krawedz walca, a potem prze\ te dwie proste
plasczyzne, ta tylko w tej rodzgacej dotykac¢ si¢ bedzie powierz-
chni krzywej walca, wszystkie za$ inne jej punkta leze¢ bedag
za walcem.

Przez punkt A Jig. 253 na okregu podstawy walca o-
brany, poprowadzmy styczng MP i rodzaca czyli krawedz
walca Aa, jezeli przez te dwie proste przesuniemy ptasczy-
zne MN, dowie$¢ potrzeba, iz ta oprécz punktéw lezacych
na rodzae¢j Aa nic spélnego nie ma z powierzchnig walcowa.

Na dowiedzenie tego przez o$ walca Ss i przez rodzaca
Aa przesunmy plaszczyzne, ta przetnie podstawy walca w
promieniach SA i sa réwnych i réownolegtych. Powierzchnig
walcowa przetnijmy gdziekolwiek ptaszczyzng réwnolegla od
podstaw walca, ta jak wiemy przetnie walec w kole ktérego
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promieniem jest <« spdlne przeciecie sie tejze plaszczyzny
z pierwszg, plaszczyzne zas$ MN przetnie w prostej KO.
Wedtug 8. 194 wniosek 3, tak spdélne przeciecia SA, sa, <
jako tez MP, LN, KO sg od siebie réwnolegte, wiec katy
SAP, s«N i «0 sg sobie réwne. A ze kat SAP jest prosty
z zatozenia, wiec i kat traO jest takze prosty t.j. prosta KO
jest styczng do okregu kota z promienia <u, a nastepnie do-
tyka sie go, a zatem i walca w jednym tylko punkcie a
Podobniez okazaliby$my, ze wszystkie proste rownolegte od MP
a na ptaszczyznie MN poprowadzone, w jednym sie tylko
punkcie dotykajg powierzchni walca, tudziez ze te wszystkie
puukta lezg na rodzacej Aa; wniesiemy przeto, ze ptaszczy-
zZna przez styczng do okregu podstawy i rodzgcg poprowa-
dzona, jedynie w tej rodzacej dotyka powierzchnig walca.
8= 257.

Jak powierzchnia krzywa i catkowitg walca znalezlis-
my przez poréwnanie go z graniastostupem majacym za pod-
stawy wielokaty foremne, tak tez i objetos$¢ jego znajdziemy,
uwazajgc walec jako granice, do ktorej sie bez konca zbli-
zajg objetosci graniastostupow, wpisanego i opisanego na wal-
cu, foremne wielokaty za podstawy majacych; ciggte bowiem
objeto$¢ pierwszego bedzie mniejsza, drugiego zas wiekszg niz
objeto$¢ walca. Ale Kkiedy stosownie do tego co wyzej o
powierzchni walca powiedzieliSmy, objetosci dwdch tych gra-
niastostupéw tak nieskoriczenie zblizajg sie do siebie za co-
raz dalszem powiekszaniem liczby ich $cian, ze réznica ich
sta¢ sie moze mniejsza niz wszelka naznaczona jakkolwiek
mata ilos¢, zatém roéznica objetosci walca jako $rodkujacego
miedzy niemi, a jednego z tych graniastostupéw bedzie tein
bardziej mniejszg niz pierwsza. Lecz piérwsza réznica mo-
ze by¢ uczyniona mniejszg niz wszelka jak najmniejsza ilos¢,
druga zatem bedac jeszcze mniejsza, jest prawie zadnag, czyli
ze objetos¢ walca rowna sie objetosci graniastostupa wpisa-
nego lub na nim opisanego i réwna z walcem wysoko$¢ ma-
jacego, a ktorego liczba $cian jest nieskoniczenie wielka.
Wedtug §. 229 wniosek 3, objeto$¢ graniastostupa réwna sie
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iloczynowi z powierzchni jego podstawy przez wysokosé,
zatem i objeto$¢ walca réwna sie takze iloczynowi z powierzchni
jego podstawy przez wysokos¢. Oznaczywszy jak wyzej pro-
mien podstawy walca przez R, powierzchnia tej podstawy
jest — 71R.1 a oznaczywszy wysokos$¢ walca przez W, bedzie
objeto$¢ tegoz walca —«R 2XW .

W niosek 1. Poniewaz w rownobocznym walcu W~2R,
zatem jego objeto$¢ =:2»R3, a potozywszy R = -S~, ozna-
czajac przez S Srednice podstawy, wyrazenie objetosci walca

*S3
réwnobocznego bedzie ~ ~

W niosek 2. Walce majag sie do siebie w ztozonym
stosunku z wysokosci i kwadratéw promieni lub $rednic
swych podstaw. Oznaczywszzy bowiem objetosci dwdéch wal-
cow przez 117 i w, wysokosci jak pierwej przez W i w, a
promienie ich podstaw przez R i r, $rednice za$ tychze pod-
staw przez S i s, poniewaz wedlug poprzedzajgcego
H7Z=wR2W, W~nrSuj zatbm W7: tV—7iR*W:ar*w=R 2V :r 2.
A ze R= — | zatem 147:tV—— W :(—to~SaWw :saw.

2 2 4 4

Jezeli W7= tv, tedy RaW = r*w albo Saw =: s'w,
skad W:w r=ra:R2albo W :w —s2S2t j. w walcach réw-
nych, wysokosci majg sie w odwrotnym stosunku kwadratéw
z promieni lub $rednic ich podstaw.

Jezeli R=r albo cojestjedno S—s, tedy 117:iv~W :w
czyli, walce o rownych podstawach majg sie jak wysokosci.

Nareszcie potozywszy W — w bedzie 117:w —Ra:r2
—S-:s2t j. walce o rownych wysokosciach, maja sie jak
kwadraty z promieni lub $rednic ich podstaw.

§. 258.

Podobnemi walcami nazwiemy to, ktérych osi sg pro-
porcyjonalnc promieniom lub $rednicom ich podstaw i sg pod
jednakowym katem do tychze podstaw nachylone. Z tego
wypada, ze wszystkie walce réwnoboczne sg podobne; jezeli
bowiem osi dwoch walcéw oznaczymy przez O i o, $rednice
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ich podstaw S i s, poniewaz O= S i o— s wedlug 8. 254,
zatéin 0:0 = S:s= R:r, wiec wedlug definicyi walce te sg
podobne, bo ich osi sa proporcyjonalne promieniom icli
podstaw.

Podobne walce sg w stosunku szescianéw odpowiednich
ich wymiarow t. j. ich wysokosci albo $rednic lub promieni
ich podstaw, lub nareszcie osi. Poniewaz bowiem wedtug
poprzedzajacego §. jest I1*:i{>=R2W :row = S2W :s-w, ze
srodka zatem gdrnej podstawy spusciwszy prostopadig tak
w jednym jako i drugim walcu na podstawe dolng, ta be-
dzie wysokoscig kazdego i trojkaty zawarte miedzy osiami
prostopadtemi, co dopiero spuszczonemi i czgSciami promie-
ni, sg podobne jako réwnokatne, zatem O : a z po-
wodu, ze walce sg podobne, jest tez 0:0" R:r=S:s, zatem

W:w = R:ir = S:s.
Mnozac te proporcyja przez R2:r2—R2:r2
albo przez S2:s2='S 2:52 znajdziemy:
R2W :r°ini=R3:r3 albo S2W :s2v = S3:s3
czyli I*:w —R3:r3— S3:53— W3:w3— 03:03
stosownie do wiasnosci proporcyi geometryczne;j.

O Ostrokregu.

§. 259.

Jezeli na ptaszczyznie nakreslimy okrag kota i gdzie-
kolwiek za ptaszczyzng obierzemy punkt i takowy zigczymy
z ktorymkolwiek punktem nakre$lonego okregu, tedy wysta-
wiwszy sobie, ze ta prosta, przechodzac zawsze przez obrany
punkt, $lizga sie po okregu kota az dopoki nie powrdci do
pierwszego swego potozenia i zostawia ciagle $lad swej by-
tnosci w kazdem potozeniu, prosta ta tym sposobem ruch
odbywajaca, zrodzi powierzchnig krzywa, ktérg powierzchnia
ostrokregowa (superficies conica) nazywamy, przestrzen zas
taz powierzchnig krzywa i naprzod nakreslonem kotem ogra-
niczona, ostrokrygiem kotowym (CONUS) nazwiemy.

Prosta ruchem swoim powierzchnie krzyw'a tworzaca i
tu nazywamy rodzaca; okrag kola po ktérym sie $lizga, kie-
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réwnica, @ samo kolo podstawa (basis); punkt przez ktoéry
rodzaca ciggle przechodzi, wierzchotkiem ostrokregu (Vertcx).
Rodzacg w kazdem jej potozeniu nazywamy jeszcze bokiem
ostrokregu (latus) lub krawedzia (acies). Prostg taczaca wierz-
chotek ze $rodkiem nakreslonego kota, zowiemy osig ostro-
kregu (axis). Jezeli o$ jest prostopadta do podstawy, taki
ostrokragg nazwiemy prostym (rectus), w przeciwnym razie
ukosnym (obliquus).

Uwaga 1. Poniewaz za kierownice uzyliSmy okrag
kota, dla tego powierzchnig przez rodzgcg utworzong nazy-
wamy ostrokregoioa kotowa, a 0Strokrag powyzej opisany
kotowym. Gdybysmy za kierownice uzyli inng krzywa, otrzy-
malibysmy i w tym przypadku powierzchnig i ostrokrag ale
juz nie kotowy; nazwa za$ jego zalezalaby od kierownicy.

Uwaga 2. Prosta rodzacg uwazaliSmy tu jako majaca
pewng dtugosé¢ t. j. jako odlegto$¢ punktu za ptaszczyznag
obranego od kazdego punktu okregu kota; atoli gdybysmy ja
uwazali jako prosta nieograniczong i do nieskoriczonosci w
obu kierunkach ciggngca sie, natenczas fatwo pojmiemy, ze
ta prosta w ruchu jakisSmy jej wskazali, zrodzi dwie po-
wic¢rzchnie zupeilnie sobie podobne, a punktem, ktéry wierz-
chotkiem nazwaliSmy, od siebie oddzielone. Dwie te po-
wierzchnie jako przez jedne i tez sarne prostg zrodzone,
uwazac¢ nalezy za jedne z dwoch czesci ztozonag, ktére po-
wiokami, po francuzku nappes, powierzchni ostrokregow¢j na-
zywamy. Tak rzeczywiscie uwazal Apoloniusz te powierz-
chnig na 200 lat przed Chryst. piszac- o przecieciach ostro-
kregowych.

8. 260.

Twierdzenie. Przeciawszy ostrokrag kotowy ptaszczy-
zna roéwnolegta do podstawy, przecigcie to bedzie kotem.

Niech z przeciecia ostrokregu kolowego réwnolegle do
podstawy wypadajgca figura bedzie abedef fig. 254, potrzeba
dowies¢, iz ta figura jest kotlem. Poprowadziwszy o$ ostro-
kregu OS, tudziez promienie SA, SB, SC, SD i t. d. prze-
sunmy przez o$ i przez kazdy z poprowadzonych promieni
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ptaszczyzny, te przetng plaszczyzne pi¢rwszg w prostych
sa, sb, sc, sd, i t. d. réwnolegtych do SA, SB, SC, SD i t. d.
powierzchnig za$ krzywa W prostych OA, OB, OC, OD i t. d.
W tréjkacie SAO, sa jest réwnolegta do podstawy SA, przeto
wedtug 8. 53 jest SO :so=:SA :sa. Podobniez w tréjkacie
SBO, sb jest rownolegta od SB,
zatem SO:s0=SB:sd. Z trojkagta SCO mamy
rowniez SO :so= SC:sc. Z nastepnych tréjkatow znaj-
dziemy tez SO :so zz SD :sd,

SO :sor=SE:se,

SO:so— SF:sf.
Zatem SA:sa— SB:sb— SC:sc— SD :sd~ SE :se zzSF: sf,
A ze SA-SB = SC=SD = SE= SF,
wiec tez sa= sbz=sc=sd—se= sf,
figura przeto abedef jest kotem.

Ptaszczyzna przez styczng do okregu podstawy i ro-
dzaca, albo krawedz w tymze punkcie poprowadzona, dotyka
sie powierzchni ostrokregowej w tej tylko rodzacej. Dowodd
zupetnie ten sam jak §. 256.

Z wierzchotka ostrokregu O spusciwszy prostopadig OG
na ptaszczyzne podstawy, ta bedzie jego wysokoscig; niech
ta prostopadta spotyka ptaszczyzne przecinajgcg w punkcie
g] przesungwszy znowu przez o$ OS i przez te prostopadia
ptaszczyzne, ta przetnie ptaszczyzne podstawy w prostej SG,
ptaszczyzne za$ przecinajgca w prostej sg. W tréojkacie SOG.
prosta sg jest réwnolegla od podstawy SG, zatem SO: sO
= O0G:0y, przeto réwniez SA:sa OG: 04, a nastepnie
SA :sai~ OG :0Og . Ale SA i sa sg promienie dwdch két,
powierzchnie za$ tych kot majg sie do siebie jak kwadraty
z promieni §. 163, przeto powierzchnie dwoch przeciec¢ ostro-
kregu koltowego majg sie do siebie ic stosunku kwadratow
z odlegtosci ich od wierzchotka; albowiem OG i Og wyra-
zajg odlegtosci przecie¢ ABCDEF i abedef.

8. 261.

Prosty ostrokrag, o jakim tu moéwi¢ przedsiewzieliSmy,

mozna sobie jeszcze wystawi¢ jako zrodzony przez obrot
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trojkata prostokatnego okoto jednego z bokéw przylegtych
katowi prostemu. W tym obrocie przeciwprostokatnia zro-
dzi powierzchnig krzywg ostrokregu i zastepuje miejsce po-
wyzszej rodzacCj, za$ drugi bok przyleglty katowi prostemu
zrodzi koto czyli podstawe ostrokregu. Bok okoto ktérego
odbywa sie obrot zastepuje miejsce osi. Poniewaz w obro-
cie tréojkata wskazanym sposobem kazdy punkt przeciwpro-
stokatni opisuje okrag kota, ktérego promien jest prostopa-
dty do osi, a nastepnie ptaszczyzna tego okregu roéwnolegta
do podstawy, zatem z tego rodzenia sie ostrokregu wprost
wnie$¢ mozna, ze kazde przeciecie ostrokregu prostego pro-
stopadte do jego osi jest kotem. Kazda ptaszczyzna przez
0$ poprowadzona, przecina powierzchnig krzywag w dwoéch
rodzacych sobie réownych, (sa to bowiem dwie pochyte je-
dnakowo od spodka prostopadiej odlegte), podstawy za$ w
Srednicy: wszystkie zatem takie przecigcia sa trojkatami row-
noramiennemi i sobie réwuemi. Wzajemnie jezeli wszyst-
kie boki ostrokregu sg miedzy sobg réwne, ostrokrag bedzie
prostym.

Uwaga. W tym drugim sposobie rodzenia sie powierz-
chni ostrokregu, otrzymujemy tylko jedne jego czes$é, chyba
gdybysmy sobie pomyslili przeciwprostokatnia nieogranicze-
nie przedtuzong w obu kierunkach.

Jezeli przeciwprostokatnia jest dwa razy wieksza od
boku kreslacego podstawe, czyli co jest jedno, jezeli kazdy
bok ostrokregu réwna sie $rednicy jego podstawy, taki ostro-
krag nazwiemy réwnobocznym.

Euklides nazywa jeszcze ostrokregiem prostokgtnym
(conus orthogonius) taki, ktérego kat przy wierzchotku za-
warty miedzy dwoma przeciwlegtemu bokami jest prosty, lub
co na jedno wychodzi, ktérego 0§ réwna sie promieniowi
podstawy.

Jezeli o$ jest wieksza od promienia podstawy, daje mu
Euklides nazwe ostrokgtnego (conus oxygonius), bo rzeczy-
wiscie kat jego przy wierzchotku miedzy dwoma przeciw-
leglemu bokami ostrokregu zawarty jest ostry.
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Nareszcie daje nazwe ostrokregu rozioartokgtnego (co-
nus amblygonius), takiemu ostrokregowi, w ktérym o$ jest
mniejsza od promienia, bo tez kat przy jego wierzchotku
jest rozwarty.

8. 262.

Dla znalezienia powierzchni krzywej ostrokregu koto-
wego prostego, poréwna¢ znowu nalezy ostrokrag z ciatem
geometrycznem jemu najpodobniejszem. Takiém ciatem, jak
to kazdy tatwo dostrzeze, jest ostrostup prosty foremny 8.
231. Wpisawszy wiec i opisawszy nha podstawie ostrokregu
dwa wielokaty foremne i przez kazdy bok tak wpisanego
jako i opisanego wielokata, tudziez przez wierzchotek ostro-
kregu poprowadziwszy ptaszczyzny, te wraz z wielokatami
zamkna ostrostupy, z ktorych pierwszy wpisanym a drugi na
ostrokregu opisanym nazwiemy.

Bez mego nadmienienia kazdy pojmie, ze pierwszego
powierzchnia boczna jest mniejszg a drugiego wiekszg niz
powierzchnia krzywa ostrokregu. Lecz skoro liczbe bokéw
tak jednego jako i drugiego wielokata ciggle podwaja¢ i za
kazdem podwojeniem wystawia¢ bedziemy nowe ostrostupy,
tych powierzchnie boczne coraz mniej rézni¢ sie od siebie
bedg tak jak obwody ich podstaw coraz bardziej zblizajg
sie do siebie. Wystawiwszy sobie oba wielokaty o nieskon-
czonej lecz zawsze rownej liczbie bokéw i na nich wysta-
wione ostrostupy, icth powierzchnie boczne mniej sie od sie-
bie beda roézni¢ niz wszelka ilo§¢ naznaczonajjakkolwiek
mata. A ze powierzchnia krzywa ostrokregu jest obu tych
powierzchni granicg, zatem réwna sie taz powierzchnia bocz-
nej powierzchni jednego z ostrostupéw; obie bowiem mozna
w nieskonczonosci wzig$¢ za rowne, tem wiec bardziej po-
wierzchnig miedzy niemi $rodkujgca mozna bez obawy biedu
wzigé¢ za jedne z nich; juz sie albowiem przekonalismy nie
raz, iz skoro réznica miedzy dwiema iloSciami jest taka ze
jej wielkosci naznaczy¢ nie mozna tak, izby jej juz mniejszg
uczyni¢ nie mozna, takg réznice za zadng uwaza¢ nalezy.
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Z calego tego rozumowania wniesiemy, ze powierzchnia
krzywa ostrokregu kotowego prostego, réwna sie powierz-
chni bocznej ostrostupa foremnego prostego o nieskonczonej
liczbie $cian. Ale ta ostatnia wedtug 8. 238 réwna sie ilo-
czynowi z obwodu podstawy ostrostupa przez potowe diu-
gosci Sciany, czyli prostopadidj z wierzchotka ostrostupa na
bok podstawy spuszczonej (apothema), ktéra w ostrostupie
o nieskonczonej liczbie $cian miesza sie z krawedzig, a kra-
wedz ostrostupa przechodzi ng bok ostrokregu, zatem po-
wierzchnia krzywa ostrokregu kolowego prostego, réwna sie
iloczynowi z okregu podstawy przez potowe boku ostrokregu.

Oznaczywszy promien podstawy przez R, a bok ostro-
kregu K, tedy okrag jego podstawy jest = 2srR a powierz-
chnia jego krzywa = 2wRX iK m uRK , catkowita za$ po-
wierzchnia ostrokregu prostego = »RK-j-jrRa=wR (K-j-R).
Jezeli wysokos$¢ ostrokregu prostego oznaczymy przez W,
poniewaz K~vW 2-j-R2, powierzchnia jego krzywa bedzie

nr aARVW2-(-R2, catkowita za$ powierz-
chnia = jR(R-J-VW2-j-R2).
W ostrokregu réwnobocznym jest K n: 2R, zatem powierz-
chnia krzywa takiego ostrokregu rm7R X 2R= 2~R2t j.
rowna sie dwa razy wzietej powierzchni podstawy, a catko
wita powierzchnia :=:37iR2

Z wyrazenia powierzchni krzywej ostrokregu prostego
t. j. z wzoru 2kR X ,jK czytamy jeszcze, ze ta powierzchnia
rowna sie trojkatowi majgcemu za podstawe okrag podsta-
wy ostrokregu, a za wysoko$¢ bok tegoz ostrokregu.

Wystawiwszy sobie ostrokrag prosty jako ostrostup o
nieskonczonej liczbie $cian, mozemy zupetnie bok jak po-
wierzchnig boczng tego ostrostupa wedtug §. 238 rozpostrzeé
powierzchnig krzywag ostrokregu prostego na ptaszczyzne.
Z takiego rozpostarcia otrzymamy te powierzchnig jako wy-
cinek kotowy, ktoérego *tuk bedzie réwny okregowi podsta-
wy, ktérego promien réwna sie krawedzi ostrokregu, a kat
przy s$rodku bedzie mniejszy od cztérech katéw prostych.
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Uwaga. Dwie powierzchnie krzywe t. j. walca pro-
stego i ostrokregu prostego, ktdre moga byd rozpostarte na
jedne plaszczyzne, sg tylko szczeg6lnym przypadkiem pew-
nego rodzaju powierzchni, ktére rozwijalnemi nazywamy.
Francuzi nazywajg je surfaces decelopables.

§. 363.

Na mocy tegoz samego poréwnania z foremnym ostro-
stupem i rozumowania, znajdziemy bardzo latwo objetos¢
ostrokregu kotowego prostego. Uwazajac go bowiem jako
granice miedzy ostrostupem wpisanym a opisanym, jak w po-
przedzajacym 8., wniesiemy, ze lubo objeto$¢ ostrokregu jest
wiekszg niz objetos¢ ostrostupa wpisanego, a mniejsza niz
ostrostupa opisanego, wszelako poniewaz objetosci rzeczo-
nych dwoch ostrostupéw za kazdem podwojeniem liczby ich
Scian zblizy¢ sie do siebie moga tak, ze rdznica ich mniej-
szg by¢ moze niz wszelka naznaczona jakkolwiek mata
ilos¢, zatem roéznica objetosci ostrokregu i jednego z tych
ostrostupow bedac jeszcze mniejszg, jako ilos¢ $rodkujaca,
prawie za zadng uwazana by¢ moze, ze zatem objeto$¢ ostro-
kregu réwna sie objetosci ostrostupa wpisanego lub na nim
opisanego o nieskonczonej liczbie Scian. Ale objetos¢ tego
ostatniego réwna sie iloczynowi z jego podstawy przez trze-
cig czes¢ wysokosci, zatem i objetoS¢ pierwszego réwna sie
iloczynoici z podstawy, do ktdrej sie tamta bez konca zbliza,
przez trzecig czeS¢ wysokosci, czyli wyrazniej mowigc, obje-
tos¢ ostrokregu prostego kolowego réwna sie powierzchni kota
bedacego jego podstawa, rozmnozonej przez trzecig czes¢ wy-
sokosci jego.

Oznaczywszy jak poprzednio promien podstawy przez
R a wysokos¢ przez W, objetos¢ ostrokregu bedzie

«S W S
—jrR2X J W = —12~, kfadac gdzie S wyraza Sre-
dnice podstawy. Jezeli znowu przez K oznaczymy bok
ostrokregu prostego, tedy poniewaz W = VK2— R2 objetos¢
jego bedzie ~*wR2A\K'2— R2
23
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W ostrokregu réwnobocznym jest £ — 2R, przeto
W — VARR—R2—Ry3, a nastegpnie jego objetosé
V3 *rR3 nsS3
= 3TEXK\ 3_ TrRag—"-—gy-
Gdyby wysokos¢ ostrokregu prostego réwnata sie Sre-
dnicy jego podstawy, czyli gdyby bylo W =2R, objetos¢

*
jego bedzie NIR2X 2R —\nRS——j§\3.
A ze K = VAVat R2~V4R2+R 2- RV,
K ) K3
skad R —%- za$ Rn ‘5y5.
zatdbm objetos¢ ostrokregu prostego, ktérego wysoko$é rowna
2aKs3
jest S$rednicy jego podstawy, jest = 'iS\V5

W niosek 1. Poniewaz objeto$¢ walca majgcego za
podstawe kolo z promienia R, a za wysoko$¢ W, wedtug
§. 263 jest —rR2X W , objeto$¢ za$ ostrokregu tez same
wymiary majgcego, wedtug powyzszego rz"R2X $W , zatem
whniesiemy, ze objeto$¢ ostrokregu jest trzecig czescig obje-
tosci walca majgcege z nim tez sarne podstawe i wysokosc.

W niosek 2. Z nauki o proporcyjach wiemy, iz ponie-
waz miedzy rownie wielokrotnemi czesciami, taki sam za-
chodzi stosunek jaki pomiedzy catosciami, a kazdy ostroltrag
jest trzecig czescig walca o réwnej podstawie i wysokosci,
przeto tez same wnioski jak w §. 264 wniosek 2, dla ostro-
kregow fatwo wyprowadzi¢ mozemy.

8= 264.

Definicyja. Fodobnemi ostrokregami nazywamy te kté-
rych osi sga proporcyjonatne srednicom podstaw ijednakowo
do tychze podstaw, pochylone.

Wedtug tego proste ostrokregi ktorych wysokosci sag
rowne Srednicom podstaw sg podobne.

Takze ostrokregi réwnoboczne sa podobne, tu bowiem

S\V3
K=S aW = VK2—R2= Oznaczywszy w drugim

takze réwnobocznym ostrokregu bok jego przez k a promien
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podstawy przez r, S$rednice za$ przez s, bedzie tez

S\B Sy3 s\3
to —rl— 5 skad W :w — o *9-= S:s, zatem
stosownie do definicyi, ostrokregi te sg podobne, bo i osi
W i W sg prostopadte do podstaw.
Twierdzenie. Ostrokregi podobne majga sie do siebie
w stosunku szescianéw odpoioiednich wymiaréw.
Objetosci dwoch ostrokregdw oznaczywszy przez O i
0, promienie ich podstaw przez R i r, a wysokosci przez
W i w, mamy O~ ]| ?rE2X W , o—\7ir-y*w, zatbm O :0:=
JIrR2W :\nrov~ R2W :r3w. Ale spusciwszy prostopadie W
i iv, jig. 255 z wierzchotkéw ostrokregéw na podstawy, be-
dzie w tréjkatach prostokatnych, oznaczajgc osi ostrokregow
przez Aio, A:a~W :w, lecz takze W :w —K.;.kz=R:r, bo
ostrokregi z zatozenia sg podobne, skad RW2:r ~ A R 3:7*3

S3 s3
zatbm 0:0~ R 3:r3—-g-: “gr= S3:s3 zz K3:k3— A3: a3,

bo R3r3—K3&3=W 3:w3zzA3:«3
8. 265.

Do ostrokregéw nalezy takze ostrokragsciety (conus trun-
catus); wezmy przeto pod uwage jego powierzchnig i objetesc.

W jakiéjkolwiek odlegtosci od wierzchotka przecigw-
szy ostrokrag ptaszczyznag réwnolegta do podstawy, przecie-
cie to jak wiadomo jest kolem. Cze$¢ ostrokregu miedzy
podstawg i tem przecieciem zawarta, albo raczej przestrzen
z boku powierzchnig krzywa ostrokregowg a z dwoéch stron
kotami réznych promieni ograniczona, nazywa sie ostrokre-
giem Scietym. Aby mieé¢ powierzchnig krzywag ostrokregu
Scietego, dosy¢ jest poréwnaé¢ go z ostrostupem Scietym 8§.
239. Oznaczywszy promien podstawy nizszej przez R, a wyz-
szej przez r, za$ bok czyli krawedz tego ostrokregu przez
K, stésownie do tego co w przytoczonym 8§. znalezliSmy, be-
dzie krzywa powierzchnia ostrokregu Scietego

2nYL-\2nr ¢ R -j-r R-j-r

— 2--—--m- K=z 2*K (—g—); albo, potozywszy —"~——Qbe-

23.
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dzie powierzchnia krzywa ostrokregu Scietego = 2 N j.K t j.
réwna sie iloczynowi z okregu kola sredniego miedzy podstawa
dolng i gérng, czyli okregu kola ktorego promien jest Srednim
arytmetycznym miedzy promieniami obu podstaw, przez kra-
wedz tegoz ostrokregu.

Z wyrazenia powierzchni krzywej ostrokregu Scietego
2*R = 2nr
--------------- K czytamy jeszcze, ze taz powierzchnia réwna sie
powierzchni trapezu majgcego za dwa boki rownolegte, diu-
gosci okregéw dwoéch podstaw ostrokregu, a za wysoko$¢
krawedz tegoz ostrokregu. Drugie wyrazenie powierzchni
w mowie bedacej, t. j. wyrazenie 2noVL wyprowadza sie téz
tatwo z wiasnosci trapezu, a 2ng wyraza¢ bedzie dtugosé pro-
stej dzielacej dwa nieréwnolegte boki kazdy na dwie réwne
czesci.

Chcac mie¢ catkowitg powierzchnie ostrokregu $cietego,
tedy do powyzszego potrzeba dodaé¢ 7rR--j-ffr2=:n(R z-f-r2),
zatébm catkowita powierzchnia ostrokregn S$cietego

="{ K(R-f-r) -J-(R2-j-r2) }.

Jwaga. Jako powierzchnig krzywa catkowitego ostro-
kregu rozwing¢ mozna na jedne ptaszczyzne, tak tez i po-
wierzchnig krzywa ostrokregu S$cietego, ktéra jest tamtéj cze-
écia. Rozumiem, ze nawet nie potrzebuje rysowac figury, bo
ja sobie kazdy fatwo zrysuje, aby pokaza¢, ze figura z roz-
winiecia ostrokregu Scietego jest trapezem kolowym jak ja
w 8§ 170 uwaga | nazwaliSmy. Dwa réwnolegte boki tego
trapezu zastepujg dwa spotsSrodkowe luki, ktdrych promienie
sa: bok czyli krawedz catkowitego i krawedz plaszczyznag
odcietego ostrokregu, dwa za$ inne boki nieréwnolegte lecz
rowne, sg kazdy krawedzig ostrokregu S$cietego. Oznaczyw-
szy krawedz catkowitego ostrokregu K, krawedZ odcietego
k, a krawedz Scietego x, mamy naprzéd x=I1v— K] potem, po-
wierzchnia wycinka kola z promienia K ktérego tuk ~2nR,
jest = 2rRX JK = ~RK, powierzchnia takiegoz wycinka
z promienia k, ktérego tuk = 2nr, jest — 2w X \lc=znrk.
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A ze powierzchnia trapezu kotowego réwna sie réznicy mie-
dzy temi wycinkami, zatém powierzchnia krzywa ostrokregu
scietego = WRK— nrk —n (RK— rk).
Ale RK—r&=(R-j-r)(K — k) —2e.x, bo K:k— 2R«:2rn
czyli K:fc= R:r, skad Kr= fcR,
zatem powierzchnia krzywa ostrokregu prostego $cietego
— 2nex, jak wyz¢j inng drogag znalezlismy.

8. 266.

Przystgpmy teraz do znalezienia objetosci ostrokregu
kotowego prostego ptaszczyzng réwnolegle do podstawy Scie-
tego.

Zupetnie na tej samodj drodze, na ktérej znalezliSmy je-
go powierzchnig, znajdziemy t6z i objetos¢, t. j. poréwnywa-
jac go z ostrostupem foremnym S$cietym. Uwazajac znowu
ostrokrag Sciety jako ostrostup Sciety o nieskoriczonej licz-
bie Scian, powiemy, ze objeto$¢ pierwszego réwna sie obje-
tosci ostatniego, skoro obwd6d podstawy tego, zbliza sie nie-
skonczenie do okregu podstawy tamtego. A ze objetos¢ ostro-
stupa Scietego prostego réwna sie JW (P -\-p -}-VPp) §.236,
gdzie P i p sa powierzchniami obu podstaw, a W wysoko-
$cig ostrostupa Scietego, zatem wzigwszy za P ip ich granice
t j. uR2 i sir2 do ktdrych sie bez konca zblizajg, gdy w tym-
ze czasie objeto$¢ ostrostupa Scietego nieskonczenie sie takze
zbliza do objetosci ostrokregu Scietego, otrzymamy objetosé
ostrokregu Scietego = AW (wR2-]- %4T2-f-YVaR-r2)

= (R2-fr9-fRr)= »R2IW + nr*\W + ~Rr.jW.

Poniewaz ~Rr jest $érednig geometrycznie proporcyjo-
nalng miedzy sR2 i nr", zatem z tego ostatniego wyrazenia
czytamy to twierdzenie, ze objetos¢ ostrokregu Scietego, réwna
sie trzem ostrokregom majacym tei same icysoko$¢ W , réwng
wysokosci ostrokregu Scietego, a podstawa pierwszego jest dol-
na, podstawa drugiego gorna, trzeciego zas Srednia geometrycz-
nie proporcyjonalrta miedzy temi podstaicami ostrokregu Scie-
tego; zupetnie zgodnie z §. 236, gdzie geometrycznie zosta-
to dowiedzionem, ze ostrostup Sciety sklada sie z trzech ostro-
stupéw o tejze samej wysokosci a podstawy i t d.
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Wyrazenie objetosci ostrokregu $cietego mozna jeszcze
znale$¢ nastepujacym sposobem:

poniewaz R2-j-r2-(-Rr —(R-j-r)2— Rr
tudziez R2-j-r2-]-Rr:=:(R—r)2-j-3Rr,
zatem objetos¢ jego 0 —\nW/ (R-j-r)2—Rr }
jako tez 0=J«W { (R—r)2+3Rr }.
Mnozac pierwsze z tych wyrazeh przez 3i dodajac do drugiego
znajdziemy 40r=j~W {3(R-f-r)2|-(R—r)2]j.
=«W (R-]-r)2-f 3*rW(R—r)2
albo 0=tffw (R-fr)2+ ViwW (R —r)2

Poniewaz jr(R + r)2WN jest objetoscig walca, ktérego promien
podstawy R-j-r a wysokos¢ W, zas «(R —r)2VN jest obje-
toscig walca, ktérego promien podstawy R — r a wysokos¢
W, przeto potozywszy N(R-j-r)awW = M¥\+r

*(R—nN«W = Ifu r
znajdziemy objeto$¢ ostrokregu Scietego

0= jWVr+illJfVvr

z ktérego wyrazenia nawet tablice tatwo utozy¢ mozna dla
utatwienia obraehowania objetosci takich ostrokregéw, dos¢
czesto w praktyce wydarzajgcych sie *).

O Kuli.
8. 267.

Powierzchnie dwoch okragtych ciat, ktéresmy dotad roz-
trzasneli t j. walca i ostrokregu kotowego prostego, mogly
by¢ dwojakim sposobem zrodzone, mianowicie za$ za pomo-
cg ruchu prostej pod pewnemi warunkami, lub za pomocg
obrotu prostokata i trojkata prostokgtnego. Ze sposobu ich
rodzenia sie wypadta téz ich wiasnos¢, iz mogty by¢ na je-
dne ptaszczyzne rozpostarte czyli rozwinione, dla czego po-
liczyliSmy je do rodzaju powierzchni rozwijalnych. Z powo-
du drugiego sposobu rodzenia sie tych powierzchni t. j. przez
obrot pewndj figury plaskiej okoto prostej statej, ktorgsmy
osig obrotu nazwali, policzymy rzeczone dwie powierzchnie

*) Ostatnie wyrazenie objetosci ostrokregu Scietego podat Prof. Gbunert
w Archiy. der Mathematik und Physik, 22. Tli. S. 343.
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do innego rodzaju powierzchni krzywych, ktére obrotowymi
(tornatae) Geometrowie, a Francuzi surfaces de Reoolution
nazywajg. Do tego samego rodzaju powierzchni nalezy trze-
cie ciato okragte, o ktdrem tu mowi¢ mamy t.j. kida

Jezeli potkole ACB fig. 256 obraca¢ sie bedzie okoto
swej Srednicy AB jako okoto osi, a wystawimy sobie, ze
toz poétkole w kazdem swem potozeniu pozostawia Slad swej
bytnosci, tedy powréciwszy w obrocie swoim do pierwszego
swego potozenia, potokregu ACB zrodzi powierzchnie krzy-
wa ktorg powierzchnig kuli (sphaera), przestrzen zas$ taz po-
wierzchnig ograniczong, kulg (globus) nazywamy. A jakkol-
wiek zatrzymano nazwe sphaera tak dla wyrazenia powierz-,
chni jako i samego ciata, nalezy wszelako zawsze pamietac,
uzywajac i polskiego wyrazu Kula w obu znaczeniach, ze to
sg dwie rzeczy czyli dwie ilosci geometryczne zupetnie od
siebie rozne, izby czasem nie wzigs¢ jednej za druga.

W obrocie potkola okoto AB, zaden punkt potokregu
nie zmienia swej wzgledem $rodka S odlegtosci; a ze wszyst-
kie sg jednakowo od niego odlegte, zatem kazdy punkt po-
wierzchni kuli przez pétokregu zrodzonej, jest tez w réwnej
odlegtosci od punktu S. Z tego sposobu rodzenia sie kuli,
mozna daé¢ nastepujaca dobitniejsza, niz w §. 244, jej defini-
cyja. Kula jest to przestrzeri ograniczona powierzchnig krzy-
wa, ktorej kaidy punkt jest w jednakowej odlegtosci od pew-
nego wewnatrz niej znajdujacego sie punktu. Punkt od kto-
rego wszystkie punkta powierzchni kuli jednakowo sag odle-
gte, nazywa sie jej srodkiem (centrum), a stata odlegtosé kaz-
dego punktu od S$rodka, promieniem kuli (radius). Kazda
przeto prosta taczaca $rodek kuli z ktérymkolwiek punktem
joj powierzchni nazywa sie i jest j¢j promieniem.

Prosta przez s$rodek kuli przechodzaca i w obu kierun-
kach na powierzchni kuli konczaca sie, zowie sie Srednicg
kuli (diameter). Jak wszystkie promienie miedzy sobg, tak
tez i Srednice sg miedzy sobg réwne, bo kazda z nich réw-
na sie podwoéjnemu promieniowi.
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Z t¢j definicyi tatwo wnies$é, ze kule ktorych promienie
sg réwne, sa sobie takze réwne.

Jak pomiedzy linijami krzywemi okrag kota, tak po-
miedzy powierzchniami krzywemi, albo pomiedzy ciatami
okragtemi, kula jest najprostszg i najznajomsza, tak, ze trudno
znales¢ cztowieka, ktéryby nie miat wyobrazenia kota i kuli,
a dlatego stara¢ sie bedziemy nieco obszerniej o tern ciele
niz o dwoch pierwszych pomoéwic.

8. 268.

Twierdzenie. Kazde, przeciecie ktdi w jakimkolwiek
kierunku jest kotem.

W obrocie pétkola okoto Srednicy, jak wyzej widzie-
lismy, kazdy punkt poétokregu zakresla okrag kota, ktoérego
promien jest prostopadty do Srednicy, okoto ktérej sie obrot
odbywa, czyli do osi; kazde przeto do osi prostopadie prze-
ciecie kuli jest kotem. A ze kula zrodzong byé moze obro-
tem potkola okoto ktorejkolwiek Srednicy kota, czyli, po-
niewaz za 0$ obrotu wzigé¢ mozna kazdag ze Srednic, a tych
jest nieskonczona liczba, przeto w kazdym kierunku znajdzie
sie Srednica kuli, okoto ktérej wystawi¢ sobie mozna obrot
potkola, a nastepnie w kazdym kierunku poprowadzi¢ moz-
na ptaszczyzne prostopadta do Srednicy przecinajaca kule,
przeciecie za$ to wedlug powyzszego bedzie kotem.

Albo tak: Niech, jig. 257, ABCDEF bedzie przecieciem
kuli, ktorej $srodek S, z tego Srodka spusciwszy prostopadtg
do ptaszczyzny przecinajgcej, niech ja spotyka w punkcie s.
Przez te prostopadig i przez punkta A, B, C, D, E, F po-
prowadziwszy ptaszczyzny, te przetng pierwsza plaszczyzne
w prostych sA, sB, sC, sD, sk, sF. Poprowadziwszy jeszcze
proste SA, SB, SC i t d., trojkaty prostokatne AsS, BsS,
CsS, i t d., majg bok Ss spoiny, tudziez SA= SBrrSC=r
i t d., zatem przystajg do siebie, a nastepnie i trzecie ich
boki sg sobie réwne t j. sA—sB— sC—i t. d.; punkta przeto
A, B, C, D, E, F it d. sg jednakowo odlegte od punktu s,
zatem figura ABCDEF jest kotem.
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W niosek. Z tréjkata np. AsS wypada As— VAS2— ISsS
albo potozywszy Asr: q AS~r, Ss= d, &= \Fi_ pO_
niewaz r jest promieniem kuli, d odlegtoscia ptaszczyzny
przecinajgcej od Srodka kuli, a gpromieniem kota z przecie-
cia wypadajgcego, zatem z wyrazenia tego promienia czyta-
my, ze im d bedzie wieksze t. j. im dalej od $rodka kuli
przetniemy ja ptaszczyzng, tem koto z tego przeciecia wypa-
dajgce bedzie mniejsze. Potozywszy d—r wypadnie q—0
czyli wyrazajgc stowy., przecigwszy kule ptaszczyzng w od-
legtosci od jej Srodka réwnajacej sie promieniowi kuli, koto
Z tego przeciecia wypadajgce zamienia sie w punkt i plasz-
czyzna przecinajgca w tym przypadku, ten tylko jeden punkt
ma spoiny z kulg. Takg ptaszczyzne, ktoéra tylko jeden punkt
ma spoiny z kulg, nazywamy styczna. Ptaszczyzna styczna
jest prostopadta do promienia kuli do punktu dotkniecia sie
ptaszczyzny poprowadzonego. Gdy bowiem wszystkie inne
punkta plaszczyzny sa za powierzchnig kuli, zatém ich od-
legtosci od Srodka kuli sg wieksze niz punktu dotkniecia, pro-
mien przeto do tego punktu poprowadzony, bedac najkrotsza
odlegtoscig Srodka kuli od ptaszczyzny, musi by¢ do nigj
prostopadty, a nawzajem ptaszczyzna styczna prostopadia do
promienia. Wzajemnie: kazda ptaszczyzna prostopadta do
promienia kuli a w konhcu jego poprowadzona, jest styczna
do kuli. Potozywszy za$ dz=z0, znajdziemy Q—r t. j. prze-
cinajac kule ptaszczyzng przez jej Srodek przechodzaca, z
przeciecia tego wypada koto, ktérego promien jest réwny pro-
mieniowi kuli.

Jak przez jeden punkt nieskoniczong liczbe ptaszczyzn
prowadzi¢ mozna, tak tez nieskoriczona liczba by¢é moze prze-
cie¢ przez $rodek kuli przechodzacych, ktérych wszystkich
promienie bedg miedzy sobg réwne jako réwnajgce sie kaz-
dy promieniowi kuli. Wszystkie przeto przeciecia kuli przez
jej Srodek przechodzace, sg kotami rownemi miedzy soba.
Z powodu, ze to sg kota najwieksze, jakie z przeciecia kuli
otrzyma¢ mozna, dla rozréznienia ich od innych, ktérych tak-
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ze nieskonczona liczba by¢é moze, dano im nazwe kol wiel-
kich (circuli maximi), kiedy ostatnie nazwano kolami malemi.

Z tego tatwo uczyni¢ wniosek, ze kazde koto wielkie
dzieli kule na dwie réwne czesci nazwane potkulami (hemi-
spkaerium), tudziez ze dwa wielkie kota przecinaja sie zaw-
sze w S$rednicy kuli; dzielg sie przeto wzajemnie na potowe.

8. 269.

Biegunem (polus) baé wielkiego ba¢ matego kola, nazy-
wamy punkt na powierzchni kuli, w ktérym prostopadta do
ptaszczyzny tegoz kota z jego Srodka wyprowadzona, spoty-
ka powierzchnig kuli. A ze prostopadta jako prosta spotyka
powierzchnig kuli w dwoch punktach, zatem kazde kolo z
przeciecia kuli wypadajgce, ma dwa bieguny na powierzchni
kuli i na S$rednicy prostopadtej do ptaszczyzny kota lezace.
Jezeli do tejze samej S$rednicy poprowadzimy ilekolwiek pro-
stopadtych ptaszczyzn, z tych kazda przetnie kule w kole, kté-
rego biegunami beda konce Srednicy; z czego widzimy, iz tez
same punkta sg biegunami nieskoriczonej liczby két prosto-
padtych do $rednicy przez te bieguny przechodzac¢j albo ré-
wnolegtych od siebie. W takim razie $rednica przybiera na-
Zwe Osi.

Osig kota wielkiego jest Srednica kuli prostopadia do
jego plaszczyzny, a jej konce sg biegunami.

Jezeli przez o$ poprowadzimy ilekolwiek ptaszczyzn, te
przetng kule w kotach wielkich, ktérych ptaszczyzny beda
prostopadte do wszystkich kot prostopadtych do osi. Pierw-
sze kota wielkie nazywamy zwyczajnie potudnikami (meri-
diani) drugie za$, z powodu ze sgréwnolegte od siebie, row-
noleznikami (paralleli).

Niech, ng. 258, ABCD bedzie przeciecie kuli, a zatem
koto ktorego Srodek s; wyprowadziwszy z tego Srodka pro-
stopadta do ptaszczyzny kota, ta przejdzie przez $rodek ku-
li i spotka joj powierzchnia w dwéch punktach P i p, kté-
re beda biegunami tego kola i wszystkich do niego réwno-
legtych, a S$rednica Pp bedzie ich osig. Jezeli przez tez o$
poprowadzimy potudniki, te przetng ptaszczyzne kota ABCD



363

w prostych, ktore bedg $rednicami tegoz kola tak, ze sA, sB,
sC, sD beda jego promieniami, a zatem miedzy sobg réwne.
Poprowadziwszy cieciwy AP, BP, CP, DP, w trdjkatach AsP,
BsP, CsP, DsP prostokatnych przy s, bok sP jest spoiny, tu-
dziez sA —«B = sC sD, zatem takze AP= BP= CP = DP.
A ze cieciwom réownym w temze samem lub w kotach réw-
nych odpowiadajg luki réwne, zatem luki AP, BP, CP, DP
sg sobie réwne. Toz samo okazalibysmy dla tukéw Ap, Bp,
Cp, Dp. Bieguny przeto maja te wiasnosé, ze kazdy z nich
jest w jednakowej odlegtosci od kazdego punktu okregu ko-
la, ktérego sg biegunami.

Przecigwszy tez sarne kule przez srodek, lecz ptaszczy-
zng rownolegta do pierwszego przeciecia, otrzymamy koto
wielkie RQ. Ptaszczyzny potudnikéw bedac do tego kota
prostopadte, przecinaja go w s$rednicach kuli. Poniewaz kat
PSQ jest prosty, a miarg jego jest tuk PQ, zatem ten tuk
rowna sie ¢wiartce okregu, przeto kazdy z biegunéw jest o
90° odlegty od kazdego punktu okregu kota wielkiego kto-
rego sg biegunami.

Poniewaz wszystkie potudniki przechodzac przez o$, sa
prostopadte do kazdego z ko6t prostopadtych do osi, zatem
spélnem przecieciem sie potudnikéw jest 08, wszystkie zas
ich okregi przecinajg sie w biegunach P i jp. Oprocz tego
luki tych potudnikéw jak AP, BP i t d. BP, QP i t. d. sg
prostopadte do tukéw réwnoleznikéw AB, BC i t. d. RQ,
gdyz plaszczyzny na ktérych te luki leza, sa do siebie pro-
stopadte.

Ta uwaga podaje nam tatwy sposéb znalezienia na po-
wierzchni kuli bieguna danego kota; poprowadziwszy bowiem
na powierzclini kuli, z ktorychkolwiek dwoch punktéow okre-
gu kota danego dwa luki prostopadte do jego ptaszczyzny,
punkta ich wzajemnego przeciecia sie z sobg bedg bieguna-
mi szukanemi. Jezeli chodzi o bieguny wielkiego kota, tedy
te mozna tez znale$¢ prowadzac z ktoéregokolwiek punktu o-
kregu danego kota tuk prostopadty do ptaszczyzny jego i
odcinajac na nim, poczynajac od okregu, tuk = 90°, a koniec
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jego bedzie jednym z biegunéw. Nawzajem gdyby dany byt
na powierzchni kuli biegun wielkiego kota, a zgdano wyna-
lez¢ okrag tegoz kota, potrzebaby z danego bieguna, otwar-
toscig cyrkla réwna cieciwie tuku 90°, zakresli¢ na powierzch-
ni kuli okrag kota, aten bedzie okregiem kota szukanego *).
Z tego wynika, ze ptaszczyzna wielkiego kota przechodzace-
go przez bieguny innego wielkiego kota, jest prostopadig do
ptaszczyzny tego ostatniego; nawzajem: jezeli dwa kota wiel-
kie sg do siebie prostopadte, okrag jednego przechodzi przez
bieguny drugiego kota.
8. 270.

Twierdzenie. Katda eplaszczyzna przez punkt dotknie-
cia sie plaszczyzny stycznej poprowadzona, przecina kule w
wielkiem lub matem kole, ptaszczyzne za$ styczng w prostej,
ktoéra jest styczng do okregu tegoz kota.

Gdyby prosta z przeciecia sie dwoch ptaszczyzn wypa-
dajgca byta cieciwg nie styczng do okregu kota, t j. miata
dwa punkta z nim spélne, tedy, poniewaz taz prosta lezy
na ptaszczyznie stycznéj a okrag kota na powierzchni kuli,
ptaszczyzna styczna musiataby miec¢ takze przynajmniej dwa
punkta spolne z kulg, co wedtug definicyi tej ptaszczyzny w
zaden spos6b by¢é nie moze, wiec i t. d.

W niosek. Jezeli przez o$ kuli poprowadzimy dwa ja-
kiekolwiek potudniki, te przetng ptaszczyzne styczng w dwoch
prostych stycznych do tychze potudnikéw, a zatem prosto-
padtych do osi, a powidrzchnig kuli w dwoch okregach kot
wielkich.

Poniewaz oba potudniki przecinajg sie w osi czyli $re-
dnicy kuli, a kat jaki powyzsze styczne do potudnikéw czy-
nig miedzy sobg mierzy kat ich pochytosci, poprowadziwszy
przeto przez S$rodek kuli plaszczyzne réwnoleglta do plasz-
czyzny stycznej, ta przetnie oba potudniki w dwdch promie-
niach takze prostopadtych do osi, a zatem réwnolegtych do

=) Do kreSlenia okregéw na powierzchni kuli sa cyrkle, nazywajace sie
sferycznemi. Przy ich pomocy mozna na powierzchni kuli réwnie wy-
godnie jak zwyczajnemi na plaszczyznie kresli¢ okregi kot.
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owych stycznych; kat wiec zawarty miedzy stycznemi réwna
sie katowi miedzy promieniami. A ze miarg kata miedzy
promieniami jest luk kota wielkiego zawarty miedzy potu-
dnikami, zatem miarg pochytosci dwoch potudnikéw jest tuk
kota wielkiego do tych potudnikéw prostopadiego zawarty
miedzy temiz potudnikami.

§. 271.

Definicyje. Cze$¢ powierzchni kuli zawarta miedzy
dwiema ptaszczyznami réwnolegtemi, nazywa sie pasem sfe-
rycznym (zona sphaerica), a ptaszczyzny, jego podstawami.

Jezeli jedna z plaszczyzn stoje sie styczng kuli, naten-
czas pas hazywa sie czaszkag sferyczna, po francusku la ca-
lotte spherigue. Taka czaszka ma tylko jedne podstawe.

Czes¢ powierzchni kuli zawarta miedzy dwoma potudni-
kami, nazwal Jan Sniadecki tasmg spiczasta, Francuzi na-
zywaja takg czes$¢ powierzchni kuli le fuseau®).

Odcinkiem kulistym (segmentom sphaericum) nazywa-
my cze$¢ kuli miedzy dwiema roéwnolegtemi plaszczyznami
zawartg. Te plaszczyzny sg jego podstawami réwnie jak pa-
su, ktory z boku ten odcinek ogranicza. W przypadku, ze
jedna z ptaszczyzn jest styczng, odcinek kuli nazywa sie o
jednej podstawie i ta czes¢ kuli nazywa sie wihasciwie odcin-
kiem, pierwszej za$ dajemy w polskim jezyku nazwe kloca
kulistego.

Wysokoscig pasu lub odcinka jest odlegtos¢ dwoch je-
go podstaw od siebie, albo co na jedno wychodzi, prostopa-
dfa z ktéregokolwiek punktu jednej, na ptaszczyzne drugidj
podstawy spuszczona.

Czes¢ kuli ograniczong dwiema ptaszczyznami potudni-

koéw i dwukatem nazywamy klinem kulistym, po francuzku
onglet spherigue.

*) Mozeby nie zla byla nazwa na te cze$¢ powierzchni kuli, duutcat sfe-
ryczny. Gdy bowiem dwiema prostemi nie mozna ograniczy¢ miejsca
na plaszczyznie, a tem ranigj w przestrzeni, zatem zdaje rai sig, iz tanazwa
cechowataby rzeczywiscie figure dwukatng, a zatem i dwuboczng, kto-
rej bokami sa krzywe; przymiotnik za$ sferyczny odrézni dwukat na
powierzchni kuli od podobnegoz dwukijta nainndj powierzchni krzywgj.
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Trojkatem sferycznym (triangulum sphaericum) nazywac
bedziemy miejsce na powierzchni kuli trzema lukami kot
wielkich ograniczone.

Wielokgtem sferycznym (polygonum sphaericum), nazwie-
my miejsce na powierzchni kuli ilukolwiek lukami kot wiel-
kich ograniczone.

Z wierzchotka tréjscianu jako ze Srodka wystawiwszy
sobie zakreslong kule jakimkolwiek promieniem, powierzch-
nia jej przetnie Sciany tego tréjscianu w lukach kot wielkich
przecinajacych sie wzajemnie na krawedziach tréjscianu. Trzy
te luki ograniczg pewng cze$¢ powierzchni kuli ktérasmy
wyzej tréjkatem sferycznym nazwali.

Tym samym sposobem postgpiwszy z katem wieloScien-
nym wypukiym 8. 204 t. j. wystawiwszy sobie zjego wierz-
chotka zakreslong kule dowolnego promienia, j6j powierzchnia
przetnie kazda sciane w luku kota wielkiego, ktore przetna sie
po dwa na krawedziach kata i ogranicza cze$¢ powierzchni
kuli wyz6j wielokgtem sferycznym nazwana.

Z tego co sie w 8. 204 o katach brylowych wieloScien-
nych wypukitych powiedziato, tatwo wnie$¢, ze tak trojkat
jako i wielokat sferyczny koniecznie znajdowac sie musi na
jednej potkuli, ktérg wyznacza ktérakolwiek Sciana wieloscia-
nu rozszerzona na wszystkie strony; przechodzgc bowiem
przez $rodek kuli, podzieli ja na dwa pétkula, a rzeczony
wielokat leze¢ bedzie catkiem na jednej z nich.

tuki kot wielkich, w ktorych powierzchnia kuli z wiérz-
chotka tréjscianu jako ze S$rodka zakreslona przecina jego
Sciany, sg oczywiscie miarami katéw ptaskich tréjscian skia-
dajacych, katy za$ dwuseienne czyli katy pochytosci kazdych
dwoch $cian sg wediug §. 270 réwne katom jakie czynig
miedzy sobag styczne do tych tukéw w punktach ich przecie-
cia sie z sobg poprowadzone; a ze zamiast tych ostatnich kg-
tow wzigs¢ mozna katy jakie czynig miedzy sobag tuki, za-
tem w kazdym tréjkacie sferycznym tuki, ktore bokami zwac
bedziemy, sg miarami katow ptaskich kat trojscienny sktada-
jacych, katy za$ sg miarami pochytosci Scian.
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Poniewaz tak tréjkat jako i wielokat sferyczny lezy cat-
kiem na jednej poétkuli, wiec boki jego muszag by¢ kazdy
mniejszy niz potkole czyli 180'1i takie t6z tu jedynie troj-
katy uwaza¢ bedziemy.

8= 272.

Rozszerzywszy wszystkie trzy S$ciany kat trojscienny
sktadajace na wszystkie strony, wiemy z 8.205, ze podzielg
catg przestrzen na oSm czesci, czyli ze powstanie stad o$m
katéw trojsciennych. A ze te tak rozszerzone ptaszczyzny
przecinajg powierzchnig kuli w lukach két wielkich, przeto
i powiérzchnig kuli podzielg takze na osm trojkatow sferycz-
nych. Wszystkie zatem twierdzenia o katach tréjSciennych
w rozdziale Il. dowiedzione tu w catej obszernosci majg swo-
je zastosowanie, ktadac tylko wszedzie zamiast katdéw ptas-
kich boki, a zamiast katéw dwusciennych czyli pochytosci,
katy trojkata sferycznego, ktéry uwaza¢ mozna za podstawe
kata tréjsciennego wierzchotek w srodku kuli majgcego. Atak:

1 W kazdym trdjkacie sferycznym summa dicoch kté-
rychkolwiek jego bokéw jest wieksza od boku trzeciego; bo sum-
ma dwoch ktorychkolwiek katow plaskich jest wieksza od
trzeciego kata §. 207, a tuki skladajace boki trdjkata sfery-
cznego zakres$lone bedac jednymze promieniem, stuzg za mia-
ry tym katom.

2°. Summa trzech bokéw tréjkata sferycznego jest zaw-
sze mniejsza niz okrag kola czyli niz dli; bo summa katéw
ptaskich kat tréjscienny skiadajacych jest mniejsza niz 4R,
§. 208. Roéwniez summa wszystkich bokéw wielokata sfery-
cznego mniejsza jest niz 4R, §. 214.

3°. Z 8 214 wiemy, ze w kacie trdjsciennym summa
trzech jego katow Sciennych czyli katow pochytosci, jest zaw-
sze wieksza niz 2R a mniejsza niz 6R, i zeta summa przej$¢
moze przez wszystkie wielkoSci poczawszy od 2R az do 6R,
a dlatego trojkaty sferyczne moga by¢ nietylko ostrokatne,
prostokatne i rozwartokatne, jak prostokresine, ale tez by¢ mo-
ga o jedmym dwoch lub trzech katach prostych zgodnie z §.
205.
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4". W trojkacie sferycznym naprzeciwko bokéw réwnych

lezg katy rowne i odwrotnie, &m 209 i t. d.
§. 273.

Definicyja. Majac dany na powierzchni kuli trojkat
ABC fig. 259, jezeli z wierzchotkéw jego A, B, C, otwarto-
scig cyrkla réwna cieciwie 90-' wzietych na okregu kola wiel-
kiego, zakreslimy luki, te przetna sie wzajemnie w punktach
A', B', C' i ograniczg inny tréjkat A'B'C’, ktory zowie sie
biegunoioym pierwszego.

Wihasnosci  trojkata biegunowego. Przedtuzywszy boki
trojkata ABC az do przeciecia sie z bokami tréjkata biegu
nowego w punktach D, E, F, G, H, |, poniewaz punkt A jest
biegunem luku B’'C', zatem AF= 90° i AG~90°, aluk GF
jest miarg kata A. Punkt A' lezy na przecieciu sie dwéch tu-
kéw B'A’ z punktu C i C'A' z punktu B zakres$lonych, za-
tem ten punkt A' jest w réwnej odlegtosci tak od B jako i
od C, i od kazdego 90", jest zatem biegunem tuku BC, a na-
stepnie A'E = 90’, A'H = 90°. Podobniez okaza¢ mozna, ze
punkt B’ jest biegunem tuku AC, a punkt C' biegunem #tu-
ku AB i ze B'D= 90°, B'G= 90", C'F = 90", C'l = 90", a
nareszcie, ze HI jest miarg kata B a DE miarg kata C; be-
dzie wiec mozna wzigs¢ zakat A, tuk FG, kat B za IlI, a
kat C za tuk DE. Oznaczywszy w trojkacie ABC boki prze-
ciwlegte przez a, b, c, za§ w trojkacie A'B'C' przez a', V, c',
poniewaz BC~"BG-j-CF —FG
zatem a'— 90° -j—90°— A= 180°— A
i podobniez b'= 180°— B, c = 180"— C.

Poniewaz A', B', C’ sag biegunami bokéw trojkata ABC,
zatem miarg kata A' jest tuk HE, a dlatego

A'= HE= BH+ CE—BC = 90°+ 90°— BC
czyli A'— 180“—a i podobniez B'=180u— b, C'=180n—c.
Zbierajagc pod jeden rzut oka te zréwnania i piszac je na-
stepnie
A-]-«'= 180" A'-fa=180u
B-f-6'= 180° B'-f6 = 180"
C-fc'= 1804 C'+ c=180"
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dostrzezemy t6j wilasnosci trojkata biegunowego, ze naprzdd,
dany tréjkat jest nawzajem biegunowym drugiego t. j. oba
trojkaty sa w takim z sobg zwigzku, ze jeden drugiego jest
biegunowym— powtoére, ze boki jednego z nich z przeciwlegte-
mi katami drugiego, speklniajg sie do dwdch katéw prostych
czyli do 180n dlatego tez te trojkaty nazywajg jeszcze spel-
niajgcemi sie (trianguli supplementarii). Poréwnawszy wia-
snos$¢ tréjkatow biegunowych z tréjscienncmi kgtami spetnia-
jacemi sie §. 206 , dostrzezemy zupetne ich podobienstwo
i te ostatnie z tamtych wprost wyprowadzonemi by¢ mogty.

W niosek. Poniewaz

A-fB+ C-fa-f-b+ ¢'=3.180"= 3.2R = 6R,
wiec skoro tylko trojkat ABC istnieje, trojkat tez A'B'C' ist-
nie¢ musi, a w poprzedzajagcym §. 2° pokazaliémy,
ze a-j-6'-f-c'<c;4R,
zatem A -j-B-j-C > 2R; a kiedy a -j-b'-{-c' zawsze jest ro-
zne a mianowicie wieksze niz zero, to t6z A-j-B-j-C musi
by¢ zawsze mniejsze niz 6R, zgodnie z §. 208 wniosek t. j.
summa trzech katéw trojkata sferycznego zawsze jest mniejsza
niz 6E, a wieksza niz 2K. Ta summa moze sie zblizyé do
kazdej z tych granic tak jak chcemy i dla tego to trzy ka-
ty tréjkata sferycznego moga by¢ wszystkie trzy ostre, pro-
ste lub nawet rozwarte, jak to juz wyzej wspomnielisSmy.

Jezeli w tréjkacie sferycznym dwa katy sg proste, dwa
boki im przeciwlegte sgréwne i kazdy — 90®, taki przeto troj-
kat jest réownoramiennym, a wierzchotek trzeciego jego kata
jest biegunem boku trzeciego. Jezeli zas w trojkacie sfery-
cznym kazdy jego kat jest prostym, kazdy z trzechjego bo-
kow jest ¢wiartkg okregu kota, a sam trojkat bedzie g cze-
écig powierzchni kuli. (Poréwnaj 8§. 205 i 215).

8. 274.
Twierdzenie. Dwa tréjkaty sferyczne na jednejze kuli
lub na dwoch kulach réwnych sa réwne,
1° jezeli majg po boku réwnym i po dwa katy tym bo-
kom przylegle takze réwne i podobnie potozone, albo téz jeze-
24
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li majg po dwa boki rowne kazdy kazdemu i podobnie ulozo
ne z katem miedzy niemi zawartynj, rownym.

2° jezeli majg po trzy boki rowne kazdy kazdemu i po-
dobnie ulozone, albo trzy katy w jednym réwne trzem kagtom
w drugim tréjkacie i podobnie wutozone.

3° moga, tez tréojkaty by¢ réwne, jezeli majg po dwa
boki réwne kazdy kazdemu i podobnie utozone, tudziez po ka-
ciejednemu z nich przeciwlegtym, albo, jezeli majg po dioa ka-
ty rowne kazdy kazdemu i podobnie wozone, tudziez po boku
jednemu z nich przeciwlegtym.

W trzecim przypadku powiedzieliSmy ze tylko moga, bo
rzeczywiscie ten przypadek ma wiele warunkéw czyli za-
strzezen.

Jak widzimy, zamyka to twierdzenie sze$¢ réznych przy-
padkéw, ktdére jednak powigzane sg z sobg po dwa, na mocy
wilasnosci tréjkata biegunowego.

Dla dowiedzenia tego twierdzenia, najprosciej a razem
najtatwiej postgpimy wracajgc do réwnosci katéw tréjscien-
nych §. 211, 212, 213; a potozywszy na sobie w kazdym przy-
padku katy tréjscienne przy S$rodku tejze samej lub przy
srodkach kul réwnych tym tréjkatom odpowiadajgce, dostrze-
zemy, iz za przystaniem katéw tréjsciennych, czego juz w
przytoczonych §§. dowiedlisSmy, i trojkaty sferyczne przystaja.

Uwaga 1 Przestrzen ograniczong z trzech stron ptaszczy-
znami w jednym punkcie schodzgcemi sie a z czwartej troj-
katem sferycznym, nazywamy czworoscianem sferycznym (te-
traedrum sphaericum). Skoro tréjkaty sferyczne przystajg do
siebie, tern samem i czworosciany sferyczne przystajg. Czesé
za$ kuli czyli przestrzen ograniczong z boku ptaszczyzna
mi w jednym punkcie (w $rodku kuli) schodzacemi sie i
wielokatem sferycznym zamknieta, nazywamy ostrostupem sfe-
rycznym (pyramis sphaerica).

Uiocaga 2. Sa przypadki, gdzie dwa trojkaty sferyczne
maja wszystkie elementa miedzy sobg réwne, ale nie jedna-
kowo utozone, w takim razie méwimy, ze dwa takie trojka-
ty sa symetryczne, odpowiadaja ono bowiem dwom katom troj-
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sciennym symetrycznym 8. 210. W przypadku atoli tréjka-
tow sferycznych réwnoramiennych t. j. takich, ze dwa boki
w kazdym sg miedzy soba réwne iréwno dwom odpowiada-
jacym bokom w drugim tréjkacie, oprécz symetrycznosci sg
sobie roéwne i przystajg do siebie, bo odpowiadajg katom troj-
$ciennym réwnosciennym §.210, ktére tez, jak juz wiemy,
przystaja do siebie.

§. 275.

Twierdzenie. Dwa trojkaty sferyczne symetryczne sg
sobie réwne co do mpowierzchni.

Niech dwa tréjkaty ABC i A'B'C' fig. 260 bedg sym-
metrycznc, mamy dowie$¢, iz sg rownowazne czyli réwne so-
bie co do powierzchni. Na ten koniec przez trzy punkta
A, B, C, poprowadzmy ptaszczyzne, ktéra przetnie kule w kole
matem, niech punkt P bedzie jednym z biegunéw tego kola,
lezacym z tejze samdj strony Srodka kuli jak koto matle, za-
ttm AP = BP= CP §. 269. Na powierzchni tréjkagta A'B'C’
przy punkcie A' poprowadzmy tuk czynigcy z bokiem A'B'
kat rowny katowi PAB, a odcigwszy na tym luku A'P'=AP
bedzie kat P’A'B'= PAB,; nareszcie przez punkta P' i B',
P' i C' poprowadziwszy tuki kot wielkich, mamy: w dwdch
trojkatach ABP i A'BT' kat PAB=P'A'B' z wykreslenia,
tudziez AP = A'P' takze z wykreslenia, zas AB rr A'B' z za-
tozenia, zatem wedlug poprzedzajgcego §. bedac réwnora-
micnnemi, przystajg do siebie. Dla tej samej przyczyny tré-
katy APC i A'P:C' przystajg do siebie, bo kat PAC=P'A’'C/,
gdyz z zatozenia BAC z: B'A'C', az wykreslenia PABrrP'A'B’
i do tego sa rownoramienne, gdyz PA= PC i P'A’=P'C".
Nareszcie zupetnie z tego samego powodu tréjkaty PCB i
P'C'B' przystajg do siebie. Ale ABC=rACP-j-BAP — BCP
zas ABC'= AW +B AP-B'C P, zatem ABC=A'B'C".

Uwaga. Punkt P' przez powyzsze wykreslenie wyzna-
czony, jest tez biegunem matego kota przez punkta A', B',
C' przechodzacego.

24.
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8 276.

Twierdzenie. Najkrotsze/, odlegtoscig dwoch, punktéw na
powierzchni kuli, jest mniejszy luk kota wielkiego przez tez
punktu przechodzacego.

Aby to twierdzenie dowie$¢ sposobem najwiasciwszym,
poprzedzmy go innem przybranem z planimetryi, ze #uk
kola wykreslonego na jakiejkolwiek cieciwie mnigjszym pro-
mieniem, zamyka wiecej stopni i jest zarazem dhtuzszy niz tuk
innego kota na tejze samej cieciwie, promieniem wiekszym za-
kreslony.

Niech na prostej AB fig. 261 jako na cieciwie wykre-
$lone bedg dwa tuki AMB i AM'B, pierwszy promieniem
SA, drugi promieniem S'A, gdzie S'A>SA. Samo spojrze-
nie na figure przekonywa nas dostatecznie o rzetelnosci za-
tozonego twierdzenia, albowiem droga od A do B po luku
AM'B jest zamknieta drogg po luku AMB, luk wiec AMB
musi by¢ wiekszy niz tuk AM'B jako rzecz obejmujaca od
objetej.

Ze tez tuk AMB wiecej zajmuje stopni z catego swego
okregu niz tuk AM'B z swego, jest takze oczywistem; gdy
bowiem kat ASB">AS'B, a te katy sg mierzone lukami AMB
i AM'B, wiec tez pierwszy wiecej zajmuje stopni niz drugi.

Po tern przygotowaniu bardzo latwo jest dowie$¢ zato-
zonego twierdzenia. Gdy bowiem na powierzchni kuli tylko
po okregu kota bag¢ to wielkiego, baé matego, lub tez po ob-
wodzie wielokgta sferycznego postepowaé¢ mozna, zatem wy-
stawiwszy sobie przez dane dwa punkta tuk kota wielkiego,
matego i cze$¢ wielokata sferycznego przechodzace, tedy naj-
przéd w tym ostatnim przypadku cze$¢é rzeczonego wielokata
z lukiem kota wielkiego koriczace sie w punktach danych,
zamykajg wielokat sferyczny, w ktéorym kazdy bok jest mnigj-
szy, niz summa wszystkich innych; zatem bok nalezgcy do
kota wielkiego jest mniejszy niz summa wszystkich innych
stanowigcych cze$¢ obwodu wielokagta sferycznego, baé to lu-
kami kot wielkich, bgé¢ lukami kot matych zawartego. W przy-
padku piérwszym t. j. gdy przez dwa dane punkta przecho-
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dzi luk kota matego, wiemy z § 268, ze promien takiego
kota jest zawsze mniejszy niz promien kuli, a zatem i kota
wielkiego; a dlatego, poniewaz tatwo sobie wystawi¢ tak tuk
kota wielkiego, jako i malego na tejze samej cieciwie (na
prostej dwa dane punkta tgczgcej), chociaz nie na jednejze
ptaszczyznie wykreslone , wedtug twierdzenia przygotowaw-
czego, tuk nalezacy do mniejszego promienia jest dtuzszy, niz
tuk do wiekszego promienia nalezacy; zatem tuk kola wiel-
kiego jest krotszy, niz tuk kota matego, przez dane dwa
punkta nia powierzchni kuli przechodzacych, co nalezato do-
wies¢.
8= 277.

Podzieliwszy po6t okregu kota wielkiego, na ilekolwiek
czesci rownych, a przez punkta podziatow i bieguny tegoz
kota poprowadziwszy ptaszczyzny, te przecigwszy sie wzaje-
mnie w o0si przez bieguny przechodzacej, przetng powierzch-
nig kuli w potudnikach i podzielg cala jej powierzchnig na
dwarazy tyle dwukatow czyli taSm $piczastych, na ile czesci
podzielilismy potkole, albo podzielg te potudniki tak powierz-
chnig kuli, jako tez i okrag wielkiego kota na jednakowg
liczbe czesci. Poniewaz miarg kata pochytosci dwdéch potu-
dnikéw czyli kata dwukata, jest tuk kota wielkiego, miedzy
temiz potudnikami zawarty, §. 270 wniosek, przeto kiedy mia-
ry katéw dwukatéw sg sobie réwne, i katy w biegunie sg
miedzy sobg réwne, a nastepnie wkzystkie dwukaty sa takze
miedzy soba réwne; jeden zatem z tych dwukatéow takag jest
czescig calej powierzchni kuli, jaka czescig jest jego kat w
biegunie wzgledem 4R.

Wzigwszy tréjkt sferyczny o trzech katach prostych,
ktory jak w §. 273 toniosek widzieliSmy jest i powierzchni
kuli, za jednostke do mierzenia powidrzchni wielokgtow sfe-
rycznych, bedziemy mogli wystawi¢ cata powierzchnia kuli
przez 8. Oznaczywszy powierzchnig dwukata przez D, a kat
jego przez A, wedtug poprzedzajgcego bedzie

— - A, skzid D= 2A
8 4"
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t. j. powierzchnia dwukata réwna sie dwarazy wzietemu jego
katoioi. Uzywajgc tego wyrazenia pamieta¢ potrzeba, iz w
nim sg dwie jednostki t j. D odniesionem jest do trdjkata
sferycznego o trzech katach prostych na tejze samej kuli, na
ktérej D uwazamy nakres$lonego, zas A ma za jednostke kat

prosty, tak zc tez mozna napisaéi—— Tak np. gdyby

J

kat A byt rowny 30% tedy wedtug proporcyi bedzie

D 30 i 8 2

8 360 12’ skflddD — 12— 3

2.30°
Albo D: 90 - -5- t j. powierzchnia jakiego dwukata
jest j powierzchni trojkata sferycznego o trzech katach pro-
stych czyli cakéj powierzchni kuli.
8. 278.
Szukajmy teraz powicérzchni tréjkata sferycznego. Po-

prowadziwszy ptaszczyzne przez S$rodek kuli, podzielimy

ja na dwa poétkola wierzchnie i spodnie. Przez tenze $rodek
kuli poprowadzmy jeszcze dwie inne ptaszczyzny, ktéro prze-
tng kule w kotach wielkich ACA'A i BCB'B jig. 262. Dwa
tc kola wielkie z pierwszém przecinajg sie w punktach A,
A' i B, B', same za$ z soba w punktach C i C'. Przez to
wzajemne przeciecie sie ograniczajg na potkulu widrzclmiém
trojkat ABC, a na spodniem trojkat A'B'C\

Poniewaz AGA' - 180° i CA'C'= 180° wiecr AC = A'C".
Podobniez BCB’ = 180°, i CB'C' = 180°, zatem BC = B'C".
Nareszcie ABA' r:180°, i BA'B'z=480°, zatem AB A'B’.
Tréjkaty wiec ABCIiA'B'C' majace wszystkie boki i wszyst-
kie katy miedzy soba réwne, sagsymetryczne, a jako takie

maja powierzchnie réwne §. 275. Przypatrzywszy sie z uwa-
ga, bez trudnosci dostrzezemy, ze pétkuli wierzchnie sktada
sie z dwukagta ABA’A, dwukata BAB'B zmniejszonego troj-
katem ABC i z dwukagta CBjC'A'C zmniejszonego trdjkatem
A'B'C’, czyli jemu réwnym ABC. Wedlug poprzedzajacego
8. powierzchnia pierwszego dwukata jest ~ 2A, drugiego 2B,
a trzeciego 2C; powierzchnia za$ kuli, biorgc za jednostke
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powierzchnig trojkata sferycznego o trzech katach prostych
wyraza sie, jak z 8. 273 wniosek wiemy, przez 8, zatém po-
wierzchnia potowy kuli wyrazi sie przez 4. Bedzie wiec
wedtug tego co poprzedzito, jezeli powierzchnig tréjkata ABC
oznaczymy przez S,

2A+2B — S+ 2C—S=

czyli 2(A+ B+ C)—2S=14
albo A+ B+ C— Sr=2
skad S=A+B+C—2

Poniewaz A, B, C, wyrazajg katy trojkata sferycznego,
za$ 2 znaczy dwa katy proste czyli 180°, zatem powierzchnia
tegoz tréjkata wyrazi sig, SrrA-j-B -j- C— 180. A ze z przy-
wiedzionego co dopiero 8. wiemy,
ze A+B+C>180,
zatem A-j-B-j-C— 180
wyraza nadmiar trzech katéw tréojkata sferycznego nad dwa
katy proste. Ten nadmiar nazywamy pospolicie przepeinie-
niem sferycznym (excessus) i z tego powodu moéwimy, zo
powierzchnia trojkata sferycznego réwna se przepetnieniu sfe-.
rycznemu. (Poréwnaj §. 215).

Uwaga. Kazdemu uczgcemu sie a myslagcemu, wyda
sie wyrazenie powierzchni tréjkata sferycznego bardzo raza-
cg sprzecznoscig. Jak to, zapyta sie nie jeden, ilo$¢ wyra-
zajgca powierzchnie ma sie réwnac ilosci katowej? to nie
podobna, lub tez cate rozumowanie jest fatszywem. Blizsze
atoli zastanowienie sie przekona kazdego, iz tu chodzito tyl-
ko o krotko$¢é wyrazenia sie, a istote jego zostawiono prze-
wodnikom do wytlumaczenia. Wyraziwszy juz wyzej po-
wierzchnig dwukata przez ilos¢ katowa t. j. przez dwa razy
wziety jego kat, i wyttumaczywszy tamze prawdziwe znacze-
nie tego wyrazenia, tatwo nam bedzie wytlumaczy¢ i ostat-
nie. Wszakze oznaczywszy przez A i B katy dwoéch dwu-
katéw, a ich powierzchnie przez D i D' poniewaz 2A a

P A
D'=:2B, zatem Yy~~ jj~ z czego widzimy, ze lubo A i B,
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wyrazajg ilosci katowe, wszelako ich stosunek é wyraza rze-
czywiscie liczbe oderwana, a przeto do zadnego gatunku ilosci
nie przyczepiong. Dwdch tréjkatéw sferycznych powierzchnie
oznaczywszy przez S i S', a ich katy przez A, B, C, i A’
B', C1 powierzchnie ich mie¢ sie beda do siebie jako prze-
petnienie sferyczne w jednym do takiegoz przepetnienia
S A-f-B+ C— 180

w drugim czyli -7 — NNy -, t. j. stosunek ich
powierzchni réwna sie takze liczbie oderwanej. Poréwnywa-
jac trojkat sferyczny, ktorego powierzchnia S z takimze tréj-
katem o trzech katach prostych, mielibySmy

S A-fB + C— 180 A+ B-f-C — 180

T = 3. 90— 180 = 90 » t0Jest PO’

wierzchnia S ma sie tak do powierzchni tréjkata o trzech
katach prostych, jak przepetnienie pierwszego do kata pro-
stego, skad sie pokazuje, zo0 w wyrazeniu powyzszem po-
wierzchni tréjkata sferycznego dwie sg jednostki, powierzchni
i katowa, jak o tom w poprzednim §. ostrzegatem. Z calej
tej uwagi wyciggniemy sobie ten wniosek, ze wyrazenie po-
wierzchnia tréjkata sferycznego réwna sie jego przepetnieniu
sferycznemu nic innego nie znaczy, tylko Ze rzeczona po
wierzchnia taka jest czesScig trojkata jednostkowego czyli o
trzech katach prostych, jaka jest czeScig przepetnienie sfe-
ryczne wzgledem kata prostego czyli 90°. Niechby np. byt
trojkat sferyczny w ktorym

A= 95°30'25",B = 450 12' 45", C ~ 39° 51' 20"

zatem A+B+-C—180=34"' 30"=2070"=34"'-5=0°575
wiec przepetnienie sferyczne a zatem i powierzchnia trdj-
kata czyli
0°-575  34'-5 2070" 23
S~ 90 90-60 90.60.60 ~ 3600 ~ 00003888 = =«
23

to jest powierzchnia tego tréjkata jest $qggq czesci czyli

0-0063888 . . . czesci trojkata jednostkowego, catej zas po-
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wierzchni kuli danego trdjkata powierzchnia jest blisko 0-0008
czescig, rozun.ie sig, ze tu promien kuli jest uwazany za 1.

WNIOSEK. Powierzchnia wielokata sferycznego réwna
sie summie jego katéw zmniejszonej iloczynem z dwoich katéw
prostych przez liczbe jego bokéw mniej dwa. Z ktéregokol-
wiek bowiem wierzchotka kata wielokata poprowadziwszy do
wszystkich innych wierzchotkéw luki przekatne, podzieli sie
tym sposobem ten wielokagt na tyle tréjkatow sferycznych,
ile wielokat ma bokéw mni¢j dwa. A ze powierzchnia kaz-
dego z tych trojkatéw ma za miare przewyzke summy trzech
jego katow nad dwa katy proste, czyli przepetnienie sferycz-
ne, 'albo jeszcze, summe trzech swych katéw mniej 2li; tu-
dziez poniewaz jest widoczng rzeczg, iz summa wszystkich
katow trojkatowa na ktdére wielokat roztozonym zostat, row-
na sie summie katow wielokata, zatem prawda jest, ze i t. d.

Oznaczmy przez K summe katéw wielokgta sferycznego,
ktorego liczba bokoéw jest«, tedy odnoszac jego powierzchnig
do trojkata o trzech katach prostych a jego katy do kata
prostego jako jednostki, powierzchnia jego bedzie

= K—2(n—2)= K— 2n-f-4.
8. 279.

Twierdzenie. Powierzchnia kidi réwna sie cztery ra-
zy wzietej powierzchni wielkiego jej kota

Niech bedzie potkole M’ABCDN' fig. 263, ktorego srod-
kiem jest punkt S; -wpiszmy w toz potkole i opiszmy na niérn
potowe wielokata foremnego o parzystej liczbie bokdw; pierw-
sza niech bedzie MABCDN, a druga MA'B'C'D'N'. Wysta-
wiwszy sobie, ze tak obie potowy wielokgtow jako tez i pot-
okregu obraca sie okoto $rednicy M'N'jako okoto osi az do-
poki nie powrdca do pierwotnego swego potozenia, tatwo do-
strzezemy, iz nam sie przez ten obrét zrodza trzy r6zne po-
wierzchnie krzywe, t. j. dwie zrodzone przez dwie potowy
wielokatéw wpisanego i opisanego, trzecia zas przez poétokre-
gu kota. Dwie pierwsze bedg ztozonemi kazda z powierz-
chni ostrokregéw ucietych a zakonczone z wierzchu i spodu
dwiema ptaszczyznami kot, trzecia za$ jak juz wiemy bedzie
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powierzchnig kuli. Obrachujmy catkowite powierzchnie zro-
dzone przez kazdy z wielokatéw, Z punktow B i B' spu-
sciwszy prostopadte Bi i B7/ na o$ obrotu M'N’, nie trudno
dostrzedz, iz w obrocie wielokgtéw okoto osi, boki ich AB
i A'B' zakre$lajg kazdy powierzchnig krzywga ostrokregu u-
cietego, ktorych podstawy sa: pierwszego dolna, koto z pro-
mienia OB, a gérna koto z promienia MA; drugiego za$ dol-
na, kolo z promienia VB', a gérna koto z promienia M'A\
Z punktéw E i E' ktére sg srodkami bokéw AB i A'B' spu-
$ciwszy prostopadie Ee i E'e' na M'N’', wedtug §. 265 bedzie
powierzchnia krzywa pierwszego ostrokregu ucietego t. j.
powierzchnia zrodzona.
przez bok AB ....... = 2».Ee.AB,
za$ przez bok A'B'.. = 25r.E'e.A'B'
Ale z punktéw A i A' spusciwszy jeszcze prostopadie Am
i AW na 6B i VB’ i poprowadziwszy promien SE' prosto-
padlty do AB i A'B', ktéry z tego powodu przecina kazdy
z tych bokéw na dwie réwne czesci, dwa trojkgty AmB i
EeS sg podobne, gdyz boki jednego sa prostopadie do bo-
kow drugiego tréjkata, zatem

AB:Am= SE:Ee skad AB.Ee = Awi.SE= M6 . SE.

Dla tejze samej przyczyny trojkat A'm'B’ «*sEVS,
przeto .A'B"A'm= SE"EV
skad A'B'.E'e’= AW.SE'= M'O'SE".
Potozywszy *te waznosci w powyzszych wyrazeniach, miec
bedziemy powierzchnig krzywag zrodzong
przez bok AB . . . :=2itM6. SE = 2?r.SE. M.

" " A'B’ ... =2?r.M'6'.SE'= 2wSE'.M'¢".

Zupetnie przez podobne rozumowanie znajdziemy, ze powiérz-
chnia krzywa zrodzona

przez bok BC .o 21tSE.Oc, bo SFrrSE
,, ,, B'C . — 2?r.SE'.¢'c’
,, ,, CD .o = 2uSE.dN, bo SGr= SE
” ,, CD'’ .o = 2».SE.c'N'. '

Dodawszy powierzchnie krzywe utworzone przez boki
. AB, BC, CD i t. d. w jedne a powierzchnie zrodzone przez
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A'B’, B'C', C'D' i t d. w druga sume, znajdziemy powierz-
chnig krzywa zrodzong
przez ABCD . . . = 2&SE (MJ-j-6c-f- cN) — 2ff.SE.MN

. A'B'CD'.. = 2ff.SE'(M'0'+06'c'+c'N")=2ff.SE'.M'N".
Dodawszy do pierwszej z tych powierzchni

2ffMA2= ffMA2+ ffND2,

co wyraza powierzchnie dwdch kot z promienia MA i NO~MA,
do drugi¢j zas 2ff.fzVv2= nWA'2-f ffND72,bo M'A' = N'D'
bedzie powierzchnia zrodzona przez obrét potowy wielokagta

wpisanego = 2ff. SE.MN-f 2ff. MA2= 2ff (SE.M N+ MA2
powierzchnia za$ zrodzona przez potowe wielokgta opisanego

=2ff.SE".MN-j- 2ff.MA;2= 2ff(SE.'M'N'+ M AT72).

Podwajajac liczbe bokéw obu -wielokatéow do nieskonczonosci,
wiemy, ze obwody ich zblizajg sie nieskonczenie do siebie,
co inaczej by¢ nie moze, tylko ze kazdy w szczeg6lnosci
bok wpisanego, zbliza sie nieskohczenie do odpowiadajgcego
boku wielokgta opisanego, a w takim razie i prostopadie ze
srodka obu wielokatéw na ich boki spuszczone, t. j. prosto-
padte SE i SE' nieskonczenie zblizajg sie do réwnosci; czyli
racz6j SE' zostaje statg i niezmienng a SE bez kohca ro-
snac ma za granice swego wzrostu SE', ktoérej jednak nigdy
dosiegna¢ a tem mniej przewyzszy¢ nie moze. Zupetnie
toz samo rozumowanie wzgledem MN i M'N', zc MN rosnac
zbliza sie bez konca do M'N'. Oprocz tego za kazdem po-
dwojeniem liczby bokdéw obu wielokgtéw, tak MA jako i
M'A' malejg,«<a malejac majg za granice kazda punkt czyli
zero geometryczne. A kiedy ilosci, przez ktéro sg wyrazone
obie powierzchnie, zblizajg sie bez konca do siebie, a w nie-
skonczonosci staja sie sobie réwne, przeto tem bardziej $rod-
kujaca miedzy niemi, powierzchnia kuli przez pétokregu zro-
dzona, réwna bedzie jednej lub drugiej. Potozywszy pro-
mien kota rodzacego, a zatérn i promien kuli SE =rr, bedzie
M'N'= 2r, oraz wedtug tego co powiedzieliSmy, SE=SE’'~r
MNzn 2r. Potozywszy te waznosSci w powyzsze wyrazenia
obu powierzchni, znajdziemy powierzchnig zrodzong przez
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MABCDN ...cccceenns = 2«(r.2r-f MA*) = 4nr*-f 2eMAS5

M'A'B'C'D’'N' . ... z=2n(r.2r-{pWArN)zzAnr*-\.2n.WK'-
Ale wedtug powyzszego rozumowania w przypadku gdy licz-
ba bokéw kazdego z wielokgtéw stanie sie nieskonczenie
wielka, kazda z prostych MA i M’A' zamienia sie na punkt

czyli zero, zatem 2«MA'= 0 i 2aeM'A’ =0, a w takim
razie obie powierzchnie stajg sie sobie réwnemi, wiec tern
bardziej i sprawiedliwiej wnies¢ mozemy, ze $rodkujgca po-
wierzchnia kuli jest kazdej z nich réwna

Powierzchnia zatem, kuli =4 nr*
A ze nr2 wyraza powierzchnig kota z promienia r 8. 163
imiiosek, zatem prawdg jest, ze powierzchnia kuli réwna sie
cztery razy wzietej powierzchni kota wielkiego.

W niosek. Poniewaz 4nr'-— 2nr.2r a 2nr, wyraza okrag
kota wielkiego, za$ 2r $rednice kuli, zatem powierzchnia kuli
réiona sie tez iloczynowi z okregu kola toielkiego przez jej
Srednice.

Uwaga. Nie od rzeczy tubedzie zwro6ci¢ uwage uczacych
sie, ze wyrazenie powierzchni krzywej"zrodzonej przez obrot
potowy wielokata opisanego t. j. wyrazenie wyz$j otrzymane
powierzchnia zrodzona przez A'B'C'D’ . .. — 2ff.SE'M'N’
przechodzgc wedtug powyzszego na 2n. r. 2r —4nr* uczy nas,
iz jakakolwiek bedzie liczba bokéw wielokata opisanego, zaw-
sze powierzchnia krzywa przez jego potowe U) obrocie okoto
osi zrodzona, réwna sie powierzchni Kkidi, nie rachujac
atoli do niej dwoich powierzchni ptaskich t. j. kota gérnego
i dolnego.

§. 280.

W poprzedzajacym §. widzieliSmy, iz powierzchnia krzy-
wa zrodzona przez bok AB réwna sie 2n. SE. Mo, a powierz-
chnia zrodzona przez A'B’ réwna sie 2n. SE'. M'¢". Lecz sko-
ro liczba bokéw obu wielokgtéw bedzie nieskonczenie wielka,
dwie te powierzchnie stajg sie prawie miedzy sobg réwne,
wiec tern bardziej powierzchnia krzywa zrodzona przez luk
AE'B jako miedzy temi bokami Srodkujacy, bedzie tern bar-
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dziej réwna jednej z tych powierzchni. A ze w przypadku
nieskonczonej liczby bokdéw wielokgtéow, SE = SE' a M6=M'4",
zatem powierzchnia krzywa zrodzona przez rzeczony #tuk
:=2n.r. M6. Ale taka powierzchnie nazwaliSmy pasem sfe-
rycznym, za$ Mi jego wysokoscig §. 271, zatem powierzchnia
epesa sferycznego réwna sie iloczynowi z okreyu kola icielkiego
przez jego icysolcosc.

Przecigwszy kule dwiema ptaszczyznami od siebie row-
nolegtemi jedne przez $rodek kuli przechodzaca, a druga
w odlegtosci od tegoz Srodka Ss= d fig. 264, tedy

SA~ SA—d~r —d

Potozywszy r—d~h, gdzie jak widzimy, h wyraza wy-
sokos$¢ czaszki BAC, aby znalesé jej powierzchnig, dosyc¢ jest
od powierzchni potowy kuli odjg¢ powierzchnia pasa zawar-
tego miedzy dwiema poprowadzonemi ptaszczyznami. Ale
wedtug powyzszego powierzchnia pasa, ktérego wysokos¢ d
jest =2 nr.d, za$ powierzchnia potowy kuli — 2w2, zatém
powierzchnia czaszki TIAC—2ar2— 2nrd ~ 2 nr (r— d) —2nrh
t. j. powierzchnia czaszki roiona sie takze iloczynowi z okre-
gu kola wielkiego przez jej wysokos¢.

Kiedy tak powierzchnia pasa sferycznego jako i czaszki
rowna sie iloczynowi z okregu kota wielkiego przez wyso-
kos$¢ pasa lub czaszki, zatem jezeli S$rednice kuli podzieli-
my na ilekolwiek czesci rownych, a przez punkta podziatu
poprowadzimy ptaszczyzny prostopadte do tejze Srednicy, a
przeto rownolegte do siebie, te podzielg catg powierzchnig
kuli na tylez paséw wraz z dwiema czaszkami miedzy sobg
réownych co do powierzchni.

§. 281.

Znalaziszy wyrazenie powierzchni kuli, mozemy teraz
w miejsce podanych w §. 277 i 278 wyrazeh powierzchni
dwukata sferycznego i powierzchni tréjkata sferycznego dac
inne. | tak: powierzchnig dwukata znalezliSmy D= 2A a to
z proporcyi D :8=r A:4. w ktorej 8 wyrazato powierzchnie
kuli a 4 znaczyto 4R i dla tego to ostrzegatem tamze, iz
w tém wyrazeniu sg dwie jednostki t. j. jednostka powierz-
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chni i jednostka katowa. Te proporcyjg mozemy teraz tak
napisa¢ D:4nr2= A°: 360°, jezeli przez r rozumiemy promien
kuli, na ktor¢j dwukat D uwazamy. Z tej proporcyi wypada

A A
D= 36(V = "90"m'l Zastanowiwszy sie nad tern wy-

razeniem, dostrzezemy zaraz, ze ot-3jest czwartg czeScig po-
wierzchni kuli czyli jest powierzchnig dwukata o kacie pro-

A
stym, za$ jest rzeczywiscie liczbg oderwang pokazu-

jaca, jaka jest czescig dwukat D, ktérego kat A, wzgledem
pierwszego, ktéry téz dwukatem prostokgtnym nazwa¢ mozna.
Biorgc dwukat prostokatny za jednostke powierzchni a kat
prosty czyli 90° za jednostke katowg, mielibySmy D == A.
Nic tatwiejszego, jak sobie zda¢ sprawe z wyrazenia D = A ;
podzieliwszy bowiem dwukat prostokatny nailekolwick czesci
réownych przez prowadzenie kot wielkich, kat jego podzieli
sie takze na tylez czesci réwnych; jakg wiec czesScia bedzie
kat jednego z tych dwukatéw wzgledem kata prostego, taka
téz czescig bedzie powierzchnia jego wzgledem powierzchni
dwukata prostego. Oznaczajac powierzchnig dwukagta pro-

D A
stego przez D' bedzie yy- = a biorgc D' za jednostke

. D A
powierzchni, za$ 90 zaj ednostke katowa, bedzie ¢+ — —y—

czyli D= A. Z tego tez jeszcze widzimy, ze powierzchnia
dwukata prostokatnego réwna sie powierzchni kota wielkie-

A 2A  oe2
go kuli. Poniewaz D =: .nr-—m ~ | gdzie czynnik
nr'l 4anr*
~2 ~ — —g— t.j. rowna sie dsmej czesci powierzchni kuli,

or=2 . o
przeto wzigwszy tu _”~ czyli powierzchnig tréjkata sferycz-

nego o trzech katach prostych za jednostke powierzchni, a
kat prosty znowu za jednostke katowa, otrzymamy D “ 2A
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t. j. wyrazenie 8. 277. Z togo wszystkiego wniesiemy, ze
wyrazenie powierzchni dwukata sferycznego D, ktorego kat
A, moze by¢ D= A lub D= 2A. W obu wyrazeniach je-
dnostkg katowag jest kat prosty, jednostkag atoli powierzchni
w piérwszém, jest dwukat sferyczny prostokatny, a w dru-
giom trojkat sferyczny o trzech katach prostych.

Co do powierzchni tréjkata sferycznego, te znalezliSmy
rowng przepetnieniu sferycznemu; ktére wyrazenie nic inne-
go nic znaczylto tylko, ze powierzchnia tréjkata sferycznego
jest taka czescig powierzchni trojkata sferycznego o trzech
katach prostych, jaka czeScig jest przepetnienie jego sfery-
czne wzgledem kata prostego. Oznaczajac zawsze przez S
powierzchnig tréjkata sferycznego ABC, wyrazenie w przy-
wiedzionym wyzej §. znalezione S =A + B + C — 180 wy-
A+B + C—180

yo '
Jezeli teraz w miejsce 1 potozymy Jnr! t. j. powierzchnig
A+ B+ C— 180
90
SM s=A+B+C-i80,, . _A-FBj-C 180_2
2.90 180
W tém wyrazeniu powicrzchni tréjkata sferycznego jasno wi-

et . A+ B+ C -180 .
dzimy, iz czynnik --------- YL wyraza stosunek prze-

L. . , , S
razniej tak powinno by¢ napisane ifz=

tréjkata jednostkowego, bedzie

petnienia sferycznego do dwdéch katéw prostych ijest rzeczy-
wiscie liczbg oderwana wskazujaca, jakag czescig jest po-
wierzchnia trojkata sferycznego wzgledem takiegoz trojkata
o0 trzech katach prostych; bo \nr'l wyraza powierzchnig tego
ostatniego trojkata. \

W uzyciu powyzszego wzoru potrzeba tylko nastepu-
jaca uwage mieé¢ na bacznosci: przepetnienie sferyczne

A+ B+ C— 180

moze by¢é w stopniach, minutach i sekundach, lub w minu-
tach i sekundach, lub nareszcie w samych tylko sekundach,
w kazdym jednak przypadku przepetnienie to mozemy do-
wolnie wyrazi¢ w stopniach, minutach lub sekundach. Jezeli
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przepetnienie wyrazamy w stopniach, tedy przez stdsunek

A+ B-f-C— 180 , .
jgPj potrzeba rozmnozy¢ nr2, a iloczyn bedzie

powierzchnig trojkata sferycznego. Jezeli za$ przepetnienie
wyrazamy w minutach, potrzeba téz 180 obroci¢ na minuty
a stosunek przepetnienia bedzie
A+ B+ C— 180 A +B + C— 180
180.60 — 10800 5
przez ten stésunek rozmnozywszy nr", mie¢ bedziemy po-
wierzchnig tréjkata sferycznego. Jezeli nakoniec przepet-
nienie wyrazamy w sekundach, potrzeba tez i 180 obrécic¢
na sekundy, a stésunek przepetnienia bedzie
A-fB+ C—180_A -fB + C— 180
180.60.60 — 648000 '
przez ktory rozmnozywszy nr", otrzymamy zadang powierz-
chnig trojkata sferycznego. Za przyklad tego postepowania
wzigs¢ mozna podany w §. 278. Ale jako trojkat sferyczny
o trzech katach prostych jest potowg dwukata sferycznego
prostokatnego, tak tez uzywajac w przywiedzionym §. poda-
nego wyrazenia, potrzeba za nr2 wzigl¢ Inr2, kiedy za
A-fB + C — 180 . . A-fB-fC — 180
180 — bierze sie — - 9.
§. 282.

Przystgpmyz nareszcie do znalezienia objetosci kuli.
Jak w dochodzeniu kazdej prawdy najpewniejsza, a zatem
najbezpieczniejsza jest droga poréwnywania, jak to juz
wielokrotnie wspomniatem, tak i tu taz sama droga zapro-
wadzi¢ nas moze do pewnego wypadku. Kula swym ksztat-
tem najpodobniejszg jest do wieloscianu foremnego o nies-
konczonej liczbie Scian, przeto jak znalezliSmy objetos¢ wie-
losciandéw foremnych, tak t¢z i objetos¢ kuli znale$¢ mozemy.

Na ten koniec wystawiwszy sobie przez ktérykolwiek
punkt powierzchni kuli poprowadzong nieskoriczong liczbe
potudnikéw, te podzielg nam catg powierzchnig kuli, jak wie-
my, na nieskonczong liczbe bardzo wazkich dwukatow; jeze-
li potem do wspoélnej S$rednicy, wr ktérej sie wszystkie co do-
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piéro poprowadzone potudniki przecinajg, poprowadzimy zno-
wu nieskonczong liczbe ptaszczyzn prostopadtych, ktoére jak
takze wiemy, przetng powierzchnig kuli w nieskonczonej
liczbie réwnoleznikéw, przez wzajemne przeciecie sie okre-
gow potudnikéw, z okregami réwnoleznikéw, cata powierzch-
nia kuli podzielong zostanie na same nieskoriczenie mate czwo-
rokaty sferyczne, a przy biegunach réwnoleznikéw, na troj-
katy sferyczne réwniez nieskoriczenie mate. Dla tej nieskon-
czonej matosci tak czworokatow, jako i trojkatéw', uwazane
beda by¢ mogly tak pierwsze, jako i drugie, za ptaskie czy-
li prostokresine. Pomysliwszy sobie dalej przez kazdy bok,
tak czworokata jako i trojkata, tudziez przez $rodek kuli,
poprowadzone ptaszczyzny, te przez wzajemne przeciecie sie
z soba, podzielg calg kule na ostrostupy sferyczne czworo-
Scienne i tréjscienne. Podstawy tych ostrostupdéw, mozna bez
znacznego btedu, jako juz wspomniatem, uwazac jako ptas-
kie. Ze $rodka kuli wystawrnw'szy sobie na kazda podstawre
spuszczong prostopadia, ta spotkaja w jej srodku i bedzie wy-
sokoscig ostrostupa. Ta wysokos$é¢, jak nie trudno dostrzedz,
bedzie oraz promieniem kuli, gdyz wszystkie podstawy lezg
na jej powierzchni. A ze objetos¢ kazdego takiego ostro-
stupa, wedtug §. 235 wniosek 4, roéwna sie iloczynowd z po-
wierzchni jego podstawy przez trzecig cze$¢ wysokosci, za-
tem kiedy wysokosci wszystkich ostrostupéw sg sobie réwne
i rowme promieniowi kuli, summa objetosci wszystkich ostro-
stupéw, réwna sie iloczynowi z summy powierzchni ich pod-
staw przez trzecig cze$¢ wspolnej ich wysokosci. Ale sum-
ma powierzchni podstaw ostrostupéw réwna sie powierzchni
kuli, zatem objetosci kuli réwna sie iloczynowi z jej powierz-
chni przez trzecig czes¢ promienia.

W niosek. Nazwawszy promien kuli r, jéj powierzch-
nia — 4tit2 §. 279, zatem objeto$¢ kuli bedzie

= 4Fr2X3»'— "~ r3

Uwaga. Prostszego i bardziej przekonywajgcego dowo-

du nad powyzszy nie znam, nie przecze jednak, ze nie jest

25
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scisty geometryczny; zadajacy przeto $cislejszego dowodu,
zechcag poprzedzi¢ go rozwigzaniem nastepujgcego zagadnienia.
§. 283.

Zagadnienie. Przez wierzcholek ktérykolwiek, jakiego-
kolwiek danego tréjkata prostokreslnego poprowadziwszy idja-
kimkolwiek kierunku prostg nieograniczonej diugosci i okolo
niej jako okolo osi obracajgc trojkat dany dopoki nie powrdci
do pierwszego swego potozenia, znale$6é objetosci ciata zrodzo-
nego, przez obrot tegoz tréjkata.

Niech ABC fig. 2G5 bedzie trdjkatem danym, niech przez
wierzchotek jego C poprowadzong bedzie prosta PQ nieo-
graniczonej dtugosci, obracajac ten trojkat okoto PQ, ale tak,
izby kat BCQ, lub ACQ byt w catym obrocie stalym i nie-
zmiennym, mamy znale$¢ objeto$¢ ciata zrodzonego przez
tenze tréjkat.

Dla rozwigzania tego zagadnienia przedtuzmy bok AB
trojkata danego, az do spotkania sie z osig obrotu PQ, w
punkcie D; z punktéw A i B spusciwszy prostopadie AE i
BF na o$ obrotu; bez trudnosci widzimy, ze obracajac tréjkat
CAD okoto PQ, ciato przez niego zrodzone sktada¢ sie bedzie
z dwoch ostrokregéw prostych: t.j. ostrokregu zrodzonego przez
trojkat AEC i ostrokregu zrodzonego przez trojkat AED. Te
ostrokregi majg za spoing podstawe koto z promienia AE, a
wysokos$¢ pierwszego jest CE, a drugiego DE; objetos¢ prze-
to pierwszego = ;rAE .£CE, a drugiego ~ jAE ~DE. Ob-
jetos¢ przeto ciata zrodzonego przez trojkat ACD

= ".AE2CE -f-DE) = arAE2jCD.
Ale w obrocie tym tréjkgt CBD rodzi réwniez ciatlo z dwoch
prostych ostrokregéw ztozone t. j. ostrokregu zrodzonego przez
trojkat CBF i ostrokregu zrodzonego przez trojkat BFD. Te
ostrokregi majg za spoing podstawe koto z promienia BF, a
wysokos$¢ pierwszego jest CF, a drugiego FD. Objetos¢ picr-
wszego ostrokregu= wBF .jCF, objeto$¢ za$ drugiego

= jBF.JFD;

przeto objeto$¢ ciata zrodzonego przez trojkat CBD

= J"BFZACF -f DF) = BF2JCD.
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A Zze objeto$¢ ciata zrodzonego przez trdjkat ABC jest ro-
znicg miedzy cialem zrodzonem przez trojkat ACD, a ciatem
zrodzonem przez trojkat CBD, zatem objetos¢ ciata zrodzo-
nego przez obrét trojkata ABC

= *AE2JCD — *rBFa$CD =: '"uCD(AE*— BF2

= $wWCD(AE -+ BF)(AE — BF)
Z punktu B poprowadziwszy rownolegtg do PQ, az do prze-
ciecia sie jej z prostopadta AE w punkcie G, bedzie

AG-= AE — GE= AE — BF,
a nastepnie objeto$¢ ciata zrodzonego przez trojkat ABC

= Jff.CD.AG(AE -J- BF).

Figura AEFB jest trapezem, ktorego dwa boki AE i BF sg
réwnolegte; podzieliwszy przeto jeden z dwoch pozostatych
np. AB na dwie czesci réwne w punkcie H, i z tego punktu

poprowadziwszy HI réwnolegta do AE i BF, a zatem pro-
Ar? B

stopadta do PQ, wiemy z §. 123, ze HI — , skad

AE-j-BF = 2HI, przeto objetos¢ ciata zrodzonego przez troj-
kat ABC=~.CD.AG.2H I= jjjrCD.AG.HI.
Z wierzchotka C spusciwszy prostopadta CK na AB, tréjkat
CKDcwAGB bo sg réwnokatne, zatem AB ; AG= CD ; CK,
skad CD.AG = AB.CK
a objetos¢ ciata zrodzonego przez trojkat ABC
= ij7rAB.CK.HI = 2xHI.AB.~CK.

Ale iloczyn 2riH1.AB , wyraza powierzchnig krzywg ostro-
kregu Scietego przez bok AB zrodzonag, przeto objetos¢ ciata zro-
dzonego przez obroét trojkata okoto osi przez jeden z jego wierz-
chotkéw poprowadzonej, réwna sie iloczynowi z powierzchni
zrodzonej przez bok przeciwlegly katowi przez ktéry o$ obrotu
przechodzi, przez trzecig cze$¢ wysokosci tegoz trojkata, uwa-
zajac bok rodzacy powierzchnig krzywag za podstaioe.

Poniewaz AB.CK = 2ABC t j. ten iloczyn réwna sie
dwarazy wzietej powierzchni tréjkgta ABC, zatem objetosé
tyle razy rzeczonego ciata przez trojkat ABC zrodzonego

—ABC.|«HI= ABC.§.2uH|,
t. j. objetos¢ ta réowna sie iloczynowi z powierzchni tréjkata,
25.
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rozmnozonej przez j okregu kola z promienia réwnajacego sie
prostopadtej na 0$ obrotu, ze Srodka podstawy tréjkata spusz-
czons;j.

W przypadku, ze trojkat ABC jest réwnoramienny, t. j.
ze AC=BC, prostopadta zjego wierzchotka C pada na $rodek
boku AB jig. 266, a powierzchnia trojkagta ABC = AB.|HC
ktorg wazno$¢ potozywszy w ostatniem wyrazeniu, znajdzie-
my objetos¢ ciata zrodzonego przez obrot trojkata réwnora-
miennego

— AB4 HC.jl.L¥HI = §4AB.HC.HI.

Ale tréjkat ABGcvCHI, bo boki jednego sg prostopa-
dte do bokéw drugiego, za$ z podobienstwa ich mamy
AB :BG= HC :HI, skad AB.HI~-BG.HC = EF.HC. Wto-
zywszy te wazno$¢ w ostatnie wyrazenie, bedzie objeto$¢ cia-
ta zrodzonego przez trdjkat réwnoramienny

= [i7HC.EF.HC= §*.HCSEF= jHCB. ~

t. j. ta objetos¢’ réwna sie iloczynowi z powierzchni kola zpro-
mienia réwnajacego sie wysokosci trojkata, przez § rzutu je-
go podstawy na o$ obrotu, §. 208.

W dwdch poprzedzajacych przypadkach braliSmy poto-
zenie osi takie, ze podstawa trojkata przedtuzona spotykata
tez 0§ w pewnym punkcie; lecz to nie jest koniecznym wa-
runkiem okazanej prawdy. Wezm” bowiem potozenie osi
réwnolegte do podstawy, jak nam jig. 267 przedstawia, tedy
z punktéw A, B, spusciwszy prostopadte AE i BF na o$ O-
brotu i wystawiwszy sobie, ze cata figura CABF obraca sie
okoto PQ, w tym obrocie prostokat ABFE zrodzi walec, kto-
rego objetos¢ =: ¥AE .EF = ,-rHC .EF, gdzie HC jest wyso-
koscig trojkata ABC. Trojkgt ACE zrodzi ostrokrag, Kkté-
rego objeto$¢= wAE2A4CE = jHCA~CE. Podobniez tréjkat
BCF zrodzi ostrokrag ktérego objetosé

= TrBFACF - wHCI.CF.
A ze ABC ~ ABFE -j- ACE — BCF, zatem i objeto$¢ ciala
zrodzonego przez trojkat ABC
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jest = NHC2EF + #HC2~CE — uHCA"CF
= 7HCa(EF+ "CE— ~CF)-~"HC2[EF + J(CE— CF)]

=~"HC2[EF - J(CF—CE)]= "HCAEF —iEF)=~"HC28EF
jak w poprzedzajgcym przypadku.

Uwaga. Lubo do naszego zamiaru tylko drugi przypa-
dek jest nam potrzebny, rozwiazaliSmy atoli to zagadnienie
w kazdym innym przypadku dla pokazania, jak sobie w po-
dobnych zdarzeniach radzi¢ mozna.

§. 284.

Po taki¢ém przygotowaniu, w piszmy w pétkole i na niem
opiszmy potowe wielokatéw foremnych i podobnych ABCDEFG
i A'B'O'D'E'F'G* fig. 268, a prowadziwszy promienie SA,
SB, SC i t. d. i te przedtuzywszy az do bokéw wielokagta
opisanego t. j. do A', B', C' i t d. poniewaz S$rodek kola S
jest oraz srodkiem obu wielokgtow, zatem nie tylko

SA=SB=SC= it d

ale tez SA'= SB'=SC'= it d., tudziez SH;=SIl:=SK=: i
t. d. § 103 wniosek 1 Jezeli teraz wszystkie te trzy figu-
ry obraca¢ bedziemy okoto $rednicy AG, jako okoto osi, dwa
wielokaty zrodzg kazdy powierzchnie krzywa ztozong z dwoéch
ostrokregéw prostych zwyczajnych i samych ostrokregéw u-
cietych, a potokregu zrodzi powierzchnie kuli; kazdy wiec
z wielokgtéw ograniczy pewnag przestrzeli, czyli zrodzi ciato
ograniczone powierzchniami krzywemi, a pétkole zrodzi kule.
Obrachujmy objeto$¢ ciat zrodzonych przez potowy wielo-
katéw. Na pi¢rwszy rzut oka widzimy, ze kazde z tych ciat
ztozone jest z tylu ciat zrodzonych przez trojkaty réwnora-
mienne réwne, ile potowa wielokgta ma bokéw, zatem obra-
chowanie objetosci, kazdego wedlug poprzedzajgcego 8. jest
nader tatwém.

I "tak: objetos¢ ciata zrodzonego
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przez trojkat ASB jest ' = j¥yr.HSaAo
n j BSC n * « * « = firSI*6c= §*HS9&
n n CSD p = §*SKacS= §*.HSacS
. n DSE p * o« o« « — 3ASL .Se —jj7T.Hte2Se
n n ESF p e e o = §nSM2e/= 8§wHS2e/
n » FSG e « « « = S"SN2/G=§*.HSalG

objeto$¢ przeto ciata zrodzonego przez ABCDEFG jest

= § WSHAAH-6c+cS-]-Se+e/+/G)=]«.SH2AG.
Na mocy zupeinie podobnego rozumowania znajdziemy, ze
objetos¢ ciata zrodzonego przez obrét potowy wielokgta

A'B'C'D'E'F'G' jest = ~.SH'aA'G".
Aby teraz zrobi¢ wniosek na objeto$¢ ciata zrodzonego przez
obrét potkola, czyli na objeto$¢ kuli, uwazmy tylko, ze ta
przypada pomiedzy dwie znalezione objetosci, ktore, skoro
ciggle podwaja¢ bedziemy liczbe bokéw obu wielokgtéw, co-
raz bardziej a bardziej zblizajg sie do siebie, gdyz SH cig-
gle dazy¢ bedzie do SH' a AG do A'G’. Pomysliwszy so-
bie liczbe bokéw wielokgtéw nieskonczenie wielkg, w takim
razie, jak to juz mieliSmy sposobnos$¢ przekonac¢ sie dowo-
dnie, SIl stanie sie rowne SH', zas AG = A’'G' i objetosci
obu ciat wyz¢j znalezione zréwnajg sie z soba; a przypusciw-
szy nawet miedzy niemi réznice, ta koniecznie jest téj natu-
ry, iz sie wyznaczy¢ nie da, mogac by¢ mniejsza niz wszel-
ka jakkolwiek mata ilos¢. Kiedy wiec przy nieskoniczonej
liczbio bokdéw wielokgtéw, objetosci ciat przez tez wielokaty
zrodzonych, sa sobie prawie réwne, wiec bez zadnego pra-
wie bledu wnies¢ mozemy, ze objetosci ciata miedzy niem
srodkujacego czyli objetos¢ kuli, rowna sie objetosci jednego
z nich. Tak tedy przez Sciste geometryczne rozumowanie i
dowodzenie znajdujemy, ze
objetos¢ kuli = jj;rSH'aAG.
Potozywszy promien kuli= r, bedzie

SH'= SH=r, AG = A'G'= 2r,



a objetos¢ kuli = ~Ar"SrzzzAnrAr — |srr3
t. j. objetos¢ kuli réwna sie iloczynowi zjej powierzchni przez
J promienia tejze kuli, jak w §. 282 znalezliSmy.

§. 285.

DefiniCYJA Czes$¢ kuli zrodzona przez obrét wycinka
kotowego nazywa sie wycinkiem kulistym (sector sphaericus).

Aby znale$¢ objetos¢ takiego wycinka kulistego, uwaz-
my np. wycinek kolowy BSD fig. 268; ten w obrocie okoto
AG zrodzi ciato, ktorego objetos¢ wedtug poprzedzajgcego
przypada pomiedzy g?rHS'bS i 8«H'S .b'S; w razie atoli, Zo
liczba bokéw obu wielokatow staje sie nieskoriczenie wielka,
dwie te objetosci stajg sie prawie sobie réwne, bo HS=:It'S,
6Sr=0'S, a tém bardziej objetos¢ wycinka kulistego, réwna
sie ktoréjkolwiek z nich; przeto potozywszy i tu H'S= r,
bedzie objetos¢ wycinka kulistego — §7rr26S n 2m\bSAr.
Lecz 2rtrbS jest powierzchnig pasa sferycznego przez tuk
BCD zrodzonego §. 280, zatem objetos¢ icycinka kulistego ro-
wna sie iloczynowi zjego powierzchni przez trzecig cze$¢ pro-
mienia kuli.

§. 286.

Od objetosci potowy kuli, ktérej promien r, odjawszy
objetos¢ wycinka kulistego zrodzonego przez wycinek koto-
wy BSE Jig. 269, pozostanie sie jak widzimy ostrokrgg ma-
jacy za podstawe czaszke sferyczng ACB. Ostrokrag ten
wilasciwiej nazwacby nalezato wycinkiem kulistym niz poprze-
dzajacy; atoli poniewaz ostatnia nazwa we wszystkich dzie-
tach tak naszych, jako i obcych nadawana jest bez réznicy
tak pierwszemu, jako i drugiemu, zatem zachowramy dla pierw-
szego tez sarne nazwe, a ostatni nazywac raczej bedziemy
ostrokregiem sferycznym, dajac przez przymiotnik sferyczny
pozna¢, iz podstawa ostrokregu nie jest ptaska, ale czescig
powierzchni kuli.

Szukajmyz wiec wyrazenia objetosci ostrokregu sfery-
cznego. Wedtug tego co dopiero powiedzieliSmy, objetos¢
tajest= r3—87/n'2S D =" rAr—SD)-=:g"r4CD ~2m\CD.!jr.
A ze 2nr.CD jest wyrazeniem powuerzchni czaszki stuzacej
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za podstawe ostrokregowi, zatem objetos¢ ostrokregu sferycz-
nego réwna sie iloczynowi z powierzchni jego podstawy przez
trzecig czes¢ promienia kuli.

8= 287.

Czes$¢ kuli ograniczona czaszka sferyczng i plaszczy-
zng, nazywa sie wilasciwie odcinkiem kulistym, jak to juz
w §. 271 wspomniatem. Aby znaleSe jego objeto$¢, dosyé
bedzie od objetosci ostrokregu sferycznego, odja¢ objetos¢
ostrokregu zwyczajnego, ktérego podstawa jest podstawa od-
cinka a wysokcscig odlegtos¢ tejze podstawy od Srodka kuli.
Zatem objeto$¢ odcinka kulistego ACBA jest

= S«r«.CD- -uAD2. jds Z"1CD — AD2. DS

=t {
2r2CD— AD (r— CD)

Ale wedtug §.90 AD2=DF.CD=(CF—CD)CD=(2r—CD)CD
potozywszy wiec CD ~w, bedzie objeto$¢ odcinka

S = -jj- | 2rav— (2r—w)(r—w)wJ = nWJ rw— 3\/\/2j.

Potozywszy promienn podstawy odcinka AD :=rp jest

p24-w 2 24-w2
p2=w (2r—w) §.90, skad r— - ow zatem rw = -
e2 w2 w2 w2
zas rw- >w2=T + -2 =: (T-j- —w— anastepnie

"2 w2
S= w(-s- + —w~) = £jredv -j- £tewd3=  Iff?22w -f- jjjrw3

- e ()
t. j. objetos¢ odcinka kulistego o jednej podstawie, sklada sie
z summy objetosci dwoch cial, a mianowicie z potowy obje-
tosci walca majacego podstawe i wysoko$¢ réwne podstawie i
wysokosci odcinka i z objetosci kuli zpromienia réwnajacego
sie potowie wysokosci odcinka.
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§. 288.

Znalaziszy objeto$¢ odcinka kulistego, tatwo teraz zna-
le$¢ objeto$¢ odcinka o dwéch podstawach czyli kloca kuli-
stego. Na fig. 269, skoro kule przetniemy jeszcze inng ptasz-
czyzng A'B' do pierwszéj réwnolegly, otrzymamy kloc ku-
listy zawarty miedzy dwoma kotami A’'B' i AB i pasem sfe-
rycznym przez tuk B’'B zrodzonym.

Dla znalezienia objetosci tego kloca, ktorg przez K,
a promien podstawy A'B' przez p’, wysokos$¢ odcinka o pod-
stawie A'B' przez w', a wysoko$¢ kloca przez w oznaczy-
my, uwazmy tylko iz, oznaczajac jeszcze objetos¢ odcinka
kulistego o podstawie A'B przez S', objeto$¢ o ktérg chodzi,
jest roznicg miedzy S' i S, poniewaz za$ S'~ ? r pW2 ' —ng)

stosownie do poprzedzajgcego §. wiec
p'2 w'2 p2 w2
k=s"-s=.w(Y+-6-)-M(V+nr)
(w'—w)(p'a-j-p2—w'w) t w'3— w3
2 ' + 6
Ale z Arytmetyki §. +lI wiadomo, ze
w'3— w3= (w'—w)(w'2—|-w2-|-w'w)

zatem K r arf(w— w) j —---Mme2db o g—

Poniewaz wysoko$¢ kloca nazwaliSmy w, zatbm w'— w —w

p'2-j-p2 w 2 71W 3
a nastepnie  K~nw {---—--"——+ ~g~)—\’\q 09—

/
= Jp2w -{- iwp2M -f- "Ttw3m=J (iig™w -f- STpw ) -4- {-9-

skad sie pokazuje, ze objetos¢ kloca kulistego réwna sie po-
fowie summy objetosci dwoch walcéw majacych toysokos$¢E réw-
ng wysokosci kloca, a za podstawy jeden dolng a drugi gor-
na podstawe kloca, powiekszonej objetoscig huli z promienia
rownajacego sie potowie wysokosci kloca.
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§. 289.

Pozostaje nam jeszcze znale$¢ objetos¢ klina kulistego
8= 271.

Poprowadziwszy dwie- do siebie prostopadte ptaszczyzny
potudnikéw, e podzielg catg objetos¢ kuli na cztery kliny
kuliste miedzy sobg réwne, a ktérych podstawami sg dwu-
katy prostokatne §. 281. Objetos¢ takiego klina kulistego
prostokatnego, jest oczywiscie czwartg czescig objetosci kuli
czyli ytrr3 jezeli przez r jej promien oznaczymy. Kat rze-
czonej podstawy podzieliwszy na ilekolwiek czesci réwnych
i przez te podziaty poprowadziwszy ptaszczyzny tyluz potu-
dnikéw, te podzielg klin prostokatny na tyle mniejszych kli-
néw miedzy sobg réwnych, na ile czesci kat dwukata pod-
stawy byt podzielony; kazdego zatem z tych ostatnich klinéw
objetos¢ taka czeScig bedzie objetosci klina prostokatnego,
jaka czescig jest kat dwukata stuzacego mu za podstawe
wzgledem kata prostego czyli 90°. Oznaczywszy przeto ob-
jetos¢ klina kulistego przez ME, a'katjego podstawy przez A,
objetos¢ za$ klina prostokatnego przez Jt', bedzie

A
JC K = A:90 skad ME=~ . K’
A A
Ale JK'=rJffr3 zatem JK==-qq.Jgr3=-gQ»ra.Jr

A ze A wyraza powierzchnie dwukata stuzacego za pod-

stawe klinowi §. 281, zatem objeto$¢ klina kulistego réwna
sie iloczynowi z powierzchni jego podstawy t.j. z powierzchni
dwukata shuzgcego mu za podstawe przez trzecig cze$¢ pro-
mienia kuli. , -

§. 290.

Twierdzenie. Powierzchnie dwoch kul réznych pro-
mieni sg w stosunku kwadratéw tychze promieni lub $rednic,
a ich objetosci w stosunku szesciandw tychze samych wymiardw.
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Powierzchnie dwéch kul oznaczmy przez P i p, ich pro-
mienie przez R i r, a objetosci przez K i i, tedy, poniewaz
wedtug §. 279 jest

P= 42 a p—4jw2
za$ wedilug §.282 K=8»R3 a k— \nr3

zatem P:p = 4wR-:47rr2~ R2:r2
K:A = »rR34»r3= R3:r3
S S e
Potozywszy R ~ ar -~ , gdzie S i s wyrazajg S$re-
) ) S2 s2
dnice tych kul, bedzie Pryz-j: j- = S2:s2
S3 s3
tudziez K:k —-g-:-g-= S3:s3

co nalezato dowiesc.

W niosek. Z §. 169 wiemy, co sa wycinki kota. po-
dobne; jezeli takie wycinki obracajg sie okoto osi, tedy ich
tuki rodzag powierzchnie paséw sferycznych, a same wycinki
rodzg wycinki kuliste. Tak pasy sferyczne jako i wycinki
kuliste przez takie wycinki kotowe zrodzone, nazywajg sie
takze podobnemi. Ze powierzchnie paséw sferycznych podob-
nych, sg w stosunku kwadratéw z promieni lub $rednic, lub
nareszcie ich wysokosci, a wycinki kuliste w stésunku sze-
scianéw z tychze samych wymiaréw, sadze iz nie potrzebuje
dowodzie, bo ten dowdd kazdy tatwo znajdzie wyraziwszy
tylko tak powierzchnie paséw jako tez i objetosci wycinkow
wedtug §§. 280 i 285.

Zakonczenie rozdziatlu o ciatach okraghych.

8= 201.

Dla tatwiejszego dostrzezenia stdsunku trzech ciat okrag-
gtych, mianowicie za$ stésunku ich objetosci, zbierzmy tu
pod jeden widok to co w poprzednich 88. o tych objeto-
éciach dowiedlismy.

Niech r bedzie promieniem kuli, tudziez promieniem tak
podstawy walca jako tez i ostrokregu, niech oprécz tego w
bedzie wysokoscig tych dwodch ostatnich ciat lecz tak, ze
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w~2r t j. wysoko$¢ tak walca jako i ostrokregu niech
bedzie réwna S$rednicy kuli, tedy te trzy ciala beda wzgle-
dem siebie tak jak nam je fig. 210 przedstawia. Z tych
pierwsze t. i. walec mozemy tu nazwaé¢ opisanym na kuli a
ostrokrag wpisany w kule, lubo ta nazwa nie zupetnie mu
przystoi, gdyz nie caly ostrokrag objety jest kulg. Z ta-
kiemi wymiarami objetosci kazdego z tych trzech cial sgjak
nastepuje, oznaczajac je przez W, O, K,

objetos¢ walca = 2nv3
» ostrokregu — \nr3
" kuli = %3
przeto W:0:K= 2:8:]= 1:%:ji= ji;$:]1=3:1;2
albo 0:K:W=1:2:3

z czego widzimy, iz w takim przypadku objetos¢ kuli jest
2 razy, a objetos¢ walca 3 razy wieksza od objetosci ostro-
kregu.

Jezeli ostrokrag jest Sciety ptaszczyzng rdéwnolegla do
podstawy, a promien wyzszej jego podstawy oznaczymy przez
r', a wysokos$¢ przez w objeto$¢ ostrokregu Scietego bedzie
= "v (r2-j-r'2-f-rr').

Oznaczywszy promien podstawy odcinka przez e a wy-
sokos$¢ przez v,
objetos¢ jego jest = L.nr*w-~lnw3

Jezeli r jest promieniem kuli a w wysokoscig czaszki,
natenczas objeto$¢ ostrokregu sferycznego majacego tez czasz-
ke za podstawe jest = %nraw.

Nakoniec niech gbedzie promieniem dolnej a 4 promie-
niem podstawy goérnej kloca kulistego, zas w jego wyso-
koscig czyli odlegtoscig podstaw, tedy

objetos¢ tegoz kloca  n(-----"——-ic-j-*w3 ~mv (- n

§. 292.

Opisawszy na okregu kota kwadrat ABCD i trojkat
foremny czyli réwnoboczny LMN fig. 271 tak, izby podsta-
wy tak kwadratu AB jako i tréjkata LM byty stycznemi do
okregu kota w jednymze punkcie E, a potem obracajgc tak



potkole jako tez prostokat BCFE i trojkat ENM okoto osi
NE, w tym obrocie trzy te figury zrodza nam trzy ciata
t. j. kule, walec i ostrokrag, ktdérych stosunek jest dosy¢
ciekawy i dla tego tu jeszcze podac¢ go przedsiewzigtem.
Samo spojrzenie na figure przekonywa nas, ze
AB= EF=r2r, jezeli przez r promien tego tu kola rozu-
miemy. W §. 161 potozywszy a, —r, bedzie at bokiem
szesciokgta foremnego w koto wpisanego, zatem a bokiem
trojkgta foremnego w toz koto wpisanego. Ale z wzoru

a, — V2ra—rV4ra— a- w tymze 8. otrzymanego, przez pro-
ste arytmetyczne dziatanie znajdziemy

a — —\Vvdr2— a, 2
r 1#

skoro wiec potozymy ai~r znajdziemy, a= rV3, a to jest
waznoscig boku trojkata foremnego w koto wpisanego. Kita-
dac teraz w §. 162 rV3zaa, otrzymamy A — 2rV3, a tozno-
wu jest waznoscig boku tréjkata na kole opisanego, z ktoé-
rej widzimy, iz bok tréjkata na kole opisanego jest dwa razy
wiekszy od boku trdjkata w toz koto wpisanego. W obecnym
przeto przypadku jest NL= LM = 2rV3,

za§ NE2= LN2— LE2= LN2— (,ILM)2=9r2 skad NE=3r.
Majac juz przygotowane potrzebne ilosci, porachujmy tak
powierzchnie jako i objetosci tych trzech cial, a znajdziemy

Powierzchnig K u i ..o, = 4nr*
ODbjetoSE KU i zzAnr3
Powierzchnig boczng czyli krzywg walca . . ri 4itr"
. catkowitg tegoz walca , . . . ~s6nrl
Objeto$€ W alCa ..cooevveieie e zrst7ir t
Powierzchnig boczng czyli krzywa ostrokregu = 6jrr2

A ze powierzchnia podstawy tego ostrokregu — n . ("SLM~™"
= n(ry3)2— 7i3r2 zatem
catkowita powierzchnia tegoz ostrokregu . A — 97r2
objetos¢ tegoz samegoostrokregu=3jrr2xXn — 3nr3
Poréwnywajac wiec kule z walcem na nié¢j opisanym, wi-
dzimy, ze jej powierzchnia réwna sie powierzchni bocznej



walca, a calkowitéj powierzchni walca jest czesciami,
objetos¢ kuli jest tez § czeSciami walca na niej opisanego,
jak to juz z poprzedzajgcego §. wiemy, skad wniesiemy, ze
objetosci 4wdch tych ciat maja sie do siebie w tymze sa-
mym stosunku jak catkowite ich powierzchnio.

Poréwnywajgc nastepnie kule z ostrokregiem, dostrze-
zemy, ze powierzchnia kuli jest § czeSciami powierzchni bocz-
n¢j ostrokregn a £ catkowitej jego powierzchni. Ale i ob-
jetos¢ kuli jest | czesciami ostrokregn, przeto i tu objetosci
sg w stosunku catkowitych powierzchni.

Nareszcie poréwnywajac walec z ostrokregiem, przeko-
namy sie, ze tak boczne jako i catkowite powierzchnie sg
w tymze samym stosunku jak ich objetosci t j. w stésunku
2:3.

Uwaga. Wiasnos$¢ tegoz samego stdsunku objetosci i
powierzchni nie jest wylgczng tylko dla walca i ostrokregu
na kuli opisanych, ale jest wiasnoscig og6lnag dla kazdego
wielosScianu, ktérego Sciany sa stycznemi do kuli. Albowiem
kazdy taki wieloscian rozebranym by¢ moze, jak to juz wie-
my, na tyle ostrostupéw, ile wieloscian ma Scian majacych
wierzchotek spoiny w Srodku kuli wpisanej i wysokosci ro-
wne i réwnajgce sie promieniowi t6jzo kuli wpisanej. Ozna-
czywszy wiec objetos¢ wieloScianu przez W, jego powierz-
chnig przez P, a promien kuli wpisanej przez r, wedtug 8.
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