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Poleca nastepujgce wydawnictwa:
BARTEL K — Geometrja wykres$lna. Wydanie drugie
»W zakresie podrecznikéw szkolnych dla szkét wyzszych
wydaje ,,Ksiaznica Polska* wiele zastugujacych na szczegélne uzna-
nie. W pierwszym rzedzie trzeba wspomnie¢ o ,,Geometrji wy-
kreslnej* prof. Politechniki lwowskiej Dra Kazimierza Bartla. Dzieto
0 objetosci 26 arkuszy i 500 precyzyjnych ilustracjach przedsta-
wia typ podrecznika dla stuchaczy politechniki, majacy za zada-
Hie wprowadzi¢ w odnosne studja politechniczne*. (,Gazeta Iwow-
ska0 1919 nr. 107).
KALICUN-CHODOWICKI B Dr. - Podrecznik geometrji dla
IH-ciej klasy szkét Srednich. (Wydanie 11 skrécone).
LOMNICKI A. — Geometrja 1 Planimetrja i Stereometrja.
— Poczatki geometrji analitycznej.
MIHULOWICZ J. — Podrecznik arytmetyki dla ki. IV. szkét
$rednich.
— Podrecznik arytmetyki dla kl. V. szkét $rednich.
— Podrecznik arytmetyki dla kl. VI. szkét Srednich.
SIERZPUTOWSK1 T. — Elementarz rachunkowy I
— Arytmetyka 1 (na 3 kl.szkdt powsz.)
— Arytmetyka Il (na 1 kl. szk6t Sredn. i 4 kl. szk. powsz.)
— Arytmetyka Ill (na 2 kl. szk6t $redn. i 5 kl. szk. powsz.)
— Arytmetyka IV (na 3 kl. szk6t éredn. i 6 kl. szk. powsz.)
SW L Arytmetyce* tej widzimy nareszcie S$miate zerwanie
z tradycyjnym materjatem, ktérym dotychczas wypetniano podrecz-
niki. Wreszcie mamy przed sobg podrecznik stojacy na poziomie
wiedzy wspoétczesnej, pomyslany i napisany metodycznie. Teorja
z zadaniami taczy sie w tadnie utozong cato$¢. Mimo pewnych bra-
kéw podrecznik pod wzgledem dydaktycznym i naukowym zastuguje
zupelnie na poparcie ze strony Ministerstwa*. (St. Rydzewski
w ,Bibljografji Pedagogicznej* 1921, zesz. 1).
SIERZPUTOWSKI T. i KLEBANOWSKI - Elementarz ra-
chunkowy cz. I
— Elementarz rachunkowy cz. Il
WEIGEL K. — Rachunek wyréwnawczy wedle metody naj-
mniejszych kwadratéw.
ZARZECKI L. — Nauczanie matematyki poczatkowej. Cz. .
Liczby catkowite.
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WSTEP

1. Kazdg figure ptaska mozemy narysowaé na ptaszczyznie
z takg doktadnoscia i wiernoscig, na jaka tylko pozwalajg nasze
przybory rysunkowe.

Inaczej rzecz sie ma z brylg: tej narysowac¢ bezposrednio
na plaszczyznie nie mozemy. Mozemy ja jednak przedstawic¢
[odwzorowac] na ptaszczyznie zapomoca figury, zwanej rzu-
tem, a pozostajacej z brylg w Scistej geometrycznej tgcznosci.

Te czes¢ Geometrji, ktdra uczy o rzutach utwordw prze-
strzennych, nazywamy Geometrjg rzutowg, takze Geo-
metrjg wykres$ing.

2. a) Wezmy na uwage dowolny graniastostup ABGDEF
[rys. 1]. Trzymajac go przed nieprzezroczysta ptaszczyzng P,
patrzmy na niego jednem okiem [przymknawszy drugie].

Oznaczmy S$rodek optyczny tego oka przez S Z niezli-
czonej ilosci promieni Swiatta, ktére odbijajg sie od wierzchotka
bryty A, jeden dostaje sie do naszego oka, przechodzac przez
$rodek 5. ldac w przedtuzeniu tego promienia, widzimy w jego
punkcie przebicia z ptaszczyzng P obraz wierzchotka A na tejze
ptaszczyznie. Oznaczmy go przez A'.

W ten sam sposob powstajg obrazy B', C, D', E, F
wierzchotkéw B, G, D, E, F, jako punkty przebicia z ptaszczyzng
P promieni widzenia tych wierzchotkdw-

Srodek S i krawed? AB wyznaczaja ptaszczyzne widzenia
tej krawedzi. PYaszczyzna ta przecina sie po przedtuzeniu z pta-
szczyzng P podiug prostej A'B’, ktdéra jest obrazem krawedzi
AB na ptaszczyznie P.

Srodek <Swyznacza zatem z poszczegdlnemi krawedziami

bryty ptaszczyzny widzenia, ktore przecinajg ptaszczyzne P
|~k
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podtug prostych, stanowigcych obrazy tych krawedzi na pta-
szczyznie P.
Obrazy krawedzi ograniczajg obrazy poszczegélnych Scian.

Wskaz na rysunku obrazy poszczegélnych wierzchotkéw, krawedzi,
Scian!

S

b) Najdalej wysuniete obrazy krawedzi stanowig kontur
(zarys) obrazu bryly. Boki konturu tego sg obrazami takich
krawedzi bryly, ktore stanowig jej kontur (zarys) widzialny.

Wskaz na rysunku kontur obrazu i kontur widzialny bryty!

Patrz z pewnej odlegtosci na' szafe, piec, stot i wskaz kontury
widzialne i kontury obrazéw tych bryt na przeciwlegtych $cianach!

c) Zastgpmy w mysli $rodek optyczny oka przez punkt
geometyczny S, promienie widzenia poszczegélnych wierzchot-



kéw przez proste geometryczne &4, SB, SC,__, plaszczyzny
widzenia poszczegélnych krawedzi bryty przez ptaszczyzny geo-
metryczne S[AB], S[BG], S[CD], S[DE],__, natenczas obraz

optyczny A'B'O D'E'F danej bryly na ptaszczyznie P nazy-
waé bedziemy rzutem tej bryly na p ;szczyzne P z punktu
S, krotko rzutem Srodkowym.

Punkt S nazywamy srodkiem rzutow, plaszczyzne P
ptaszczyzng rzutéw (ptaszczyzng tlowg).

Proste SA, SB, SC,... nazywamy prostemi rzuca-
jacemi punkty A /B,CD,...., plaszczyzny S[AB], S[BC],
S[CD],... ptaszczyznami rzucajgcemi krawedzie AB,
BC, CD,...

d) Kontur widzialny bryly na rys. 1, t j. linja far
ABEFCA, dzieli powierzchnie bryty na dwie czesci, na czesc
zwrdcong do $rodka rzutéw S, ktora jest zatem dla oka w punk-
cie S umieszczonego widzialng, i na cze$¢ odwrocona od Srodka
rzutéw, a zatem dla oka w punkcie S umieszczonego niewi-
dzialng [przyjmujac, ze bryla jest z materjatu nieprzezroczystego].

Rzuty wierzchotkéw, krawedzi i $cian widzialnych beda
rowniez widzialne.

Rzuty krawedzi widzialnych rysujemy linjami
petn emi.

Rzuty wierzchotkdw, krawedzi i scian niewidzialnych sg
rowniez niewidzialne.

Rzuty krawedzi niewidzialnych rysujemy
linjami kreskowanemi.

Kontur rzutu rysujemy linjg petng najgrubsza.

1) Wskaz na omawianej bryle [rys. 1] krawedzie i $ciany wi-
dzialne, a nastepnie odszukaj je na rzucie bryty!

Wskaz na bryle i na jej rzucie krawedzie i S$ciany niewidzialne!

2) Utrwaliwszy w jaki sposb bryte [rys. 1] w jej pierwotnem
potozeniu wzgledem plaszczyzny rzutéw P, umies¢ w punkcie S pto-
mien $wiecy! Zauwazysz, ze cief rzucony bryly na ptaszczyzne P na-
kryje soba poprzednio rozwazany rzut tej bryly.

Wskaz przy tern doswiadczeniu cienie poszczeg6lnych wierzchotkdw,
krawedzi!

Wskaz krawedzie, ktére odgraniczajg $ciany oSwietlone od $cian
bedacych w cieniu wtasnym! [Kontur cienia wtasnego; schodzi
sie on z poprzednio rozwazanym konturem widzialnym].

3. Trzymajac graniastostup ABCDEF w jego pierwot
potozeniu wzgledem plaszczyzny rzutéw P, oddalajmy $rodek
rzutébw S na dowolnie obranej prostej s [rys. 2]!



Zauwazamy, ze proste rzucajgce SA, SB, SC___ zamy-
kajg ze sobg i z prostg s coraz mniejsze katy. Jezeli wyobra-
zimy sobie w koncu, ze Srodek rzutéw zajmie miejsce nieskon-
czenie dalekie na prostej s, natenczas proste rzucajgce stang
sie rownolegtemi wzgledem prostej s, a zatem i wzgledem siebie.

Rzut AIB' C'D'E' F' danej bryly na ptaszczyzne P przy
takiem zatozeniu nazywa sie rzutem réwnolegtym.

Prostg s nazywamy kierunkiem rzutu réwnolegtego.

Z takim rzutem nakryje sie cien bryly na ptaszczyzne P
przy oswietleniu stonecznem (réwnolegtem), jezeli promienie
Swiatta bedg rdéwnolegte do prostej s (oczywiscie przy
niezmienionem potozeniu bryty wzgledem P).

1) Ustaw graniastostup przed oknem i wskaz cien jego rzt

na tawke, podtoge! Uwazajgc cien ten za rzut rownolegly bryly, wskaz
na nim rzuty poszczegélnych wierzchotkow, krawedzi, Scian!



2) Wez na uwage krawedzie réwnoleglte rozwazanego gran
stupa i poréwnaj rzuty ich na rys. 1 i na rys. 2!

Zauwazasz zatem, ze:

Proste réwnolegte przedstawiajg sie w rzutach $rodkowych
w ogolnosci jako proste przecinajgce sie w rzutach réwnole-
gtych jako proste réwnolegte.

Zbadaj te wiasciwos¢ jeszcze na cieniach dwdch prostych
réwnolegtych przy oswietleniu 1) srodkowem, 2) réwnolegtem!

4, Proste, rzucajgce bryte réwnolegle na ptaszczyzn
moga mie¢ wzgledem tej ptaszczyzny rézne katy nachylenia.

Jezeli kat nachylenia prostych rzucajacych do ptaszczyzny
rzutébw jest #90°, nazywamy rzut réwnolegly uko$nym,
jezeli za$ kat ten = 90°, natenczas rzut rownolegty nazywamy
prostopadtym (prostokgtnym).

Rzuty prostopadte majg ze wszystkich rodzajow
rzutdéw najwieksze zastosowanie tak teoretyczne jak praktyczne;
zapoznanie uczniéw z gtéwnemi zasadami tych rzutdw jest ce-
lem niniejszej ksigzki.



CZESC |

RZUT PROSTOPADLY NA JEDNA PLASZCZYZNE

§ 1. RZUT PROSTOPADLY PUNKTU

5. a) Przyjmijmy dowolng ptaszczyzne P i obok niej
wolny punkt A [rys. 3]. Przez punkt A poprowadzmy prosta,
prostopadta do ptaszczyzny P; nazwijmy ja p.

Punkt przebicia prostej p z ptaszczyzng P nazywamy rzu-
tem prostopadtym punktu A na te ptaszczyzne. Oznaczamy go
przez A'. [Czytaj: A z kreska].

Plaszczyzne P nazywamy ptaszczyzng rzutdw, prosta
p — prostg rzucajacg punkt A.

b) Niech punkt A porusza sie po prostejp = [AA'] —po jed-
nej stronie ptaszczyzny rzutéw, po drugiej stronie. Jego rzut pada
ciggle w ten sam punkt piaszczyzny rzutow, t. j. w punkt A'.

Poznajemy zatem, ze:

Kazdy punkt ptaszczyzny rzutdw jednoczy w sobie rzuty
prostopadte niezliczonej iloSGi punktow, ktére znajdujg sie na
prostej, przechodzacej przez ten punkt, prostopadle do ptaszczyzny
rzutow.

c) Przyjmijmy na ptaszczyznie P dowolny punkt B i szu-
kajmy jego rzutu na te ptaszczyzne. [Rys. 3].

W tym celu nalezy poprowadzi¢ przez punkt B prosta,
prostopadta do ptaszczyzny P, i wyszuka¢ punkt B', w ktérym
ona przecina te plaszczyzne. Punkt B' schodzi sie jednak
z punktem B. A zatem:

Jezeli punkt lezy na ptaszczyznie, natenczas rzutjego pro-
stopadly na te ptaszczyzne znajduje sie w nim samym.



d) Cwiczenia.

1) Przyjmij dowolny punkt A obok S$ciany i znajdZz jego rzut
prostopadty na te Sciane !

2) Wykonaj rzut prostopadty dowolnego punktu na poditoge, na
tablice, na sufit, na tawke!

3) Niech ptaszczyzng rzutow bedzie ptaszczyzna stotu. Przyjmuj
rézne punkty powyzej stotu, ponizej stotu, na stole i wykonuj ich pro-
stopadte rzuty!

4) Wyobraz sobie, ze przyjates$
punkt w jednym z narozy Kklasy;
gdzie jest jego rzut prostopadly na 77
podtoge, na sufit, na $ciane?

5) Niech plaszczyzng rzutow
bedzie ptaszczyzna zeszytu. Przyjmij
na niej punkt i uwazaj go za rzut
jakiego$ punktu w przestrzeni.

Gdzie znajdowac sie bedzie ten
punkt? lle jest takich punktdw?

6. W poprzednim artykule
poznaliSmy, ze:

1) Jezeli jest dana pta-
szczyma rzutéw, to rzut prosto-
padty na te ptaszczyzne jakiego- Rys. 3
kolwiek punktu w przestrzeni
da sie zawsze wyznaczy¢ jednoznacznie, to znaczy, ze dla ja-
kiegokolwiek punktu znajdziemy tylko jeden jedyny jego rzut
prostopadty.

2) Jezeli jednak przyjmiemy na ptaszczyznie rzutéw do-
wolny punkt za rzut prostopadty jakiego$ punktu w przestrzeni,
natenczas istnieje niezliczona ilos¢ punktéw, ktdrych rzuty pro-
stopadte schodzg sie z rzutem przyjetym.

3) Jezelijednak préczprzyjetego rzutu prostopadtego punktu
bedzie podana odlegtos¢ tego punktu od ptaszczyzny rzutéw, na-
tenczas potozenie punktu w przestrzeni bedzie doktadnie wy-
znaczone.

Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny rzutéw, osobliwie jezeli
ta jest pomyslana jako ptaszczyzna pozioma, nazywamy cechg
punktu.

Ceche punktu piszemy obok rzutu punktu, ujmujac ja
w nawias. Np. A'(5) oznacza rzut punktu A, znajdujacego sie
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w odlegtosci 5 jednostek od plaszczyzny rzutéw po tej samej
stronie, co nasze oko; B '(—3) oznacza rzut punktu B, znaj-
dujacego sie w odlegtosci 3 jednostek po przeciwnej stronie pta-
szczyzny rzutéw, co nasze oko.

Rzuty prostopadie na jedng ptaszczyzne, przy ktérych sg
podane cechy poszczeg6lnych punktdéw, nazywajg sie rzutami
cechowanemi.

§ 2. RZUT PROSTOPADLY ODCINKA | LINJI PROSTEJ

7. a) Niech bedzie dany obok ptaszczyzny rzutéw P
wowolny odcinek AB. Wyznaczmy rzuty prostopadte A' i B’
punktow koncowych tego odcinka [rys. 4.

Proste rzucajgce AA’ BB’ wyznaczajg ptaszczyzne Pu
ktora jest prostopadta do plaszczyzny rzutéw. Plaszczyzne te
nazywac bedziemy ptaszczyzng rzucajgcg odcinek AB.

Plaszczyzna rzucajgca PXx przecina ptaszczyzne rzutéw
wzdtuz prostej I', ktora tgczy rzuty A' i B".

Przyjmijmy na odcinku AB punkty 1, 2, 3, 4, i po-
prowadzmy przez nie proste rzucajgce pu p2 p3... Przeko-
namy sie, ze proste te lezg na ptaszczyznie rzucajacej P,; ich

Rys. 4
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punkty przebicia z ptaszczyzng rzutéw znajdowal sie muszg
na prostej I' miedzy rzutami A! i B'. A zatem:

Odcinek A'B" jest miejscem geometrycznem rautéw pro-
stopadtych wszystkich punktéw odcinka AB i nazywa sie rzu-
tem prostopadtym tego odcinka.

Rzut prostopadly odcinka tgczy rzut;, prostopadte punk-
tow koricowych tego odcinka.

Jezeli punkt lezy na odcinku, to jego rzutprostopadty lezy
na rzucie prostopadtym tego odcinka.

b) Cwiczenia.
1) Uzasadnij, ze;
Gdy rzut prostopadly punktu lezy na rzucie prostopadtym od-

cinka, to punkt ten w przestrzeni niekoniecznie musi leze¢ na tym
odcinku |

2) Uzmystowiwszy sobie odcinek AB prostym drucikiem, wykonuj
jego rzut prostopadty na tablice, podtoge, sufit, $ciane!

3) Przyjmij odcinek AB na ptaszczyznie rzutéw i uzasadnij, ze
rzut jego znajduje sie w nim samym. [Por. art. 5¢) rys. 3J.

8. Kat a ktéry tworzy odcinek AB z prostg Al, pc
wadzong przez koniec A (lub B) réwnolegle do rzutu prosto-
padiego A'B' tego odcinka na ptaszczyzne P, nazywamy ,ka-
tem nachylenia* tego odcinka do ptaszczyzny P. [Rys. 4].

a) Stosunek rzutu prostopadiego A'B' do odcinka AB na-
zywamy ,,sp6tczynnikiem skrécenia* rzutu tego odcinka.

Oznaczajac spotczynnik skrdcenia przez ¢, otrzymamy:

_ A'B"_ Al_
C= —-—== -——-= cosa
AB AB
A zatem:

Spoétczynnik skrécenia rzutu odcinka réwny jest dostawie
kata nachylenia tego odcinka do ptaszczyzny rzutdw.

b) Stosunek réznicy odlegtosci (cech) punktow koncowych
odcinka od ptaszczyzny rzutéw — do rzutu prostopadiego tego
odcinka nazywamy ,spadkiem odcinka* wzgledem tej
ptaszczyzny.

Oznaczywszy spadek odcinka AB literg t, odlegtosci (ce-
chy) punktow kohcowych A i B od ptaszczyzny rzutéw przez
s, 1 z2 otrzymujemy:

t -tg a
A'B’ Al J
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A zatem:
Spadek odcinka réwna sie stycznej trygonometrycznej
kata nachylenia tego odcinka.

¢) PoprowadZmy przez odcinek AB plaszczyzne rzucajacg P,
i obracajmy w niej
odcinek AB dokota
punktu A, obserwu-
jac zmiane rzutu pro-
stokgtnego tego od-
cinka [rys. 5]:

1) Jezeli odcinek
A B zajmie potozenie
A B.trownolegtewzgle-
dem ptaszczyzny rzu-
tow, natenczas jego
rzut rownaé sie be-
dzie co do wielkoSci
samemu odcinkowi.

A zatem:
A'B'i= ABL
A B’ Uzasadnij wtedy, ze:

1) Kat nachylenia
takiego odcinka:

Rys. 5
a= 0.

2) Spotezynnik skrdcenia rzutu takiego odcinka:

A'Bt m0os0= 1.

3) Spadek takiego odcinka:

BB J-AA’
A'Bt’
1) Jezeli kat nachylenia a ro$nie od 0 do 90°, natenczas
rzut odcinka maleje.
1) Wykre$l rzut odcinka AB, jezeli a= 46°! Jak wielki jest
wtedy spétezynnik skrdcenia, a jak wielki spadek odcinka?

2) Wykresl rzut, oblicz spdtezynnik skrocenia i spadek odcinka
AB, dla a= 30°, 45°, 60°, 76°!

tg0= 0.
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I11) Jezeli odcinek zajmie potozenie prostopadte do pta-
szczyzny rzutéw [aa rys. ABJ, natenczas rzut odcinka jest punk-
tem, schodzgcym sie z punktem przebicia przedtuzenia tego od- .
cinka z ptaszczyzng rzutéw.

Uzasadnij wtedy, ze:

c= cos90—0
t= tg 90= oo0.
9. a) Niech beda dane w przestrzeni dwa wzgledem sie

rownolegte odcinki a, b i plaszczyzna rzutéw P [rys. 6].
Poprowadzmy przez odcinek a plaszczyzne rzucajaca Pu
przez odcinek b pta-
szczyzne rzucajaca P2.
Na ptaszczyZnie
P, leza proste rzuca-
jace 11" i 22" punktéw
koncowych odcinka a,
na plaszczyznie za$
P2 lezg proste rzuca-
jace 33" i 44’ punktow
koncowych odcinka b.
Z rdéwnoleglosci
tych prostych rzuca-
jacych i odcinkéw a
i b wynika réwnole-
gtos¢ ptaszczyzn Pi
i P2 Wiadomo jednak,
ze dwie plaszczyzny
réwnolegte przecina
trzecia plaszczyzna
(w tym wypadku pta- Rys. 6
szczyzna rzutéw) po-
dtug prostych do siebie réwnolegtych. Rzuty wiec a', b' odcin-
kéw a, b leze¢ musza na prostych wzgledem siebie réwnole-
glych. A zatem:
Rzuty odcinkéw réwnoleglych sg réwniez wzgledem siebie
réwnolegte.
b) Poprowadzmy przez punkt 1 prostg rownolegta do rzutu
a’; prosta ta musi leze¢ w plaszczyznie Pt [dlaczego?], prze-
cina przeto prostg rzucajgcg 22' w punkcie |I. — Tak samo



14

prosta, poprowadzona przez punkt 3 réwnolegle do rzutu b’, lezy
w plaszczyznie Pt i przecina prostg rzucajgcg 44' w punkcie IlI.

DoszliSmy w ten sposéb do dwoch trojkatéw 121 i 3411,
lezacych w rownolegtych ptaszczyznach P, i P, i majacych
boki parami roéwnolegte. Trdjkaty te sg zatem jednoktadne,
a z ich jedDoktadnosci wynika réwnos¢ stosunkéw:

11 3%1 czyli rT111 = f
Podstawiajgc w ostatniem réwnaniu ll=a', 31I=b", otrzy-
mamy :
a'_o
VvV ~T
To znaczy:
Stosunek nutow dwdéch odcinkéw réwnolegtych jest rowny
stosunkowi tych odcinkdw.
Z jednoktadnosci trojkatow 121 i 3411 wynika roéwniez
rownos¢ katéow <t 211 i  4311. A zatem:
Odcinki, wzgledem, siebie rownolegte, majg réwne katy na-
chylenia do tej samej ptaszczyzny.
Z tego twierdzenia wynika dalej, ze:
Rownolegte wzgledem siebie odcinki majg réwne spotczyn-
niki skrécenia i réwne spadki w odniesieniu do tej samej
ptaszczyzny rzutdw.

10. a) Przesunmy w przestrzeni plaszczyzne P, ro
legle do jej pierwotnego potozenia tak, by odcinek a padt
na przedtuzenie odcinka b, czyli by odcinki a i b lezaly na
jednej prostej | [Rys. 7]. Natenczas i rzuty o' i b' tych odcin-
kéw beda lezaty na jednej prostej I', a ich stosunek bedzie
réwny stosunkowi odcinkéw samych, to jest:

A zatem:

Stosunek rzutéw dwdch odcinkéw lezacych na jednej pro-
stej rowny jest stosunkowi tych odcinkorp.

Z tego twierdzenia wynika nastepnie, ze:

Jezeli punkt R dzieli odcinek AB [rys. 8] w stosunku
m:n, torzut R' punktu R dzieli rzut A'B" odcinka AB w tym
samym stosunku m :n.
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W szczego6lnosci:

Jezeli punkt |i potowi odcinek AB, to B' potowi rent A'B".
Czyli:

Rzut $rodka odcinka jest $rodkiem rz fu tego odcinka.

Powyzsze trzy twierdzenia uzasadnij wprost przy pomocy rysun-
kéw 7 i 8!

b) Uzasadnij w kornicu przy pomocy rysunku 4, ze:

Jezeli odcinek podzielimy na n réwnych czesci, to rzuty
punktow podziatu podziela rzut tego odcinka réwniez na n
rownych czesci.

11. a) W poprzednim artykule poznaliSmy, ze rzut
stopadty jakiegokolwiek odcinka na przyjeta
ptaszczyzne rzutéw da sie zawsze jednoznacznie
wyznaczyc.

Zastanéwmy sie obecnie, czy — naodwrot — prostopadty
rzut odcinka okresla jednoznacznie potozenie i wielkos¢ tego
odcinka w przestrzeni?
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Niech odcinek A'B', dowolnie przyjety na ptaszczyznie
rzutéw [rys. 9], przedstawia rzut pewnego odcinka AB w prze-
strzeni. By odszukaé w przestrzeni potozenie odcinka AB, na-

lezy odnalez¢é potoze-
nie jego punktéw kon-
cowych A i B. Jest
jednak  niezliczona
ilos¢ punktdéw A i nie
zliczona ilos¢ punk-
téow B, ktérych rzu-
ty schodzg sie z Al

wzglednie B'.
B' / Przekonujemy sie
/ zatem, ze:
/ Sam rzut odcinka.

nie wyznacza ani po-
tozenia ani wielkosci
tego odcinka w prze-

strzeni. — Czyli:
Istnieje niezliczo-
Rys. 9 na ilos¢ odcinkow,
ktérych rzuty Schodza

sie z przyjetym odcinkiem na ptaszczyznie rzutdw.

Odcinek bedzie doktadnie wyznaczony dopiero wtedy, jezeli
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oprécz jego rzutu prostopadiego bedg podane cechy jego kon-
cowych punktéw — czyli jezeli bedzie dany rzut cechowany
tego odcinka. [Dlaczego?].

b) W art. 9a) poznaliSmy, Ze jezeli odcinki a i b sg wzgle-
dem siebie réwnolegte, to ich rzuty a’ i  sg réwniez wzgle-
dem siebie réwnolegte [Rys. 6].

Trzymajac plaszczyzny rzucajace te odcinki P, i A w ich
niezmienionych potozeniach, przesuwajmy odcinek a w pia-
szczyznie P,, odcinek za$ bw ptaszczyznie P2 Przekonamy sie,
ze rzuty tych odcinkéw beda ciggle do siebie réwnolegte, cho-
ciaz odcinki same sg wzgledem siebie skosne. A zatem:

Jezeli rzuty dwoch odcinkéw sg do siebie réwnolegte, to
odcinki same niekoniecznie musza by¢ do siebie réwnolegte.

12. éwiczenia.

1) Przyjmujac ptaszczyzne zeszytu za plaszczyzne rzutow, wykresl
rzut odcinka a —>5cm, ktérego kat nachylenia wynosi a= 0° 30°,
45°, 60°, 75°, 80°, 90°!

Oblicz dtugos$¢ rzutu rachunkiem i poréwnaj go z wynikiem otrzy-
manym zapomocg konstrukcji!

Oblicz spotczynnik skrocenia i spadek tego odcinka!

2) Majac dany rzut odcinka i spotczynnik skrocenia tego rzutu,
wyznaczy¢ odcinek sam: @) konstrukcyjnie, b) rachunkiem.

Przyjmijmy np., ze rzut odcinka a'= 4 cm, skrocenie za$ c= I,
t>T> i i>-—— ) o )

Obliczy¢ spadek odcinka i jego kat nachylenia!

Zauwaz w tych céwiczeniach, ze rzut odcinka ijego skroce-
nie (wzglednie kat nachylenia) nie wyznaczaja jeszcze potozenia
tego odcinka w przestrzeni. Jest niezliczona ilos¢ takich odcinkéw,
ktérych rzuty schodzg sie z rzutem danym.

Wskaz miejsce geometryczne tych odcinkéw!

3) a) Dany jest rzut cechowany odcinka A'(3) B\8)= 5.

Wyznaczy¢ konstrukcyjnie i rachunkiem dtugos¢ odcinka. Obliczy¢
spotczynnik skrocenia i spadek.

b) Przeprowadzi¢ te same cwiczenia dla A'(3) B'(—8)= 5.

Wskazowka. Odcinek AB w przestrzeni, proste rzucajace
punkty koricowe odcinka i rzut A'B" tworzg trapez prostokatny, kté-
rego trzy boki sg znane. [Por. rys. 4]. Celem wykre$lenia tego trapezu,
nalezy obroci¢ jego ptaszczyzne P, dokota jej krawedzi z plaszczyzng
rzutow [t. j. dokota A'B'\ by nakryta sie z ptaszczyzng rzutow. [Mo-
wimy, ze wykonujemy ktad ptaszczyzny P\ na plaszczyzne rzutow].

B. Kalicun-Chodowicki, Zarys geometrji wykreslnej 2
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Jezeli cechy obu punktéow koncowych majg znaki réwne, to oba te punkty
znajdowaé sie beda po obrocie po tej samej stronie rzutu AB’, za$ po
stronach przeciwnych, jezeli cechy ich majg znaki przeciwne.

4) Wyznaczy¢ rzut odcinka AB = 7 na plaszczyzne zeszytu, jezeli
cechy punktéw koncowych wynosza:

a) Zj= 3, zs= 8; by = —3, z2= —38;

c) z,= 3, z,= —8; d) z, = 2,5, z2= 6]|.

Wyznaczy¢ spotczynnik skrocenia, kat nachylenia a, spadek!

5) Dany jest rzut cechowany odcinka A \2)B'(6,5)= 6, procz

tego rzut cechowany punktu (7(1). Wyznaczy¢ rzut cechowany odcinka
CD = 8, przechodzacego przez punkt C, réwnolegle do odcinka AB.

Wskazoéwka. Plaszczyzna rzucajaca odcinek CD jest réwno-
legta do plaszczyzny rzucajacej odcinek AB. [Por. rys. 6].

Jezeli wykonamy kiady obu tych plaszczyzn na plaszczyzne rzu-
tow dokota rzutéw danych odcinkéw, natenczas otrzymamy w kiadach
dwa trapezy A'B'BA i C'D'DC, ktorych boki- sa parami do siebie
réwnolegte.

Ceche punktu D nalezy wtedy zmierzy¢ na rysunku i wpisaé jg
obok rzutu tego punktu.

6) Rzuty cechowane dwoch odcinkéw sg rownolegte:

A'(—2) £'(4)= a, C'()D'(6)= b'". Przekona¢ sig, czy odcinki
aib w przestrzeni sa do siebie rdwnolegte ?

7) Dany jest rzut cechowany odcinka A'(%) £'(7). Wyzn:
rzuty punktow, dzielacych ten odcinek na 5 réwnych czesci.

Zmierz cechy tych punktow i przekonaj sie, ze sg one liczbami

catkowitemi, zawartemi
w szeregu naturalnym
liczb miedzy 2 i 7!

Podziat  odcinka
punktami, ktérych ce-
chy sa po sobie nastepu-
jacemi liczbami catko-
witemi, zawartemi mie-
dzy cechami punktéw
koncowych, nazywa-
my zestopniowaniem
danego odcinka.

8) Dany jest rzut ce-
chowany odcinka /4'(2,5)
B'(6,3). Wyznaczyé rzut
cechowany punktu R,
lezagcego na tym odcinku,
a ktérego cecha wynosi 5.

9) Zestopniowaé od-
cinek A\l,2) £'(6,6).

Rys. 10 [Rys. 10].
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Wskazdwka. Wykonaj kiad trapezu A'ABB' na plaszczyzne
rzutébw i wyznacz rzut punktu RIt ktérego cecha wynosi 2 i rzut punktu
Rt, ktérego cecha wynosi 6. Odcinek /?'1(2)i?s'(6) podziel na cztery
réwne czesci. Punkty podziatu bedg rzutami takich punktéw na odcinku
AB, ktérych cechy wynoszg 3, 4, 5.

10) Zestopniowad odcinek /+'(2,3) B’(— .*5).

11) Uzasadnij, ze:

a) Jezeli dwa odcinki przecinajg sie, natenczas przecinajg
sie i ich rzuty!

b) Jezeli rzuty dwoch odcinkdw przecinajg sie, to odcinki
same niekoniecznie muszg sie przecinac!

12) Dane sg rzuty dwoch odcinkéw: .4'(3)2?'(8) i C'(—2)D'(6).
Rzuty te przecinajg sie w punkcie R'. Zbadaj, czy odcinki same prze-
cinajg sie w przestrzeni?

Wskazéwka. Uwazaj R’ za rzut punktu RuU lezacego na od-
cinku AB i wyznacz jego ceche. Uwazaj nastepnie i?' za rzut punktu /?2,
lezacego na odcinku CD i wyznacz jego ceche. Je$li cechy punktéw RI
i Rt sg réwne, to punkty te schodzg sie w przestrzeni w jednym punk-
cie, a mianowicie w punkcie przeciecia sie tych odcinkéw. Jesli za$ ce-
chy te sg rézne, to odcinki nie przecinajg sie.

13) Dany jest rzut odcinka A' (3,5) B'(7) i rzut punktu
C(- 2.

Wyznaczy¢ dtugo$¢ odcinka: a) taczacego punkt C ze $rodkiem
odcinka AB', b) taczacego punkt C z punktem R, dzielacym odcinek
AB w stosunku f.

14) Dane sg rzuty dwdch odcinkow A’(l) B'(7), C'(—2)
ktére nie przecinajg sie. Zbada¢, czy ich przedtuzenia przecinajg sie
[czyli czy odcinki te lezg na jednej ptaszczyznie] ?

13. a) Jezeli odcinek AB (rys. 4) przedtuzymy w tyn
mym kierunku poza jego punkty koricowe, otrzymamy linje
prostg |, na ktorej lezy odcinek AB.

Chcac wyznaczy¢ rzut prostopadty prostej | na ptaszczyzne
P, poprowadZmy przez poszczeg6lne jej punkty proste, prosto-
padte do ptaszczyzny P. Proste te wypetnig plaszczyzne Px
prostopadig do ptaszczyzny P, ktérg nazywamy ptaszczyzng
rzucajgca prostg I

Krawedz V plaszczyzny Px z plaszczyzng P jest rzutem
prostopadtym prostej | na ptaszczyzne P.

Poznajemy zatem, ze:

Rzut prostopadly prostej I, taczacej punkty A i B, jest
prostg I\ tgczacg rzuty A' i B' punktow A i B.

2
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b) Uzmystowiwszy sobie plaszczyzne rzucajgcg Pj zapo-
mocg kartki kartonu a prostg | zapomocg drucika, poruszaj
prosta | na plaszczyznie P, i wyznaczaj kazdorazowo jej rzut.
Rzuty wszystkich tych prostych schodzg sie z rzutem I
A zatem :

Jezeli przyjmiemy na plaszczyZnie rzutdbw dowolng pro-
stg I' za rzut prostopadly prostej | w przestrzeni, natenczas
istnieje niezliczona ilo$¢ prostych, ktérych rzuty schodza sie z V.
Wszystkie te proste lezg na ptaszczyznie P 1? poprowadzonej
przez rzut V, prostopadle do ptaszczyzny rzutéw.

Prosta | bedzie jednoznacznie wyznaczona wtedy, jezeli
précz jej prostopadtego rzutu V bedg dane cechy dwdch jej
punktow [dlaczego 7] —czyli jezeli bedzie dany rzut cechowany
tej prostej.

¢) Punkt S, w ktérym prosta | przecina swdj rzut prosto-
padty na ptaszczyzne P [Rys. 4], nazywamy $ladem pro-
stej | na ptaszczyinie P.

Kat, zawarty miedzy prosta | a jej rzutem prostopadtym
na ptaszczyzne P, nazywamy katem nachylenia prostej
| do ptaszczyzny P.

Zauwaz, ze:

1) Kat nachylenia prostej | do ptaszczyzny P réwny jest
katowi nachylenia do tej ptaszczyzny jakiegokolwiek odcinka AB,
lezacego na tej prostej. [Por. rys. 4].

2) Dostawa (cosinus) kata nachylenia prostej | do pta-
szczyzny P réwna sie spotczynnikowi skrdcenia rzutu prosto-
padtego jakiegokolwiek odcinka AB tej prostej; styczna {tan-
gens) tego kata réwna sie spadkowi jakiegokolwiek odcinka tej
prostej i nazywa sie spadkiem tej prostej.

14. a) Niech bedzie dany rzut cechowany linji proste
wyznaczonej przez dwa punkty A i B, ktdrych cechy sg 3,5
i 9,2. [Rys. 11]. Chcemy wyznaczy¢ rzuty takich punktéw tej
prostej, ktérych cechy sg po sobie nastepujgcemi liczbami cat-
kowitemi — czyli chcemy zestopniowac te prosta.

Wyobrazmy sobie ptaszczyzne rzucajgcg te prostg i wy-
konajmy kiad tej ptaszczyzny na ptaszczyzne rzutdéw. Naten-
czas prosta rzucajgca AA' zejdzie sie z prostg A'(A), wykre-
$long prostopadle do I' w rzucie A'. Na tej prostej w odlegtosci
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3,5 od A' znajduje sie ktad (A) punktu A. W ten sam sposob
wyszukaj kiad (B) punktu B.

Prosta (A)(B)= (I) jest kladem prostej I.

Wykreslmy dowolng prostg p, prostopadtg do I' i nanie-
Smy na niej odcin .i rowne 1, 2, 3, 4,... przyjetym jednostkom
dtugosci, a z koncéw tych odcinkéw poprowadzmy proste row-
nolegte do I'. Proste te przetng prostg (I) w punktach (1), (Il),

(IM),..., ktére sg kiadami takich punktéw I, 11, 1Il, 1V,....
prostej 1, ktorych cechy wynosza 1, 2, 3, 4, jednostek
dtugosci.

Jak dojdziesz do rzutéw tych punktow?

b) Wezmy na uwage na prostej | odcinek VI VII, ktérego
punkty kohcowe majg cechy roznigce sie o jedng jednostke
dtugosci. [Rys. 11]. Rzut prostopadty VI' VII' takiego odcinka
nazywamy modutem prostej |; oznacza¢ go bedziemy przez
ni. A zatem:

1) Modutem prostej nazywamy rzut prostopadty takiego
odcinka, lezacego na tej prostej, ktérego punkty korcowe majag
cechy roznigce sie o jedna jednostke diugosci.

2) Modut prostej zalezy od jej kata nachylenia do pta-
szczyzny rzutéw; im wiekszy jest kat nachylenia, tem mniejszy
jest modut i naodwrot.
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Uzasadnij, ze:

1) Jezeli katnachyleniaa = 90, to modut m—O;

2) w0 » *~ 0 , 4, M—o0;

3) . ” " a= 45°, , , m= ljednostceprzy-
jetej dtugosci.

4) Przy pomocy trojkata (VI) (VII) Z [Rys. 11] udowodnij, ze:

Modut i spadek linji prostej sa liczbami odwrotnemi.

c) Przy pomocy rysunku 6 uzasadnij, ze:
Dmie proste rownolegle majg rzuty réwnolegle, moduty
rowne i o tem samem nastepstwie cech.

15. Cwiczenia.

1) Dany jest rzut cechowany j = A*(2,b) B'(7,S) prostej / i rzut
cechowany punktu C o cesze 5. Poprowadzi¢ przez punkt C prostg g,
ktéraby przecinata prostg / w punkcie T o cesze 10,4.

Wyznaczy¢ kat nachylenia do plaszczyzny rzutéw jednej prostej
i drugiej prostej, zestopniowa¢ obie proste.

Przekonaj sie, ze proste, ktore facza punkty na obu prostych o tych
samych cechach sg réwnolegte do prostej, taczacej Slady obu prostych?

2) W powyzszem ¢wiczeniu poprowadz przez punkt C prostg g tak,
by przecinata prostg / w punkcie I, ktory jest $rodkiem odcinka AB!

3) Dany jest rzut cechowany I'= A'(1) B'(i>) linji prostej /i rzut
cechowany dowolnego punktu C o cesze 7.

Wyznaczyé rzut cechowany prostej g, przechodzacej przez C row-
nolegle do /.

4) Rozwigz powyzsze zadanie dla Z' = i4'(2,6)fl'(6,3), jezeli cecha
punktu C wynosi 7,2 !

§ 3. RZUT PROSTOPADLY PLASZCZYZNY | FIGURY NA NIEJ
LEZACEJ.

16. a) Niech bedzie dana plaszczyzna rzutéw P i pla-
szczyzna dowolna Px [Rys. 12]. Gdyby$Smy wyznaczyli rzuty
poszczegblnych punktow ptaszczyzny Pu natenczas rzuty te
nakrylyby sobg calg ptaszczyzne rzutéw P, to znaczy, ze: kaz-
dy punkt ptaszczyzny rzutdéw mozna uwazal za
rzut pewnego punktu ptaszczyzny Pt

Obieraj dowolne punkty na plaszczyznie rzutbw, uwazaj je za

rzuty punktéw ptaszczyzny P1 i wyznaczaj potozenia tych punktéw na
ptaszczyznie P, !
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[Ptaszczyzne P, uzmystowi¢ zapomoca tektury, prostg rzucajaca
drucikiem!].

b) Potozenie ptaszczyzny P, w przestrzeni bedzie wyzna-
czone, jezeli beda dane rzuty cechowane elementéw, ktore te
ptaszczyzne wyznaczaja. A zatem :

1) Przyjmijmy na ptaszczyznie P, trzy punkty A, B, C
[Rys. 12], wyznaczmy ich rzuty A', B', G', zmierzmy odlegtosci
(cechy) punktéw A, B, C od plaszczyzny rzutéw i wpiszmy
obok ich rzutéw.

Otrzymamy rzuty cechowane trzech punktéw ptaszczyzny
11, przez ktore ta ptaszczyzna jest m zupetnosci w przestrzeni
wyznaczona.

Istotnie, rzuty cechowane A\4), C'(2) wyznaczajg
w przestrzeni trzy punkty A, B, C, przez ktére mozna popro-
wadzi¢ jedng jedyng ptaszczyzne Pj.
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Narysuj na ptaszczyznie zeszytu tréjkat réwnoboczny o boku
a—>5cm, jego wierzchotki oznacz przez P'(1), Q'(—3), R'(6),
uwazajac je za rzuty cechowane wierzchotkéw P, Q, R pewnego tréj-
kata w przestrzeni!

Przedstaw sobie ptaszczyzne w przestrzeni, na ktérej trojkat PQR
lezy, wyznacz po kolei prawdziwe wielkosci bokéw tego trojkata i na-
rysuj go na ptaszczyznie zeszytu!

2) Plaszczyzna Pt moze by¢ wyznaczona przez dwie
jakiekolwiek na niej lezace proste, np. przez proste przecina-
jace sie m i n. [Rys. 12].

Rzuty cechowane prostych przecinajgcych sie m i n wy-
znaczajg w zupetnosci potozenie ptaszczyzny w przestrzeni.

Przyjmij rzuty cechowane dwdch prostych przecinajacych sie p i Q.
Wyznacz S$lady tych prostych, a nastepnie potozenie w przestrzeni pla-
szczyzny, ktora przez te proste przechodzi i zauwaz, ze $lad plaszczy-
zny, faczy Slady tych prostych!

c) Ptaszczyzna P, [Rys. 12] przecina plaszczyzne rzi
P wzdtuz prostej s, ktorg nazywamy $ladem ptaszczy-
zny P,

Przekonaj sie, ze:

1) Slad jakiejkolwiek prostej, lezacej na ptaszczyznie JPU
lezy na $ladzie tej ptaszczyzny!

Stad wynika, ze:

2) Jezeli prosta y, lezaca na ptaszczyznie PJ jest réwno-
legta do Sladu s tej ptaszczyzny, to i rzut ' tej prostej musi
by¢ réwnolegly do tego $ladu. [Rys. 13].

Albowiem prosta g i jej rzut g' muszg sie przecina¢ na
$ladzie s ptaszczyzny Px Ztego wynika nastepnie, ze prosta
g jest rownolegta do swego rzutu g', a zatem
i do ptaszczyzny rzutow P. Wszystkie punkty prostej
g majg te same odlegtosci (cechy) od ptaszczyzny rzutéw.

Prostg g nazywamy prostg gtowng, tworzacag lub
prostag warstwicowg plaszczyzny Pj.

Prosta gtdwna <4 tgczy na ptaszczyznie Pxpunkty, ktorych
cechy wynosza po 4 jednostek, dlatego rzut tej prostej ozna-
czono na rysunku przez g\.

Wyznacz rzut g\ tworzacej o cesze 3! Ktoredy na rys. 13
przejdzie rzut g', tworzacej o cesze 27?
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17. Najdogodniej jest przedstawia¢ ptaszczyzne na rysi
zapomocy jej $ladu i jednego jej punktu.

Niech bedzie dana ptaszczyzna P, zapomocag $ladu s i rzutu
cechowanego jednego jej punktu A, ktérego cecha wynosi 5.
[Rys. 13].

Przez punkt A lozna poprowadzi¢ niezliczong ilos¢ pro-
stych, lezacych na ptaszczyznie Pr [Wykresl kilka z tych prostych,
wskaz ich rzuty i $lady!] Miedzy temi prostemi jedna jest row-
nolegta do $ladu s, jest to znana nam juz prosta gtowna g;
druga prosta p, prostopadfa do $ladu s, a wiec prostopadta
i do wszystkich prostych gtéwnych plaszczyzny, nazywa sie
prostg najwiekszego spadku plaszczyzny P,.

Po prostej najwiekszego spadku sptywataby woda z punktu
A, gdybysmy sobie wyobrazili, ze ptaszczyzna rzutéw jest pta-
szczyzng pozioma, a plaszczyzna P, jest ptaszczyzng terenu.

Kat nachylenia a prostej najwiekszego spadku do pta-
szczyzny rzutobw nazywamy katem nachylenia plaszczy-
zny P1 do ptaszczyzny rzutdw.

Spadek, modut prostej najwiekszego spadku p nazywamy
spadkiem, modutem ptaszczyzny 1\.

Rys. 13



26

Rzut prostej najwiekszego spadku rysujemy zwykle po-
dwdjng linja.
Ptaszczyzna jest w przestrzeni w zupetnosci wyznaczona,
jezeli jest dany rzut cechowany jej prostej najwiekszego spadku.
1) Zauwaz na rys. 13, ze rzut p' prostej najwiekszego spadku
ptaszczyzny Pljest prostopadty do
0 1 2 m Sladu s tej plaszczyzny, a zatem
11 1 1 1 111 1= do rzutéw wszystkich prostych
gtéwnych tej ptaszczyzny!

2) Dany jest rzut cechowany
prostej najwiekszego spadku pew-
nej ptaszczyzny Pt irznt C’ pew-
nego punktu C tej ptaszczyzny.
Mamy wyznaczy¢ ceche tego
punktu [rys. 14].

Wskazéwka. Prosta g',
poprowadzona przez rzut C prosto-
padle do rzutu p prostej naj-
wiekszego spadku, jest rzutem pro-
stej gtdwnej g, przechodzacej przez
punkt C. Jezeli wyznaczysz ceche

1 punktu I, w ktérym prosta g prze-
cina prosta p, to cecha ta bedzie

Rys. 14 rowniez cechg punktu C-

18. a) Przyjmijmy na ptaszczyznie Px [rys. 15] dow
trojkat ABC i wyznaczmy jego rzut A'B'C’ na plaszczyzne P.

Chcemy zbadaé, jaki zwigzek zachodzi miedzy powierzch-
nig tréjkata ABC a powierzchnig jego rzutu A'B'C ?

Poprowadzmy przez wierzchotek A danego trdjkata prostg
gtobwng g plaszczyzny P,; rzut g' tej prostej przejdzie przez A'
i bedzie réwnolegly do g. Prosta g przecina bok BG tréjkata
ABC w punkcie 1; rzut T tego punktu lezy na boku CB' trdj-
kata A'B'C', a odcinek A'T jest réwny odcinkowi Al. [Dlaczego ?].

Prosta g dzieli trojkat ABC na dwa trojkaty ABI i ACI,
ktorych wspolng podstawg jest odcinek Al. Rzut g' dzieli trojkat
A'B'C' réwniez na dwa tréjkaty A'B'I' i A'C'l' o wspdlnej pod-
stawie A'T.

Poprowadzmy przez punkt B prosta najwiekszego spadku
BS; jest ona prostopadta do podstawy Al w punkcie Il (dla-
czego?). Rzut prostej BS, to jest B'S, musi by¢ prostopadty
do podstawy A'l' [dlaczego 7]; przecina on podstawe AT w punk-
cie U', ktory jest rzutem punktu 11.
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Odcinek B'll" jest wysokoscig trdjkata A'B'T i jest rzu-
tem odcinka Bil, ktéry jest wysokosScig trojkata ABl. Stad
wynika:

B'1l'—Bil.cosa . ... 1)

gdzie a oznacza kat nachylenia prostej najwiekszego spadku BS,
a zatem rowniez kat i ichylenia ptaszczyzny Pt.

Rys. 15

Powierzchnia tréjkata A'B'F rowna sie:

f=\VA'T.B’1I"

Podstawiajac w tern réwnaniu za odcinek A’l' réwny mu
odcinek Al, za$ za B’1T warto$¢ z réwnania 1), a nastepnie
oznaczajac iloczyn | Al. Bil przez/'jako powierzchnie trojkata
ABI, natenczas otrzymamy:

f = \A1T'.B'1T
=\ Al .Bil.cosa

/'== f.cosa ... . 2)
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Uczen oznaczy powierzchnie tréjkata AGI przez fu za$
powierzchnie rzutu A'C'l' tego trdjkata przez fX i wykaze sa-
modzielnie, ze:

fi'*—ficosa . ... 3)

Dodajac réwnania 2) i 3) stronami i oznaczajagc powierzch-
nie trojkata ABC przez F, za$ powierzchnie jego rzutu AIB'G'
przez F, natenczas otrzymamy:

F'= Fcosa — czyli:

F. cosa ... . 4)
F

To znaczy:

Stosunek powierzchni rzutu tréjkata do powierzchni trdj-
kata samego rowna sie dostawie kata nachylenia ptaszczyzny
tego trojkata do ptaszczyzny rzutéw. Stosunek ten jest przeto
iloscig stala, jezeli ptaszczyzna tréjkata nie zmienia swego na-
chylenia wzgledem ptaszczyzny rzutéw.

Czyli innemi stowy:

Gdy trojkat ABC, nie zmieniajac swej wielkosSci, porusza
sie po ptaszczyznie 1\, torzut A'B’C' tego tréjkata, poruszajgc
sie po ptaszczyznie rzutdéw, nie zmienia wielkosci swej powierzchni,
jezeli tylko ptaszczyzna trojkata 1\ nie zmienia swego nachy-
lenia wzgledem ptaszczyzny rzutéw.

A zatem wszystkie rzuty A'B’C' sg w tym wypadku réw-
nowaznymi figurami.

1) Zauwaz tutaj analogje do niezmiennosci rzutu odcinka, porusza-
jacego sie po tej samej linji prostej [por. art. 13 cj]!

2) Jak nalezy poruszaé¢ tréjkat ABC na jego ptaszczyznie
by rzuty jego na ptaszczyzne P byly figurami przystajacemi?

b) Nie zmieniajgc wielkosci trojkata ABC, obracajmy
ptaszczyzne P, dokofa jej $ladus. Zauwazymy, ze ze zmiang
kata nachylenia a ptaszczyzny Pxzmienia ksztatt
i wielkosé rzut A'B'C' przyjetego trojkata ABC.

Jakie nachylenie musi mie¢ ptaszczyzna Plt by powierzchnia F'
rzutu A'B'C tréjkata ABC o powierzchni F réwnata sie:

L)F'=*F; 2)F'="F; Q3 F="F?
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1) Jezeli plaszczyzna P, zajmie potozenie prostopadte
wzgledem plaszczyznyrzutdw,
a wiec a= 90° natenczas:

F'= Fcos90° a zatem:
F'=0.

Rzut tréjkata AB C, kto-
rego pluszczyzna I\ jest ro-
stopadta do ptaszczyzny rzu-
téw, jest odcinkiem, lezacym
na $ladzie ptaszczyzny I\.
[Rys. 16].

2) Jezeli ptaszczyzna P1
nakrywa ptaszczyzne rzutéw,
a wiec a= 0, natenczas:

F'—Fcos0, a zatem:
F'=F.

Rzut tréjkata ABC, le-
zacego na ptaszczyznie rzutow schodzi sie z tym tréjkatem.

Rys. 16

[Uzasadnij to twierdzenie pogladem!]

3) Niech pfaszczyzna P1 zajmie potozenie réwnolegte do
ptaszczyzny rzutéw [rys. 17]. Natenczas rzuty bokdéw, katow
trojkata ABC, bedg rowno-
legte i rowne bokom wzgled-
nie katom tréjkata danego.

A zatem:

Jezeli ptaszczyzna tréj-
kata jest rownolegta do pta-
szczyzny rzutdéw, to rzut tego
tréjkata jest réwny temu tréj-
katowi.

19. Na sztywnej te
rze Pt narysuj dowolny wie-
lokagt ABCDE... = F, atrzy-
majac tekture w pewnem po-
tozeniu wzgledem ptaszczyzny
rzutéw P, wyznacz rzuty po-
szczegOlnych  wierzchotkow
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i bokéw wielokata [rys. 18]! Otrzymasz na ptaszczyznie rzutow
wielokat A'B'C'D'E". — ktory nazywamy rzutem wie-
lokgta F na ptaszczyzne P.

Zauwaz, ze :

Rzut wielokata na pewng ptaszczyzne jest wielokatem o tej
samej ilosci wierzchotkéw, bokéw, przekatnych!

a) Na poc
wie art. 18 uzasad-
nij, ze:

Jezeli kat na-

chylenia ptaszczy-
zny Fu na ktorej
lezy wielokat, do
ptaszczyzny rzutéw
oznaczymy przez a,
powierzchnie wie-
lokata przez F, po-
wierzchnie za$ rzu-
tu tego wielokata
przez F', natenczas
zachodzi zwiagzek:

F'—Fcosa.

Jakie potozenie

musi zaja¢ ptaszczyzna

Pl wzgledem ptaszczy-

zny rzutéw, aby rzut

wielokata na niej le-

zacego byt réwny temu

wielokatowi, a jakie,

by rznt byt odcinkiem na $ladzie ptaszczyzny P11 Wskaz te przypadki
na powyzszym modelu 1 [Rys. 18].

b) Na podstawie artykutu 9 uzasadnij, ze :

1) Rzut réwnolegtoboku jest réwniez réwnolegtobokiem.

2) Rzut trapezu jest rowniez trapezem, ktorego stosunek bo-
kéw réwnolegltych réwny jest stosunkowi bokéw réwnolegtych
trapezu danego.

c) Wielokat ptaski jest wyznaczony przez swoj rzut tylko
wtedy, jezeli sg podane cechy trzech jego wierzchotkdw.

Uzasadnij to pogladem!
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20. éwiczenia.

1) Dane sg rzuty cechowane trzech punktéw ptaszczyzny P1:
A’(l), £(4), 0(8, 3).

Mamy wyznaczy¢: a) $lad ptaszczyzny P1; b) prosta najwiek-
szego spadku; €) modut i spadek tej ptaszczyzny; d) prawdziwg wielko$é
trojkata ABC', €) stosunek powierzchni rzutu tego trojkata do powierzchni
samego tréjkata.

2) Rozwigza¢ takie same zagadnienia jak w 6w. 1), jezeli pta-
szczyzna PX jest wyznaczona przez dwie proste przecinajace sie w punk-
cie C(O), a mianowie: g'= [(7(0) A'A, 5)], I'= [C'(0) B'(—2, 1)].

3) Plaszczyzna Pt jest wyznaczona przez swoj Slad s i jeden jej
punkt A'(8,7). Na tej ptaszczyznie lezy trdjkat ABC, ktérego rzut
A’B'C’ jest réwnobocznym trojkatem o boku a= 4cm.

Rozwigza¢ takie same zagadnienia jak w ¢éwiczeniu 1).

4) Dany jest rzut cechowany roéwnolegtobokn, ktéry przedstawia
sie jako prostokat P (1) Q'(3,2) /?'(9,1)S" o bokach P'Q'= 4cm,
Q'R*—6cm.

Rozwigza¢ takie same zagadnienia lak w ¢wiczeniu 1).

5) Plaszczyzna jest dana przez rzut cechowany swej prostej naj-
wiekszego spadku: p = [A'{—2, 5) B’(3, 5)j.

Narysowa¢ rzut cechowany kwadratu o boku a—#6, lezacego na
tej ptaszczyznie, jezeli: a) jeden jego bok schodzi sie ze $ladem danej
ptaszczyzny; b) jeden jego bok jest réwnolegty do $ladu i odlegty od
niego na 3 jedn.; ¢) kwadrat dotyka ptaszczyzny rzutow jednym wierz-
chotkiem, za$ jego przekatna, wychodzaca z tego wierzchotka, jest pro-
stopadta do $ladu ptaszczyzny; d) jeden wierzchotek kwadratu schodzi
sie z punktem B'(3, 5), a przekatna przez ten wierzchotek przechodzaca
jest prostopadta do $ladu ptaszczyzny.

Uzasadnij, ze rzut kwadratu w potozeniu ¢) i d) musi by¢ rombem!

Przekonaj sig, ze rzuty kwadratu we wszystkich tych potozeniach
sg rownowaznemi réwnolegtobokami! [Dlaczego?].

6) Rozwigza¢ zagadnienia w ¢w. 5), jezeli plaszczyzna kwadrata
jest wyznaczona przez swoj $lad s i kat nachylenia a = 30°.

7) Chcielibyémy, by rzut kwadratu o boku a na plaszczyzne P
(ptaszczyzna rysunku) byt a) prostokatem, b) rombem, o powierzchniach
réwnych:

al ™ a8 -Cra2> Ta% 0'36108a!, 0,08716a2 ..., 0.al

Podaj warto$¢ kata nachylenia a ptaszczyzny PX kwadratu do
ptaszczyzny P w kazdym z tych przypadkéw, a przyjawszy nastepnie
$lad ptaszczyzny Pu wykres$l rzuty cechowane, kwadratu w kazdem z tych
potozen!
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8) Na ptaszczyznie PXx danej przez jej $lad s i kat nachylenia
a—45°, lezy trapez réwnoramienny o podstawach a= 6, b= 8, wyso-
kosci w= 4. Wykresli¢ rzuty tego trapezu, jezeli jego podstawy sg
rownolegte do $ladu plaszczyzny Px

9) a) Trapez, o ktérym byta mowa w ¢w. 8, opiera sie jedng pod-
stawg o ptaszczyzne zeszytu. Wykresl jego rzut na ptaszczyzne zeszytu
tak, by powierzchnia rzutu byta réwna potowie powierzchni trapezu
danego!

b) Dany jest rzut cechowany trapezu: A'(2,3) B'(2) C'(5,1) D'm
Wyznaczy¢ naturalng wielko$¢ tego trapezu oraz kat nachylenia jego
ptaszczyzny do plaszczyzny rzutow.

10) Dany jest rzut cechowany réwnolegtoboku P (—2) Q'(2, 5)
R'(6, 2) S”.

Wykresli¢ naturalng wielko$¢ tego rownolegtoboku oraz wyznaczyé
potozenie jego ptaszczyzny wzgledem plaszczyzny rzutow przez wyzna-
czenie kata nachylenia i Sladu tej ptaszczyzny.

11) Prostokat o bokach a i b opiera si¢ jednym bokiem o pta-
szczyzne rzutéw; jak nachylisz jego plaszczyzne do plaszczyzny rzutow,
by powierzchnia rzutu prostokata wynosita :

Vg /9
ab, ~ ab, ab, \ab, 0T2187a6,...

12) Wykresl rzut szesciokata umiarowego o boku a, opierajgcego
sie o ptaszczyzne rzutow jednym bokiem, jezeli rzut ten ma mie¢ po-
wierzchnie réwng potowie powierzchni szesciokata danego!

13) Ptaszczyzna PX jest wyznaczona przez rzut cechowany
p = [#'(10) JJ'(0)] swej prostej najwiekszego spadku. Przyja¢ na tej
ptaszczyznie punkt C o cesze 6 i wykre$lic rzut cechowany prostej g,
prostopadiej do ptaszczyzny PXx w tym punkcie C.

W skazdowka. Punkt C o cesze 6, jezeli lezy na ptaszczyznie
P,, to lezy na prostej gtéwnej tej plaszczyzny g o cesze 6.

Rznt @' prostej g jest prostopadty do rzutu p' prostej najwiek-
szego spadku ptaszczyzny P, i przecina ten rzut w punkcie P’(6).
Chcac wiec mie¢ rzut g', nalezy przedewszystkiem wyznaczyé rzut P {6)
takiego punktu prostej najwiekszego spadku p, ktdrego cecha wynosi
6, i t. d. [Rys. 19 6)].

WyobraZzmy sobie w przestrzeni ptaszczyzne PX a na niej przyjety
punkt C [Rys. 19 a)]. Prosta , prostopadta do ptaszczyzny PXw punkcie
C, jest prostopadta do prostej gtéwnej g, przez ten punkt przechodzacej
[dlaczego?]; przeto rzut Q" prostej g musi by¢é prostopadty do g' [dla-
czego? Kiedy rzut kata prostego jest katem prostym?].

Poniewaz nastepnie prosta ( jest prostopadta do prostej najwiek-
szego spadku pu przechodzacej przez punkt C, i lezy z tg prostg w jednej
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ptaszczyznie, prostopadiej do ptaszczyzny rzutdw, przeto rzut ' prostej q
schodzi sie z rzutem pj prostej pl A zatem:

Rzut ' prostej q. prostopadtej do ptaszczyzny P, w punkcie
C, przechodzi przez rzut C' tego punktu, prostopadte do rzutu (/'
prostej gtownej g, przechodzacej na ptaszczyznie Pyprzez punkt C.

Znamy wiec kierunek rzutu Q' prostej prostopadiej g do ptaszczyzny
P1li rzut cechowany jednego jej punktu, t. j. C'{6). By prosta q byta
w przestrzeni doktadnie wyzni .czona, musimy zna¢ rzut cechowany jeszcze
jednego jej punktu.

W tym celu wykonajmy klad na plaszczyzne rzutéw tréjkata
prostokatnego CSyC' dokota q [Rys. 19 aj i h)\, ktory sie zejdzie
z trojkatem C°S1Cr, i w punkcie C° wykreSlmy prostg "0, prosto-
padig do przeciwprostokatnej 5, C°.  Prosta Qa jest kladem prostej @,
przecina sie przeto z rzutem ' w $ladzie H prostej . Punkty H i C
wyznaczajg doktadnie prostg .

14) Plaszczyzna P, jest dana przez rzut cechowany p' = [A' (0, 5)
B\2, 6)] prostej najwiekszego spadku, procz tego dany jest rzat C'(7, 5)
punktu C, lezacego na tej plaszczyznie. Wyznaczy¢ rzut cechowany
prostej g, prostopadiej do ptaszczyzny Pt w punkcie C.

15) Ptaszczyzna P1 jest wyznaczona przez rzuty cechowane trzech
jej punktow A'(2), B'(4), C'(8). a) Wyznaczy¢ rzuty cechowane pro-
stych, prostopadiych do ptaszczyzny Plt zbudowanych w punktach A, B, C.
b) Wyznaczy¢ rzut cechowany prostej, prostopadtej do ptaszczyzny Plr
zbudowanej w dowolnym punkcie tej ptaszczyzny.

16) Dana jest ptaszczyzna PX przez rzut cechowany prostej naj-
wiekszego spadku />/= [5'(0) /4'(7)], nadto dany jest rzut cechowany

B. Kalicun-Chodowicki, Zarys geometrji wykresloej 3
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M'(9) dowolnego punktu M, znajdujacego sie¢ w przestrzeni obok pta-
szczyzny Pv

Wyznaczy¢: a) rzut cechowany prostej ¢, poprowadzonej z punktu
M prostopadle do ptaszczyzny P1; b) wyznaczyé odlegtos¢ punktu M
od ptaszczyzny Pt.

Wskazowka. Ze wskazéwki do ¢wiczenia 13 i rys. 19 aj
wynika, ze rzut ' prostej §, poprowadzonej w przestrzeni prostopadle
do ptaszczyzny P1} jest prostopadty do rzutéw prostych gtéwnych pta-
szczyzny P i przechodzi przez rzut M' punktu M-

Aby wyznaczy¢ rzut cechowany jeszcze jednego punktu prostej d,
nalezy wykona¢ kiad ptaszczyzny rzucajacej prosta g dokota rzutu §' —
wraz z punktem M i prosta najwiekszego spadku pXx wzdtuz ktorej
plaszczyzna rzucajaca przecina ptaszczyzne dana. [Por. rys. 19 b)\

Prosta Q% wykreslona prostopadle z punktu do prostej pX,
przecina q" w punkcie H(0), ktory jest $ladem prostej Q.

Prosta (° przecina prosta px° [Rys. 19 b)\ w punkcie C°, ktéry
jest kladem punktu C plaszczyzny Px, w ktdrym prosta q te ptaszczyzne
przebija. Odcinek M°C*® jest naturalng wielkoscig odlegtosci punktu M
od plaszczyzny PX; rzutem tej odlegtosci jest odcinek M'(9) C'(6).

17) Pfaszczyzna PX jest dana: a) przez $lad Sj i rzut cechowany
jednego jej punktu D'{7, 5); b) przez rzuty cechowane trzech punktéw
A'{—2), fi'(l, 5), C'(6, 7); ¢) przez rzut cechowany prostej Z= [A'(3)
B2, 5)] i rzut cechowany punktu C'(10, 1).

Jest dany prdocz tego rzut cechowany M'(6) punktu M, znajdu-
jacego sie obok ptaszczyzny PX w przestrzeni.

Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu M od ptaszczyzny PL

18) Przez punkt M'(7) poprowadzi¢ prostg r, réwnolegta do pta-
szczyzny PIt danej przez prosta najwiekszego spadku p'= [j4'(15) B'(7)\-

Wskazowka. Ze stereometrji wiadomo nam, ze prosta jest row-
nolegta do ptaszczyzny, jezeli jest rownolegta do jakiejkolwiek prostej,
lezacej na tej plaszczyznie.

PoprowadZmy zatem na pfaszczyznie PX dowolng prostg m, ktorej
rzut schodzi sie z m' [Rys. 20]. Rzut m przecina rzuty prostych gtow-
nych g'{7) i g'{15) w punktach P(7) i Q'(15), ktére sg rzutami punk-
tow o cechach 7 i 15. Rzuty P'(7) i Q'(15) wyznaczajg w zupetnosci
prostg m.

Jezeli przez M'(7) poprowadzimy prostg /, réwnoleglta do m’,
natenczas otrzymamy rzut prostej r, przechodzacej przez punkt M, réw-
nolegle do ptaszczyzny Pl Drugi punkt £7(15) tej prostej otrzymamy
na podstawie réwnosci modutdw prostych réwnolegtych, jezeli zatem ode-
tniemy w tym samym kierunku odcinek M\7) ¢r'(15)= P'(7) Q'(15).

19) Piaszczyzna Pxjest dana przez trzy punkty A'(2), B'{3), (7(7).
Obok ptaszczyzny tej znajduje sie punkt M, dany przez swoj rzut ce-
chowany Wyznaczy¢ rzut cechowany prostej r, poprowadzonej
przez punkt M, réwnolegle do ptaszczyzny Px

20) W c¢wiczeniu 18 poprowadzi¢ przez punkt M'(7) ptaszczy-
zne, roéwnoleglty do ptaszczyzuy PX,
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Wkazéwka. Przez punkt M mozna poprowadzi¢ niezliczong
ilos¢ prostych, réwnolegtych do ptaszczyzny Pl [rys. 20 a)]. Proste te
wypetniajg ptaszczyzne Ps, rownolegty do ptaszczyzny Pi. Plaszczyzna
Ps jest wyznaczona przez dwie proste réwnolegte do PIZ} np. prostg r
i/i —it d

2.1) Plaszczyzna P1 jest dana przez swoj $lad s irzut cechowany
A\6) jednego jej punktu. Poprowadzi¢ do niej przez punkt M \12) pta-
szczyzne réwnolegla.

22) *) Wedtug podrecz. Geometrji dla kl. 111 powtorz o rzucie
prostopadtym kota!
23) *) Wielka potos elipsy jest a, mata potos b. Dwazajac

te za rzut kota k o promieniu a, uzasadnij, ze dostawa kata nachylenia
a plaszczyzny tego kota do ptaszczyzny rzutdw jest:

b
cosa——.
a

Wskazowka, a) Wyobrazmy sobie koto k o promieniu a,
o $rodku S, lezace na ptaszczyznie Pv nachylonej do ptaszczyzny rzu-
tow P pod katem a. [Rys. 21], Narysujmy w kole jedng S$rednice
AB — 2a, réwnolegle do ptaszczyzny rzutéw, a zatem réwnolegly row-
niez do $ladu s ptaszczyzny PL Rzut A'B' tej Srednicy jest zaterp
rowny diugosci $rednicy samej, to jest A'B'= 2a-

Tak samo w naturalnych wielkosciach przedstawiajg sie rzuty
wszystkich cieciw I, réwnolegtych do S$rednicy AB-

WezZzmy nastepnie na uwage $rednice CD kota, prostopadta do Sred-
nicy AB. Srednica ta lezy na prostej najwiekszego spadku ptaszczyzny

~ * Cwiczenia z gwiazdka sa przeznaczone dla kl. VII gimnazjum hu-
manistycznego.

-1 3*
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Px poprowadzonej przez punkt S ; kat nachylenia zatem $rednicy CD
do ptaszczyzny rzutdw réwny jest katowi nachylenia ptaszczyzny Pt do
tej ptaszczyzny rzutow, a zatem:

_(_:__I;)__: 2_b_£: cos a

CD 2a a

b) Stosunek ;jest spotczynnikiem

skrocenie wszystkich cieciw ( kofa,
rownolegtych do CD, to znaczy:

SL—A.
q a

Rys. 21
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Z tej wiasciwosci wynika nadzwyczaj tatwa konstrukcja elipsy, je-
zeli sg dane jej potosie a i b. [Rys. 21... 3)]:

Zakre$lmy ze $rodka elipsy S kota k i K promieniami b i a,
a nastepnie poprowadzmy przez $rodek S dowolng prostg p, ktéra prze-
tnie koto K w punkcie 7, koto za$ k w punkcie //. Z punktu | wy-
kreslamy odcinek | Ill, pro* ‘opadty do C'D', z punktu za$ Il odci-
nek 117, rownolegty do CD'- Punkt 7, w ktdrym przecinajg sie te

odcinki, jest szukanym punktem elipsy. Z podobnych tréjkatéw | 111S
i / 711 wynika bowiem, ze :

11_ q b

il g~ a

Udowodnij tak samo, ze punkty 2, 3, 4, 5, 6, ... sg punktami elipsy!

C) Z artykutu 19 wiadomo, ze miedzy powierzchnig F figury pta-
skiej, a powierzchnig F' rzutu tej figury zachodzi réwno$é:

F'—Fcosa, gdzie a jest katem nachylenia ptaszczyzny tej figury
do ptaszczyzny rzutéw.

Jezeli koto k [rys. 21 ... 1)] uwaza¢ bedziemy za wielokat o nie-
zliczonej liczbie bokéw, rzut za$ jego e, t. j. elipse, za rzut tego wie-
lokata, natenczas miedzy powierzchnig kota astt, a powierzchnig elipsy
F' zajdzie zwigzek :

F'—adncosd

Podstawiajac za Cosa—Br, otrzymamy:

F'—a*ji.—
F'—abwo

To znaczy: Powierzchnie elipsy obliczymy, mnozac iloczyn
potosi elipsy przez liczbe n (Ludolfing).

§ 4. KLAD PLASZCZYZNY
PODNIESIENIE PLASZCZYZNY

21. Jezeli obrocimy ptaszczyzne Pt [Rys. 22 aj] dokot
$ladu tak, by sie nakryta z ptaszczyzng rzutéw P, méwimy wtedy,
ze potozylismy ptaszczyzne P, na ptaszczyzne P,
lub, ze wykonalismy ktad ptaszczyzny Pt na pta-
szczyzne P.

Ze zmiang potozenia ptaszczyzny P, zmienia réwniez po-
tozenie kazda figura, lezaca na tej plaszczyznie. Gdy ptaszczy-
zna Pj nakryje sie z plaszczyzng rzutéw, to rowniez figura,



38

lezaca na Pu padnie na ptaszczyzne rzutéw. To nowe potoze-
nie figury ptaskiej nazywamy jej ktadem na ptaszczyzne
rzutow.

Naodwrot: jezeli ptaszczyzna Px nakrywa sie z ptaszczyzng
rzutdéw, a my jg obrécimy dokota pewnej prostej s tak, by two-
rzyta z plaszczyzng rzutéw pewien kat nachylenia a, natenczas
moéwimy, ze podniesliSmy ptaszczyzne Pt o kat &
Z plaszczyzng Px podniesie sie o ten sam kat kazda figura,
lezagca na tej ptaszczyznie.

22. a) Trojkat ABC opiera sie bokiem AB o ptaszcz
rzutdbw P, wierzchotek zas C jest odlegly od tej ptaszczyzny
0 10 jednostek. [Rys. 22 a), b)\. Mamy wykona¢ kiad tego troj-
kata na ptaszczyzne rzutéw.

Jezeli trojkat ABC obraca sie dokota boku AB, natenczas
jego wierzchotek C zakre$la w przestrzeni tuk kota k. Pla-
szczyzna tego kota jest prostopadia do ptaszczyzny rzutéw
(dlaczego?) i do osi obrotu, tj. do boku AB, przecina sie
przeto z ptaszczyzng rzutdw podilug prostej h, ktdra przechodzi
przez rzut C' punktu C i jest prostopadta do osi obrotu AB.
Punkt M, w ktérym prosta h przecina prostg AB, jest srodkiem
kola k.

Promien r kota k lezy na prostej najwiekszego spadku,
poprowadzonej na ptaszczyznie trojkata Px przez punkt C.
Promien ten tworzy zatem ze swoim rzutem, a wiec z prostg h,
kat «, réwny katowi nachylenia ptaszczyzny tréjkata do pta-
szczyzny rzutéw. A zatem:

Jezeli ptaszczyzna P x obraca sie dokota swego $ladu, to
dowolny jej punkt C zakre$la w przestrzeni koto, ktdrego pro-
mien r jest rowny przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego,
w ktérym jedng przyprostokatng jest wysokos¢ (cecha) punktu
C, druga przyprostokatna jest odlegto$¢ rzutu C' punktu C od
$ladu ptaszczyzny (w danym przypadku od prostej AB), jed-
nym katem ostrym jest kat nachylenia d ptaszczyzny P, do
ptaszczyzny rzutow.

Promien r jest wiec wyznaczony, skoro jest podana cecha
punktu C albo kat nachylenia dptaszczyzny P, doptaszczyzny
rzutow.

Jezeli ptaszczyzna P, wykona obrét, réwny katowi o, na-
tenczas punkt C zejdzie sie z punktem (C)x prostej h; jezeli
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za$ ptaszczyzna P, wykona obrot rowny katowi 180 a, naten-
czas punkt C zejdzie sie z punktem (G) prostej h. A zatem:

Jezeli wykonamy kiad ptaszczyzny + na plaszczyzne
rzutow przez obrot dokota jej Sladu na lewo lub na prawo, na-
tenczas dowolny jej punkt C zejdzie sie z punktem (C) lub (CX
prostej li, wykreslonej przez rzut C tego punktu, prostopadle
do $ladu ptaszczyzny 1\.

Punkty (C) i ((\) sg odlegle od $ladu s ptaszczyzny I\
0 odcinek r, rowny promieniowi kota, ktére punkt C zakresla

Rys. 22
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Podczas obrotu trojkata ABC wierzchotki A i B nie zmie-
niajg swych potozen, czyli ich klady schodzg sie z niemi sa-
inemi. Z tego wynika, ze kiady bokéw AC i BC trdjkata ABC
otrzymamy, jezeli kiad (Cj lub (O potgczymy z wierzchot-
kami A i B.

Trojkaty (C)AB i (CJAB sa ktadami trdjkata ABC.
Oba kiady sg figurami symetrycznie sobie odpowiadajgcemi
wzgledem prostej AB.

Rys. 22 b) przedstawia rozwigzanie powyzszego zagadnie-
nia, jezeli za plaszczyzne rzutébw przyjmiemy piaszczyzne ry-
sunku. Celem wyznaczenia promienia r narysowano na pfa-
szczyznie rzutdw trojkat MCCO rowny tréjkgtowi MCC w prze-
strzeni.

b) Opisz, jak postgpisz przy rozwigzaniu zagadnienia od-
wrotnego :

Dany jest ktad AB(CJ trojkata ABC. Podnies¢ trojkat
AB (C\) o kat a dokota boku AB i wyznaczy¢ jego rzutwtem
nowem potozeniu.

Przekonaj sie, ze przy podniesieniu trojkata danego o kat
180-a otrzymasz taki sam rzut, jak przy podniesieniu o kat a!

1) Podnie$ ten tréjkat i wyznacz jego rzut dla kata podniesienia:
a = 100, 30°, 60°, 90° 100«, 120°, 150°,...

2) Podnie$ ten tréjkat tak, by punkt C miat zadang wysokos$é
(ceche):

Zz—2, 6, 8, 10, ... jednostek.

Jaka moze by¢ najwieksza warto$¢ na z?

Zauwaz, ze dla tej samej wysokosci otrzymujemy dwa rzuty troj-
kata, symetrycznie potozone wzgledem prostej AB\

23. Trapez prostokatny ABCD opiera si¢ bokiem,
do ktérego przylegajg katy proste, o ptaszczyzne rzutdéw; odle-
gtos¢ wierzchotka C od ptaszczyzny rzutdbw wynosi: z= 9 jed-
nostek. Wykona¢ ktad tego trapezu na ptaszczyzne rzutow przez
obrét jego ptaszczyzny dokota boku AB. [Rys. 23].

Obracajgc ptaszczyzne Pt trapezu dokofa prostej AB, wi-
dzimy, ze punkt G zakre$la koto K promieniem r —BC ze srodka
B, punkt D zakre$la koto K, promieniem r= AD ze $rodka A.
Kiad punktu C padnie na przedtuzenie rzutu BC, kiad punktu
D padnie na przedtuzenie rzutu AD'.
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Kfad punktu G oznaczono na rysunku przez (G), punktu
D przez (D).

Bok DC przecina sie ze swoim rzutem D'G’ w punkcie S,
ktory lezy na $la-
dzie s= AB pfla-
szczyzny Px Pod-
czas obrotu pta-
szczyzny P, punkt
<Sniezmieniaswego
potozenia, klad|za-
tem boku DG, t.j.
prosta (C)(D), prze-
chodzi¢ musi przez
punkt S.

A zatem:

Ktad prostej,
lezacejnaptaszczyz-
nie I\, i rzuttejpro-
stej przecinac sie
muszg wpunkcie S,
lezacym na $ladzie
s ptaszczyzny I\.

Jezeli wiec rzut
prostej jest réwno-
legty do $ladu, to
rowniez klad tej
prostej bedzie réw-
nolegly do tego
$ladu.

Powyzsza wia-
sciwos¢  mozemy
zresztg uzasadnié
nastepujgco:

Wezmy na u-
wage tréjkaty rzu-
cajgce BCG'iDAD".
Sa one podobne
do siebie, gdyz ma-
ja po dwa katy row-
ne, a mianowicie : Kys. 23
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o£: A= o$:£, §; C'= -3:D’= 900 [dlaczego?].
Stad wynika, ze:

BCTAB' czyli BO'_r a wiec:
r rx y AF ge:
BC’ _ B(C)
AD' A(D)'
Poniewaz
B(C) BS
A(D) AS’

a ta rownos¢ moze zajs¢ tylko wtedy, gdy proste C'D', (C)(D)
przechodzg przez ten sam punkt S na $ladzie s plaszczy-
zny Px
Z powyzszej wiasciwosci wynika nadzwyczaj tatwy spo-
sob konstruowania kfadu punktu D, jezeli jest dany ktad punkt G
Opisz wedtug rysunku te konstrukcje!

b) Rozwigz samodzielnie zagadnienie odwrotne:

Dany jest ktad trapezu prostokagtnego AB (C)(D) [Rys. 23 b)};
podnie$¢ ten trapez tak dokota boku AB, aby a) jego wierz-
chotek C znalazt sie na wysokosci z=9 jednostkom; b) aby
jego ptaszczyzna tworzyta z ptaszczyzng rzutow kat a= 30*. 4»'\
60°, 90» ... 120", 135°, 150° ...

24, Dany jest rzut A'B'C trdjkata ABC, lezacego na
szczyznie Pu wyznaczonej przez swoj $lad s i rzut cechowany
jednego jej punktu np. A'(10). Wyznaczy¢ kiad tego trojkata
i zbada¢ zalezno$¢ geometryczng, ktora zachodzi miedzy kia-
dem a rzutem. [Rys. 24],

a) Wiadomo, ze kiady wierzchotkéw A, B, C bedg lezaty
na prostych, wykreslonych przez rzuty A', B', C', prostopadle
do $ladu s ptaszczyzny Px Proste te przecinajg slad s w punk-
tach Mx it/a M,, ktdre sg Srodkami kot Kx K,, K,, zakres$lo-
nych w przestrzeni przez wierzchotki A, B, G, gdy ptaszczyzna
Px obraca sie dokota $ladu s.

Promienie tych k&t sg przeciwprostokatnemi trojkatow
rzucajgcych AA'MX BB'M2, CC'M3, w ktérych kat nachylenia a
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ptaszczyzny P, wystepuje jako kat ostry. Trojkaty te sa zatem
w przestrzeni podobne. To podobiefAstwo nie zmieni sie, jezeli
trojkaty te obrocimy dokota przyprostokgtnych MMA', NtB\
M,C"' w tym samym kierunku, by nakryly sie z plaszczyzng
rzutéw.
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Jezeli zatem wykres$limy na ptaszczyznie rzutéw trdjkat

w ktorym jedng przyprostokatng jest odcinek MIA',

a drugg odlegto$¢ punktu A od ptaszczyzny rzutéw, otrzymamy
trojkat rzucajacy MIAA’, narysowany na ptaszczyznie rzutdw.
Przy pomocy tego trdjkata narysujemy z fatwoscig trojkaty
MaC°C"', rowne tréjkgtom rzucajgcym MaBB', M,GC’.

Przeciwprostokatne tych trojkatow sg promieniami ru r2, rs
obrotéw wierzchotkéw A, B, C.

Kredlac nastepnie kota z punktébw Mu Mt, Ms znalezio-
nemi promieniami, otrzymamy w punktach przeciecia sie tych
kot z prostemi A'M,, B'M,, C'M. kiady wierzchotkéow A,B,C.

Jezeli ptaszczyzne obrocimy o kat jej nachylenia a,
otrzymamy kiad po tej samej stronie $ladu s, co rzuttrojkata;
rysunek wtedy bytby zagmatwany. Dlatego wykonujemy zwykle
ktad przez obrdt ptaszczyzny o kat 180-a, tak, ze kiad i rzut
figury lezg po przeciwnych stronach $ladu s plaszczyzny Px

W obu przypadkach nalezy jednak pamigta¢ o wasciwosci,
poznanej w art. 23 aj, ze ktady bokdw przecinajg sie z odpowied.
rzutami tych bokéw w punktach Su S2, S3, lezacych na $ladzie s.

h) Pomiedzy rzutem tréjkata a jego kfadem spostrzegamy
zatem nastepujaca zalezno$¢ geometryczng:

) Rzuty wierzchotkow i ktady tych wierzchotkéw lezg na
prostych, prostopadtych do $ladu s ptaszczyzny trojkata.

Rzut wierzchotka i jego kltad nazywamy punktami
odpowiedniemi tych figur.

1) Rzuty bokéw i ich kiady przecinajg sie w punktach,
lezagcych na $ladzie s.

Rzut boku i jego ktad uazywamy bokami odpowied-
niemi tych figur.

Taka zalezno$¢ dwoch figur geometrycznych nazywamy
powinowactwem geometrycznem tych figur.

Slad s ptaszczyzny, w ktorej lezy figura, nazywamy osig
powinowactwa, kierunek prostych réwnolegtych A'(A),
B'(B), C'(C) nazywamy kierunkiem powinowactwa.

Powinowactwo miedzy rzutem a kiadem ma kierunek
prostopadly do osi powinowactwa.

1) Powinowactwo miedzy rzutem figury plaskiej a jej
ktadem jest wyznaczone, jezeli jest dana o$ powinowactwa s
i jedna para punktow odpowiednich.



25. Zapomocg poznanego powinowactwa wykreslimy
twoscig kiad figury plaskiej lub jej podniesienie, jak to po-
znamy ha ponizej podanych przyktadach.

a) Wyznaczy¢ kszta-t i wielko$¢' rownolegtoboku, ktérego
rzutjest rombem A'li'C if, jezeli sg podane cechy wierzchotkow
A i B i srodka O. [Rys. 25].

Ksztalt i wielko$¢ réwnolegtoboku otrzymamy, jezeli wy-
kreslimy jego klad. Klad ten jest figurg, pozostajacg z rzutem
w geometrycznem powinowactwie.

Powinowactwo to bedzie wyznaczone, jezeli wyznaczymy
0$ powinowactwa i pare punktéw odpowiednich.

S.
1

Rys. 25

Osig powinowactwa jest Slad s ptaszczyzny, na ktdrej fi-
gura lezy, pare punktow odpowiednich tworzy¢ bedzie np. Or
i kltad tego punktu (O).

Uczen objasni, w jaki sposéb wyznaczono na rysunku $lad s pta-
szczyzny réwnolegtoboku i ktad (O) punktu O!

Majac wykreslony ktad (O) punktu O, znajdziemy kfad (A)
punktu A w sposéb nastepujacy:

Rzut OA' przekatnej OA przecina 0§ powinowactwa s
w punkcie S. Przez punkt S przechodzi¢ musi réwniez kiad
tej przekatnej. taczac wiec kiad (O) z punktem S, otrzymamy
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klad przekatnej OA. Na tym kiadzie i na prostej, poprowadzo-
nej z rzutu A' prostopadle do osi powinowactwa s, znajdowac
sie musi klad wierzchotka A.
Uczen objasni, w jaki sposéb wyznaczono na rysunku klady dal-
szych wierzchotkéw, bokéw i przekatnych danej figury!
b) Dana jest ptaszczyzna przez swdj Slad s i rzut cecho-
wany A'(6) jednego jej punktu. Wykresli¢ rzut kwadratu, leza-
cego na tej plaszczyznie,
jezeli odcinek A' (6) C jest
rzutem przekatnej tego kwa-
dratu. [Rys. 26J.
Wyznaczmy kiad (AJ
punktu A i polgczmy ten
ktad z punktem S, w ktd-
rym rzut A’C' przecina
Slad s plaszczyzny kwa-
dratu. Prosta (/U-S jest
IA'(6) kiadem przekatnej kwa-
dratu (dlaczego?). Diugosé
tej przekatnej otrzymamy,
jezeli wyznaczymy kifad (G)
punktu G Na przekatnej
(A) (C) kreslimy kwadrat,
ktérego rzut wyznaczymy
zapomocg powinowactwa.
Wyjasnij na rysunku kon-
strukcje tego rzutu.
c) Dany jest $lad s pta-
szczyzny P, i réwnolegto-
bok A'B'C’D". Jaki kat nachylenia musi mie¢ ptaszczyzna Plt
aby réwnolegtobok A'1i'C D' byt rzutem prostokata, lezagcego na
ptaszczyinie P, ? [Rys. 27],
Oznaczmy punkty, w ktorych boki AB’ i A'D" przecinajg
Slad s przez S i -2 Na odcinku <S, S2 jako na $rednicy za-
kresimy koto K. Prosta, wykreslona przez A' prostopadle do
Sladu s, przecina to koto w punkcie (A), ktory mozemy przy-
ja¢ za klad wierzchotka prostokata.
Odcinek (A)M jest promieniem obrotu punktu A. Jezeli
zatem promieniem tym zakreslimy z punktu M kolo Ku to
przetnie ono prostg, prostopadtg w punkcie A' do prostej A’(AJ,
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w punkcie A°. Punkty
M, A', .4° sg wierzchot-
kami tréjkata prostokat-
nego, w ktérym kat ostry
przy M jest katem na-
chylenia a ptaszczyzny
prostokagta do ptaszczy-
zny rzutéw.
d) *) Na ptaszczyi-
nie Puwyznaczonej przez
$lad s i kat nachylenia
a znajduje sie koto opro-
mieniu ti, Srodku O.
Wykresli¢ rzut tego
kota,jezeli rzutjego $rod-
ka schodzi sie z punktem
O'!l [Rys. 28].
Wiadomo, ze rzut
kota bedzie elipsa e, kto-
rej srodkiem bedzie rzut O.
Wykonajmy kiad (O) punktu O dokota $ladu s i z tego
kfadu zakreslmy koto
(K) promieniem R.
Koto (K) bedzie kia-
dem danego kota.
Miedzy ktadem (K)
a elipsg e zachodzi
zwigzek powinowac-
twa, dla ktérego Slad
s jest osig, punkty O
i (O) punktami odpo-
wiedniemu Powino-
wactwo to jest zatem
doktad. wyznaczone.
Punktom (A), (B),
(©), (D), (E), (H).......
kota (K) odpowiadajg
w tern powinowactwie
punkty A', B', C. D',
Rys. 28 E', H',.... elipsy.
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Uczen przeprowadzi samodzielnie konstrukcje tych punktéw !

Cieciwie kota np. (A) (G) odpowiada cieciwa A'C elipsy.

Cieciwom kota, przechodzacym przez jego $rodek, to jest
$rednicom (A)(B), (C)(D), (E)(H),___ odpowiadajg Srednice
elipsy A'B’, G'D', E'H",....

Wykreslmy styczng (t) do kota w punkcie (E). Stycznag
te mozemy uwaza¢ za cieciwe, tgczacg dwa blizko siebie le-
zace punkty na obwodzie kota. Stycznej tej odpowiada cieciwa
V elipsy, ktora tgczy dwa bezposrednio po sobie nastepujace
punkty tej krzywej, a zatem styczna do elipsy w punkcie E'1

Wykreslmy styczne (t) i (,) do kota w konhcach Srednicy
(E)(H). Styczne te, bedac prostopadte do $rednicy (E) (H), sg
do siebie rownolegte. Z tego wynika, ze rdwniez styczne t'
i V elipsy, ktore odpowiadajg stycznym (i) i (tj, muszg byc¢
do siebie réwnolegte.

Poznajemy zatem nastepujaca wiasciwos¢ elipsy:

Styczne elipsy, wykre$lone w koricach S$rednicy, sg wzgle-
dem siebie réwnolegte.

Najtatwiej wykresli¢ elipse wtedy, gdy sg wyznaczone jej
osie. Osie te odpowiadaja Srednicom kota, z ktérych jedna
(A)(B) jest rownolegta do osi powinowactwa s, druga (C) (D)
prostopadtg do tej osi.

Przeprowadz konstrukcje tych osi, a nastepnie wykresl elipse spo-
sobem, podanym na rys. 21. ,

26. Cwiczenia.

1) Plaszczyzna P, jest wyznaczona przez $lad swoj s i rzut ce-
chowany jednego jej punktu O '(7,5).

Wykresli¢ rzut pieciokata umiarowego, lezacego w tej plaszczyz-
nie, jezeli $rodek jego schodzi sie z punktem O, rzut jednego wierz-
chotka jego jest dowolnie przyjety punkt A'.

2) Na plaszczyznie, wyznaczonej przez punkty (10,3), Q’(—2),
R' (5,6), lezy szeSciokat umiarowy, ktérego $rodek jest w punkcie R,
a ktorego bok lezy na prostej PQ.

Wykresli¢ rzut tego szeSciofcata.

3) " Plaszczyzna PX jest dana przez swoj $lad s i kat nacl
a. Wykresli¢ rzut kwadratu o boku a, lezagcego na tej plaszczyznie,
jezeli jedna para jego bokéw przecina $lad s pod katem p= 30°.

4) Na phaszczyznie, wyznaczonej przez prostg najwiekszego spadku
/>'= [i4'(2) B'(8,5)] lezy réwnolegtobok, ktérego rzut jest kwadratem
0 boku a. Wykresli¢ rzeczywista wielko$¢ i ksztatt tego réwnolegtoboku.
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5) Dany jest rzut g'= [A'{2,3) B'(6,5)/ prostej g. Poprowadzi¢
przez prostg g plaszczyzne tak, by kat jej nachylenia a=60°.
Wskazowka. Wykresl tréjkat prostokatny, ktérego jedna przy-
prostokatna jest réwna cesze ..anktn B, jeden kat ostry réwny jest
a = 60e Druga przyprostokatng tego trojkata zakre$l z rzutu B’ koto
k. Styczna, wykre$lona ze $ladu prostej g do kota K, jest $ladem pta-
szczyzny szukanej.
Dowadd! lle jest rozwiazan? Pod jakim warunkiem rozwigzanie
jest niemozliwe (urojone)?
6) Na ptaszczyznie P, danej przez $lad s i rzut cechowany A'{"")
jednegojej punktu, poprowa-
dzi¢ prostg /, ktoraby two-
rzyta ze $ladem s kat 3= 30°m
lle jest rozwigzan?
7) *) Dane sa osie
elipsy e, a mianowicie a =
3cm, b= 2 cm. Uwazajac
elipse te za rzut kofa, kt6-
rego jedna $rednica schodzi
sie z wiekszg osig elipsy,
wykresl te elipse na podsta-
wie powinowactwa, zacho-
dzacego miedzy ta krzywa
a ktadem kota. [Rys. 29]!
Jaki kat tworzy pla- D
szczyzna kota z ptaszczyzng
rzutow? Rys. 29

§ 5. RZUT PROSTOPADLY WIELOSCIANU.

27. Przez rzut prostopadly wieloScianu na pewng pta-
szczyzne rozumie¢ bedziemy figure, ztozong z rzutéw prostopa-
dlych na te ptaszczyzne wszystkich wierzchotkéw i wszystkich
krawedzi tego wieloscianu.

W najblizszych artykutach zajmiemy sie rzutami zasadni-
czych wieloscianéw, w szczegdlnych potozeniach wzgledem pia-
szczyzny rzutéw. Przy wyznaczaniu tych rzutow uczen powi-
nien postugiwac¢ sie modelami tych wieloscianéw.

28. Trzymaj model szescianu umiarowego obok ptaszczy-
zny rzutow P w ten sposob, by dwie jego sciany byty réwno-
legte do tej ptaszczyzny [Rys. 30 a)]!

Przedtuz krawedzie boczne EA, FB, GG, HD az do prze-
bicia z ptaszczyzna rzutdw. Otrzymasz cztery wierzchotki kwa-
dratu A'B'CD’, réwnego Scianie szescianu.

B. Kalicun-Chodowicki, Zarys geometrji wykresInej 4
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Przekonaj sie, ze:

a) Kazdy wierzcho-
tek kwadratu A'B'C'D’
taczy w sobie rzuty co
dwaoch wierzchotkéw sze-
§cianu, lezacych na tej
samej krawedzi bocznej!

b) Kazdy bok kwa-
dratu tego tgczy w sobie
rzuty co dwoch krawedzi
szescianu, réwnolegtych
do ptaszczyzny rzutéw!

c) Kazdy bok kwa-
dratu mozna uwazac
rowniez za rzut Sciany
bocznej szescianu!

d) Pole kwadratu t3-
czy w sobie rzuty obu
$cian szeScianu, réwno-
legtych do ptaszczyzny

rzutéw !
(dta) G'Uita) Kwadrat, o ktorym
'D(dj C(d) Mowa, nazyw. rzutem

szescianu w przyje-
tem potozeniu. Obwod
kwadratu tego stanowi
zarys rzutu szescianu.
e) Nie zmieniajac po-
tozenia szescianu wzgle-
(_E (dia) 1l dem piaszczyzny rzutc')vy:
patrz na niego z dos¢
Ald) p' F'(d+a)  znacznej odleglosci wkie
runku prostopadtym do
ptaszczyzny rzutéw!
Przekonasz sie, ze obraz tego szeScianu (prawie) schodzi sie
z poprzednio otrzymanym rzutem.
Wskaz zarys (kontur) szesScianu, widzialny z powyzszego
potozenia twego oka!
f) Przekonaj sie réwniez, ze z rzutem tym zejdzie
cien rzucony szescianu, gdy promienie stoneczne beda

b)

Rys. 30



rownolegte do krawe-
dzi bocznych (do pro-
stych rzucajgcych)!
g) Przesuwaj sze-
Scian wprzestrzeni po
przedtuzeniach  kra-
wedzi bocznych! Prze-
konasz sie, ze rzut
szedcianu nie zmienia
sie. Poznajesz z tego,
ze sotni rzut nie wy-
znacza potozenia sze-
§cianu w przestrzeni.

Wyznacz rzut ce-
chowany szescianu w po-
wyzszem potozeniu, je-
zeli liczbe wymiarowg
jego krawedzi oznaczysz
przez a, liczbe za$ odle-
gtosci podstawy dolnej od
ptaszczyzny rzutdw przez
d\ [Rys. 30 b)\.

29. Model o$mio-
§cianu  umiarowego
trzymaj w ten sposob,
by jedna jego prze-
katna W W, miata
potozenie prostopadte
do ptaszczyzny rzu-
tow P! [Rys. 31 a)].

Patrz na model
z dos¢ znacznej od-
legtosci, w kierunku
prostopadtym do pta-
szczyzny rzutow!
Kwadrat ABCD sta-
nowi zarys o$mio-
§cianu, widzialny
Z powyzszego potoze-
nia twego oka.

Rys. 31

51
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Rzut tego zarysu, tj. kwadrat A'B'C'D" stanowi zarys rzutu
os$mioscianu.

Zarys widzialny ABGD dzieli o$mioscian na dwa ostro-
stupy, na ostrostup ABGD W, zwrécony w strone naszego oka,
a wiec dla nas widzialny, i na ostrostup ABGDW1, odwrécony
od naszego oka, a wiec niewidzialny.

Rzuty wszystkich krawedzi pierwszego ostrostupa sg wi-
doczne, wyciaggnieto je dlatego linjami petnemi, rzuty krawedzi
bocznych drugiego ostrostupa sg niewidoczne i nakrywajg sie
z rzutami krawedzi bocznych pierwszego ostrostupa.

1) Uzasadnij, dlaczego rzuty krawedzi bocznych obn wyzej wspo-
mnianych ostrostupéw parami nakrywajg sie?

2) Wyznacz $rodki 6 krawedzi o$mioscianu, wychodzacych z wierz-
chotkéw tréjkata ADWX Polacz je, otrzymasz szeSciokat umiarowy
123456 [Dlaczego?]. Wyznacz rzut tego sze$ciokata, wskazujac na
nim krawedzie widzialne i niewidzialne!

3) Oznaczajac liczbe wymiarowg dtugosci potowy przekatnej osmio-

Sciann przez q, za$ liczbe wymiarowg
odlegtosci  wierzchotkow kwadratu
ABCD od ptaszczyzny rzutéw przez  F e
d, wyznacz rzut cechowany tego ci (kj u
o$mioscianu! [Rys. 31 b)\.

30. Rys. 32 przedstawia
rzut graniastostupa prostego, £
ktérego podstawg jest szesciokat
umiarowy, lezacy na ptaszczyz-
nie rzutow P, majacej potoze-
nie pionowe. Rys. 32
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Zrob odpowiedni model graniastostupa, przyjmij ptaszczyzne
tablicy za pfaszczyzne rzutdw, a trzymajac model w powyzszem
potozeniu wzgledem tablicy narysuj jego rzut na tablice! Prze-
rysuj nastepnie ten rzut w stosownej skali w zeszycie 1

Wskaz zarys bryly, widzialny w kierunku prostopadtym
do ptaszczyzny rzutdw, zarys rzutu, rzuty poszczegélnych wierz-
chotkow, krawedzi, Scian!

Wohpisz przy rzutach wierzchotkéw odpowiednie ich cechy
[Rys. 32 6j]!

cCW'(dtw) \

Rys. 33

51. Model ostrostupa pro-
stego o0 podstawie pieciokata
umiarowego trzymaj przed
ptaszczyzng P tak, by pod-
stawa jego byfa réwnolegta
do ptaszczyzny rzutéw, wierz-
chotek za$ ostrostupa byt
zwrécony w strone twego
oka, umieszczonego na pro-
stej, poprowadzonej przez ten
wierzchotek, prostopadle do
ptaszczyzny rzutow! [Rys. 33].

Zaznacz na bryle zarys
widzialny, nastepnie zarys
rzutu!
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Zauwaz, ze rzut wierzchotka ostrostupa padnie w Srodek
kofa, opisanego na pieciokgcie umiarowym, ktdry jest rzutem
podstawy ostrostupa!

Wskaz rzuty poszczegdlnych krawedzi bocznych i zauwaz,
ze sg one wszystkie widoczne!

1) Wyznacz rzut cechowany tej bryly, oznaczajac jej wysokosé
przez w, odlegtos¢ za$ podstawy od ptaszczyzny rzntow przez d ! [Ry-
sunek 33 b)\-

2) Wyznacz rzut cechowany tego ostrostupa, gdy wierzchotek jego
lezy na ptaszczyznie rzutow, za$ jego podstawa jest réwnolegta do pta-
szczyzny rzntéw !

Rzuty krawedzi niewidocznych narysuj linjami przerywanemi!

32. Wiekszg podstawg Scietego ostrostupa jest prostokat
0 bokach a i b, drugg podstawg jest prostokat o bokach nli 6,,
wysokos$cig ostrostupa jest odcinek w.

Wyznaczy¢ rzut tego ostrostupa, gdy podstawy jego sg
réwnolegte do piaszczyzny rzutdw P. [Rys. 34 aj].

Wskaz zarys tej bryly, widzialny ze znacznej odlegtosci
w kierunku prostopadlym do ptaszczyzny rzutéw, zarys
rzutu!

Jak sie przedstawiajg rzuty podstaw, rzuty Scian bocz-
nych? lle jest $cian niewidocznych?

Wykre$l rzut cechowany tej bryly, gdy jej podstawa
wieksza schodzi sie z ptaszczyzng rzutow! [Rys. 34 b)J

Wykresl rzut cechowany tej bryty, gdy jej podstawa mniejsza scho-
dzi sie z ptaszczyzng rzutow !

Ktorej podstawy rzut bedzie widoczny, a ktérej niewidoczny? Czy

rzuty $cian bocznych bedg widoczne ?
Rzuty krawedzi niewidocznych zaznacz linjami kreskowanemi!

35. Trzymaj szescian umiarowy o krawedzi a obok pta-
szczyzny rzutow tak, by plaszczyzna przekagtna EFGH byta
rownolegta do ptaszczyzny rzutéw! [Rys. 35].

Wskaz zarys widzialny bryly w kierunku prostopadtym
do ptaszczyzny rzutow!

Uzasadnij, ze zarys rzutu bedzie stanowit rzut prostokata
przekatnego EFGH, Kktéry jest rodwny temuz prostokagtowi!

Wskaz Sciany, ktorych rzuty bedg widoczne, i $ciany,
ktérych rzuty beda niewidoczne!

Ktore $ciany przedstawiajg sie w rzutach jako odcinki ?
lle jest krawedzi, ktérych rzuty sg niewidoczne?
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Rys 34

Oznaczywszy odlegtos¢ najblizszej krawedzi szescianu od ptaszczyzny
rzutbw przez d, wyznacz rzut cechowany tego szeScianu! [Rys. 35 b)\



HwWtd} Gwp+d]

EWAI F'tT+dl

Rys. 35
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54, Model druciany szeScianu umiarowego trzymaj
by przekatna AB miata potozenie prostopadte wzgledem pta-
szczyzny rzutow! [Rys. 36]. *

Patrzac na bryle z dos¢ znacznej odlegtosci w kierunku
prostych rzucajgcych, zauwaz, ze zarysem widzialnym tej bryty
jest linja famana CDEFGH, utworzona z krawedzi, nie prze-
chodzacych przez wierzchotki ~ i B!

Zauwaz nastepnie, ze wierzchotki C, D, E, F, G, H majg
rowng odlegto$¢ r od przekatnej AB! Wobec tego rzuty tych
wierzchotkéw znajdowaé sie beda na obwodzie kota k, zakre-
$lonego promieniem r z punktu A'B', ktory jest rzutem prze-
katnej AB.

Przyjawszy odcinek a za krawedz szeScianu, wyznacz dtu-
gos¢ promienia r przy pomocy prostokata przekgtnego ACBF

[Por. rys. 36 ¢)l! Sprawdz nastepnie rachunkiem, ze r——3-!

Wykresliwszy koto k, wyznacz rzuty wierzchotkéw G, D,
E, F, G, H\ Uzasadnij, ze rzuty te tworzy¢ beda wierzchotki
szesciokgta umiarowego, wpisanego w koto k! Boki tego sze-
Sciokata beda rzuiami krawedzi szescianu, stanowigcych jego
zarys widzialny, z czego wynika, ze szesSciokat (JB'E'FG'H'
jest zarysem rzutu bryty.

Pozostaje jeszcze wyznaczy¢ rzuty szesSciu innych kra-
wedzi szescianu, z ktorych trzy wychodzg z wierzchotka A
i sg widoczne, trzy inne wychodzg z wierzchotka B i sg nie-
widoczne. Zaznacz to na rysunku!

Wyznacz rzut cechowany tej bryty! [Rys. 36 &

35. Model réwnolegtoscianu pochytego trzymaj w ten spo-
sob, by podstawy jego, ktore sg prostokgtami ABGD i EFGH,
byty rownolegte do ptaszczyzny rzutow P\ [Rys. 37].

Rzuty podstaw ABGD i EFGH przedstawig sie w natu-
ralnych wielkosciach, a odpowiadajace sobie boki tych rzutéw
beda do siebie rownolegte (dlaczego ?).

Jezeli potgczymy odpowiadajgce sobie wierzchotki tych
rzutéw, otrzymamy rzuty krawedzi bocznych réwnolegtoscianu.

W ten sposéb wyznaczymy rzut rownolegtoscianu. Wy-
ciggajac grubo boki, ograniczajgce ten rzut, otrzymamy zarys
tego rzutu, tj. obwod A’B'F'G'H'D'A".



58

Rys. 36



Rys. 37

59
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Zaznacz na rownolegtoscianie linjg podwdjng te krawe-
dzie, ktoérych rzuty stanowig zarys rzutu réwnolegtoscianu!
Otrzymasz na réwnolegtoscianie linje tamang ABFGHDA,
stanowigcg zarys widzialny tej bryty dla oka, umieszczonego
w znacznej odlegtosci nad ptaszczyzng rzutéw. Zarys ten po-
dzieli powierzchnie réwnolegtoscianu na dwie czesci, na wi-
doczng i niewidoczna.

Wskaz rzuty wierzchotkéw, krawedzi, $cian widocznych,
rzuty wierzchotkéw, krawedzi, $cian niewidocznych! Rzuty
krawedzi widocznych narysuj linjg petng, rzuty krawedzi nie-
widocznych linjg przerywang!

Zauwaz, ze ze szesciu rzutdw krawedzi, ktore nie nalezg
do zarysu rzutu, trzy wychodzg z rzutu E' i sg widoczne, trzy
wychodzg z rzutu C i sg niewidoczne! Do roztrzygniecia za-
tem, ktére z rzutow tych krawedzi sg widoczne, a ktdre sg
niewidoczne, wystarczy wiedzie¢, ktéry z wierzchotkéw E i C
jest dalej, a ktory blizej ptaszczyzny rzutéw.

36. aj Model rownolegtoscianu pochytego trzymaj znowu
tak, by podstawy jego byty réownolegte do ptaszczyzny rzutéw!
[Rys. 38 aj].

Wyznacz $rodki 1, 2, 3,. .. 11, 12 wszystkich krawedzi
rownolegtoscianu i przyjmij je za wierzchotki wieloscianu, ktéry
otrzymasz, jezeli kazdy kat brytowy réwnolegtoscianu zetniesz
ptaszczyzna, przechodzaca przez S$rodki krawedzi, wychodza-
cych z wierzchotka tego kata.

Wielodcian ten jest ograniczony 6 réwnolegtobokami i 8
trojkatami.

Uzasadnij, ze:

1) Réwno!egtoboki te, ktore lezg na przeciwlegtych Scia-
nach réwnolegtoscianu, sg figurami, odpowiadajgcemi sobie sy-
metrycznie wzgledem $rodka S rdwnolegtoscianu!

Z tego wynika, ze odpowiadajgce sobie symetrycznie boki
tych réwnolegtobokéw sg sobie réwne i do siebie réwnolegte.

2) Trojkaty, ktére sg Scieciami przeciwlegtych katow bry-
towych, odpowiadajg sobie roéwniez symetrycznie wzgledem
srodka rownolegtoscianu. Ich zatem boki sg rowniez do siebie
parami rownolegte!

Wskaz wszystkie pary rownolegtobokow i tréjkatéw, odpowiada-
jacych sobie symetrycznie wzgledem S$rodka wielo$cianu!



61
3) Wieloscian, o ktéorym mowa, ma 24 krawedzi. Lezg c

po 6 na czterech ptaszczyznach, przechodzacych przez Srodek
rownolegtoscianu.

Rys. 38 a)
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Wskaz te szeScioboki i zauwaz, ze boki tego samego szescioboku
sg parami do siebie réwnolegte!

b) Po poznaniu wiasciwosci powyzszego wieloscianu,
kresl jego rzut, wykreslajagc nasamprzdd rzut réwnolegtoscianu,
z ktérego on powstal!

Zarys rzutu wieloscianu otrzymasz, jezeli potgczysz po
sobie nastepujgce Srodki rzutéow krawedzi, stanowigcych zarys
rzutu réwnolegtoscianu.

Wedtug zarysu rzutu wyznacz zarys widzialny wielo-
Scianu! Sprawdz zarys widzialny wedtug pogladu!

Pozostanie nastepnie do roztrzygniecia, ktdre krawedzie
wieloScianu, nie nalezgce do jego zarysu, sa widzialne, a ktore
sg niewidzialne?

Zauwaz, ze:

1) Rzut wierzchotka wielo$cianu jest tylko wtedy widzialny)
gdy lezy na widzialnej krawedzi rownolegtoscianu.

2) Rzut krawedzi wielosScianu jest wtedy widzialny, gdy
taczy widzialne rzuty dwoéch wierzchotkow.
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3) Rzut krawedzi jest DiewidzialDv, gdy oba lub je
z rzutéw wierzchotkéw, ktére krawedz ~czy, sg niewidzialne.

Przekonaj sie, ze:

Skoro wiadomo o jednej krawedzi wieloScianu, nie nale-
zacej do jego zarysu, ze jest widzialna lub niewidzialna, na-
tenczas mozna rozpozna¢ wszystkie krawedzie widzialne i nie-
widzialne tego wielo$cianu.

WeZmy na uwage np. rzut 9'-12' krawedzi 12-9. Rzut
ten jest widzialny, gdyz +#aczy rzuty dwdch widzialnych
wierzchotkéw 9 i 12, lezacych na widzialnych krawedziach
EH i EF réwnolegtoscianu. Jezeli jednak jest widzialny wierz-
chotek E, to musi byé¢ widzialng réwniez krawedZz EA, a wiec
i wierzchotek 5, lezacy na tej krawedzi.

Trzy inne wierzchotki wieloscianu, nie lezagce na zarysie
rownolegtoscianu (i wieloScianu), sa niewidzialne, gdyz leza
one na krawedziach niewidzialnych réwnolegtoscianu.

Wylicz te wierzchotki!

Jezeli wiec sg widzialne rzuty 9', 12°, 5', natenczas s3
widzialne krawedzie 9'-12*, 12°'-5', 5'-9', 5-1', 9'-6', 9'-10',
12'-11', 12'-8', 5 -4'. Wszystkie inne krawedzie sg niewi-
dzialne !

Rozeznaj widzialne i niewidzialne krawedzie takiego wieloscianu
na rys. 38 b), wiedzac, ze rzut krawedzi 2' T jest niewidzialny!

57. Cwiczenia.

1) Wyznacz rzut cechowany prostopadtoscianu o wysokosci w =
8 cm, ktérego podstawa jest kwadratem o boku a = 5 cm, jezeli:

a) prostopadtoécian dotyka podstawg ptaszczyzny rzutow;

b) dotyka $ciang boczng ptaszczyzny rzutow;

c) dotyka jedng krawedzig podstawowa plaszczyzny rzutow, prze-
ciwlegla za$ plaszczyzna przekatna jest rownolegta do plaszczyzny
rzutéw ;

d) dotyka jedng krawedzig boczng ptaszczyzny rzutéw, przeciw-
legta za$ ptaszczyzna przekatna jest réwnolegla do ptaszczyzny rzutéw;

€) jedna przekatna prostopadtoscianu jest prostopadta do ptaszczy-
zny rzutéw!

2) Wykresl rzut powyzszego graniastostupa, jezeli jedna jego kra-
wedz podstawowa lezy na plaszczyznie rzutdw, a krawedzie boczne sg
nachylone do ptaszczyzny rzutéw pod katem a = 30°, 45°, 60°!
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3) Wykresl rzut tego graniastostupa, jezeli jedna krawedz boczna
lezy na plaszczyznie rzutéw, a krawedzie podstawowe sg nachylone do
ptaszczyzny rzutow pod katem a = 30°, 45°, 60°!

4) Wykresl rzut graniastostupa, o ktérym byta mowa w ¢wicz. 1),
jezeli jego podstawa lezy na plaszczyznie Pu wyznaczonej przez $Slad s
i kat nachylenia a — 60°. [Por. ¢wicz. 13, art. 20]!

5) Podstawa graniastostupa prostego o wysokosci W — 8 c¢m jest
sze$ciokat umierowy o boku a — 3 cm, opierajacy sie jednym bokiem
0 plaszczyzne rzutow. Wyznaczy¢é rzut tego graniastostupa, jezeli kra-
wedzie boczne sg nachylone do ptaszczyzny rzutdw pod katem a = 0°,
30°, 45", 60°, 90°!

6) *) Podstawa walca prostego o wysokosci W — 7 cm jest koto k
0 promieniu r= 2 cm. Wykre$l rzut tego walca, jezeli podstawa jego:
a) lezy na ptaszczyZznie rzutéw b) lezy na ptaszczyznie Pv ktéra tworzy
z ptaszczyzng rzutéw kat a.

Wskazéwka do ¢w. b):
Przyjmijmy dowolng prostg s
?\ za $lad ptaszczyzny Pl [Rys. 39]
’ i wyobrazmy sobie, ze wykona-
lisSmy kiad ptaszczyzny P 1 dokota
$ladu s wraz z kotem k. Niech
ktad tego kota zejdzie sie z ko-
fem (Kk), zakreslonem promieniem
r z dowolnego punktu (Oj- Przez
podniesienie ptaszczyzny P1 wy-
kresl elipse e, ktora jest rzutem
kota k! Ze $rodka O' tej elipsy
poprowadz prostg iv', prostopadig
do $ladu $1 Bedzie to kierunek
rzutu osi walca. Dtugos$¢ rzutu
tej osi wyznaczysz jako rzut od-
cinka W =7 cm, nachylonego do
ptaszczyzny rzutow pod katem
j3= 90-a. [Dlaczego ?]. Drugi ko-
niec 0 ( rzutu osi bedzie $rodkiem
elipsy elt ktora jest tylko row-
nolegtem przesunieciem elipsy e
[Dlaczego ?7]. Styczne wspo6lne do
obu elips, a réwnolegte do rzutu
osi, beda prostolinijng czescig za-
rysu rzutu walca; cze$¢ krzywo-
linijng zarysu stanowi¢ bedzie po-
towa obwodu elipsy e i potowa
obwodu elipsy el.
7)*) Wykre$l rzut walca pro-
stego 0 wysokosci w = 6 cm,
Rys. 39 ktérego podstawa jest koto o pro-
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mieniu r — 4 em, lezace na ptaszczyznie PIt danej przez swa linje naj-
wigkszego spadku: p'= [A'(3) B'(6,6)/!

8) Wykres$l rzut ostrostupa prostego o wysokosci W — 8 cm,
ktérego podstawg jest pieciokat umiarowy, wpisany w koto o promieniu
r — 3cm, jezeli: a) ostrostup uotyka podstawg ptaszczyzny rzutdw;
b) dotyka jedna $ciang boczng ptaszczyzny rzutéw; c) dotyka ptaszczy-
zny rzutow wierzchotkiem, a plaszczyzna podstawy jest rownolegta do
ptaszczyzny rzutow!

9) Wykresl rzut ostrostupa, o ktérym byta mowa w poprzednim
éwiczeniu, jezeli jego podstawa lezy na dowolnej ptaszczyznie Pu danej
przez rzuty cechowane trzech punktéw : A’ (0), B'(5), C'(8)!

10) *) Wykre$l rzut stozka obrotowego o wysokosci W =
o promieniu r = 2 cm, jezeli: aj dotyka podstawg plaszczyzny rzutow ;
b) dotyka jedng tworzaca ptaszczyzny
rzutdbw; c) dotyka wierzchotkiem W
ptaszczyzny rzutéw, a ptaszczyzna
podstawy jest roéwnolegta do pta-
szczyzny rzutéw.

Wskazowka do éwicz, b):
Wykresl rzut kota podstawowego
[Rys. 40] i rzut wysokosci. Z rzutu
wierzchotka wykres$l styczne do rzutu
kota; styczne te i czes¢ elipsy sta-
nowi¢ bedg zarys rzutu stozka.
11) Ostrostup prosty o wyso-
kosci W — 8 cm ma za podstawe
kwadrat o boku a — 5 cm. Ostro-
stup ten Scinamy plaszczyzng, row-
nolegty do podstawy, przechodzacy
przez $rodek wysokosci.
a) Wykresli¢ rzut cechowany
powstatego ostrostupa Scietego, jezeli
wigksza jego podstawa schodzi sie
z ptaszczyzng rzutdw.
b) Wykresli¢ rzut tego ostro-
stupa Scietego, jezeli opiera sie on
jedng $ciang boczng o plaszczyzne
rzutow.
12) *) Stozek, o ktérym byta
mowa w ¢w. 10, opiera sie jedng
tworzaca o plaszczyzne rzutdw.
Przetnij go ptaszczyzna, réwnolegty
do podstawy w odstepie  wysoko-
§ci od wierzchotka, i wykre$l rzut tak powstatego stozka Scietego!
13) Rownolegtoscian pochyty, ktérego podstawg jest romb o prze-
katnych e i f, opiera sie swa podstawg o ptaszczyzne rzutow. Wykre-

B. Kalicun-Chodowicki, Zarys geometrii wykre$inej 5
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$li¢ rzut tego réwnolegtoscianu, jezeli krawedzie boczne, o dlugosci K,
sg nachylone do podstawy pod katem j3= 30°, 45°, 60°.

14) Wykres$li¢ rzut wieloscianu, powstatego przez Sciecie k
brytowych réwnolegtoscianu, o ktérym byta mowa w o6w. 13, plaszczy-
znami, przechodzacemi przez $rodki krawedzi, wychodzacych z poszcze-
gélnych wierzchotkéw tego réwnolegtoscianu.



CZESC 11

RZUTY PROSTOPADLE NA DWIE PLASZCZYZNY, PRO
STOPADLE WZGLEDEM SIEBIE.

58. W czesci . poznaliSmy, ze rzut prostopadly utv
geometrycznego na jedng plaszczyzne nie wyznacza jeszcze
tego utworu. Do wyznaczenia ksztattu, wielkosci i potozenia
utworu w przestrzeni musiaty byé, procz rzutu, podawane ce-
chy poszczegélnych punktéw utworu.

Dowiemy sie obecnie, ze podawanie cech poszczeg6lnych
punktéw utworu moze by¢ zastagpione przez rzut prostopadty
tego utworu na drugg ptaszczyzne rzutow, ktéra ma potozenie
prostopadte do pierwszej ptaszczyzny rzutéw.

§ 1. RZUTY PUNKTU

39. Zr6b sobie nastepujacy przyrzad: Wytnij z cza
tektury, na ktérej mozna pisa¢ kreda, prostokat, diugi 3 dm,
a szeroki 1,5 dm! Potgcz srodki diuzszych bokdéw prostokata
prostg x i wzdluz tej prostej natnij tekture!

Zegnij nastepnie tekture wzdluz prostej x tak, aby kwa-
draty, na ktére prosta x podzielita prostokat, tworzyly ze
sobg kat prosty, i utrwal je w tern potozeniu za pomocg dwdch
drucikéwr!

W tem potozeniu bedziemy brali te kwadraty za pta-
szczyzny rzutéw. Plaszczyzne jednego kwadratu oznaczaé be-
dziemy literg PL£i nazywaé bedziemy pierwsza plaszczyzng
rzutéw; ptaszczyzne drugiego kwadratu oznacza¢ bedziemy li-
terg P, i nazywa¢ bedziemy drugg ptaszczyzng rzutow.

Zwykle ptaszczyzny te tak trzymamy, ze plaszczyzna P1
ma potozenie poziome, a ptaszczyzna P2 potozenie pionowe.

5*
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Plaszczyzne Px nazywamy wtedy ptaszczyzng poziomgag
rzutow, plaszczyzne P2 plaszczyzng pionowag rzutéw.

Krawedz przeciecia sie ptaszczyzn Pt i P2 bedziemy na-
zywali 0sig a-O0w lub osig rzutdéw.

40. a) Przyjmijmy w przestrzeni dowolny punkt A.
sunek 41 a)].

Poprowadzmy przez punkt A prostg, prostopadta do
pierwszej ptaszczyzny rzutéw P,. Punkt, w ktérym ta prosta
przebija plaszczyzne Pt, oznaczamy A' [czytaj: A z kreska!],
a nazywamy pierwszym (poziomym) rzutem punktu A.

PoprowadZmy nastepnie przez punkt A druga prosta,
prostopadtg do drugiej ptaszczyzny rzutéw P2 Jej punkt prze-
bicia z ta plaszczyzng oznaczamy A" [czytaj: A z dwiema
kreskamil!], a nazywamy drugim (pionowym) rzutem
punktu A.

b) Wykreslmy na plaszczyznie Px przez rzut A’ prosta,
prostopadtg do osi jcew. Punkt przeciecia sie jej z ta osig
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oznaczmy Ax Jezeli nastepnie na plaszczyznie Pt przez rzut
A" wykreslimy prosta, prostopadta do osi x 6w, to prosta ta
przecina 0§ x-6w rowniez w punkcie Ax.

Punkty A A" Ax A' tworza w przestrzeni prostokat, kto-
rego bok AA' jest odlegtoscia punktu A od pierwszej pta-
szczyzny rzutéw, bok zas AA™ jest odlegtoscig tego punktu
od drugiej ptaszczyzny rzutéw; bok A"AX jest odlegtoscig
drugiego rzutu od osi *-0w, bok za$ A’AX jest odlegtoscig
pierwszego rzutu od tejze osi. A poniewaz AA' — A"AX
AA" — A'AX przeto spostrzegamy nastepujgce wiasciwosci:

Odlegtos¢ pierwszego (poziomego) rzutu jakiego$ punktu od
osi x-OwW rowna sie odlegtosci tego punktu w przestrzeni od dru-
giej (pionowej) ptaszczyzny rzutéw.

Odlegto$¢ drugiego (pionowego) rzutu tego punktu od osi
x ow réwna sie odlegtosci tego punktu w przestrzeni od pierw-
szej (poziomej) piaszczyzny rzutow.

41. Uzyskawszy w ten sposob pierwszy rzut A' i drugi
rzut A" punktu A, obracamy pierwszg ptaszczyzne rzutéw
dokota osi je-ow 0 90°, aby utworzyta z drugg ptaszczyzng rzu-
tow pierwotny prostokat [rys. 41], Powiadamy, ze sprowadzi-
liSmy obie ptaszczyzny rzutow do jednej ptaszczyzny (rysun-
kowej).

Podczas tego obrotu ptaszczyzny Px odcinki A'AXi A"AX
sg ciggle prostopadle do osi *-6w w punkcie Ax Pozostajg
one réwniez prostopadie i wtedy, gdy ptaszczyzna P, utworzy
z ptaszczyzng P3 jedng ptaszczyzne. Odcinki te utworza wtedy
jedng prostg A'A", prostopadla w punkcie Ax do osi *-Ow.

Dochodzimy zatem do nastepujacej wiasciwosci dwdch
prostopadtych rzutdw tego samego punktu w przestrzeni:

Jezeli sprowadzimy obie ptaszczyzny rzutéw do jednej pta-
szczyzny, to pierwszy rzut i drugi rzut tego samego punktu
w przestrzeni znajduja sie zawsze najednej prostej, prostopadtej
do osi x 6w.

Te prostag nazywamy odnoszgca tego punktu.

Sprowadzone na jedng plaszczyzne rzuty przenosimy
w wymiarach naturalnych lub w skali pomniejszonej na pta-
szczyzne zeszytu lub na papier rysunkowy. [Rys. 41 bj\.

42. Odlegtos¢ punktu w przestrzeni od pierwszej ptaszczy-
zny rzutdbw nazywamy ,,spoOtrzedng a“, odlegtos¢ punktu
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w przestrzeni od drugiej ptaszczyzny rzutéw nazywamy wspoét-
rzedng «*.

a) Przyjmij dowolny punkt H na ptaszczyznie Px!

Gdzie bedzie pierwszy rzut, a gdzie drugi rzut tego punktu ?

lle wynosi spotrzedna z? Zmierz spétrzedng y ! Narysuj
rzuty tego punktu po sprowadzeniu obu ptaszczyzn rzutéw do
jednej ptaszczyzny rysunkowej! [Rys. 41 b)].

e Zauwazasz zatem:

Jezeli punkt lezy na pierwszej ptaszczyznie rzutéw, to jego
pierwszy rzut znajduje sie w nim samym, a drugi rzut na
0si X 6w,

b) Przyjmij dowolny punkt V na drugiej ptaszczyznie
rzutéw!

Gdzie znajduje sie drugi rzut, a gdzie pierwszy? lle wy-
nosi spotrzedna y ? Zmierz sp6trzedng zi

Zauwazasz zatem:

Jezeli punkt lezy na drugiej ptaszczyznie rzutéw, to jego
drugi rzut znajduje sie w nim samym, a pierwszy na osi x-6w.

Gdzie bedg oba rzuty punktu,
ktéry lezy na osix-6w?

43. Przyjmijmy na prost
prostopadtej do osi *-6w [Rys. 42],
dowolny punkt B" ponizej osi i do-
wolny punkt B" powyzej osi i uwa-
zajmy te punkty za pierwszy i drugi
rzut pewnego punktu B w prze-
strzeni.

Zachodzi pytanie, czy potoze-
nie punktu B w przestrzeni bedzie
przez te rzuty doktadnie wyzna-
czone?

Celem wyznaczenia punktu B
w przestrzeni musimy postgpi¢ od-
wrotnie, niz przy wykre$laniu rzu-
tébw punktu, ktorego potozenie
wt przestrzeni jest dane. A miano-
wicie :

'‘Uwazajmy czes¢ plaszczyzny

Rys. 42 rysunkowej, ponizej osi *-6w, za
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pierwsza plaszczyzne rzutébw Px drugg czes¢ plaszczyzny ry-
sunkowej, powyzej osi *-0w, za drugg ptaszczyzne rzutow P2

Obréémy plaszczyzne Px dokota osi x 6w tak, aby za-
jeta potozenie, prostopadie do Ps- W rzucie B' zbudujmy pro-
stopadtg do Pj, w rzucie B" prostopadta do P2 Te proste
przetng sie w jednym punkcie B, ktéry bedzie punktem szu-
kanym. Rzuty tego punktu na pfaszczyzny rzutéw Px i P2
schodza sie z B' i B”.

Zmierz odlegto$¢ z punktu B od ptaszczyzny Px i odle-
gtos¢ y od ptaszczyzny P2!

Czy te odlegtosci wystepujg na rysunku? Jezeli tak, to
zmierz je wprost na rysunku!

Na rys. 42 sg dane rzuty punktéow C, D, E. Oznacz poto-
zenie tych punktéw w przestrzeni i zmierz ich spo6trzedne!

A zatem przekonujemy sie, ze: Potozenie punktu w prze-
strzeni jest doktadnie wyznaczone, gdy znamy jego prostopadte
rzuty na dwie do siebie prostopadte ptaszczyzny.

44, ¢wiczenia.

1) Spétrzedne punktu B sa: y = 5cm, z = 7 cm. Wykresli¢
rzuty tego punktu!

2) Podobnie jak w poprzedniem ¢wiczeniu, wykresli¢ rzuty: a) punktu
C(y=5, z=0); b) punktu D (y=0,z=6) : c) punktu E(y=0, z=0);
d) punktu F(y=5,z=5) [J —1cm].

3) Plaszczyzna podtogi niech przedstawia ptaszczyzne pozioma rzu-
tow, ptaszczyzna Sciany plaszczyzne pionowag rzutdw.

Przyjmij punkt M, odlegly od ptaszczyzny poziomej rzutéw 1- m,
od ptaszczyzny pionowej rzutébw 2 m! Wskaz rzut poziomy M', rzut
pionowy M' tego punktu ! Wykre$l te rzuty w zeszycie w skali 1:100 !

4) QOdnies do tych samych ptaszczyzn rzutéw: naroza klasy (po-
koju), tawki, katedry, pieca; zmierz spbtrzedne z iy tych punktow,
oznacz ich rzuty poziome i pionowe, a nastepnie narysuj te rzuty w ze-
szycie w stosownej skali!

5) Punkt N zmienia swoje potozenie w przestrzeni w ten sposob, ze
rzut poziomy N’ pozostaje ten sam, zmienia sie natomiast rzut pionowy.

Jakg linje w przestrzeni musi opisa¢ punkt N, a jakg na pta-
szczyznie pionowej rzutéw, rzut pionowy N' ?

6) Punkt M zmienia swoje potozenie w przestrzeni w ten sposéb, ze
rzut pionowy M" pozostaje ten sam, zmienia si¢ tylko rzut poziomy.

Jakg linje opisuje punkt M, a jakag rzut poziomy M’?

7) Wyobraz sobie ptaszczyzne, rownolegty do ptaszczyzny poziomej
rzutébw (podtoga), w odstepie 2 m. Na tej ptaszczyznie przyjmuj rozne
punkty i oznaczaj ich rzuty poziome i pionowe (pt. Sciany)! Jakie beda
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spotrzedne z wszystkich tych punktdw? Na jakiej linji znajdowac sie
bedg ich rznty pionowe?

Przedstaw rzuty tych punktow w stosownej skali w zeszycie !

8) Narysowac rzuty punktéw, lezacych na ptaszczyznie, réwno
do ptaszczyzny pionowej rzutdw, w odstepie 5 cm!

§ 2. RZUTY ODCINKA | LINJI PROSTEJ

45, Trzymaj odcinek AB w dowolnem potozeniu wz
dem plaszczyzn rzutowych Pxi P2 ktére sa wzgledem siebie
prostopadte [rys, 43 a)]!

Jezeli wykreslisz rzuty prostopadie A', B' punktéw koh-
cowych A, B na plaszczyzne Py i potgczysz je linjg prosta,
to otrzymasz pierwszy rzut odcinka AB.

Wykresl tak samo rzuty prostopadie A” i B" tych punk-
téw na ptaszczyzne P2 i polacz je linjg prosta, a otrzymasz
drugi rzut odcinka AB.

Jezeli ptaszczyzna P, ma potozenie poziome, a plaszczy-
zna P2 polozenie pionowe, wtedy A'B' nazywamy rzutem
poziomym, A"B"™ rzutem pionowym odcinka AB.
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Sprowadz obie pt jzczyzny rzutéw do jednej plaszczyzny
rysunkowej [rys. 43 b)j! Rzut pierwszy A'B’ znajdowal si¢
bedzie pod osig r éw, rzut drugi A"B" nad osig r-ow.

46. Przyjmijmy teraz, ze na rysunku 43 b) sg narysov
rzuty A'B' i A"B" jakiego$ odcinka AB.

Zachodzi pytanie, czy przy pomocy tych rzutéw odnaj-
dziemy potozenie i wielko$¢ tego odcinka w przestrzeni?

a) Odcinek AB jest dokladnie wyznaczony przez swe
punkty koricowe A i B.Punkty za$ A i B sg dokiadnie wy-
znaczone przez swe rzuty A'i A", B' i B".

Obréémy zatem dolng cze$¢ Pi plaszczyzny rysunkowej
dokota osi r-6w o 90°; zbudujmy nastepnie w A' i B' prosto-
padie do Fi, zas w A" i B" prostopadte do F,. Prostopadite
w Al i A" przecinajg siew szukanym punkcie A, prostopadie
w B' i B" przecinaja siew szukanym punkcie B [rys. 43 a)].

Odcinek 4F, taczacy punkty A i B w przestrzeni, jest
odcinkiem szukanym.

b) WeZmy pod uwage trapez AA'B'B [rys. 43 a)], ktory
tworzg proste rzucajgce AA', BB’, odcinek AB i jego rzut AB’-

Przedewszystkiem widzimy, ze katy A B’, lezace
przy boku A’B' tego trapezu, sa proste, boki za$ réwnolegte
AA' i BB' sg rowne odlegtosciom punktéw iii? od pierwszej
ptaszczyzny rzutow Fj; te jednak odlegtosci sg rowne odle-
gtosciom rzutéw pionowych A” i B" od osi *-6w. A zatem:

AA' = A"AX=-2,
BB' B"BX= 22

Jezeli oba rzuty odcinka sg narysowane na jednej pfa-
szczyznie rysunkowej, jak to widzimy na rys. 43 b), natenczas
trapez ten z tatwoscig narysujemy na ptaszczyznie Pu obro-
ciwszy go dokota rzutu A'B' o kat 90°. A mianowicie w rzu-
tach A' i B' wykres$lamy prostopadte do odcinka A'B' i na tych
prostopadtych odcinamy spotrzedne z, i 22 punktow A i B.
to jest 2, = A”AX 22= B"BX

Otrzymujemy wierzchotki A° i B° narysowanego trapezu,
ktore odpowiadajg wierzchotkom A i B trapezu w przestrzeni.
Odcinek A°B° rowna sie odcinkowi AB w przestrzeni.

Poprowadz w przestrzeni przez punkt B odcinek BI, row-
noleglty do rzutu A'B'! Kat m, ktéry odcinek AB zamyka z od-
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cinkiem BI, jest katem nachylenia odcinka AB do pierwszej
ptaszczyzny rzutéw P,.

Na rys. 43 b) kat nachylenia m wyznaczamy, rysujac przez
punkt B° odcinek B°l, réwnolegty do rzutu A’B".

c) WeZz pod uwage trapez AA"B'"B, zapomocag kté
rzucasz odcinek AB na drugg ptaszczyzne rzutow P2!

Ktorym spoétrzednym punktow A i B réwnajg sie boki
rownolegte tego trapezu? Jakie potozenie wzgledem A"B"
majg te boki?

Narysuj ten trapez na ptaszczyznie P2 obréciwszy go
dokota rzutu A”B" o kat 90°! [Rys. 43 b)].

Wierzchotki A+, B+ narysowanego trapezu odpowiadajg
wierzchotkom A, B trapezu w przestrzeni. Odcinek A+B+ jest
zatem réwny odcinkowi AB w przestrzeni, kat za$ n, jaki
tworzy A+B+ z odcinkiem A+Il, réwnolegtym do rzutu A"B",
jest rowny katowi nachylenia odcinka AB do ptaszczyzny P2

Rozumowania i konstrukcje powyzszych ustepéw a), b), ¢)
przekonujg nas, ze:

Potozenie w przestrzeni i wielko$¢ odcinka sg doktadnie
wyznaczone, jezeli sg dane jego prostopadie rzuty na dwie pta-
szczyzny, prostopadte wzgledem siebie.

47. a) Ustaw' odcinek AB: 1) prostopadle do pierw
ptaszczyzny rzutow Pu 2) prostopadle do drugiej ptaszczyzny
rzutéw P2!

Wyznacz rzuty tych odcinkéw nasamprzod, gdy ptaszczy-
zny rzutéw sg wzgledem siebie prostopadte, a nastepnie na-
rysuj te rzuty na ptaszczyznie rysunkowej, sprowadzajgc do
niej obie ptaszczyzny rzutéow! [Rys. 44].

Wskaz w obu przypadkach, ktéry rzut jest réwny da-
nemu odcinkowi!

Przekonujesz sie naocznie, ze:

Jezeli dany odcinek jest prostopadly do ptaszczyzny rzu-
tow Pj, to jego rzut na te ptaszczyzne jest punktem; rzut na
druga ptaszczyzne rzutow I\ jest odcinkiem, prostopadiym do
osi X 6w i rownym danemu odcinkowi.

Opisz podobnie rzuty odcinka, prostopadtego do ptaszczy-
zny Pj!



b) Narysuj rzuty opinka AB, ustawiwszy go: 1) ro
legle do ptaszczyzny rzutéw Pu 2) réwnolegle do ptaszczyzny
rzutéw P2! [Rys. 45 i 46].

Rys. 45 Rys. 46

Uzasadnij pogladowo, ze:

1) Jezeli dany odcinek jest rownolegly do pierwszej pta-
szczyzny rzutéw 1\, to jego rzut drugi jest rownoleglty do osi
X-0w; rzut pierwszy tworzy z osig x-0w kat n, ktory jest rowny
katowi nachylenia danego odcinka do drugiej ptaszczyzny
rzutéw I\.

Rzut pierwszy jest rowny danemu odcinkowi w przestrzeni.
[Rys. 45].

2) Naodwrot:

Jezeli dany odcinek jest réwnolegly do drugie) ptaszczy-
zny rzutéw JPj, to jego rzut pierwszy jest rownolegly do osi
x-0w; rzut drugi tworzy z osig x-6w kat m, ktéry jest réowny
katowi nachylenia danego odcinka do pierwszej ptaszczyzny
rzutow.

Rzut drugi jest rowny danemu odcinkowi w przestrzeni.
[Rys. 46].

Jak wielka jest odlegto$¢ drugiego rzutu odcinka od osi
i=ow, jezeli odcinek ten jest réwnoleglty do ptaszczyzny P1
i odleglty od niej na 1,5 cm?

Jak wielka jest odlegto$¢ pierwszego rzutu od osi *-6w,
jezeli odcinek jest rownoleglty do ptaszczyzny P2 i odlegty od
niej na 1,5 cm?
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c) Na rys. 47 przyjeto odcinek CD na pierwszej pta-
szczyznie rzutdw.

Uzasadnij, dlaczego pierwszy rzut C D ’tego odcinka scho-
dzi sie z tym odcinkiem, drugi zas$ rzut C”D ”jest w osi x-Ow ?

Na tym samym
rysunku przyjeto
na drugiej pta-
szczyznie rzutéw od-
cinek EH. Uzasa-
dnij, dlaczego drugi
rzut E”F” tego od-
cinka schodzi sie
z tym odcinkiem,
pierwszy za$ rzut
E'F' jest w osi
X-Ow ?

Rys. 47 Rys. 48 d)
narysowane rzuty
odcinka OH. Oba rzuty sg rownolegte do osi x-6w. Rzut Q"H"
jest odlegty na 2 cm od osi *-6w, rzut zaS G'H' na 1,5 cm.

Jakie potozenie w przestrzeni ma odcinek OH wzgledem
osi Jc-Ow, wzgledem plaszczyzn rzutow ?

lle wynosi odlegtos¢ jego od pierwszej, a ile od drugiej
ptaszczyzny rzutéw ? A zatem :

Jezeli odcinek jest réwnolegly do osi j(-6w, to oba jego
rzuty sg réwniez rownolegte do osi x éw. Odlegtos¢ rzutu dru-
giego od osi x-0w réwna sie odlegtosci odcinka od pierwszej
ptaszczyzny rzutéw, odlegto$¢ za$ pierwszego rzutu od osi jc-Ow
rowna sie odlegtosci odcinka od drugiej ptaszczyzny rzutow.

48. Cwiczenia.

1) Narysowa¢ rzuty odcinka AB, prostopadtego do P, jezeli spot-
rzedne punktéw koricowych sg : A (zx—0, y1—3), B(z, = 6, yt= 3).
[1= 1cm],

2) Narysowaé rzuty odcinka GH — 6 cm, prostopadtego do P1,
jezeli odlegtos¢ drugiego rzutu od osi jcow wynosi 4 cm.

3) Narysuj rzuty i wyznacz katy nachylenia do ptaszczyzn rzutéw
odcinka CD — 5 cm, jezeli spotrzedne punktéw koricowych sg:

a) C(z, =4, yx 6),b (@= 4,ys= 3);
b) C(z, = 6, yx 4), D (zt= 3, = 4);
c) C(z, =6, y,= 6),D(z2= 6,y2—6). [J= lcm].



4) Narysuj rzuty odcinkp _SF, wyznacz jego wielkos¢ i katy na-
chylenia do ptaszczyzny rzutéw, jezeli:

a) jego rzut pierwszy tworzy z osig X 6w kat 45°, a spdtrzedne
punktow koncowych sa: E (z1= 5, yx—=3), F(z2= 5, yi = 6);

b) jego rzut drugi tworzy z osig X 6w kat 30°, wspotrzedne za$
punktow koncowych sa: E(z1= 3, yx—5), F(z%= 6, y2= 5).

5) Przyjmij ptaszczyzne podiogi za plaszczyzne poziomg rzutow,
ptaszczyzne Sciany za ptaszczyzne pionowg rzutow!

Wyznaczaj rzuty poziome i pionowe krawedzi $cian i przedmiotow :
a) pionowych, b) prostopadtych do ptaszczyzny pionowej rzutéw, c) réw-
noleglych do ptaszczyzny poziomej rzutéw, d) réwnolegtych do ptaszczy-
zny pionowej rzutéw, e) réwnolegtych do obu ptaszczyzn rzutow !

Narysuj te rzuty w stosownej skali w zeszycie!

6) Rzut poziomy A'B' odcinka AB mierzy 5 cm i tworzy z osig
c-6w kat 30°; odlegtosci punktow A i B od ptaszczyzny poziomej rzu-
tow sg: zX— 3 cm, z2— 4 cm; odlegtos¢ za$ rzutu A’ od osi X 6w
wynosi 3 cm.

Narysowa¢ rzut pionowy tego odcinka, a nastepnie wyznaczy¢ jego
dhugts¢ i katy nachylenia, do ptaszczyzny poziomej i pionowej rzutow!

7) Rzut pionowy odcinka CD lezy na prostej /, ktora tworzy
z osig X 6w kat 45°; spbtrzedne punktow koricowych sg: C {zx—3,
yi —3), D (z2= 6,yY0—2) [J=1 cm].

Narysuj rzuty tego odcinka, wyznacz jego wielkos¢ i katy nachy-
lenia do ptaszczyzn rzutow !

8) Odnoszace punktow koncowych odcinka EF przecinajg o$ jeow
w punktach EXx, FX; odcinek EXFx= 4 cm.

Wykresl rzuty odcinka EF, jezeli spétrzedne punktéw koricowych
sg: E(z,= 0,y,—5), F(zt=6, y2= 0)l [J= 7cm].

Znajdz wielko$¢ odcinka EF i jego katy nachylenia do ptaszczyzn
rzutéw !

9) Rozwigz Cwiczenie 8, jezeli oprécz EXFx= 4 cm sg dane:

a) zx= 0, z2= 6, yy= 5 i kat n— 60°, ktory odcinek EF
tworzy z druga plaszczyzng rzutow;

b) yx—2, y%—4, zx— 2,5 i kat m = 300 nachylenia odcinka
do ptaszczyzny P\ !

10) Rzut poziomy odcinka AB schodzi sie z prostg h, ktéra two-
rzy z osig jeow kat 75°. Narysowaé rzuty odcinka AB, jezeli s dane :

a) spotrzedne punktu A (zx—2 cm, yx=3 cm), diugo$é¢ odcinka
AB = 5cm i kat m= 45° nachylenia odcinka do ptaszczyzny pozio-
mej rzutow;

b) spotrzedne punktu A (z, = 2cm, y, = 4 cm), spbtrzedna
punktu B (yt= 6 cm) i kat m — 35°;

C) spotrzedne punktu A (z, —0, yx—0), spotrzedna punktu
B (z2— 3) i kat m = 50!



78

49. a) Przedtuzajgc odcinek AB [rys. 43] poza jego punkty
koncowe, otrzymamy liuje prostg | = [AB], na ktérej odcinek
ten lezy.

Rzut pierwszy V= [A'B'J prostej | bedzie przediuzeniem
pierwszego rzutu odcinka AB, rzut drugi I” = [A"B"] prostej |
bedzie przedtuzeniem drugiego rzutu tego odcinka. Katy na-
chylenia m i n odcinka AB do ptaszczyzn rzutdw P, i P2 sg
réwnocze$nie katami nachylenia prostej | do tych ptaszczyzn.

A zatem:

Pierwszy i drugi rzut prostej sa wyznaczone, jezeli sg
dane pierwsze i drugie rzuty dwdch jej punktow.

I naodwrot:

Jezeli dane sg pierwsze i drugie rzuty dwoch punktow
prostej, natenczas potozenie jej w przestrzeni jest doktadnie
wyznaczone.

b) Prosta | = [AB] [Rys. 43] przebija pierwszg ptas:
zne rzutdbw w punkcie H, ktéry nazywamy pierwszym
Sladem tej prostej, druga ptaszczyzne rzutéw w punkcie V,
ktory nazywamy drugim $ladem tej proste;j.

Okre$l, gdzie znajduja sie rzuty $ladu H, a gdzie rzuty $ladu V?
[Por. rys. 41 b)].

Zauwaz na rys. 43, ze pierwszy (drugi) $lad prostej |
otrzymamy, jezeli wpunkcie przeciecia sie drugiego (pierwszego)
rzutu tej prostej z osig x 6w wykres$limy do tej osi prostopadia
i wyznaczymy punkt przeciecia sie tej prostopadtej z pierwszym
(drugim) rzutem tej prostej.

50. Cwiczenia.

1) Dany jest pierwszy i drugi rznt dowolnej prostej /. Wyzna-
czy¢ rzuty takiego na niej lezacego punktu, ktorego a) spoirzedna
z= 0, 2, 3,...; b) spotrzednay — 0, 3, 4, 5,.. .

2) Przyjmij rzuty prostej r, rownolegtej do pierwszej ptaszczyzny
rzutdbw i wyznacz rzuty punktu, lezacego na tej prostej, ktérego spot-
rzednay —0, 1, 2, 3,. ..

3) Przyjmij rzuty prostej ¢, réwnolegtej do drugiej ptaszczyzny
rzutébw, a nastepnie wyznacz rzuty takiego punktu, lezacego na tej pro-
stej, ktdregoby spotrzedna z=0, 2, 3, 5,...

4) Wyznacz katy nachylenia do pierwszej i drugiej plaszczyzny
rzutow prostej: a) dowolnej, b) réwnolegtej do pierwszej ptaszczyzny
rzutéw, c) roéwnolegtej do drugiej plaszczyzny rzutdw, jezeli oba rzuty
tej prostej sg dane!
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§ 3. RZUTY PLASZCZYZN"i FIGUR NA NIEJ LEZACYCH.

51. Przez pierwszy i drugi rzut ptaszczyzny P8 rozumiemy
pierwszy i drugi rzut elementow, ktore te plaszczyzne wy-
znaczaja. A zatem:

a) Pierwsze i drugie rzuty trzech punktow A, B, G
znaczajg pierwszy i drugi rzut plaszczyzny P3, ktéra przecho-
dzi w przestrzeni przez te punkty. [Rys. 49].

Punkty A, B, G sa wierzchotkami trojkata ABC, ktory
lezy na plaszczyznie P,; A'B'G jest pierwszym rzutem tego
trojkata, A”B”G” jest drugim rzutem tego tréjkata.

b) Pierwsze i drugie rzuty dwoch prostych réwnolegt
p, 9 wyznaczajg pierwszy i drugi rzut plaszczyzny fs, ktora
przechodzi w przestrzeni przez te proste. [Rys. 50].

Uzasadnij pogladowo, ze:
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Jezeli dwie proste p, g sa w przestrzeni wzgledem siebie
rownolegle, to sg rdéwniez rownolegte pierwsze rzuty i drugie
rzuty tych prostych.

I naodwrét:

Jezeli pierwsze rzuty i drugie rzuty dwoéch prostych sg
rownolegle, to roéwniez te proste w przestrzeni sg wzgledem
siebie réwnolegte.

C) Pierwsze i drugie rzuty dwéch prostych przecinajg
sie k, | wyznaczajg rzuty ptaszczyzny Ps, ktéra przechodzi
W przestrzeni przez te proste. [Rys. 51].

Zauwaz pogladowo, ze:

Jezeli dwie proste w przestrzeni przecinajg sie w punkcie
A, to pierwsze rzuty obu prostych przecinajg sie w pierwszym
rzucie A’, drugie rzuty tych prostych przecinajg sie w drugim
rzucie A" tego punktu A. Stad wynika:

Prosta, tgczaca punkt przeciecia sie pierwszych rzutow
dwoéch prostych przecinajgcych sie — z punktem przeciecia sie
drugich rzutéw tych prostych, jest prostopadtg do osi x 6w.
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Rys. 51

d) 1) Najczesciej przedstawiamy ptaszczyzne P3 w rzutach
zapomocg dwdch jej pro-
stych przecinajacych sie
hiv w ten sposéb, ze
ich punkt przeciecia sie
jest w osi A-6w, prosta
h lezy na ptaszczyznie
rzutow P15 prosta v na
plaszczyznie rzutéw P2
[Rys. 52].

Prosta h, ktéra jest
krawedzig ptaszczyzny
Pt z pierwszg plaszczy-
zng rzutdéw, nazywamy
pierwszym $ladem
ptaszczyzny P3.

Prosta v, ktdra jest

krawedzig ptaszczyzny Rys. 52
B. Kaliown-Chodowicki. Zarys geometrji wykre$lnej
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Paz drugg ptaszczyzna rzutéw, nazywamy drugim Sladem
ptaszczyzny P3

2) Wykre$l na ptaszczyznie P3 dowolng prostg | i prze-
dtuz ja do przebicia sie z ptaszczyznami rzutéw Pt i Pt. [Ry-
sunek 52].

Punkty te sg $ladami prostej |; oznacz je przez H i V.
Spostrzegasz, ze:

Jezeli prosta | lezy na ptaszczyznie 1%, natenczas pierwszy
Slad U tej prostej lezy na pierwszym S$ladzie h tej ptaszczyzny,
drugi za$ $lad V tej prostej lezy na drugim S$ladzie v tej pta-
szczyzny.

| naodwrét:

Jezeli ptaszczyzna I\ przechodzi przez prosta I, natenczas
pierwszy $lad h tej ptaszczyzny przechodzi przez pierwszy $lad
H tej prostej, drugi $lad v plaszczyzny przechodzi przez drugi
§lad V prostej.

e) Wykresl Slady ptaszczyzny Pa wyznaczonej:
1) przez trzy punkty [Rys. 49];

2) przez dwie proste réwnolegte [Rys. 50];

3) przez dwie proste przecinajgce sie [Rys. 51]!

52. Sztywny karton papieru niech ci przedstawia pta-
szczyzne Pa Narysuj na niej dowolng figure, np. trojkat ABC,
a nastepnie zaznacz $lady h i v plaszczyzny Pa i oba rzuty
figury, jezeli ptaszczyzna P3 ma wzgledem ptaszczyzn rzutéw
nastepujgce potozenie:

a) ptaszczyzna P, jest prostopadta do pierwszej ptas:
zny rzutéw P,. [Rys. 53].

Taka ptaszczyzne nazywamy pierwszg ptaszczyznag
rzucajacag.

Pierwszy rzut jakiejkolwiek figury, lezacej na pierwszej
ptaszczyinie rzucajacej, pada w pierwszy S$lad tej pta-
szczyzny.

Szczeg6lnym przypadkiem pierwszej ptaszczyzny rzuca-
jacej jest ptaszczyzna, réwnolegta do drugiej ptaszczyzny rzu-
tow P2 [Rys. 54].



Rys. 54
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Taka ptaszczyzna ma tylko pierwszy $lad h, ktdry jest
réwnolegty do osi *-6w.

Uzasadnij, ze:

Figura, lezaca na takiej ptaszczyznie, przedstawia sie
w drugim rzucie w prawdziwej wielkosci i ksztalcie.

b) Ptaszczyzna Ps jest prostopadia do drugiej plaszcz
rzutéw Pt. [Rys. 55],

Taka ptaszczyzne nazywamy drugg ptaszczyzng
rzucaj aca.

Drugi rzut jakiejkolwiek figury, lezacej na tej ptaszczyznie,
pada w drugi $lad tej ptaszczyzny.

Szczeg6lnym przypadkiem takiej ptaszczyzny jest pla-
szczyzna rownolegta do pierwszej plaszczyzny rzutéw Px
[Rys. 56].

Taka ptaszczyzna ma tylko drugi $lad v, ktéry jest row-
nolegty do osi *-Ow.
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Uzasadnij, ze:
Figura, lezaca na takiej ptaszczyznie, przedstawia sie
w pierwszym rzucie w prawdziwej wielkosci i ksztatcie!

§ 4. KLAD | PODNIESIENIE PLASZCZYZNY RZUCAJACEJ.

55. a) Wyobrazmy sobie pierwszg ptaszczyzne rzuca
Ps, a na niej dowolny tréjkat ABC. Odlegtosci wierzchotkéw
A, B, C od pierwszej ptaszczyzny rzutéw oznaczmy kolejno
przez zu Sj, ss [Rys. 53 0)].

Odlegtosci te sg rowne, jak wiadomo, odlegtosciom dru-
gich rzutéw A", B", C'" od osi *-6w.

Jezeli ptaszczyzne P3 obraca¢ bedziemy dokota jej pierw-
szego Sladu h, natenczas kazdy jej punkt, a wiec i wierzchotki
A, B, C zakres$lg tuki kot, ktérych srodki znajdowac sie beda
w pierwszych rzutach tych punktéw, a ktérych promienie row-
na¢ sie bedg spdtrzednym z tych punktéw. Jezeli zatem pta-
szczyzna P3 podczas tego obrotu zejdzie sie z pierwsza pta-
szczyzng rzutdw, natenczas wierzchotki A, B, C zejda sie
z punktami A°, B°, C° lezgcemi na prostopadtych do $ladu h
w rzutach A', fi', (7 — w odlegtosciach, réwnajgcych sie spot-
rzednym zu a,, z,.
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Trojkat A‘Bg0° jest kladem trojkata ABC, a wiec temu
trojkatowi rowny.

Na rys. 53 b) przeprowadzona jest konstrukcja kiadu tego
tréjkata na pierwszg ptaszczyzne rzutéw, gdy pierwsza i druga
ptaszczyzna rzutéw tworzg jedng ptaszczyzne rysunkowa.
Opisz te konstrukcje!

b) Na podstawie rys. 53 rozwigz zagadnienie odwrotne:

Wyobraz sobie, ze ptaszczyzna P3, ktérej pierwszy $lad
schodzi sie z prostg h, nakrywa sie z pierwszg ptaszczyzna
rzutéw. Na ptaszczyznie P3 narysuj tréjkat A°BOC°, a nastepnie,
podnidstszy ptaszczyzne P3 wraz z tym trojkatem o kat 90°,
narysuj rzuty tego tréjkagta w nowem potozeniu!

Opisz konstrukcje stowami!

54. Analogicznie do kiadu i podniesienia pierwszej pia-
szczyzny rzucajagcej przeprowadZ kiad i podniesienie ptaszczy-
zny Ps, prostopadtej do drugiej ptaszczyzny rzutéw [t. zw. dru-
giej ptaszczyzny rzucajacej]. [Rys. 55].

Zauwazasz przytem, ze:

Jezeli jest dany pierwszy i drugi rzut figury, lezacej na
drugiej ptaszczyznie rzucajgcej, "ktorej drugi $lad schodzi sie
z prostg v, to kiad tej figury na drugag ptaszczyzne rzutéw wy-
kresSlamy w spos6b nastepujacy:

W drugich rzutach wierzchotkéw tej figury wykreslamy
prostopadte do drugiego $ladu v piaszczyzny, a nastepnie od-
cinamy na tych prostopadtych, po tej samej stronie $ladu v,
odlegtosci y pierwszych rzutéw tych wierzchotkow od osi x-6w.
Otrzymamy w ten sposob punkty A+, B+ C+, ktore sg ktadami
wierzchotkéw A, B, C danego trojkata.

Trojkat A+P+C+ jest rowny tréjkatowi ABC.

I naodwrot:

Niech prosta v bedzie drugim $ladem ptaszczyzny Ps,
prostopadtej do drugiej ptaszczyzny rzutéw, zas trojkat A+B+C+
[Rys. 556)] kladem trojkata ABC, lezgcego na ptaszczyznie P-.

Rzuty tego trojkata wykreslimy w sposdb nastepujacy:

Z wierzchotkéw A+, B+, C+ wykre$lamy prostopadte do
$ladu v ; punkty przeciecia sie tych prostopadtych ze $ladem v
sg drugiemi rzutami wierzchotkéw trojkata.

Pierwsze rzuty tych wierzchotkéw leza na odnoszgcych,
ponizej osi x-6w, w odlegtosciach y od tejze osi, réwnajacym
sie odlegtosciom wierzchotkéw A+, B+, C+ od S$ladu v.
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55. Cwiczenia.

1) Tro6jkat réwnoboczny o boku a opiera sie jednym bokiem
0 pierwszg phaszczyzne rzutdbw. Wykresl rzuty tréjkata, jezeli jego pta-
szczyzna jest prostopadta do pierwszej ptaszczyzny rzutéw, za$ z druga
ptaszczyzng rzutébw tworzy kat B== O, 30°, 45°, 60°, 90°!

2) Kwadrat o boku a opiera sie jednym wierzchotkiem o pierwszg
ptaszczyzne rzutdw, a przekatna @, przechodzaca przez ten wierzchotek,
jest prostopadta do tej ptaszczyzny.

Obré¢ ten kwadrat dokota przekatnej q tak, by powierzchnia dru-
giego jego rzutu byta réwna:

P62 0.a2

W kazdem z tych potozen kwadratu wykre$l jego rzuty !

3) Wykresli¢ rzuty szeSciokata umiarowego o boku @, jezeli ptas
Zna jego jest prostopadta do pierwszej ptaszczyzny rzutéw. [Por. rys. 57].

Jaki kat musi tworzyé z osig ur-6w pierwszy $lad h tej praszczy-
zny, jezeli powierzchnia drugiego rzutu ma byé réwna j powierzchni
tego szesciokata?

4) Na plaszczyznie, prostopadtej do drugiej ptaszczyzny rzutow
lezy prostokat, opierajacy sie jednym wierzchotkiem o druga ptaszczyzne
rzutow. Wykresli¢ rzuty tego pro-
stokata. [Rys. 58].

Rys. 57 Rys. 58
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5) Jak nalezy narysowa¢ kiad prostokata, o ktérym byta mowa
w ¢wicz. 4), jezeli ma on mie¢ w przestrzeni dwa boki réwnolegte do
drugiej ptaszczyzny rzutow ?

Wykresl rzuty takiego prostokata!

6) Prostokat o bokach a <5 umie$¢ tak w przestrzeni, by jego
drugi rzut byt odcinkiem, za$ pierwszy rzut kwadratem o boku a!

7) *) Wykresli¢ rzuty kota, lezacego na pierwszej ptaszc
rzucajacej [Rys 59 6)].

8) *) Wykresli¢ rzuty kota, lezacego na drugiej ptaszczyznie rzu-
cajacej [Rys. 59 a)].

§ 5. KLAD DOWOLNEJ PLASZCZYZNY NA PIERWSZA PLA-
SZCZYZNE RZUTOW | PODNIESIENIE DOWOLNEJ PLASZCZYZNY
Z PIERWSZEJ PLASZCZYZNY RZUTOW

56. Niech ptaszczyzna JP3 bedzie dana przez Swéj pier
$lad h i przez jeden jej punkt M, kt6rego pierwszym rzutem jest
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M*, drugim rzutem M" [Rys. 60]. Na ptaszczyznie tej lezy trojkat
ABC, ktdrego pierwszy rzut A'B'C" jest dany.

Mamy wyznaczy¢: a) drugi rzut trojkgta ABC; b) praw-
dziwg wielkos¢ tego trdjkata.

a) Polgczmy rzut A' z rzutem M', otrzymamy pierwszy
rzut prostej AM, lezacej na plaszczyznie P,. Rzut A’M' przecina
$lad h w punkcie H, ktory jest sladem prostej AM [dlaczego 7).
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Drugi rzut H" $ladu lezy na osi *-0w. Jezeli potgczymy H"
z M”, otrzymamy drugi rzut prostej AM. Na rzucie H”M”
i na odnoszacej lezy drugi rzut A" punktu A. Drugi rzut B"
punktu B mozemy teraz wyznaczyé przy pomocy rzutéw
punktu A. Nastepnie rzut G' przy pomocy rzutow punktu A
lub B [lub M\

Przeprowadz te konstrukcje samodzielnie! Dlaczego drugi
rzut A"C" boku AC wypadt réwnolegle do osi *-6w?

b) Z art. 24 wiadomo, ze pomiedzy rzutem prostopadlym
figury plaskiej na plaszczyzne rzutow P, a kiadem tej figury
na te ptaszczyzne zachodzi zwigzek powinowactwa geometrycz-
nego. Slad h plaszczyzny P3 jest osig powinowactwa, kierunek
powinowactwa jest prostopadty do tej osi. Pare punktéw, od-
powiadajgcych sobie w tern powinowactwie, jest rzut M' i kiad
(M) punktu M.

Celem wyznaczenia ktadu (M) punktu M, wyobrazmy sobie
nad pierwszg plaszczyzng rzutéw trdjkat prostokatny M M'I.
Jedng przyprostokatng jest odlegto$¢ rzutu M' od $ladu h, druga
przyprostokatng jest odlegtos¢ punktu M w przestrzeni od
pierwszej ptaszczyzny rzutdw, ktéra jak wiadomo, réwna sie
odlegtosci drugiego rzutu M” punktu M od osi *-6w. Trojkat
ten mozemy wiec z tatwoscig wykreslic na pierwszej pta-
szczyznie rzutdw, a jego przeciwprostokatna bedzie promie-
niem r, ktorym punkt M zakre$la w przestrzeni koto dokota
punktu 1, gdy ptaszczyzna P, obraca sie dokota swego $ladu h.

Zakre$lajagc promieniem r dokota punktu 1 tuk kota,
otrzymamy w jego przecieciu sie z prostopadtg do h, wykre-
$long z rzutu M', kfad (M) punktu M.

Przy pomocy ktadu (M) wykresli uczern samodzielnie ktady
wierzchotkéw A, B, G trojkata ABC\

Kfad (A)(B)(G) réwny jest prawdziwej wielkosci trdj-
kata ABC.

Zauwaz, ze w trojkacie M'M°I kat przy wierzchotku / jest ka-
tem nachylenia ptaszczyzny danej Pt do pierwszej ptaszczyzny rzutdw i

57. Ptaszczyzna P3 jest wyznaczona przez pierwszy
h i jeden jej punkt V, lezacy na drugiej ptaszczyznie rzutow.
Na tej ptaszczyznie mamy przyja¢ kwadrat ABCD o boku a
i wyznaczy¢ jego rzuty. [Rys. 61].
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Rys. 61

Wyobrazmy sobie, ze wykonalismy kiad ptaszczyzny P3
dokota Sladu h na pierwsza ptaszczyzne rzutéw. Punkt V zajmie
wtedy potozenie (V), ktdre znajdziemy przy pomocy trdjkata
prostokagtnego V V'l w ten sam sposob, jak w poprzednim arty-
kule ktad (M) punktu M.

Narysujmy teraz w ktadzie kwadrat (A) (B) (G) (D) o boku
a, a nastepnie podnieSmy ptaszczyzne P3 do jej pierwotnego
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potozenia — wraz z kwadratem (A) (B) (G) (D), ktéry ozna-
czymy w tern nowem potozeniu przez ABGD. Pierwszy rzut
A'RCD"' tego kwadratu wyznaczymy na podstawie powino-
wactwa tego rzutu z kfadem (A) (B)(G) (D), ktorego osig jest $lad
h, parg odpowiadajgcych sobie punktéw — rzut V' i kiad (V).

Uczen przeprowadzi samodzielnie konstrukcje pierwszego rzutu,
a nastepnie drugiego rzutu kwadratu!

Jezeli potaczymy ktad () z punktem, w ktorym przecina $lad
h 0§ jeow, otrzymamy ktad drugiego $ladu [dlaczego?].

Na rysunku przyjeto ktad kwadratu tak, ze bok jego (A) (D)
jest rownolegty do kiadu (v) drugiego $ladu ptaszczyzny, co spowodo-
wato, ze drugi rzut kwadratu jest prostokatem. Wytlumacz dlaczego?

58. Cwiczenia.

1) Dane sg oba rzuty dowolnego tréjkata ABC, opierajaceg
bokiem AB o pierwszg ptaszczyzne rzutéw, wierzchotkiem za$ o druga
ptaszczyzne  rzutdw.
Wyznaczy¢ prawdzi-
wa wielko$¢ tego tréj-
kata i kat nachylenia
a jego ptaszczyzny do
pierwszej ptaszczyzny
rzutow. [Rys. 62].

2) Na pierwszej
plaszczyznie  rzutow
lezy trojkat réwno-
boczny ABC. Podnie$
go o kat a = 45°
dokota boku AB i wy-
Znacz jego rzuty!

3) Na pierwszej
ptaszczyznie rzutow,
lezy dowolny trojkat
AB(C). Podnies go
dokota boku AB tak,
by wierzchotek C zna-
lazt sie na ptaszczyz-
nie, roéwnolegtej do
pierwszej plaszczyzny
rzutbw, poprowadzo-
nej w odstepie d.
(d < w, jezeli w jest
wysokoscig trdjkata,
wykreslong z wierz-
chotka Cdo boku AB)

Rys. 62 [Rys. 63].
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Wskazéwka. Wy-
kresl z wierzchotka (C) pro-
stopadtg do boku AB i oznacz
punkt przeciecia sie tej pro-
stej z AB przez /; odcinek
(C) | jest promieniem obrotu
punktu C dokota punktu I.
Wykre$l prosta Q°,
rownolegta do prostej (C) I
w odstepie d. Koto (K),
zakre$lone z punktu / pro-
mieniem r= (C)/, przeci-
na prosta €° w punkcie C°.
Jezeli z punktu C°
wykreslisz  prostopadtg do
I(C"), to w punkcie prze-
ciecia sie tej prostopadiej
z prostg 1(C) bedzie rzut
C' wierzchotka C danego -
trojkata.
Dalszag  konstrukcje
pierwszego i drugiego rzutu
tego tréjkata przeprowadzi
uczen samodzielnie.
4) Na pierwszej pta-
szczyznie rzutdw lezy pro-
stokat o bokach a i b. Pod-
nie§ go dokota boku a tak,
by jeden jego wierzchotek
padt na druga ptaszczyzne
rzutéw i wykres$l rzuty pro-
stokata w tern nowem po-
tozeniu !
Jak nalezy przyja¢ prostokat na pierwszej ptaszczyznie rzutow,
by drugi jego rzut byt réwniez prostokatem?
Obré¢ ten prostokat dokota boku a tak, by przeciwlegly bok
znalazt sie na pewnej wysokosci d <G b i wykre$l wtedy jego rzuty!
5) Na pierwszej ptaszczyznie rzutéw lezy kwadrat (A) (B) (C)
(D) ; podnies go dokota wierzchotka (A) tak, by jego przekatna (D) (B)
zajeta potozenie rownolegte do pierwszej ptaszczyzny rzutdéw, wierzcho-
tek za$ C znalazt sie na wysokosci d <C (A) (C) ! Wykresl rzuty kwa-
dratu w tem nowem potozeniu!
Uzasadnij, ze pierwszy rzut kwadratu musi by¢ rombem!
Jak nalezy umiesci¢ kwadrat (A) (B) (C) (D) wzgledem osi *-6w,
by oba jego rzuty byly rombami?
6) Szesciokat umiarowy ABCDEF, lezacy na pierwszej pta-
szczyznie rzutéw, podnie$ dokota boku AF [Rys. 64] tak, by jego pta-
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szczyzna tworzyta z pierwszg ptaszczyzng rzutow kat a i wykresl rzuty
tego wieloboku w tem nowem potozeniu, jezeli a = 30°, 45°, 60°, 90°!

§ 6 RZUTY BRYLY
I. Rzuty graniastostupa (i walca ¥

59. Ustaw model prostopadioscianu o podstawie pro
katnej, a o krawedziach 2 cm, 3 cm, 5 cm, tak, aby podstawa
jego ABCB lezala na pierwszej ptaszczyznie rzutéw Pu a dwie
Sciany boczne ABEF i CDGH byty réwnolegte do drugiej pta-
szczyzny rzutdw Pt. [Rys. 65 1)].

a) Szukajmy nasamprzdd rzutu pierwszego tej bryty!
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Musimy wyznaczy¢ pierwsze rzuty poszczegdlnych wierz-
chotkéw, krawedzi i S$cian, patrzac na bryte z géry w kie-
runku prostych, prostopadtych do Pt. A zatem:

Wskaz, gdzie bedg pierwsze rzuty wierzchotkéw podstawy
ABCD, a gdzie wierzchotkéw podstawy EFGH2

Gdzie bedag pierwsze rzuty krawedzi podstawy dolnej,
a gdzie krawedzi podstawy goérnej?

Czy krawedzie obu podstaw wystepujg w pierwszych rzu-
tach w prawdziwych wielkosciach? [Dlaczego?].

Wskaz pierwsze rzuty poszczegdlnych krawedzi bocznych !
Dlaczego rzuty te sa punktami?

Wskaz pierwszy rzut podstawy goérnej!
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Zauwaz, ze pierwszy rzut podstawy gérnej nakrywa sobg
rzut calego graniastostupa. Rzuty pierwsze bokdéw tej podstawy
stanowig zarys [kontur] pierwszego rzutu graniastostupa.

b) Szukajmy teraz drugiego rzutu bryty.

Musimy wyznaczy¢ drugie rzuty poszczeg6lnych wierz-
chotkéw, krawedzi i $cian, patrzac na bryle w kierunku pro-
stopadtym do drugiej ptaszczyzny rzutéw P2

Wskaz, gdzie bedg drugie rzuty wierzchotkéw Sciany
ABFE, a gdzie wierzchotkéw $ciany DGGH?

Gdzie beda drugie rzuty krawedzi $Sciany ABFE, a gdzie
krawedzi $ciany DCGH?

Czy krawedzie te wystepujg w drugich rzutach w praw-
dziwych wielkosciach? [Dlaczego?].

Wskaz drugie rzuty krawedzi AD, BG, FG, EH! Dlaczego
rzuty te sg punktami?

Wskaz drugie rzuty scian BGGF, ADHE i obu podstaw!
Dlaczego rzuty te sg odcinkami?

Wskaz rzuty Scian ABFE i CDHG\ Zauwaz, ze drugi
rzut Sciany A B F E nakrywa sobg drugi rzut catego grania-
stostupa. Drugie rzuty bokéw tej sciany stanowig zarys /kontur]
drugiego rzutu tej bryty.

Naszkicuj rzuty bryly nasamprzéd na ptaszczyznach rzu-
tow w potozeniu prostopadiem! Wyobraz sobie nastepnie, ze
obie ptaszczyzny rzutéw sprowadzite$ do jednej ptaszczyzny,
ktora schodzi sie z plaszczyzng twego zeszytu! Na plaszczyz-
nie zeszytu wykonaj dokfadny rysunek obu rzutéw na pod-
stawie poprzedniego szkicu! [Rys- 65 2)].

¢) Obro¢ graniastostup w pierwotnem potozeniu [Rysu-
nek 65 1)] o kat 30°!

Przez ten obrot zmienia sie tylko potozenie $cian bocz-
nych wzgledem drugiej ptaszczyzny rzutdw, a mianowicie
$ciany boczne nie beda juz prostopadte wzglednie réwnolegte
do tej ptaszczyzny.

Czy drugie rzuty S$cian bocznych w nowem potozeniu
moga by¢ odcinkami?

Jezeli nie, to powiedz, jakiemi figurami?

1) Poniewaz wszystkie elementy graniastostupa zatrzy-
mujg swe dawne potozenia [réwnoleglte lub prostopadie]
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wzgledem pierwszej ptaszczy-
zny rzutéw, przeto pierwszy
rzut graniastostupa w nowem
potozeniu bedzie rowny pierw-
szemu rzutowi graniastostupa
w dawnem potozeniu, tylko
obroci sie o kat 30° [rys. 66,
por. rys. 65 2)]. Jezeli zatem
narysujesz ponizej osi x-6w
prostokat o bokach 2 cm
i 3 cm, ktérego jedna para
bokéw roéwnolegtych tworzy
z osig *-0w kat 30°, to otrzy-
masz pierwszy rzut graniasto-
stupa w nowem potozeniu.

Wskaz na tym prosto-
kacie pierwsze rzuty wierz-
chotkéw podstawy dolnej,
podstawy goérnej, rzuty kra-
wedzi bocznych, krawedzi
podstawy dolnej i gbrnej,
rzuty $cian bocznych!

2) Drugi rzut graniasto-
stupa w nowem potozeniu
otrzymasz, jezeli wyznaczysz
drugie rzuty wierzchotkéw
obu podstaw i potgczysz od-
cinkami rzuty tych wierzchotkdw, ktére w przestrzeni lezg na
tych samych krawedziach bocznych.

Drugie rzuty wierzchotkow podstawy dolnej znajdowac
sie bedg w osi *-6w. Dlaczego?

Drugie rzuty podstawy gornej znajdowac sie bedg na pro-
stej v, rownolegtej do osi *-6w w odstepie 5 cm. Dlaczego ?

Jezeli zatem z wierzchotkdw prostokgta ABOD, przedsta-
wiajgcego pierwszy rzut graniastostupa, wykreslisz prostopadie
do osi *-6w, to przetng one te o$ w punktach A", B", C", D”,
prostg za$ v w punktach E”, F", H", O". Punkty A", B", C",
D" sg drugiemi rzutami wierzchotkéw dolnej podstawy, punkty
E", F", H", O" sg drugiemi rzutami wierzchotkow gornej
B. Kalicun-Chodowicki, Zary9 geometrii wykresloej 7
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podstawy. Odcinki A"E", B"F", C"G”, D"H" sg wiec dru-
giemi rzutami krawedzi bocznych graniastostupa.

Patrzac na graniastostup w Kierunku, prostopadtym do
drugiej ptaszczyzny rzutéw, widzimy te krawedzie boczne,
ktére lezg na $cianach, do nas zwrdconych; drugie rzuty tych
krawedzi beda rowniez widoczne. Krawedzie za$ boczne, ktére
lezg na Scianach odwréconych od nas, sg niewidoczne; ich
drugie rzuty bedg tak samo niewidoczne.

Rzuty widoczne narysuj linjg petng, rzuty niewidoczne linjg prze-
rywanag !

60. Nadajmy powyzszemu graniastostupowi takie f
zenie, aby ptaszczyzny podstaw jego byly prostopadte do
pierwszej ptaszczyzny rzutow!

Rys. 67
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Oznaczmy proste, wzdluz ktérych plaszczyzny podstaw
przecinajg pierwszg ptaszczyzne rzutow, literami h i hl [Rys. 67].

Jaka musi by¢ odlegtos¢ tych prostych, jezeli krawedzie
boczne sg diugie na 5cm?

Narysuj rzuty tych podstaw sposobem, wskazanym w arty-
kule 53.

Potacz rzuty wierzchotkow obu podstaw prostemi linjami
tak, jak one sg potgczone na graniastostupie w przestrzeni!

Wskaz na graniastostupie te krawedzie, ktorych pierwsze
rzuty sg widoczne!

Wskaz te krawedzie, ktérych drugie rzuty sg widoczne!

Wskaz krawedzie, ktérych drugie rzuty tworzg zarys
(kontur) drugiego rzutu graniasfostupal!l

Wskaz krawedzie, ktérych pierwsze rzuty tworzg zarys
(kontur) pierwszego rzutu graniastostupa!

61. Zagadni enie. Roéwnolegtoscian pochyly, ktor
podstawa jest prostokgtem AB CD, lezacym na pierwszej pta-
szczyznie  rzutdw,
ma krawedzie bocz-
ne réwnolegte do
drugiejptaszczyzny
rzutbw. [Rys. 68].

1) Wykresli¢
rzuty tego réwno-
legtoscianu, jezeli
jest dana jego wy-
sokos¢ikat nachyle-
nia krawedzi bocz-
nych do pierwszej
ptaszczyzny  rzu-
tow.

2) Wykreslic¢
rzuty i wyznaczyé
prawdziwg wiel-
kos¢ przekroju tego
réwnolegtoscianu
ptaszczyzng, pro-
stopadtg do krawe-
dzi bocznych.

7+
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Wskazéwka. 1) Ponizej osi or-6w narysuj prostokat ABCD
i wyznacz jego drugi rzut A”B"C"D” ; pierwszy rzut prostokata scho-
dzi sie z nim samym. Przez rzuty A", B, C”, D" poprowadZ proste
réwnolegte, nachylone do osi jcow pod danym katem. Na tych prostych
znajdowac sie beda drugie rzuty krawedzi bocznych. [Dlaczego ?]. Popro-
wadZ nastepnie prosta, réwnolegta do osi X-OW w odstepie, réwnajacym
sie wysoko$ci danego graniastostupa.

Ta prosta przetnie drugie rzuty krawedzi bocznych w punktach
E", F", G", H”, ktére sg drugiemi rzutami wierzchotkow gdrnej pod-
stawy. [Dlaczego?].

Pierwsze rzuty krawedzi bocznych wychodzg z wierzchotkow A,
B, C, D dolnej podstawy i sg réwnolegte do osi X 6w. [Dlaczego ?].
Pierwsze rzuty wierzchotkbw podstawy gornej znajdujg sie¢ na odnosza-
cych i na pierwszych rzutach odpowiednich krawedzi bocznych.

Krawedzie widoczne i niewidoczne w pierwszym rzucie réwnole-
gloscianu oznaczysz, patrzac na niego w kierunku prostopadtym do pierw-
szej plaszczyzny rzutow. Patrzac na roéwnolegtoscian w kierunku pro-
stopadtym do drugiej ptaszczyzny rzutdbw, oznaczysz widoczne i niewi-
doczne krawedzie w drugim rzucie.

2) Plaszczyzna prostopadta do krawedzi bocznych danego ré
legtoscianu jest roéwniez prostopadta do drugiej ptaszczyzny rzutéw.
[Dlaczego?]. Drugi $lad v tej plaszczyzny bedzie zatem prosta, prosto-
padta do drugich rzutow krawedzi bocznych. [Dlaczego?]. Na S$ladzie v
znajdowac sie bedzie drugi rzut figury, podiug ktérej ta ptaszczyzna
przecina rownolegtoscian; drugie rzuty wierzchotkéw tej figury sa w punk-
tach 7%, 2", 3", 4", w ktdrych $lad v przecina drugie rzuty krawe-
dzi boczczych. Pierwsze rzuty 2', 3', 4" tych wierzchotkdéw znajduja
sie na odnoszacych i na odpowiednich pierwszych rzutach krawedzi
bocznych.

Boki figury przekroju, lezace na Scianach widocznych, sa widoczne,
lezace za$ na Scianach niewidocznych, sg niewidoczne.

Prawdziwg wielko$¢ figury przekroju otrzymasz, jezeli wykonasz
ktad A+B+C+D+ tej figury dokota $ladu v na druga ptaszczyzne rzu-
tow. [Por. art. 54],

62. Zagadnienie. Prostopadtoscian o podstawie }
dratowej ma krawedzie boczne réwnolegte do osi x-6w. Prosto-
padtoscian ten przecina ptaszczyzna, prostopadta do pierwszej
ptaszczyzny rzutow.

Wykresli¢ rzuty tego graniastostupa i wyznaczy¢ jego
przekrdj, jezeli krawedz podstawy a — 3 c¢cm, krawedZz boczna
fe — 5,5 cm, a ptaszczyzna tngca przecina pierwszg ptaszczy-
zne rzutébw wzdiuz prostej h, tworzacej z osig x 6w kat n.

Rozwigzanie. 1) Poniewaz krawedzie boczne grania-
niastostupa sg réwnolegte do osi jeow, przeto plaszczyzny obu
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podstaw sg prostopadie réwnoczesnie do obu plaszczyzn rzu-
téw, a wiec i do osi ac-Ow. [Rys. 69].

Plaszczyzna podstawy ABCD niech przecina drugg pla-
szczyzne rzutdw wzdbuz prostej vu pierwszg ptaszczyzne rzutéw

wzdtuz prostej hx Obie te proste sg prostopadte do osi jecow,
przeto po sprowadzeniu obu ptaszczyzn rzutéw do jednej
ptaszczyzny rysunkowej utworzg jedna prosta, prostopadig
do osi a-Ow.

Ptaszczyzna drugiej podstawy EFOH niech przecina
druga ptaszczyzne rzutéw wzdiuz prostej v3, pierwszg wzdiuz
prostej h2 Proste te rdwniez utworzg jedng prostg, prosto-
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padtg do osi x-Ow, jezeli ptaszczyzny rzutéw sprowadzimy do
jednej ptaszczyzny rysunkowej.

Odlegtos¢ prostych vx i v2, hxi ht réowna sie dtugosci
krawedzi bocznej graniastostupa, a zatem 55 cm. Dlaczego?

Obro¢ ptaszczyzne podstawy ABGD dokota prostej
tak, aby sie nakryla z plaszczyzng pionowg rzutéw, i narysuj
kwadrat A+B~G+D”, réwny kwadratowi ABGD! Z wierzchot-
kéw kwadratu A+B+C+D+ poprowadz proste, prostopadie do

! Proste te przetng vl w punktach A", B”, G”, D", bedacych
drugiemi rzutami wierzchotkow A, B, G D.

Odcinki A+A"™ = yx B+B" —ya C+C" = y3 D+D” = yt
sg réwne odlegto$ciom pierwszych rzutéw punktéw A, B, G, D
od osi x-6w. (Dlaczego?).

Jezeli zatem odetniesz spoétrzedne yu y2 y3 vy, na pro-
stej fcj, to otrzymasz rzuty A\ B', C', D' wierzchotkéw pod-
stawy ABGD.

Proste, wykreslone przez drugie rzuty A", B”, G", D",
rownolegte do osi x-O0w, przedstawiajg kierunki rzutéw pio-
nowych krawedzi bocznych; przecinajg one prostg v2 w dru-
gich rzutach E", F", G", H" wierzchotkdw drugiej podstawy
EFGH.

Proste, wykreslone przez pierwsze rzuty A', B', G, D\
rownolegle do osi x-O0w, przedstawiaja kierunki pierwszych
rzutdw krawedzi bocznych; przecinajg one prostg ht w pierw-
szych rzutach E', F', G', H' wierzchotkéw drugiej podstawy.

Co do widocznych i niewidocznych krawedzi zorjentowac
sie mozna wedlug kwadratu A+B+G+D+.

2) Ptaszczyzna tngca przecina krawedzie boczne grania-
stostupa w punktach 1,2, 3,4, ktérych pierwsze rzuty sg w punk-
tach przecigcia sie $ladu h z pierwszemi rzutami tych krawedzi.

Drugie rzuty tych punktéow znajdujg sie tam, gdzie od-
noszace, poprowadzone przez 1°, 2, 3°, 4’, przecinajg drugie
rzuty odpowiednich krawedzi bocznych.

Aby otrzymac rzeczywistg wielkos$¢ figury przekroju, na-
lezy plaszczyzne tnaca obréci¢ dokota prostej h o 90° tak,
aby sie nakryla z pierwszg plaszczyzng rzutéw. Przekrdj
1 2 3 4 zejdzie sie z czworobokiem 1° 2° 3° 4°, Kktéry otrzy-
mamy, jezeli w rzutach 1', 2', 3', 4° wykres$limy prostopadte
do h i na nich odetniemy odlegtosci zIf za z,, zKrzutéw pio-
nowych 1", 2, 3", 4" od osi x-Ow.
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63. ¢wiczenia.

1) Model prostopadtoscianu o krawedziach 2 cm, 3 cm, 5 cm —
trzymaj tak, aby jego podstawa spoczywata na pierwszej ptaszczyznie
rzutow.

Wykresl jego rzuty i rzuty figury przekroju, jezeli:

a) prostopadtoscian ma dwie $ciany, réwnolegte do pierwszej pta-
szczyzny rzutéw; plaszczyzna tnaca taczy $rodki krawedzi podstawowych.
[Por. rys. 65];

b) krotsze krawedzie podstawowe tworza z osig X 6w kat 45°;
ptaszczyzna tnaca taczy srodki dwoéch przeciwlegtych krawedzi podstawy
goérnej ze srodkami dwoch krawedzi bocznych. [Por. rys. 66].

2) Ten sam model prostopadtoscianu trzymaj tak, aby podstawa
jego dotykata jedng krawedzig drugiej ptaszczyzny rzutow, druga zas
krawedz tej podstawy byta odlegta od drugiej ptaszczyzny rzutow na
1 cm.

Wykre$l rzuty tego prostopadtoscianu, a nadto rzuty jego prze-
kroju, jezeli ptaszczyzna tngca jest rownolegta do drugiej ptaszczyzny
rzutbw w odstepie 3 cm!

3) Wykresli¢ rzuty szescianu o krawedzi a = 6 cm, jezeli:

a) dotyka jedna $ciang pierwszej ptaszczyzny rzutdéw;

b) dotyka jedna $ciang drugiej ptaszczyzny rzutéw;

C) madwie $ciany prostopadie do pierwszej ptaszczyzny rzutéw;

d) madwie $ciany prostopadte do drugiej ptaszczyznyrzutow;

e) madwie S$ciany prostopadte do osi x-6w.

4) Roéwnolegtoscian prosty ma za podstawe romb o przekatnych
p —4 cm, q— 6 cm; wysoko$¢ prostopadtoscianu wynosi 7 cm. Row-
nolegtos$cian przecina ptaszczyzna f#gczaca S$rodki dwdch przeciwlegtych
bokéw podstawy gornej ze Srodkami dwoch krawedzi bocznych.

Wykresli¢ rzuty réwnolegtoscianu i figury przekroju, jezeli row-
nolegtoscian :

a) dotyka podstawa pierwszej ptaszczyzny rzutdw;

b) dotyka podstawa drugiej ptaszczyzny rzutow;

C) ptaszczyzny jego podstaw sg prostopadie do pierwszej ptaszczy-
zny rzutow;

d) ptaszczyzny jego podstaw sa prostopadie do drugiej ptaszczy-
zZny rzutow;

€) ptaszczyzny jego podstaw sa prostopadte do osi ar-6w.

5) Narysuj rzuty réwnolegtoscianu pochytego, ktory podstawg pro-
stokatng, o bokach 3 cm i 4 cm, dotyka drugiej ptaszczyzny rzutéw,
a ktorego krawedzie boczne, diugie na 8 cm, sg rownolegte do pierwszej
ptaszczyzny rzutdw; odlegtos¢ obu podstaw wynosi 6 cm.

6) Zbuduj model dowolnego réwnolegtoscianu, ustaw go podstawg
na pierwszej ptaszczyznie rzntobw i narysuj jego rzuty, a nadto rzuty
jego przekroju ptaszczyzng, rownolegty do drugiej ptaszczyzny rzutow !

7) *) Prosty walec kotowy o promieniu r= 3 cm, wysokosci w,
opiera sie podstawa o pierwszg ptaszczyzne rzutow. Walec ten przecina
ptaszczyzna, prostopadta do drugiej ptaszczyzny rzutéw!
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Wykresli¢ rzuty walca i przekroju, a nastepnie wykreslic praw-
dziwg wielkos¢ tego przekroju. [Rys. 70],

Wskazowka. 1) Zarys pierwszego rzutu walca stanowi¢ bedzie
koto, zakreSlone promieniem r. Zarys drugiego rzutu stanowi¢ bedzie
prostokat o bokach 2r i w. Wykre$lenie zatem rzutdw tego walca nie
przedstawia najmniejszych trudnosci.

2) Niech h i v bedg $ladami drugiej ptaszczyzny rzucajacej,
ktéra przecina pobocznice waicg podtug krzywej e. Krzywa e mozna
uwazac:

a) za miejsce geometryczne punktow 7, 2, 3,... w ktorych pta-
szczyzna tngca przecina poszczegdlne tworzace walca tv ts, is, .. ;

b) za miejsce geometryczne rzutdw uko$nych, w kierunku tworza-
cych, punktow lezacych na obwodzie kota podstawy gornej lub dolnej.

Krzywa przekroju e jest zatem elipsg. Rzut pierwszy tej elipsy
jest kotem, rzut drugi odcinkiem.

Prawdziwg wielko$¢ tej elipsy otrzymasz, wykonujac ktad ptaszczyzny
tnacej na pierwsza ptaszczyzne rzutdbw — sposobem na rys. wskazanym.



105

Il. Rzuty ostrostupa (i stozka¥*)

64. WezZz na uwage model ostrostupa prostego o wy
kosci tv, ktorego podstawg jest kwadrat ABCD o boku a !

a) Ustaw model pod-
stawg na pierwszej pla-
szczyznie rzutow. [Rys. 71].
Gdzie bedzie pierw-
szy rzut podstawy, a gdzie
drugi rzut?
Jak sie przedstawi
pierwszy rzut wysokosci
ostrostupa, a jak drugi
rzut? W ktérym z rzutéw
wystgpi wysoko$¢ w rze-
czywistej wielkosci?
Wskaz pierwsze i dru-
gie rzuty poszczegblnych
$cian ostrostupa!
Wskaz te sciany, ktore
W pierwszym rzucie sg nie-
widoczne !
Wskaz te sciany, ktére
w drugim rzucie sg nie-
widoczne !
Jezeli pierwszy rzut
wierzchotka ostrostupa po-
taczysz linjami prostemi
Z pierwszemi rzutami wierz-
chotkéw podstawy, otrzy- Rys. 71
masz pierwsze rzuty Kkra-
wedzi bocznych. Patrzac na ostrostup z géry, widzisz wszyst-
kie krawedzie boczne; dlatego ich pierwsze rzuty narysujesz
linjami petnemi.
Tak samo, #gczac drugi rzut W' wierzchotka ostrostupa
z rzutami A", B", G”, D" wierzchotkéw podstawy, otrzymasz
drugie rzuty krawedzi bocznych.
Patrz na ostrostup z boku w kierunku, prostopadiym do
drugiej ptaszczyzny rzutdéw, i wskaz, ktére krawedzie bedg
widoczne w drugim rzucie!
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Co stanowi zarys pierwszego rzutu, a co zarys rzutu dru-
giego ostrostupa?

b) Trzymaj model ostrostupa tak, aby ptaszczyzna jego
podstawy byfa prostopadta do pierwszej ptaszczyzny rzutéw,

a jeden wierz-
chotek podstawy
dotykat pierw-
szej ptaszczyzny
rzutow! [Rysu-
nek 72].

Jakie potoze-
nie  wzgledem
pierwszej pla-
szczyzny rzutdéw
ma  wysokosé
OW ostrostupa?
Jak sie przed-
stawi pierwszy
rzut, a jak drugi
rzut tej wyso-
kosci ?

Wktoérym rzu-
cie wystgpi wy-
sokos$¢ w rzeczy-
wistej dtugosci ?

Pierwszy idru-
gi rzut podstawy
ABOD wykre-
$lisz sposobem,

wskazanym na rys. 57, obréciwszy ptaszczyzne podstawy o 90°
dokota prostej h, wzdluz ktorej przecina sie z pierwszg pla-
szCzyzng rzutow.

Patrzac na ostrostup w kierunku, prostopadtym do dru-
giej plaszczyzny rzutéw, widzisz calg podstawe; dlatego
taczysz drugie rzuty wierzchotkéw podstawy linjami prostemi
petnemi.

Wykresl rzut pierwszy i drugi $rodka kwadratu Ol

Jezeli z punktu O wykreslisz prostopadtag do h i na niej
odetniesz od O' wysoko$¢ tv ostrostupa, to otrzymasz pierwszy
rzut wysokosci i wierzchotka ostrostupa. [Dlaczego?].
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Drugi rzut wysokosci ostrostupa bedzie przechodzit przez
o" rownolegle *j osi jesw. [Dlaczego?]. Na tej prostej znaj-
dowac sie bedzie drugi rzut wierzchotka W.

Jezeli W' polaczysz z A', B', C, D', otrzymasz pierwsze
rzuty krawedzi bocznych. Tak samo, jezeli potgczysz W~
zA", B",G",D”,otrzy-
masz drugie rzuty
tych krawedzi.

Zbadaj na mo-
delu, ktore z krawedzi
bocznych sa widoczne
W pierwszym rzucie,
a ktéore w drugim
rzucie ?

Jaka figurg jest
zarys pierwszego rzu-
tu, a jaka jest zarys
drugiego rzutu ostro-
stupa ?

65. Zagadnie-
nie. OS$mioscian u-
miarowy o krawedzi
a — 4 cm ma jedna
przekatng W W; pro-
stopadtg do pierw-
szej ptaszczyzny rzu-
téw, a wierzchotek
lezy na tej ptaszczyz-
nie.

Wykresli¢ rzuty
o$Smioscianu, a nadto
rzuty i rzeczywista
wielkosé przekroju
jego ptaszczyznag, pro-
stopadtg do pierwszej
ptaszczyzny rzutéw.
[Rys. 73].

Rozwigzanie.
1) Ustaw model o$mio- Rys. 73
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Scianu przekatng W Wj prostopadle do pierwszej ptaszczyzny
rzutow!

Pierwszy rzut przekatnej W W1 bedzie punktem, rzut
drugi odcinkiem, prostopadtym do osi je-ow i réwnym tej prze-
katnej. (Dlaczego?).

Plaszczyzna przekatna o$mioscianu, prostopadta do prze-
katnej WWj, przecina osmioscian podtug kwadratu ABGD, ktory
w pierwszym rzucie przedstawi sie w prawdziwej wielkosci
i ksztatcie, w drugim rzucie jako odcinek, réwnolegty do 0sijc-6w.

Wykresliwszy zatem pod osig x-6w kwadrat A'BG'D’
0 boku a, mozemy go przyjac¢ za pierwszy rzut kwadratu ABGD.
Srodek tego kwadratu bedzie pierwszym rzutem przekatnej
WW,, przekatne kwadratu rzutami co czterech krawedzi
oS$mioscianu. [Uzasadnij to pogladem!].

Wskaz na modelu te krawedzie, ktérych pierwsze rzuty sg wi-
doczne, i te krawedzie, ktorych pierwsze rzuty sa niewidoczne !

Rzuty krawedzi widocznych pokrywaja rzuty krawedzi niewidocz-
nych, dlatego na rysunku narysowano przekatne kwadratu linjami petnemi.

Wykresl ze s$rodka kwadratu A'BBD' prostopadltg do
0si a-6w, @ na tej prostopadiej odetnij powyzej osi r 6w prze-
katng tego kwadratu AG’ — W," W"! Otrzymasz rzut pionowy
przekatnej W osmioscianu, ktora jest prostopadta do pierw-
szej plaszczyzny rzutdw i dotyka tej ptaszczyzny w punkcie Wj.

Przez Srodek odcinka W' W  poprowadz prosta, réwno-
legtg od osi *-6w! Na tej prostej i na odnoszgcych, poprowa-
dzonych przez A’, B’, C, D', znajdowac sie bedg drugie rzuty
A", B", G", D".

Jezeli rzuty A", B”, C", D" potaczysz z rzutami W' i W,",
to otrzymasz drugie rzuty krawedzi o$mioscianu, wychodza-
cych z wierzchotkéw W i

e« Ktére z tych rzutdbw sg widoczne, a ktdre niewidoczne, o0sadz za-
pomoca pogladu na bryte!

2) Niech ptaszczyzna tnaca przecina pierwszg plaszczyzne
rzutéw wzdtuz prostej h.

Na prostej h bedzie pierwszy rzut figury przekroju. Rzuty
pierwsze wierzchotkdw tej figury sa w punktach przeciecia sie
prostej h z pierwszemi rzutami krawedzi oSmioscianu; oznaczmy
je 17, 2, 3", 4" 5, 6"

Rzuty drugie tych wierzchotkéw bedg punktami przeciecia
sie prostopadtych do osi *-6w, wykreslonych przez T, 2°,3', 4", 5', 6",
z drugiemi rzutami odpowiednich krawedzi oSmioscianu.
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taczac wierzchotki figury przekroju, otrzymamy jej boki.
Rzeczywistg wielko$¢ figury przekroju otrzymamy, jezeli
wykonamy kiad plaszczyzny tngcej na pierwszg ptaszczyzne
rzutdw i narysujemy w znany sposob wielokat |®°3040606a

66. *) Ustaw model prostego stozka kotowego o promi
r, wysokosci w, podstawg na pierwszej plaszczyZnie rzutdw.
[Rys. 74]!
a) Patrz na stozek z gory!
Gdzie bedzie rzut poziomy kota podstawowego? Gdzie
padnie rzut poziomy wierzchotka ?
Widzisz, ze obwdd kota podstawowego stanowi zarys
pierwszego rzutu stozka.
Patrz na stozek z boku, w kierunku, prostopadtym do dru-
giej ptaszczyzny rzutéw!
Wyobraz sobie pta-
szczyzne, poprowadzo-
ng przez wierzchotek
stozka W, réwnolegle do
pierwszej plaszczyzny
rzutow!
Plaszczyzna taprze-
cina stozek podiug troj-
kata WAB, ktdrego
dwoma bokami sg two-
rzace WA i WB, trzecim
bokiem $rednica kota
podstawowego AB.
Plaszczyzna  trdj-
kata WAB dzieli stozek
na dwie czesci, na czes¢
widoczng i na czes¢ nie-
widoczng. Rzut drugi
tego trojkata stanowi
zarys drugiego rzutu
stozka.
Czy drugi rzut
W"A”B" trojkata WAB
jest rowny temu trojka-
towi? (Dlaczego?) Rys. 74
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Czy drugi rzut W"O" wysokosci stozka jest réwny tej
wysokosci? (Dlaczego?)

b) Na rysunku 74 przyjeto pierwszy rzut WG’ tworzgcej
WG i wyznaczono drugi rzut W”G” tej tworzacej. Objasnij te
konstrukcje!

Na tym rysunku przyjeto drugi rzut 1" punktu 1, leza-
cego na powierzchni stozka i wyznaczono pierwszy rzut tego
punktu. Objasnij konstrukcje[ lle otrzymano rzutéw pierwszych?

Przetnij stozek ptaszczyzng, réwnolegtg do pierwszej pta-
szczyzny rzutéw! Przekonaj sie, ze przekroj ten jest kotem ku
i wyznacz rzuty tego kota! [Rys. 74].

Objasnij na tym rysunku konstrukcje rzutu pierwszego
1 drugiego punktu I, w ktéorym tworzgca stozka WG przecina
koto fe,!

67. ¢wiczenia.

1) Ostrostup prosty o wysokosci W = 6 cm ma za podstawe sze-
$ciokat umiarowy, wpisany w koto o promieniu r = 2,5 cm.

a) Wykresli¢ rzuty tego ostrostupa, jezeli podstawa jego lezy na
pierwszej ptaszczyznie rzutow.

b) Wykresli¢ rzuty przekroju tego ostrostupa ptaszczyzng, row-
nolegly do drugiej ptaszczyzny rzutéw w odstepie 3 cm.

2) Ten sam ostrostup, co w ¢w. 1, ma plaszczyzne podstawy pro-
stopadtg do drugiej ptaszczyzny rzutow.

Wykres$li¢ rzuty ostrostupa w tern potozeniu, a nadto rzuty jego
przekroju plaszczyzna, rownolegly do pierwszej plaszczyzny rzutow.

3) Wykresli¢ rzuty czworos$cianu umiarowego, stojacego ng pierw-
szej plaszczyznie rzutéw, jezeli krawedZz jego a — 5 cm.

W skazowka. Odlegtos¢ drugiego rzutu wierzchotka, przeciw-
legtego podstawie (Sciana, lezaca na ptaszczyznie poziomej rzutéw), réwna
sie wysokosci czworoscianu. Wysoko$¢ czworoscianu wykreslisz zapomoca
przekroju czworoscianu ptaszczyzng, przechodzaca przez krawedz boczna,
prostopadle do ptaszczyzny podstawy.

Majac wykres$lone rzuty czworoscianu, wykresl rzuty jego prze-
kroju ptaszczyzna: a) prostopadta do pierwszej ptaszczyzny rzutow;
b) prostopadty do drugiej ptaszczyzny rzutéw; c) réwnolegty do drugiej
ptaszczyzny rzutdéw; d) rownolegta do pierwszej ptaszczyzny rzutow 1

4) Ostrostup o wysokosci 6 c¢cm, ktorego podstawg jest trojkat
ABC o bokach 5cm, 6 cm i 8 cm, stoi na pierwszej ptaszczyZnie
rzutow.

Wykres$li¢ jego rzuty i rzuty jego przekrojow ptaszczyznami, ktore
sg roéwnolegte do pierwszej plaszczyzny rzutow w odlegtosciach co
2 cm!
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5) Przedstawi¢ rzuty poziome i pionowe linij réwnych pozioméw
na o$mioscianie ud arowym o krawedzi a — 6 em, jezeli o$mio$oian ma
wzgledem plaszczyzn rzutéw takie polozenie, jak na rys. 73.

6) Przy pomocy rys. 36 narysuj rzut pierwszy i drugi szescianu
umiarowego o krawedzi a — 3 cm, jezeli jedna przekatna tego szescianu
jest prostopadta do pierwszej plaszczyzny rzutow!

7) *) Wykresl pierwszy i drugi rzut kuli o promieniu r — 6 cm,
jezeli spotrzedne $rodka sg: yl= 5 cm, zXx— 6 cm!

a) Wykre$l rzuty Kilku przekrojow kuli, réwnolegtych do pierw-
szej plaszczyzny rzutow!

b) Wykresl rzuty kilku przekrojéow kuli, réwnolegtych do dru-
giej plaszczyzny rzutéow!

c) Wykres$l rzuty przekroju kuli ptaszczyzna, przechodzaca przez
Srodek kuli prostopadle do pierwszej ptaszczyzny rzutow!

d) Wykresl rzuty przekroju kuli ptaszczyzna, przechodzaca przez
Srodek kuli prostopadle do drugiej ptaszczyzny rzutéw!

I1l. Rzuty najprostszych przedmiotéw
technicznych.

68. a) Przy wykreslaniu rzutow przedmiotéw technicz-
nych przyjmujemy ptaszczyzne podstawy tych przedmiotow za
pierwszg ptaszczyzne rzutéw. Pierwsza plaszczyzna rzutéw ma
zatem potozenie poziome; nazywamy jg wtedy ptaszczyzng
poziomg rzutéw, a pierwszy rzut rzutem poziomym.

Druga pfaszczyzna rzutow musi mie¢ wtedy potozenie
pionowe; nazywamy jg zatem ptaszczyzng pionowg
rzutéw, a prostopadte rzuty na takg ptaszczyzne rzutami
pionowemi.

b) Rysunek 75 przedstawia rzut poziomy i pionowy ka-
tedry szkolnej i stopnia, na ktdrym katedra spoczywa. Za
ptaszczyzne poziomag rzutéw przyjeto plaszczyzne podiogi, za
ptaszczyzne pionowa rzutow przyjeto Sciang, ktorej katedra
dotyka.

Wskaz na rysunku poszczeg6lne wymiary katedry, szuflad,
piyty, stopnia!

Zauwaz, ze kazda dtugos¢ (réwnolegta do osi x-6w) wy-
stepuje w prawdziwej dlugosci w rzucie poziomym i piono-
wym, kazda szeroko$¢ wystepuje w prawdziwej wielkosci
tylko w rzucie poziomym, a kazda wysoko$¢ tylko w rzucie
pionowym!

Przerysuj ten rysunek w skali 1:10, 1:20!
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Rys. 75

69. Cwiczenia.

X) Wykre$l w stosownej skali rzut poziomy i pionowy: aj pieca;
b) szafy; c) catej klasy, zaznaczajgc na nich rzuty okien, drzwi, roz-
mieszczenie przedmiotow.

2) Na rysunku 76 jest dany rzut poziomy i pionowy domku
rowego — czyli plan domku!

Odczytaj z tego planu szerokos$¢, dhugosé i wysokos¢ domku!
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Odczytaj wymiary ubikacyj, grubosci muru, okapu [wysunigcie
dachu poza murl. wysoko$¢ dachu, wymiary okienl [

3) Narysuj plan znanego ci domu, uzyskawszy wymiary tego domu
przez zmierzenie go na miejscu!

4) Narysuj rzut poziomy i pionowy [plan] ubikacyj, w ktérych

mieszkasz! .
Podzialka
1:100

B. Kalicun-Chodowichi. Zarys geometrji wykreslne 8
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5) Narysuj plan katedry, biurka, fawki, piecal

6) Jezeli rysujemy plan jakiego$ przedmiotu z gtowy, to moéwimy,
ze projektujemy plan tego przedmiotu.

a) Zaprojektuj plan tawki szkolnej, w ktorej bytoby ci wygodnie
siedziec!

b) Zaprojektuj plan potki na ksigzki!

c) Zaprojektuj plan stotu do nauki!

d) Zaprojektuj plan jadalni, sypialni!

e) Zaprojektuj plan biurka !

f) Zaprojektuj plan takiego domu wiejskiego, w ktérym chciatby$
mieszkaé w czasie feryj letnich!

§. 7. ZAGADNIENIA MIAROWE, DOTYCZACE WIELOSCIANOW,
KTORYCH OBA RZUTY PROSTOPADLE ZOSTALY WYKRESLONE.

70. Zagadnienie 1 Dane sa rzuty graniastostupa
prostego, ktérego podstawa w ksztatcie pigciokagta umiarowego
lezy na pierwszej ptaszczyznie rzutéw. Graniastostup ten $ci-
namy ptaszczyzna, prostopadta do drugiej ptaszczyzny rzutéw.
Mamy:

a) wykredli¢ siatke pozostatej czesci graniastostupa;

b) wyznaczy¢ dtugos$¢ odcinka, taczacego jeden wierzcho-
tek podstawy dolnej z jednym z wierzchotkéw podstawy goérnej.

[Rys. 77],

Rozwigzania, a) Niech prosta v bedzie drugim $ladem
ptaszczyzny tnacej, prostopadiej do drugiej ptaszczyzny rzutdw.
Drugi rzut figury przekroju padnie na prosta v, a rzuty wierz-
chotkéw zejdg sie z punktami, w ktérych ta prosta przecina
drugie rzuty krawedzi bocznych.

Gdzie znajdujg sie pierwsze rzuty wierzchotkdéw figury
przekroju ?

Prawdziwg wielko$¢ figury przekroju wyznaczysz przez
kltad ptaszczyzny tnacej na drugg plaszczyzne rzutéw. [Por.
rys. 55]. Oznacz ten ktad przez F°2°30°50!

Sciany boczne graniastostupa $cietego sa prostokatnemi
trapezami; jezeli je rozpostrzemy na ptaszczyznie, otrzymamy
siatke Scian bocznych graniastostupa Scietego.

Aby otrzymac¢ siatke catkowitej powierzchni graniasto-
stupa Scietego, nalezy do siatki jego Scian bocznych dotgczyc
podstawe goérng F32i 3i415x= F°2;304a5* i podstawe dolnag
graniastostupa.
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b) Niech bedzie dany odcinek, tgczacy dwa wierzchotki
graniastostupa, przez swe rzuty DG' i D"G".

Prawdziwg diugos¢ tego odcinka wyznaczysz, jezeli wy-
konasz kilad na pierwsza ptaszczyzne rzutéw tréojkata D GB.

50

71, Zagadnienie 2. Na rys. 68 dane sg oba reuty row-
nolegtoscianu pochylego. Wykresli¢ jego siatke.
Rozwigzanie. Siatke takiego réwnolegtoscianu najta-
twiej wykreslié przy pomocy jego przekroju plaszczyzng, pro-
stopadlg do krawedzi bocznych [Przekr6j normalny]. Obwod
takiego przekroju, po rozwinieciu na pfaszczyznie rysunku po-
wierzchni $cian bocznych, przedstawi sie jako prosty odcinek.
{Dlaczego ? Uzasadnij to pogladem 1.
g*
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Poniewaz na rys. 68 prawdziwa wielko$¢ takiego prze-
kroju jest juz znaleziona w kladzie 1+2+3+4+, przeto nalezy
stad boki jego odcig¢ na prostej linji — jako odcinki 1,2,
2,3,, 3,4, 1,42 [Rys. 78].

Odcinek 4,4, bedzie wiec wyprostowaniem nha ptaszczyz-
nie rysunku obwodu przekroju normalnego 12 34.

Wykreslmy w punktach 1,, 2,, 3,, 4,, 4t prostopadte do
odcinka 4,4,. Z prostemi temi zejda sie krawedzie boczne roz-
winietej powierzchni bocznej graniastostupa. Diugosci odcinkdw,
na ktore plaszczyzna tnaca dzieli te krawedzie, odczytamy
z drugich rzutéw tych krawedzi na rys. 68.

72. Zagadnienie 3. Dane sa oba rzuty ostrostupa pro-
stego, ktorego kwadratowa podstawa tezy na pierwszej pta-
szczyznie rzutéw.

Wyznaczyé: a) kat nachylenia do podstawy $cian bocz-
nych; b) prawdziwg wielko$¢ krawedzi bocznych; c) $cigé ten
ostrostup ptaszczyzna, prostopadtg do drugie; ptaszczyzny rzu-
tow, nastepnie wykresli¢ siatke tak powstatego ostrostupa Scie-
tego. [Rys. 79].
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Rozwigzanie, a) Poprowadz przez wierzchotek W pta-
szczyzne, prostopadig do krawedzi podstawowej BCl Przetnie
ona ostrostup podiug tréjkata, ktérego jedna potowa jest trdj-
katem prostokgtnym WIW . Kilad tego trojkata na pierwsza
ptaszczyzne rzutéw jest W W°I.

Objasnij, jak wykreslono ten kiad !

Kat ostry a tego trojkata jest miarg kata nachylenia $cian
bocznych ostrostupa do podstawy. Dlaczego ?

b) Wykonaj kiad na pierwszg ptaszczyzne rzutéw Sciany
BCW i oznacz go przez BGW~”. Promieniem obrotu r wierz-
chotka W jest przeciwprostokgtna WO trdjkata WW°l. Jezeli
zatem zakre$lisz promieniem r kolo ze Srodka 1, to koto to
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przetnie przedtuzenie odcinka W 1 w punkcie W1°, ktéry be-
dzie ktadem wierzchotka W. Trojkat WABG jest ktadem $ciany
bocznej, a wiec przedstawia jej prawdziwg wielkos¢.

c) Proste v i h przedstawiajg $lady plaszczyzny tne
Objasnij jak wykreslono na rysunku rzuty przekroju, a jak
kfad jego na drugg ptaszczyzne rzutéw!

Siatke ostrostupa S$cietego wykreslisz, wykreslajgc prze-
dewszystkiem siatke catego ostrostupa.

Obierz wiec na ptaszczyznie rysunku dowolny punkt Wj
i zakre$l z niego koto promieniem, réwnajgcym sie krawedzi
bocznej ostrostupa. Na obwodzie tego kota rozepnij obwdéd pod-
stawy ABCB ostrostupa, jako cieciwy BIGL GIDI, B1Al, AtBs.
Cieciwy te przedstawig rozwiniecie obwodu podstawy ostrostupa.

Jezeli punkty A, Cu J,... polaczysz z punktem Wj,
otrzymasz siatke Scian bocznych catego ostrostupa. Siatke $cian
bocznych ostrostupa $cietego otrzymasz, jezeli wyznaczysz
prawdziwe dtugosci krawedzi bocznych.

By otrzymac siatke catkowitej powierzchni ostrostupa Scie-
tego, nalezy do siatki $cian bocznych dofgczy¢ obie podstawy.

73 ¢wiczenia.

1) Graniastostnp pochyly, ktérego podstawg jest szesciokat umia-
rowy o boku a, a wysokos$¢ jego jest rowna odcinkowi w, zajmuje takie
potozenie wzgledem plaszczyzn rzutdw, ze opierajac sie podstawg o pierw-
szg plaszczyzne rzutdw, ma krawedzie boczne réwnolegte do drugiej pta-
szczyzny rzutow.

Wykresli¢ rzuty, a nastepnie siatke tego graniastostupa.

[Por. zagadnienie 2 art. 71!].

2) Ostrostup pro3ty o wysokosci w = 5 cm ma za podstawe pie-
ciokat umiarowy, wpisany w koto o promieniu r — 3 cm.

Wykresli¢ rzuty tego ostrostupa, jezeli opiera sie podstawg o pierw-
szg plaszczyzne rzutéw, a nastepnie:

a) Wyznaczy¢ prawdziwg dtugos¢ i kat nachylenia do pierwszej
ptaszczyzny rzutow krawedzi bocznych; b) wyznaczy¢ kat nachylenia
do pierwszej ptaszczyzny rzutdow Scian bocznych; c) zetnij ten ostrostup
ptaszczyzna, prostopadia do drugiej ptaszczyzny rzutéw i wykresl nastepnie
siatke powstatego ostrostupa Scietego 1

3) Przyjmij pierwszy i drugi rzut dowolnego ostrostupa pochytego,
a nastepnie wyznacz prawdziwe wielkosci $cian bocznych!

Narysuj je obok siebie, a otrzymasz siatke S$cian bocznych tego
ostrostupa! Wyznacz katy nachylenia do podstawy S$cian bocznych!

4) Na rys. 34 b) przedstawiony jest rzut cechowany ostrostupa
Scietego. Przyjmij drugg ptaszczyzne rzutow, wykresl drugi rzut tego
ostrostupa, a nastepnie wyznacz:
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a) dlugos¢ prawdziwg krawedzi bocznych; b) katy nachylenia
$cian bocznych do podstawy; c) siatke tego ostrostupa.

5) Przyjmij rys. 38 b) za pierwszy rzut réwnolegtoscianu,
cego podstawg na pierwszej plaszczyznie rzutébw. Przyjgwszy dowolnie
druga plaszczyzne rzutéw, prostopadle do pierwszej, a dowolny odcinek
to = 6 cm za wysokos¢ tego réwnolegtoscianu, wykre$l jego drugi rzut,
jak réwniez drugi rzut wieloscianu, powstatego przez potaczenie Srodkow
krawedzi réwnolegtoscianu, jak to widzisz na rys. 38 a) !

Wyznacz katy nachylenia do pierwszej ptaszczyzny rzutow:

a) krawedzi bocznych réwnolegtoscianu i wieloscianu; b) S$cian
bocznych réwnolegtoscianu i wieloscianu! ¢) Wyznacz prawdziwe diu-
gosci  krawedzi bocznych réwnolegtoscianu i wieloscianu! d) Wykresl
siatke $cian bocznych réwnolegto$cianu i zaznacz na niej te Sciany wie-
toscianu, ktére sie mieszcza na Scianach bocznych réwnolegtoscianu!

Dotacz nastepnie stosownie $ciany tréjkatne wieloscianu i obie pod-
stawy, a otrzymasz siatke catkowitej powierzchni wielo$cianu!
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§ 1. RZUTY PROSTOPADLE NA TRZY PLASZCZYZNY, WZGLEDEM
SIEBIE PROSTOPADLE.

74. a) Niech beda dane dwie plaszczyzny rzutéw P,
ktoére sg do siebie prostopadie i przecinajg sie wzdtuz osi *-6w.
Przetnijmy ptaszczyzny te trzecig plaszczyzng Ps, prostopadig
do osi a-ew, przyjmujac ja za trzecig ptaszczyzne rzutow.
[Rys. 80].

Krawedz ptaszczyzny P, z plaszczyzng Pt oznaczmy przez
y, z plaszczyzng P2 przez z. Otrzymamy w ten sposéb trzy
osie X, Yy, z, wzgledem siebie prostopadte w punkcie O, w ktd-
rym przecinajg sie wszystkie trzy ptaszczyzny.

Majac model trzech do siebie prostopadtych ptaszczyzn
rzutéw [Rys. 80], przyjmijmy w przestrzeni dowolny punkt A
i wyznaczmy jego rzut prostopadly na Pu oznaczajac go przez
A’ [pierwszy rzut], na P2 oznaczajac go przez A" [drugi
rzut], w koncu na ptaszczyzne Ps, oznaczajagc go przez A'.
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Rzut A" nazywa¢ bedziemy trzecim rzutem punktu A,
takze rzutem bocznym, gdyz trzecia plaszczyzna rzutéw P,
nosi czesto nazwe ,,ptaszczyzny bocznej

Zauwaz na modelu, jak réwniez na rys. 80, ze:

1) Odlegto$¢ rzutu, botznego A'™ od osi y jest rowna od-
legtosci rzutu drugiego A™ od osi x.

2) Odlegtos¢ rzutu bocznego od osi z réwna jest odlegtosci
rzutu pierwszego od osi X

b) Obrdémy ptaszczyzne Ps dokota osi y tak, by nakryta
sie z pierwszg ptaszczyzng rzutéw Pi; rzut A™ padnie wtedy
na prosta, poprowadzona z pierwszego rzutu A', prostopadle
do osi y.

Jezeli nastepnie obrocimy ptaszczyzne Pxwraz z ptaszczy-
zng P%dokota osi x-0w tak, by padta na przedtuzenie drugiej
ptaszczyzny rzutéw, natenczas o$ y padnie na przedtuzenie
osi a [Rys. 80].

Rysunek 80 wskazuje, w jaki sposdb wykresla sie wtedy
trzeci rzut A" punktu A, ktérego pierwszy i drugi rzut jest dany.

Objasnij na rys. 80 konstrukcje drugiego rzutu punktu A, przyj-
mujac pierwszy i trzeci rzut za dane!

75. Zagad-
nienie 1 Dany
jestpierwszy i drugi
rzut kliw™ prosto-
katnego ABCDEF,
ktérego jedna $cia-
naprzyprostokatna
lezy na pierwszej
ptaszczyznie rzutéw,
druga zasjest row-
nolegta do drugiej
ptaszczyzny rzutdw.
Wykreslié¢ rzut tego
klina na ptaszczy-
zne boczng, przeci-
najgcg  pierwszag
ptaszczyzne rzutéw
wzdtuz osi y. [Ry-
sunek 81]. Rys. 81
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Rozwigzanie. Trzeci rzut podstawy ABCD znajdowaé
sie bedzie w osi y. Dlaczego ?

Krawedz EF, rownolegta do osi x, przedstawi sie w rzu-
cie bocznym jako punkt E'"'F'™, ktérego odlegtos¢ od osi y
rowna jest odlegtosci rzutu E" (lub F”) od osi x.

Jak przedstawi sie rzut boczny $ciany ABEF, a jak
$ciany BGF?

Wykresl rzut boczny tego samego klina, jezeli sciana BCF bedzie-
rownolegla do drugiej ptaszczyzny rzutéw !

76. Zagadnienie 2. Belka, ksztaltu umiarowego |
niastostupa szesciosciennego, lezy na pierwszej ptaszczyznie rzu-
tow tuk. ze krawedzie boczne eg, roéwnolegte do drugiej pta-
szczyzny rzutdow. Na tej belce i pierwszej ptaszczyznie rzutow
opiera sie druga belka, ktorej normalny przekroj jest kwadra-
tem. Wykresli¢ rzuty tych belek. [Rys. 82] .

Rozwigzanie. WyobrazZ sobie ptaszczyzne boczna, prze-
cinajacyg pierwszg ptaszczyzne rzutdw podiug osi y ! Rzut boczny
pierwszej belki bedzie szesciobgtem umiarowym, belki drugiej
prostokgtem. Kazdy wierzchotek tych figur bedzie tgczyt rzuty
boczne co dwdéch wierzchotkéw belek. Dlaczego?

Od wykreslenia rzutéw bocznych belek nalezy zatem za-
cza¢ rysunek.

Dlaczego szesciokat na rysunku ma jeden bok wspoélny
z osig y? Dlaczego prostokgt narysowano tak, ze jeden jego
wierzchotek lezy na osi y, a jeden bok przechodzi przez wierz-
chotek szesciokata?

Objasnij na rysunku konstrukcje rzutu pierwszego! Za-
znacz, ktore krawedzie w rzucie tym bedg widzialne, a ktore
niewidzialne!

Drugi rzut tych bryt wyznaczysz, wykreslajac drugie rzuty
poszczegdlnych wierzcholtkbw — na podstawie wiasciwosci,
poznanych w art. 74 a), i baczac na to, ktére krawedzie sg
w drugim rzucie widzialne, a ktére sg niewidzialne!

Narysuj rzuty tych belek w nastepujacych potozeniach:

1) belka pierwsza me pierwotne potozenie, belka za$ druga opiera
sie tylko na pierwszej belce Sciang ABEF, bedac rownolegly do pla-
szczyzny bocznej;

2) belka pierwsza ma pierwotne potozenie, belka druga opiera sie
na pierwszej Sciang ABEF i jest prostopadta do plaszczyzny boczrej.

") Nalezy uzmystowi¢ zagadnienie odpowiednim modelem.
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Rys. 82

77. Dotychczas jednoczyliSmy ptaszczyzne boczng z pi
sza plaszczyzng rzutdw, obracajac ptaszczyzne boczng dokota
osi y. Mozemy jednak zjednoczy¢ ptaszczyzne boczng z drugag
ptaszczyzng rzutdw przez obr6t dokota osi z

Zauwaz przytem na rys. 80 i na stosownym modelu, ze
po zjednoczeniu ptaszczyzny bocznej z drugag ptaszczyznag rzu-
téw, zachodzg nastepujace zwigzki:

1) rzut boczny i rzut drugi tego samego punktu lezg na
jednej prostej, prostopadtej do osi z;
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2) odlegto$¢ rzutu bocznego punktu od osi z réwna sie
odlegtosci pierwszego rzutu tego punktu od osi x.

Na podstawie tych zwigzkéw wykres$lono na rys. 83 rzut
boczny szafki nocnej, ktorej pierwszy i drugi rzut sg dane.

Objasnij rysunek, odczytaj wymiary szafki, nastepnie prze-
rysuj rysunek w skali 2 :1'!
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Zauwaz, ze w rzucie bocznym widzimy te Scianke szafki,
ktérej nie widzimy w obu pierwszych rzutach.

Wykre$lanie zatem rzutu bocznego jakiego$ przedmiotu
moze mie¢ dwojakie znaczenie:

1) utatwia wykreslenie pierwszego i drugiego rzutu tego
przedmiotu [por. rys. 82];

2) rzut boczny daje widok tej czesci przedmiotu, ktorej
czesto nie widzimy ani w pierwszym ani w drugim rzucie.

78. ¢wiczenia.

1) Przyjawszy stosownie ptaszczyzne boczng, narysuj rzut boczny
katedry, ktérej pierwszy i drugi rzut sg podane na rys. 75!

2) Wykresl rzut boczny domku, danego na rys. 76.

3) Wykresl rzut boczny graniastostupa Scietego, przedstawionego
na rys. 77!

4) Wykres$l rzut boczny ostrostupa S$cietego, przedstawionego na
rys. 791

5) Przedstaw we wszystkich trzech rzutach: a) piec szkolny,
b) tawke, c¢) biurko, d) znany ci domek.

»

§ 22 OBROT UTWORU GEOMETRYCZNEGO, DANEGO PRZEZ
SWE RZUTY PROSTOPADLE, DOKOLA OSI, PROSTOPADLEJ DO
PIERWSZEJ PLASZCZYZNY RZUTOW.

79. Celem nadania utworowi geometrycznemu dogodniej-
szego potozenia wzgledem plaszczyzn rzutéw, obracamy go
dokota pewnej osi.

W nastepnych artykutach zastanowimy sie o obrotach
dokota osi, prostopadiej do pierwszej ptaszczyzny rzutow.

80. Niech punkt I, ktérego pierwszy rzut oznaczono przez
T, drugi rzut przez 11" [Rys. 84 a)\, obraca sie dokola prostej
I, prostopadtej do pierwszej ptaszczyzny rzutéw. Punkt | opisze
wtedy kolo w przestrzeni K, ktérego ptaszczyzna P, jest row-
nolegta do pierwszej ptaszczyzny rzutdw, a wiec prostopadia
do drugiej ptaszczyzny rzutéw. Oznaczmy punkt przeciecia sie
osi | z plaszczyzng P3 przez S. Punkt S bedzie wiasnie $rod-
kiem kota K.

Spostrzegamy przytem nastepujace wiasciwosci:

1) Ody punkt 1, obracajac sie w przestrzeni dokota |,
opisuje koto K, to jego pierwszy rzut T opisuje takie same
koto K' na pierwszej ptaszczyznie rzutow, dokota punktu V,
w ktérym prosta | przebija te ptaszczyzne.
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2) Drugi rzut 1" punktu | opisuje wtedy prostg, rowno-
legta do osi x.

Zbadaj te wiasciwosci na pogladzie, obracajac np. graniastostup
prosty, stojacy na pierwszej ptaszczyznie rzutéw, dokofa jednej jego kra-
wedzi bocznej !

Wykresl pierwszy i drugi rzut punktu |, jezeli go obrécisz dokota
prostej | o kat u=30°, 45°, 50°, 180°,... zgodnie ze wskazowka
zegarka.

81. Zagadnienie 1. Dany jest pierwszy i drugi
odcinka AB, wyznaczy¢ jego prawdziwg dtugos¢ [Rys. 85J.

Rozwigzanie. PomysSlmy sobie, ze poprowadziliSmy
przez jeden koniec np. B tego odcinka o$ I, prostopadlg do
pierwszej ptaszczyzny rzutéw.

Pierwszy rzut I’ tej osi bedzie punktem, schodzacym sie
z B', drugi rzut I' bedzie prostg, prostopadta do osi x.

Jezeli odcinek AB obraca¢ sie bedzie w przestrzeni dokota
tej osi I, to punkt B bedzie w spoczynku, punkt za$ koricowy
A opisze koto, ktérego pierwszy rzut bedzie kotem, zakre$lo-
nem promieniem A'B' ze $rodka B', drugi za$ rzut tego kota
bedzie prostg, przechodzacg przez A", roéwnolegle do osi x.

W kazdem wiec potozeniu, jakie przyjmuje odcinek pod-
czas tego obrotu, mozemy z tatwoscig wykresli¢ jego rzuty.



Wyobrazmy sobie
w koncu, ze obréciliSmy
odcinek tak, ze zajat on
potozenie rownolegte do
drugiej ptaszczyzny rzu-
tow ; wtedy drugi rzut tego
odcinka bedzie réwny sa-
memu odcinkowi (dlacze-
go ?), pierwszy za$ rzut
bedzie réwnolegty do osi x.

Takie potozenie od-
cinka wzgledem drugiej
ptaszczyzny rzutébw mozesz
osiggna¢ przez obroét jego
dokota osi | — w prawo
lub w lewo. Rysunek wska-
zuje, jak wykresla sie rzuty
odcinka w tern szczeg6lnem
potozeniu.
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Rys. 85

Wyznacz prawdziwg wielko$¢ tego odcinka przez ktad ptaszczyzny

rzucajace;j!

82. Zagadnienie 2. Dane sg renty wielokgta (piecio-

Rys. 86

kata), lezacego na pta-
szczyznie, prostopadiej
do pierwszej ptaszczy-
zny rzutdbw. Wyznaczyé
prawdziwg wielko$¢ tego
wielokata [Rys. 86].

Wskazowka. 1) Obréé
ptaszczyzne wielokata doko-
ta jej drugiego Sladu v tak,
by zjednoczyta sie z druga
ptaszczyzng rzutébw. Drugi
rzut wielokata w nowem
potozeniu bedzie réwny da-
nemu odcinkowi.

Przeprowadz konstruk-
cjel

2) Rozwigz to zagad
nie przez obrét wielokata
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dokota prostej /, prostopadtej do pierwszej plaszczyzny rzutow, a leza-
cej na plaszczyznie wielokata!

3) Rozwigz to zagadnienie przez kiad plaszczyzny wielok
pierwsza plaszczyzne rzutéw!

83, Zagadnienie 3. Narysowac reuty szesciokgta umia-
rowego, lezacego na ptaszczyznie prostopadiej do pierwszej pta-
szczyzny rzutéw, danej
przez Slady v i h. [Ry-

sunek 87].

Wskazowka. Wy-
obrazmy sobie, ze plaszczy-
zne szesciokata obrocilisSmy
dokota $ladu v tak, ze zjed-
noczyta sie z druga pla-
szczyzna rzutéw. Szesciokat
przedstawi sie wtedy w praw-
dziwej wielkosci AIBICID1
EIF1 Majac narysowany
juz szeSciokat, mozemy so-
bie pomysle¢, ze obracamy
go wraz z jego plaszczyzna
do pierwotnego potozenia
dokofa osi V.

84. Zagadnienie 4. Szescian umiarowy, opierajacy sie
jedng Sciang o druga ptaszczyzne rzutow a jedng krawedzig
0 pierwsza ptaszczyzne rzutéw, obréci¢ o kat a dokota prostej
|, przechodzacej przez jeden z wierzchotkdw, lezgcych na drugiej
ptaszczyznie rzutéw, prostopadle do osi X [Rys. 88 aj].

Wskazowka. Rysujesz drugi i pierwszy rzut szeScianu w pier-
wotnem potozeniu. Drugi rzut przedstawi sie jako kwadrat, pierwszy
rzut jako prostokat, obejmujacy w sobie cztery prostokaty. Czemu sie
réwnajg dhugosci poszczegdlnych prostokatow ?

Niech o$ obrotu przechodzi przez wierzchotek B. PoprowadZ przez
B’ prosta B'Di, nachylong do osi X pod katem a, a nastepnie zakresl
z B' tuki promieniami B'A’, B'D', B'C'. Otrzymasz na prostej B'D/
punkty AX, D Ci', ktére bedg pierwszemi rzutami wierzchotkdw
kwadratu ABCD w zmienionem potozeniu. Drugie rzuty zmienione tych
wierzchotkéw wykresiisz znanym sposobem.

Podobnie wykreslisz  'rzuty w zmienionem potozeniu kwadratu
EFGH.
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85. Zagadnienie 5 Na rys. 88 b) dane sg rzuty gra-
niastosiupa prostego, o podstawie prostokatnej, ktérego Sciany
boczne majg potozenie
skosne do drugiej pta-
szczyzny rzutéw. Obré-
ci¢ ten graniastostup
dokota krawedzi AE
tak, aby jedna jego
$ciana boczna przed-
stawita sie w praw-
dziwej wielkosciw dru-
gim rzucie, za$ druga
$ciana boczna w trze-
cim rzucie (bocznym).

Uczen przeprowa-
dzi rozumowania i kon-
strukcje samodzielnie!

Na ile sposobow
mozesz  wykona¢ taki
obrot?

86. ¢wiczenia.

1) Na drugiej pta-
szczyznie rzutbw lezy o— 1 — 0 0-®
kwadrat i prosta /, pro- w
stopadta do osi X- Obro-
ci¢ kwadrat dokota pro-
stej / o kat a = 30°,
45°,90°,... i wykresli¢
jego rzuty.
2)*)  Wykresli¢
rzuty kota, lezacego na A c' B
ptaszczyznie prostopadtej j--—--- cw—d
do pierwszej ptaszczyzny
rzutow, jezeli promien
kota r — 3 cm, za$ kat
nachylenia ptaszczyzny
kota do drugiej pta-
szczyzny rzutdbw wynosi
a = 30° 60° 75°,...
Rozwigz  zadania
to dwiema metodami: za-
pomoca kiadu i obrotu!

B. Kallcun-Ckodowicki, Zarys gsometrji wykresinej
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3) Dany jest pierwszy i drugi rzut ostrostupa prostego, ktérego
podstawg jest szesciokat umiarowy, lezacy na pierwszej plaszczyznie rzu-
téw. Ostrostup ten $cina ptaszczyzna, prostopadia do drugiej ptaszczyzny
rzutow. Wykresli¢ siatke ostrostupa $cietego, wyznaczajac prawdziwe
wielkosci krawedzi bocznych przez ich obrét do potozenia réwnolegtego
wzgledem drugiej ptaszczyzny rzutdw.

4) Obrd¢ szescian, dany przez pierwszy i drugi rzut na rys. 88 a),
o kat a — 90° i wykre$l jego rzuty w tem nowem potozeniu!

5) Graniastostup dany na rys. 77 obrd¢ dokota krawedzi EJ o kat
a = 30° i wykresl jego rzuty w nowem potozeniu!

6) Ostrostup dany na rys. 79 obro¢ dokota wysokosci tak, by
krawedz AB byta réwnolegta do osi X i wykre$l nastepnie rzuty ostro-
stupa i przekroju 1234\



CZESC 1V

O ROWNOLEGLYM RZUCIE UKOSNYM

§ 1. ZASADNICZE WEASCIWOSCI ROWNOLEGLEGO RZUTU
UKOSNEGO

87. Rzuty prostokgtne sg znakomitg metodg do przec
wiania rysunkiem przedmiotéw, jezeli chodzi o ich wymiary;
podobienstwo jednak ksztattow przedmiotow czesto w tych
rzutach zaciera sie. Zato wielkie zludzenie ksztaltéw przed-
miotu daje nam jego rownolegly rzut uko$ny na jedng pta-
szczyzne. Dlatego czesto, obok rzutéw prostopadtych jakiego$
przedmiotu, rysujemy jego
rzut ukosnyJ.

W praktyce odbywa
sie rysowanie réwnol. rzutu
uko$nego na podstawie na-
stepujacych wiasciwosci:

1° Rzuty uko$ne od-
cinkéw réwnolegtych sg
rownolegte. [Rys. 89].

Uzasadnij te wiasci-
wos¢ pogladem, ustawiwszy
trzy proste druciki wzgle-
dem siebie rownolegle,

a ich cienie przy Swietle
stonecznem niech ci przed-
stawiajg rownolegte rzuty
ukos$ne tych odcinkow! Rys. 89

) Tu nalezy powtorzyé ,wstep” na str. 2—7.
o*
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Te wihasciwos¢ uzasadnia réwniez rysunek 89; objasnij go!

2° Rzut ukos$ny odcinka moze by¢é mniejszy, wiekszy lub
rowny temu odcinkowi — zalezy to od kata nachylenia do pta-.
szczyzny rzutdw prostych rzucajacych i odcinka samego.

Uzasadnij te wiasciwos¢ pogladem, zmieniajac kat nachy-
lenia prostych rzucajacych i kat nachylenia odcinka samego!

Oznaczywszy kat nachylenia prostych rzucajacych przez & za$ kat
nachylenia odcinka przez a, uzasadnij, ze dla a= 0, 180—2p rzut
uko$ny odcinka réwny jest odcinkowi samemu, bez wzgledu na
wielko$¢ kata §!

Stosunek dtugosci rzutu odcinka do dtugosci samego od-
cinka nazywamy spoOtczynnikiem skrécenia rzutu
odcinka.

Zauwaz na rys. 89, ze = y = ~ = q, to znaczy:

Jezeli odcinki sg wzgledem siebie réwnolegte, natenczas ich
rzuty majg ten sam spotczynnik skrdcenia.

3° Jezeli punkt 1 dzieli odcinek a w pewnym stosunku,
np. 1:4, to w tym samym stosunku dzieli rzut uko$ny T tego
punktu rzut uko$ny a’ odcinka a.

Przeprowadz dowodd tego twierdzenia wedtug rys. 89!

Jezeli wiec punkt 2 jest $rodkiem odcinka @, to rzut ukosny 2
jest $rodkiem rzutu a’.

40 Rzut ukosny kata prostego, ktérego oba ramiona sg
rownolegte do ptaszczyzny rzutéw, jest katem prostym.

Uzasadnij te wiasciwos$¢ pogladem! [Por. rowniez rys. 90].

88. a) Niech bedg dane trzy ptaszczyzny, do siebie
stopadte PIt Pt, P3 [Rys. 90]°).

Plaszczyzny te tworzg t. zw. prostokatny ukfad pta-
szczyzn, a ich krawedzie x, y, z t. zw. prostokatny uktad
osi. Punkt O, w ktérym przecinajg sie te ptaszczyzny, nazy-
wamy poczagtkiem uktadu.

OdnieSmy do tego ukiladu ptaszczyzn dowolny punkt A
i wyznaczmy jego rzut prostopadly A' na pierwszg ptaszczyzne
Pj. Odcinek AA’ oznaczmy przez zx

Przez A' poprowadzmy rdéwnolegte do osi x i do osi vy,
a odcinki, ktdére te proste odcinajg na tych osiach, oznaczmy
przez yu Xi.

") Zaopatrzy¢ sie W odpowiedni model.
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Zauwaz na modelu, ze odcinek xt jest rowny odlegtosci
punktu A w przestrzeni od ptaszczyzny P3 za$ odcinek yx
odlegtosci tego punktu od ptaszczyzny P, !

Odcinki xx, yu z, nazywamy sp6trzednemi punktu A.

z

b) Wyobrazmy sobie, Zze trzymamy powyzszy prostokatny
uklad ptaszczyzn tak, ze ptaszczyzna P, ma potozenie réwno-
legte wzgledem ptaszczyzny rzutéw, ktorg jest np. ptaszczyzna
rysunku. Z tego wynika, ze rowniez osie X i z bedg réwno-
legte do ptaszczyzny rzutéw.

Obrawszy dowolny kierunek w przestrzeni, rzuémy row-
nolegle do niego na ptaszczyzne rysunku uktad osi X, y, z wraz
z punktem A, jego rzutem prostopadtym A' i sp6trzednemi
*u Vu *1-

Zauwazymy przytem, ze:

1) Jakikolwiek przyjmiemy kierunek prostych rzucajgcych,
to zawsze rzuty i z' osi x i x bedg tworzyly e sobg kat pro-
sty. [Por. 4° art. 87].
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2) Rzuty wszystkich odcinkéw, réwnolegtych do osi x lub
do osi z, bedg réwniez réwnolegte do rzutéw tych osi i réwne
tym odcinkom. [Por. 1°, 2° art. 87].

3) Rzut y' osi y bedzie miat kierunek zalezny od przyjetego
kierunku prostych rzucajgcych.

Zwykle przyjmujemy Kierunek prostych rzucajgcych tak,
by kat y'xl = 120°, 135», 150°, 210°.

4) Wszystkie odcinki réwnolegte do osi y beda miaty swe
rzuty réwnolegte do rzutu y' tej osi; co do wielkosci jednak
bedg krotsze, wieksze lub réwne odcinkom samym, zaleznie
od przyjetego kierunku prostych rzucajacych.

5) Przyjagwszy raz kierunek rzutu y' osi y, mozemy, nie-
zmieniajgc tego kierunku, proste rzucajgce tak zmieniaé, by od-
cinki, réwnolegte w przestrzeni do osi y, skrocity sie w zada-
nym stosunku, np. j, f, 1.

Uzasadnij powyzszg wiasciwos¢ przy pomocy rys. 89, zmie-
niajac proste rzucajgce w ptaszczyznach rzucajgcych aa’, bb', cc'!

C) Jezeli zatem na rys. 90 proste xt, y*, z' sg rzutam
uktadu prostokatnego xyz, wyobrazonego sobie w takiem po-
tozeniu wzgledem ptaszczyzny rzutéw (pt rys.), ze x iz sg
réwnolegte do tej ptaszczyzny, to chcac otrzymaé rzut ukosny
As punktu A, ktérego spotrzedne sg x1, yx, z,, postagpimy w spo-
s6b nastepujacy:

Od punktu Os, ktory jest rzutem ukosnym poczatku ukiadu
O, odcinamy na prostej X’ niezmieniong spo6trzedng xu na pro-
stej y’ skrocona spoirzedng yx Skrécenie spdtrzednej y mozemy
przyjaé z gory, wedtug umowy, np. przyjmiemy tak, by 2,"= ~
a zatem q = [Por. 2° art. 87],

Otrzymamy w ten sposéb na prostych x’, y’ rzuty spot-
rzednych xx, yx punktu A. Kreslac z koncéw tych rzutéw réw-
nolegte do x’ wzglednie y', otrzymamy w ich przecieciu sie
punkt A's, ktéry jest rzutem ukosnym punktu A'. [Dlaczego?].

Prosta, wykreslona przez A's, réwnolegle do z', bedzie
rzutem prostej A’A w przestrzeni. [Dlaczego?]. Jezeli zatem na
tym rzucie odetniemy od A’s sp6trzedna zx w naturalnej wiel-
kosci, otrzymamy punkt As, ktéry jest rzutem ukos$nym na pta-
szczyzne rysunku danego punktu A.

Dlaczego rzut ukosny spohrzednej zX jest w danym przypadku
réwny dtugosci spotrzednej samej ?
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§ 2. RYSOWANIE ROWNOLEGLEGO RZUTU UKOSNEGO
WIELOSCIANOW

89. Zagadnienie 1 Na rysunku 91 dany jest pi
szy i drugi rzut prostopadty ostrostupa prostego, ktérego kwa-
dratowa podstawa tezy na pierwszej ptaszczyznie rzutow.

Wykresli¢ rzut ukos-
ny tego ostrostupa na dru- w
gaptaszczyzne rzutéwpro-
stokatnych (na ptaszczy-

Zne pionowa).

Rozwigzanie.
OdniedSmy ten ostrostup
do prostokatnego ukiadu
trzech osi). O$ x niech
schodzi sie z dang osig *,
0$ z z prostg, wykreslong
na drugiej ptaszczyznie
rzutéw prostopadle do x.
O$ y nalezy sobie wy-
obrazi¢ jako prostg, pro-
stopadta do obu osi po-
przednich w punkcie ich
przeciecia sie 0. O$ y jest
zatem prostopadta do pta-
szczyzny rzutu ukos$nego
(t. j. do ptaszczyzny pio-
nowej).
Rzuty osi x iz schodzg sie z niemi samemi, uko$ny rzut
osi y niech przedstawia prosta y', tworzaca z osig x kat 150°.
Wszystkie odcinki, rownolegte w przestrzeni do y, jak np.
10B, DA beda mialy swe rzuty ukos$ne réwnolegte do y'.
Rozchodzi sie tylko w jakim stosunku majg sie skroci¢ ?
Niech stosunek ten bedzie q—\. W tym przypadku rzut
ukos$ny odcinka 10B otrzymasz, jezeli na prostej 10BS, réwno-
legtej do y’, odetniesz odcinek 10B, = | 10B.
Rzut uko$ny punktu G znajdziesz, jezeli przez 0 popro-
wadzisz réwnolegta do BBS gdyz wtedy JoG = | 10G, i t. d.

# Zaopatrzy¢ sie w odpowiedni model.
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Objasnij konstrukcje rzutéw ukos$nych innych wierzchotkdw kwa-
dratu ABCD\

Kwadrat ten przedstawi sie w rzucie ukosnym jako row-
nolegtobok AsBsGsD9d przyczem $rodek tego réwnolegtoboku
bedzie rzutem uko$nym S$rodka kwadratu. [Dlaczego?]

Objasnij na rys. konstrukcje rzutu ukosnego wierzchotka W, poszcze-
gélnych krawedzi! Wskaz rzuty ukosne poszczegolnych $cian, rozeznaj,
ktére krawedzie i $ciany sa widzialne, a ktore sg niewidzialne!

Uwaga. Przy rozwigzywaniu powyzszego zagadnienia
poznalismy, ze do wykreslenia rzutu ukosnego jakiego$ przed-
miotu nalezy przyja¢ z gory: 1) kat y'xf, zawarty miedzy rzu-
tami uko$nemi osi x i y [w powyzszym przypadku 150°;
2) spotczynnik skrécenia rzutéw odcinkéw, rownolegtych do osi y
[w danym przypadku g = £]. Od doboru tych wielkosci zalezy
wyglad (charakter) rzutu ukosnego danego przedmiotu. Dlatego
wielkosci te nazywamy charakterystykag rzutu uko-
$nego. Mowimy i piszemy, ze powyzszy rzut ukos$ny zostat
wykreslony dla charakterystyki (150°, |).

90. Zagadnienie 2. Wykresli¢ rzut ukosny graniasto

2 .£» stupa prostego, ktorego pod
stawa jest oSmiokatem umia
rowym, lezagcym na ptaszczy¢
nie, prostopadtej do ptaszczy
zny rzutu ukosnego, jezeli
charakterystykg rzutu jest
(135°, ).

Wskazowka. Plaszczyzng
rzutu ukosnego niech bedzie pta-
szczyzna rysunkH; plaszczyzna
podstawy bedzie przeto prostopadty
do ptaszczyzny rysunku i z nig
sie przecinata wzdtuz prostej

Wyobrazmy sobie trzecig pta-
szczyzne, prostopadta do obu pierw-
szych, ktora przecina ptaszczyzne
rysunku wzdtuz prostej z, pta-
szczyzng podstawy wzdtuz prostejy.

Otrzymujemy w ten sposéb
uktad j prostokatny trzech pta-
szczyzn i trzech osi, do ktorego
odnosimy dany graniastostup, usta-
wiajac go tak, by krawedzie boczne
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byly réwnolegte do osi z, krawedzie za$ podstawowe byty czesScig row-
nolegte do osi X, czescig do osi Y.

Wskaz krawedzie podstawowe, ktére nie beda réwnolegte do zadnej
z tych osi!

Wyobrazmy sobie teraz, ze wykonalismy rzut ukosny prostokatnego
uktadu osi X, y, z i graniastostupa. Rzuty osi X i z zejdg sie z niemi
samemi (dlaczego?), rzut osi Yy mozemy narysowa tak, by tworzyt
z osig X zadany kat 135°. [Por. art. 88 b), 8)].

Celem wykre$lenia rzutu ukosnego podstawy dolnej graniastostupa,
wykonujemy kiad jej ptaszczyzny dokota osi X na plaszczyzne rysunku
i w kladzie rysujemy te podstawe w rzeczywistej wielkosci.

Z kiadu tego przychodzimy do rzutu ukosnego podobnie jak na
rys. 91, z tg tylko roznica, ze tutaj wszystkie odcinki, réwnolegte do
osi y, majg sie skracaé w stosunku 1: 3.

Przyjawszy zatem odcinek A'AS rownoleglty do osi )}, réwny
J AA, wykreslimy rzuty ukos$ne wszystkich innych wierzchotkéw pod-
stawy dolnej przy pomocy réwnolegtych do y/ i do prostej ASA

Jezeli odcinek E'A" przedstawia rzeczywistg diugosé krawedzi
bocznych graniastostupa, to dtugo$¢ ta nie zmieni sie rowniez w rzucie
ukosnym. Dlaczego?

Objasnij samodzielnie dalsza konstrukcje rzutu ukosnego!

Wykre$l rzut ukos$ny tego graniastostupa dla tej samej charakte-
rystyki w dwukrotnem powiekszeniu!

91. Zagadnienie 3. Dany jest prostopadly rzutpoziomy
czworoscianu umiarowego, ktérego jedna $ciana leiy na pta-
szczyznie poziomej rzutéw, a jedna krawedz schodzi sie z osig
XOw.

Wykresli¢ rzut uko$ny
tego czworoscianu na pta-
szczyzne pionowa rzutow
dla charakterystyki (150, \).

[Rys. 93].

Wskazéwka. Nary-
suj pod osig X-6w trojkat row-
noboczny i uwazaj go za rzut
poziomy czworoscianu. Punkt
przeciecia sie wysokosci W
bedzie rzutem poziomym wierz-
chotka tego czworoscianu. Wy-
sokos$¢ czworoscianu znajdziemy
przy pomocy trojkata prosto-
katnego WW'A.

Wskaz ten trojkat na
modelu czworoscianu !
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Przez dowolny punkt osi jc-6w kreslimy nastepnie prostg z, prostopadig
do X, i prosta Y, tworzacg z osig X kat 150°, przyjmujac te proste za rzut
uko$ny uktadu prostokatnego osi, do ktérego odnosimy dany czworoscian.

Przedtuzmy wysokos¢ AW' trojkata ABC do przeciecia sie z osig
OCAn a przez ten punkt poprowadZmy réwnolegta do V. Na tej prostej
bedzie rzut ukosny wspomnianej wysokosci, jednak skrécony w stosunku -j.

Objasnij dalszg konstrukcje rzutu ukosnego tej bryty! Dlaczego wyso-
kos¢ czworoscianu wystepuje w rzucie ukosnym w rzeczywistej wielkosci ?

Przerysuj rysunek w dwukrotnem powiekszeniu!

92. Cwiczenie. Na rys. 94 dany jest rzut poziomy i pionowy

Rys. 94
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pomnika. Wykresli¢ rzut ukosny tego pomnika na ptaszczyzne pionowa
rzutéw dla charakterystyki (150°, j-).

Objasnij nasamprzéd konstrukcje rzutu ukosnego na rysunku, a na-
stepnie narysuj ten rzut samodzielnie w skali 1:21

93. Jezeli jaki$ wieloScian ma trzy do siebie pre

padte osie symetrji lub
trzy prostopadte, w jed-
nym punkcie schodzace
sie krawedzie, naten-
czas mozna te proste
przyja¢ za ukiad osi,
do ktorego odniesiemy
ten wieloscian.

a) Na rys. 95 przed-
stawiono rzut ukosny
oSmioseianu umiarowe-
go dla charakterystyki
(150°, £), przyjmujac trzy
osie symetrji oSmioscia-
nu za osie ukfadu. Prze-
krdj tego oSmioscianu-
ptaszczyzng xy jest kwadratem A°B° C°D°.

| Objasnij ten rysunek przy po-
pA mocy modelu (drucianego), a na-
stepnie wykonaj rys. samodzielnie!

b) Rys. 96 przedstawia rzut
sze$cianu umiarowego dla cha
rakterystyki (135°, 1), przyczem
przyjeto trzy krawedzie sze-
Scianu, schodzace sie w wierz-
chotku D, za osie uktadu.

Jak widzimy, rzut ukos$ny
sze$Scianu dla powyzszej cha-
rakterystyki nie robi dobrego
wrazenia: szescian przedsta-
wia sie zanadto wydtuzony.
Tego sposobu rysowania uzy-
wa sie jednak w praktyce
bardzo czesto, dla fatwosci



Rys. 97

przenoszenia odcinkéw y do
rzutu ukosnego.
Rzut ukos$ny dla powyz-
szej charakterystyki nosi na-
zwe perspektywy Kka-
walerskiejl.
c) Na rys. 97 dana jest
podpora drewniana w trzech
rzutach prostopadtych, na
podstawie ktérych narysowa-
no rzut ukos$ny dla charakte- i % i
rystyki (150°, |).
Objasnij ten rysunek i prze-
rysuj go w innej skali!
Narysuj nastepnie rzut uko-
$ny podpory drewnianej, danej na
rysunku 98, przyjawszy stosowny¥ Rys. 98

# Nazwa pochodzi od wioskiego geora. Cavalieri’ego [1598—1647],



uktad prostokatny osi i charaktery-
styke.

d) Przedstaw w rzucie ukosnym dla
charakterystyki (150°, podpore muro-
wang, dang przez trzy prostopadie rzuty
na rys. 99.

€) Na ryg. 100 przedstawione s3
w trzech rzutach prostopadtych schody.
Narysuj ich rzut ukosny dla charaktery-
styki (135°, 1), przyjawszy za ukiad
trzech osi krawedzie, schodzace sie w punk-
cie O,.

94, Wszystkie dotychczasowe

rzuty ukosne sg wykreslone dla kata
(y'xf) < 180°.

Obrazy te przedstawiaja si¢ nam
tak, jak gdybysmy patrzyli na przed-
mioty z bardzo wielkiej wysokosci-
Takie rzuty ukosne nazywamy dlatego
-perspektywag ptasig*l

Z

Rys. 100

141
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a) Rysunek 101 przedstawia
nam rzut szeScianu dla charakte-
rystyki (210°, }). Podstawa dolna
szedcianu jest dla nas widoczna;
szeScian przedstawia sie tak, jak
gdyby$my oko nasze umiescili po-
nizej bryty.

Rzuty ukosne dla charaktery-
styk, w ktérych kat (y' X) > 180°
nazywamy , perspektywg za-
big*.

b) W takiej perspektywie
dla charakterystyki (210°, *) jest
przedstawiona na rys. 102 korona
stupa o przekroju kwadratowym.

Narysuj rzut poziomy i piono-

wy tego stupal

Rys. 103

95. Cwiczenia.

1) Narysuj rzut ukosny dla charakte-
rystyki (210°, gotyckiego stupa podporo-
wego, ktérego pierwszy i drugi rzut s dane
na rys. 103.

2) Przedstaw w rzucie uko$nym katedre,
dang w rzutach prostopadtych na rys. 75.

3) Narysuj rzut ukosny szafki, danej
przez swe rzuty prostopadie na rys. 83.

4) Przedstaw w rzucie ukosnym piec
szkolny dla charakterystyki (210°, ?).

Rysunek wykonaj w podziatee 1:10.
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§ 3. RZUT UKOSNY KOLA, WALCA (STOZKA), KULI

96. a) Na dowolnej plaszczyznie P, narysujmy kok
a nastepnie rzuémy go rownolegle na ptaszczyzne P, tak, by
rzut Srodka O zeszedt sie z 0'. [Rys. 104].

Rzuty poszczegélnych punktéw kota 1, 2, 3, 4,... A, B,
G, D otrzymamy, jezeli przez te punkty poprowadzimy proste
rzucajgce, rownolegte do prostej 00', i wyznaczymy ich punkty
przebicia 1', 2', 3", 4’,... A", B', O, D’ z plaszczyzng rzutow
P,. Rzuty te utworzg krzywa K', ktora jest rzutem kota K.

H H

Rys. 104

b) Spostrzegamy nastepujace wiasciwosci krzywej K*':

1° Przyjmijmy dowolne s$rednice w kole K, np. AB, GD,
13, 24,.. . i wyznaczmy ich rzuty A'B', OD' 1'3', 2'4'. ..
Rzuty te przechodzi¢ muszg przez O, ktory musi by¢ ich wspol-
nym S$rodkiem. [Dlaczego ? Por. 3° art. 87]."
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Rzut O' jest zatem S$rodkiem krzywej K*, za$ rzuty A'B’,
OD", 1'3’, 2'4",... sa Srednicami tej krzywej.

2° Wiemy, ze styczne kota K, wykreslone w koncach ja-
kiejkolwiek $rednicy sg do siebie réwnolegte; np. styczne s,
is, s, i st, wykresSlone w koncach $rednicy AB, CD.

Rzuty §j', s2, s,", s4',... stycznych kola K sg stycznemi
krzywej K' [Uzasadnij to!]. A poniewaz rzuty ukos$ne dwdch
prostych réwnolegtych sg réwniez réwnolegte, przeto st'| sa,
VII®/, A zatem:

Styczne krzywej K', wykre$lone w koncach jakiejkolwiek
jej srednicy, sg do siebie rownolegte.

3° Wezmy na uwage w kole K dwie jakiekolwiek $rednice,
do siebie prostopadte, np. AB i CD. Zauwazymy po pierwsze,
ze kazda z tych S$rednic potowi cieciwy, réwnolegte do drugiej;
po drugie, ze styczne kota, wykreslone w koncach jednej S$red-
nicy, sa réwnolegte do drugiej. Takie dwie $rednice kota nazy-
wamy parg S$rednic sprzezonych.

Rzuty dwdch Srednic sprzezonych kota, np. A'B' i C'D',
tworzg pare Srednic krzywej K', ktdre niezawsze sg do siebie
prostopadte, jednak zatrzymujg zawsze obie powyzej naprowa-
dzone wiasciwosci Srednic sprzezonych kota, to jest:

Po pierwsze:

Kazda ze $srednic A'B' i OD" krzywy K" potowi cieciwy,
réwnolegte do drugiej. [Uzasadnij to przy pomocy art. 87].

Po drugie:

Styczne krzywej K', wykreslone w koricach jednej z tych
$rednic, sa rownolegte do drugiej. [Dlaczego ?].

Takie dwie $rednice krzywej K’, jak A'B' i CD', nazy-
wamy parg $rednic sprzezonych.

Jezeli Srednice sprzezone krzywej K' sg do siebie prosto-
padie, nazywamy je osiami.

4° Na rys. 104 przyjeliSmy jedng Srednice AB w kole K,
réwnolegle do ptaszczyzny rzutéw P2, z czego wynika, ze rzut
tej Srednicy, jak roéwniez rzuty wszystkich cieciw, réwnole-
gtych do niej, przedstawiajg sie w prawdziwych dtugosciach.
[Dlaczego 7).

Rzut $rednicy sprzezonej CD, jak réwniez rzuty wszyst-
kich cieciw, rownolegtych do niej, skracajg sie w tym samym
stosunku. [Por. art. 87].
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Wobec tego mozemy wykreslic punkty 1', 2', 3", 4°,...
krzywej K' przy pomocy kota Kt, zakre$lonego na Srednicy A'B".

Uzasadnij te konstrukcje i opisz jg stowami!

Tej konstrukcji punktéw krzywej K' nie mozna zastosowaé wtedy,
gdy $rednice sprzezone krzywej K' sg do siebie prostopadte. [Dlaczego ?].

5° Krzywag K' mozna uwaza¢ za przekroj plaszczyzng
rzutébw walca, opisanego na kole K, ktérego tworzace sg row-
nolegte do kierunku rzutu ukosnego 00°.

Krzywg K' nazywamy elipsg').

97. Zagadnienie. Danajest elipsa e, ktdrej obwdd jest
wykreslony. Wyznaczy¢: a) pare Srednic sprzeionych, b) sro-
dek, c) osie tej krzywej. [Rys. 105],

Wskazowka. Wy-
kre$l dwie roéwnolegte cie-
ciwy 12, 34. Prosta, faczaca
srodki tych cieciw, jest jedng
Srednica r tej krzywej. Wy-
kre$l nastepnie cieciwe 25,
réwnolegty do r. Jezeli przez
Srodek tej cieciwy poprowa-
dzisz prostg q, réwnolegtg do
cieciwy 12, to bedzie to $red-
nica,. sprzezona z .
Punkt przeciecia sie O
tych Srednic jest Srodkiem
elipsy.
Celem wyznaczenia osi
krzywej e, zakre$l z jej
$rodka dowolne koto, a punk-
ty, w ktorych ono przecina elipse, oznacz przez 6, 7, 8, 9.
Jezeli potaczysz $rodek cieciwy 67 ze $rodkiem O, otrzymasz
jedng oS tej krzywej. Prosta ta bowiem jest prostopadta do wszystkich
cieciw, rownolegtych do 6 7, a zatem réwniez do $rednicy z nig sprzezonej.

98. a) Na rys. 106 przyjeliSmy na ptaszczyznie P, koto K,
narysowaliSmy pare $rednic sprzezonych AB i CD, a nastepnie
opisalisSmy na kole kwadrat, styczny w koncach tych $rednic.

Poszczegdlne punkty a, b,... ¢wiartki obwodu kota BC
mozemy otrzyma¢ w sposdb nastepujacy:

> Wedlug podrecznika Geometrji dla ki. Il powt6érz o rzucie prosto-
padtym kola! — Rozwigz ¢éw. 23 art. 20!

Czem jest przekr6j walca obrotowego w ¢éw. 7) art. 63 ze wzgledu na
koto podstawowe tego walca?

R Kalicun-Chodowlckl. Zarys geometrji wykreslit. 10
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Podzielmy potowe boku kwadratu CE na pewng ilo$¢
rownych czesci, np. na 3 czesci punktami 1 i 2. Nastepnie po-
dzielmy na takg samg ilo$¢ réwnych czesci promieri OC punk-
tami I i Il

Punkty podzialu 1, 2 na GE potgczmy z punktem B,
punkty za$ podziatu I, Il na OC z punktem A.

Udowodnimy przedewszystkiem, ze punkt b, w ktorym
przecinajg sie proste Bl i Al, znajdowac sie musi na obwodzie
danego kota.

Wezmy na uwage trojkaty BEL1 i AOL. Trojkaty te sg przy-
stajace, gdyz BE — AO, EI = OIl, § E= £C0 = 90°. Stad
wynika, ze ~ B w pierwszym trojkacie jest rowny A w dru-



147

gim trojkacie. A poniewaz ramie BE kata B jest prostopadle
do ramienia AO kata A, przeto rowniez ramie Bl musi by¢
prostopadte do ramienia Al. Punkt wiec b, w ktérym przecinaja
sie te ramiona, znajdowac sie musi na obwodzie danego kofa.

Udowodnij tak samo, ze punkt a, w ktérym przecinajg sie proste
B2 i All, znajduje sie réwniez na obwodzie kota AT

Objasnij analogiczng konstrukcje punktéw c¢wiartki obwodu kota
AC, AD, DB\

b) Wyobrazmy sobie teraz, ze rzucilismy koto K ukosnie
na ptaszczyzne P2

Rzuty A'B' i C'D' $rednic AB i GD bedg $rednicami sprze-
zonemi elipsy K.

Rzut kwadratu, opisanego na kole K, bedzie réwnolegto-
bokiem, opisanym na elipsie K" w koncach $rednic sprzezonych
A'B' i CD'.

Rzuty 1', 2' punktéw 1, 2 dzielg na 3 réwne czesci odci-
nek G'E\ podobnie rzuty T, IV punktoéw I, U dzielg na 3 rowne
czesci odcinek 0'C'. [Dlaczego?].

Proste B!I' i A'l' sg rzutami prostych Bl i A l; ich punkt
przeciecia sie b' jest zatem rzutem punktu b kola, jest wiec
punktem elipsy K’. Podobnie uzasadnimy, ze punkt a', w ktorym
przecinajg sie proste ATI"i B2’ jest réwniez punktem elipsy K'.

Objasnij konstrukcje punktéw dalszych czesci elipsy.

Doszlismy zatem do konstrukcji elipsy, ktora sie da prze-
prowadzi¢ przy uzyciu samego tylko lineatu.

Opisz te kon-
strukcje stowami!

Konstrukcji
tej mozna uzy¢
i wtedy, gdy
$rednice sprze-
Zone sg prosto-
padte do siebie,
gdy zatem elipsa
jest dana przez
swe osie, jak to
widzisz na ry- D
sunku 107. Rys- 107
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Objasnij konstrukcje elipsy na rys. 107! Wykresl elipse, jezeli
a) osie jej sa diugie 10 cm, 6 cm; b) $rednice sprzezone sg dtugie 10 cm,
8 cm, kat za$ miedzy niemi zawarty wynosi 30°.

99. Zagadnienie. Wykresli¢ rzut ukosny walca obro-
towego dla charakterystyki (135°, }), )eieli ptaszczyzna jego pod-
stawy ma potozenie prostopadte do ptaszczyzny rzutéw. [Rys. 108J.

Rozwigzanie. Przyjmijmy ptaszczyzne poziomg rzutéw
za podstawe walca, a ptaszczyzne pionowq za ptaszczyzne rzutu
ukosnego.

Jak sie przedstawi walec w rzucie poziomym, a jak W rzucie
pionowym ?

Rys. 108
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Przyj mijmy w walcu trzy osie do siebie prostopadie: o$
z niech sie schodzi z osig walca, 0$ x z srednicg AB kota pod-
stawowego, rownolegtg do ptaszczyzny rzutu ukos$nego (pta-
szczyzna pionowa); 0S. y bedzie wtedy prostopadta do tej pta-
szczyzny.

Wskaz rzuty poziome i pionowe tych osi!

Jezeli wyobrazimy sobie teraz, ze rzucamy walec ukosnie
na ptaszczyzne pionowa rzutéw, natenczas rzuty X' i y' osi X
i z bedg zawsze tworzyly ze sobg kat prosty, rzutowi zas y’
osi y mozemy nada¢ dowolny kierunek, a wiec wedtug tematu
zagadnienia taki, by tworzyt z x' kat 135°

Koto podstawowe K walca przedstawi sie w tym rzucie
uko$nym jako elipsa K', ktérej jedna $rednica A'B' réwnac sie
bedzie Srednicy AB kota, $rednice za$ z nig sprzezong C'D',
lezgcg na osi y', mozemy skréci¢ w dowolnym stosunku, a wiec
wedtug tematu jak 1:2.

O$ walca przedstawi sie w rzucie uko$nym w prawdziwej
wielko$ci; rzut uko$ny kota gérnego bedzie elipsa, przystajaca
do elipsy K'.

Uczen wykresli te elipsy zapomocg konstrukcji, wyjasnionej na
rys. 106.

Kontur rzutu uko$nego walca sktada¢ sie bedzie ze wspol-
nych stycznych obu elips, rownolegtych do osi walca i czesci
obwodow tych elips.

Wykresli¢ rzut ukos$ny stozka obrotowego, ktérego plaszczyzna
podstawowa jest prostopadta do ptaszczyzny rzutow.

100. Zagadnienie. Wykre$li¢ rzut ukosny kuli dla
charakterystyki (135°, -3. [Rys. 109].

Rozwigzanie. Niech $rodek kuli O bedzie poczatkiem
ukfadu prostokatnego osi. O$ z i x przyjmijmy réwnolegle do
plaszczyzny rzutu ukos$nego, o§ y prostopadle do tej pla-
szczyzny.

Na ptlaszczyznie (xz) lezy koto wielkie kuli K, ktore
w rzucie uko$nym przedstawi sie jako koto K' w tej samej
wielkosci.

Na ptaszczyznie (xy) lezy koto wielkie Kt. Rzut jego K,
wykreslisz znanym ci sposobem.

Tak samo z tatwoscig wykreslisz rzut kota wielkiego Kx
lezagcego na ptaszczyznie (zy).
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Wykres$l rzut ukosny dowolnego potudnika, dowolnego réwnolez-
nika kuli!

Kontur rzutu uko$nego kuli stanowi¢ bedzie obwied-
nia rzutéw wszystkich koét, lezacych na kuli.

Kontur ten jest elipsg e, podtug ktorej przecina ptaszczy-
zna rzutéw walec, opisany na kuli, réwnolegle do kierunku
rzutu ukosnego.

Podaje bez dowodu konstrukcje osi tej elipsy:

Osig mniejszg jest srednica kota K', prostopadia do y\

Potos 0'L = MC.
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