788



I G



C A. LAISANT

Doktor naak matematyczno-fizycznych.

Egzaminator w paryskiej Szkole Politechnicznej.

Nauczanie Poczatkow

Matematyki
(Initiation Aathematique)

KSIAZKA NAPISANA NIEZALEZNIE OD PROGRAMOW
SZKOLNYCH 1 POSWIECONA PRZYJACIOLOM DZIATWY

Z 99 rysunkami w tekscie.

Z upowaznienia Aatora przettumaczyt z francuskiego

Z. CZUBALSKI

Stowem wstepnym opatrzyt S. DICKSTELN.
,

WARSZAWA
Sktad gtowny w Ksiegarni Polskiej Warecka 14.
1908



Druk W#t. tazarskiego, Marszatkowska 114, tet. 3447



©ooNOAEWDNE

NPONNNNNNNRp R RERRRRERPR
Nouh,rwWDDMRFE OOWN OwDdE O

SPIS RZECZY.

SIOWO W STtEPNE ..o
Od ttumacza......eecenene.
PrzedmowWa et e

Kreski e

Od jednego do dzZi€SIECIU. . = .
Peczki i wigzki zapateK ...
Od jednego do S tU .ccceeivveieiinieiecieeens ..
Tabliczka dOdaw an i@ ...

ROZNICA. .ottt

Tysigee | MilJONY .o
Réznokolorowe liczmany.......ccoeevveeeeeene, NV o @
C YTy e

Szereg patyczKOW.....cccovvvcecviricvennne

LiNja PrOSTa . ittt
Tworzenie roéznic przy pomocyzapateK.....iiiiininnnnns
Wkraczamy w dziedzing algiebry ..
Liczenie, mierzenie, StOSUNKI .cccoceciceiiiiiiie e

TabliczKa MNOZEeN i@
HOCZYN oo,
CieKawe FaChUNKI ..o
Liczby pierwsze......n.

T 1O T8 Z bbb bbb
Podziat ciastka na réwne czesci. UtamKi......cooviinnnnninne
Przechodzimy do gieom etrji. e
Pola wielokgtéow...

O8I M O ST bbb
Kilka tamigtowek; mieszanina matematyczna.......ccceeerervverenene.
Podziat szescianu na osiem CzZ€S$Ci.ovvvcennnnns

Liczby trojkatne. Lot ZOTaW i



2

Takg wiasnie pracg jest dzietko niniejsze, napisane
przez wybitnego uczonego i $wiattego pedagoga, ktory
posiadt kunszt przemawiania do gtéw dzieciecych.
W czasie swej diugoletniej dziatalnosci pedagogicznej
byt C. A. Laisant energicznym i wymownym przeciw-
nikiem rutyny i skostniatych programéw, stosowanych
jakoby niewzruszony kanon nauczania. W wychowa-
niu i w nauczaniu poczatkowym zwalcza on ten prze-
starzaty kierunek, stojagcy w poprzek zywemu, cieka-
wemu, rwacemu sie ku poznaniu umystowi dziecka.
Ksigzeczka niniejsza jest szczeSliwie pomyslanym
wzorem, wskazujagcym nowag a ptodng droge nauczania,
wprowadzajgcg mtodego wychowanca w Swiat pojec
matematycznych, zaciekawiajgcg go, pobudzajgcg jego
samodzielnos¢ i otwierajacg szerszy przed nim widno-
krag.

Metody w tej pracy podane gorgco poleci¢ nalezy
wychowawcom, rodzicom i nauczycielom 1 dlatego
z przyjemnoscig witam przekiad polski dzietka uczo-
nego francuskiego, dokonany starannie przez p. Z. Czu-
balskiego. Dodaje jeszcze, ze szanowny Autor, wyra-
zajac zgode swg ttumaczowi na ogtoszenie przekiadu,
uczynit to— jak sie wyraza w liscie do nizej podpi-
sanego — z prawdziwym zadowoleniem, ze wzgledu na
wielkg sympatje, jakg zywi dla naszego spoteczenstwa.

S. T)ickstein.



OD TLUMACZA.

W ksigzce prof. Laisant p. n. ,Initiation mathématique*
znalaztem wiele oryginalnych pogladéw na sprawe poczatko-
wego nauczania matematyki i niejedna cenng pod tym wzgle-
dem wskazowke, postanowitem przeto skorzysta¢ z uprzejmie
mi przez autora udzielonego pozwolenia i zapozna¢ polskich
czytelnikéw z jego praca. W mniemaniu o pozytecznosci tego
dzietka utwierdzito mnie tez i Koto Matematyczno-Fizyczne,
ktoremu miatem zaszczyt przedstawi¢ niniejszy przekiad na
posiedzeniu w dn. 23 lutego r. b. (p. ,,Sprawozdania z posie-
dzen Kota M. F.*, zeszyt 3 r. 1906/7).

Naogot trzymatem sie wiernie oryginatu, wprowadzajac
drobne zmiany tylko tam, gdzie tego wymagat wzglad na pol-
skiego wychowawce, dla ktérego ten przekiad jest przezna-
czony, i na polskie dzieci. Dla tej tez przyczyny grafik kole-
jowy ,Paryz-Marsylja“ w oryginale (rozdz. 48) zastgpitem gra-
fikiem pociggow kurjerskich na koleji Warszawsko-Wieden-
skiej, oraz zamiast krzywych ci$nienia barometrycznego i tem-
peratury, przytoczonych w oryginale (rozdz. 50) za czaso-
pismem ,La Nature* i odnoszacych sie do ostatniego tygo-
dnia r. 1881, podatem szkice podobnych krzywych wedtug
udzielonych mi uprzejmie przez p. Mereckiego zapiséw baro-
grafu i termografu Centralnej stacji Meteorologicznej przy Mu-



zeum Przemystu i Handlu w Warszawie, za czas od 27 maja
do 2 czerwca r. 1904. Nadto, w uwadze do rozdziatu 64,
w ktéorym jest mowa o kwadratach magicznych, przytoczytem
z ksigzki Bachet de Méziriac ,,Problémes plaisants et délec-
tables qui se font par les nombres* graficzny sposéb tworzenia
kwadratow magicznych z pierwszych 9 oraz z pierwszych 25
liczb, uwazajgc, ze moze sie to przyczyni¢ do wiekszego za-
interesowania dzieci przedmiotem.

Warszawa, w grudniu r. 1907.



PRZEDMOWA.

W niniejszym dzietku rozwingtem zasady, ktére wylozy-
tem byt przed kilku laty w odczycie, ogtoszonym w wydaw-
nictwie: ,Bibljoteka filozofji wspbtczesnej (Bibliothéque de
Philosophie contemporaine) p. n.. ,,Wyksztalcenie oparte na
naukach Scistych*. (Education fondée sur la science). Usta-
pitem naleganiom przyjaciét, skianiajagcych mnie do tego kro-
ku, w przekonaniu, ze warto podja¢ prébe rozwigzania przynaj-
mniej tej czesci wielkiego zagadnienia wychowawczego, zwilasz-
cza wobec gorliwosci, z jakg wielu stara sie spaczy¢ umysty
dzieciece. Wzywam rodzicéw, szczeg6lniej matki i wycho-
wawcow do ulzenia doli dziatwy, albowiem mozna jej udzie-
li¢ w wieku przedszkolnym (n. p. od 4 do 11 lat) dwadzieScia
razy wiecej wiadomosci w zakresie matematyki, niz obecnie,
bawigc jg przytym zamiast torturowaé¢ przedwczesng i nie-
umiejetng nauka.

Chociaz szereg nastepujacych rozdziatbw nie stanowi
traktatu dydaktycznego, nie sg one jednak rozrzucone bez-
tadnie, lecz moga by¢é przewodnikiem w reku sumiennego
wychowawcy, ktéry wecigz bada mtodociany umyst, powierzo-
ny jego pieczy. Zaleznie od rozwoju tego umystu, mozna bedzie
posung¢ sie naprzéd lub zatrzyma¢ na pewnym przedmio-
cie, cofajgc sie w razie potrzeby do rzeczy juz poznanych;
wystrzega¢ sie w kazdym razie nalezy zbyt szybkiego tempa,
aby wiadomosci poprzednio nabyte nie zatarty sie w umysle
dzieciecym.

Korzystajcie z do$¢ obfitego materjatu, zawartego w tym
dzietku, lecz nietrzymajcie sie go niewolniczo. Przedewszystkim
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zainteresujcie dziecko: niech sie bawi, niech sie niczego nie uczy
na pamie¢. Wtedy wasz przecietnie uzdolniony wychowaniec,
majgc lat 11, bedzie wiecej umiat i rozumiat z matematyki, niz
znaczna cze$¢ mitodziezy, ktéra ukonczyta szkoty Srednie, i, co
wazniejsza, nabierze upodobania do przedmiotu i z przyjem-
noscig rozpocznie nauke w tym kierunku.

Niech te zabawy matematyczne — nie nalezy ich nazy-
wacé lekcjami — nie przeciggajg sie zbyt dtugo, aby nie ostabta
uwaga dziecka i nie wygasta jego ciekawos¢, gdyz w prze-
ciwnym razie otrzymacie tylko szkodliwe wyniki.

Chciatbym, aby uczyniono podobne proby w zakresie
fizyki i nauk przyrodniczych; sadze nawet, ze przyszioby to
fatwiej. Moze zjawityby sie wtedy pokolenia, ktére oswobo-
dzone w zaraniu swej umystowos$ci od kajdan, krepujgcych
ich ojcow, obdarzytyby ludzko$¢ wszystkiemi skarbami bujnie
rozwinietej inteligencji.

Niniejsza ksigzka nie ma nic wspélnego zt. zw. ,,Rozry-
wkami i zabawami matematycznemi*, ktérym poswiecono wiele
wybornych dziel, ze wymienie tutaj wydane w jezyku fran-
cuskim lub przettumaczone na francuski: E. Lucas'. ,,Récré-
ations mathématiques* (w 4 tomach), tegoz autora: ,,L’Arith-
métique amusante, ksigzke p. Rouse Bali, ttumaczong z angiel-
skiego, oraz dzietlo p. Fourrey, poswiecone przewaznie kwe-
stiom arytmetycznym. W takich ksigzkach, jak wskazuje sam
tytut, chodzi o zastosowanie znanych juz czytelnikowi teorji
matematycznych do réznych gier, zagadek, kombinacji i t. d.,
przyczym nieraz do zrozumienia udzielonych przez autora wy-
jasnien potrzebne jest pewne wyksztalcenie matematyczne.

W danym razie postepujemy odwrotnie, postugujac sie
zabawg jako $rodkiem pedagogicznym, ktéry pozwala obudzic¢
ciekawo$¢ dziecka i oswoi¢ je w ten sposéb z pierwszemi i naj-
yrazniejszemi pojeciami matematycznemi, bez obarczania jego
umystu nadmiernemi wysitkami. W poruszanych przytym roz-
maitych kwestjach, pomimo ich pozornej chaotycznosci, za-
wiera sie szereg powigzanych z sobg poje¢, ktore, jako pozy-
teczne, wpajamy celowo w umyst dzieciecy.
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W nastepstwie, podczas nauki szkolnej, mtodziez cieka-
wa, przypominajgc sobie gry dziecinne, bedzie mogta z pozjh-
kiem czyta¢ ksigzki w rodzaju ,rozrywek i zabaw matema-
tycznych®, ktére wtedy nasung jej nowe mysli i spotegujg jej
zdolnos$¢ rozumowania. Gdyby znaleZli sie tacy, ktorzyby twier-
dzili, ze szkoda czasu na taka lekture, moznaby im wskazac
najwiekszych uczonych, nie pogardzajgcych podobnemi kwe-
stjami; jezeli za$ czasami nauka matematyki pobudza nas do
Smiechu, nalezy jej to poczyta¢ za zastuge, gdyz, jak powie-
dziat Rabelais: ,,Smiech jest wiasciwoscia cztowieka“. Gdy-
by jednak i te argumenty nie wystarczyly augurom, pocieszmy
sie mys$la, ze ludzie, dla ktérych wyraz ,,nauczac“ stat sie
synonimem wyrazow ,,nudzi¢*“ lub nawet ,,torturowac", wyrza-
dzajg prawdziwg krzywde spoteczenstwu i czas juz wielki,
aby skonczyto sie ich optakane panowanie.

Piszac to dzietko, mialem na mysli gtéwnie Francje,
lecz dzieje sie Zle nietylko w naszym kraju. Wszedzie, chcac
ulzy¢ dzieciom, musimy zerwa¢ z programami szkolnemi, Kie-
rujac sie za$ mitoScig dziecka, znajdziemy sie niechybnie
w kolizji z wladzami szkolnemi, ktére jak gdyby wziety sobie
za cel tamowanie rozwoju umystowego tego dziecka. Jesz-
cze jedna, prawie zbyteczna, uwaga: ksigzka niniejsza w reku
dziecka bylaby bezwartosciowg, a nawet szkodliwa, gdyzjest
przeznaczona wytgcznie dla wychowawcy. Jednak uczen, ktory
juz rozpoczat nauke systematyczng, moze przeczyta¢ z poz-
kiem to dzietko, znajdujagc w nim jak gdyby rzut oka wstecz
na pierwsze stadja rozwoju swego miodocianego umystu.






1 Kreski.

Nalezy zawczasu rozwija¢ w dziecku umiejetnos¢ rysunku,
juz w tym wieku, Kiedy budzi sie jego dziatalnos¢ umystowa,
i zanim jeszcze przystgpi do nauki czytania i pisania.

Dajmymu do rgk, w tym celu, tabliczke szyfrowg lub arkusz
papieru kratkowanego, umie$¢my w jego paluszkach z poczatku
otowek, nastepnie, kiedy nabierze pewnej zrecznosci, pioro i za-
che¢myje dorysowania kresek. Nie zadajmy jednak narazie od
dziecka klasycznych kresek pochytych, ktdre stanowig przygo-
towanie do pisma pochylego, lecz poprzestarimy na krétkich
odcinkach, rysowanych wréwnych odstepach wzdtuz kratek.

Rysujac najprzéd zgéry na dot, nastepnie po uptywie
pewnego czasu z lewej ku prawej, dziecko utworzy wten spo-
sob kreski pionowe (fig. 1), oraz kreski poziome (fig. 2).

Fig. i. — Kreski pionowe.

Fig. 2. — Kreski poziome.

Stopniowo nauczymy dziecko prowadzi¢ dtuzsze i krot-
sze kreski, rysowac je wewnatrz kratek, wreszcie pochyto we
wszystkich mozliwych kierunkach. Nastepnie zaproponujemy
mu taczy¢é diuzsze i krétsze kreski i tworzy¢é w ten sposéb
rozne figurjg o czym zresztg pomowimy poOzniej.

Z czasem zachecimy matego rjrsownika do kreslenia naj-
prostszemi narzedziami (linjalem, tréjkatem i cyrklem) lub
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od reki figur, skladajacych sie z linji krzywych, baczac, aby
te ¢éwiczenia, rozwijajgce zreczno$¢ reki i miare w oku, nie
byly zaniedbywane w ciggu calego okresu wychowawczego.

Chociaz o tych ¢wiczeniach rysunkowych mowimy tutaj
tylko tyle, ile potrzeba w zwiazku z nastepujacemi wskazow-
kami, musimjr jednak goraco zaleci¢ wychowawcy, aby po-
przestat na wskazaniu ich dziecku, wystrzegajac sie narzuca-
nia, gdyz przestawszy by¢ zabawg, napewno chybig celu.
Pozwolcie dziecku bazgra¢ na tabliczce, psu¢ arkusze papieru,
udzielajcie mu tylko wskazowek, ktérych ono napewno od
was zazada, lecz zauwazywszy, ze ma tego dosyé, nie wzbra-
niajcie mu zaja¢ sie czym innym. Tak postepujac, rozwiniecie
w dziecku zdolno$¢ inicjatywy, utrzymacie w napieciu jego
naturalng ciekawos¢, wreszcie zapobiegniecie zmeczeniu i nudzie.

Moznaby napisa¢ catg ksigzke o pierwszej nauce rysun-
ku, o ktérej zaledwie kilka stow powiedzie¢ mogtem; tylez datoby
sie napisa¢ 0 pOzniejszej nauce pisania i czytania, lecz pomi-
aru te przedmioty ze wzgledu na zakres niniejszego dzietka.
Nie moge sie jednak powstrzyma¢ od przypomnienia naczel-
nej zasady nauczania w tym okresie wychowawczym: trzeba
nauczaniu wcigz nadawac¢ pozor zabawy, uszanowac swobode
dziecka, utrzymywac je wreszcie w zludzeniu (jezeli to moz-
na nazwac¢ ztudzeniem), ze to ono wiasnie wykrywa prawdy,
ktére wychowawca mu pokazuje. Co sie tyczy wieku, wkté-
rym mozna przystgpi¢ do tej pierwszej nauki matematyki, roz-
poczynajgcej sie od nauki rysunku i prowadzonej rownolegle
Z nig w dalszym ciaggu, to jakkolwiek niepodobna sformuto-
waé bezwzglednej zasady, mozna przyja¢, ze, $rednio biorac,
dziecko juz w wieku 3¥2 — 4 lat zdradza pewne upodobanie
do otébwka, do lat za$ 10 — 11 mozna je zapozna¢, moim
zdaniem, z tym wszystkim, co stanowi przedmiot niniejszej
ksiazki, jezeli tylko organizacja umystowa dziecka jest nor-
malna. Moze niejedno dziecko po uptywie Kilku lat wezmie
do rgk z przyjemnoscig te ksigzke, ktéra obecnie nie dla nie-
go jest przeznaczona, a w Kktorej wtedy jego umyst, udosko-
nalony przez po6zniejszg nauke i uzdolniony do prawidtowego
rozumowania, znajdzie podniete do pozytecznych rozmyslan.
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Na zakonczenie powyzszych uwag ogolnych, do ktorych
nie chciatbym juz powracaé w nastepstwie, musze zwrdci¢ uwa-
ge rodzin i wychowawcow, ktorzy zechcg czyta¢ niniejsza
ksigzke, na najwiekszy szkoput w tym okresie wychowaniai
dzieci: jestto nadmiar C¢wiczenn pamieciowych, tak pospolity
w naszej praktyce wychowawczej, a jednak tak szkodliwy.
Uczac wyrazow, zmuszajgc do ich powtarzania, zwichniemy
umysty dzieci, zabijemy ich wrodzone zdolnosci i wychowamy
pokolenie istot, pozbawionych inicjatywy, ciekawosci i woli,
stabych i przygnebionych, naszpikowanych niezrozumiatemi
dla nich wzorami.

Jezeli kochacie swoje dzieci, jezeli kochacie dzieci, kto-
rych wychowanie ztozono w wasze rece, jezeli chcecie, aby
wyrosty na ludzi silnych i dobrych, trzymajcie sie zasad, gto-
szonych przez te wielkie umysty i serca, ktérych imiona sg
La Chalotais), Froebel®, Pestalozzi3.

Gdyby ziemia byta zaludniona przez istoty rozumne, ci do-
broczyncy ludzkosci mieliby pomniki we wszystkich krajach, imio-
na zas$ ich wyrytoby ztotemi gtoskami we wszystkich szkotach.

2. Od jednego do dziesieciu.

Kiedy dziecko nabierze pewnej wprawy i szybkosci
w stawianiu kresek, moze przystgpi¢ do ich liczenia, wyma-
wiajgc kolejno, w miare pisania kresek, wyrazy: jeden, dwa,
trzy, cztery, pigé, szes¢, siedem, osiem, dziewieC, dziesiec.

*) La Chalotais, urzednik francuski, urodzony w Rennes (1701
1785), autor ,Zarysu wychowania narodowego* (Essai d'éducation na-
tionale).

2) Froebel, pedagog niemiecki, urodzony w Oberweissbach (1782 —
1852), zatozyciel ,,ogrédkéw dzieciecych*.

3 Pestalozzi, nauczyciel szwajcarski, urodzit sie w Zurychu (1746—
1827); jego metody uzyt Fichte jako s$rodka do umystowego podniesienia
Niemiec.
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taczac nastepnie kreski w grupy, oddzielone wigkszemi
odstepami, utworzy figury, ktérym nada nazwy:

Fig. 3.

jeden dwa trzy cztery piec
siedem
dziewieé

dziesie¢

Fig. 4,

jeden dwa trzy cztery pieé¢ sze$¢ siedem osiem dziewie¢ dziesieé

jedna, dwie,... dziesie¢ kresek pionowych (fig. 3); jedna, dwie,...
dziesie¢ kresek poziomych (fig. 4). Jednocze$nie tworzy¢ be-
dzie podobne grupy zziaren grochu, zboza, z kragzkéw, wogdle
z jakichkolwiek przedmiotéw, mowiac przytym:

jedno, dwa,... dziesiec ziaren grochu, zboza it. d. Kiedy dziecko
zacznie liczy¢ w podobny sposéb ludzi, psy, owce it. d. i po-
wtarzajac ustawicznie te ¢wiczenia, oswoi sie z niemi nalezycie,
mozna mu powiedzie¢, ze uzywane przytym wyrazenia, jakoto:
trzy kreski, sze$¢ Ziaren zboza, osiem owiec i t. d. sa.licz-
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bami i w dodatku liczbamimianowanemi. Pokazawszy dziecku
grupe, ztozona z pieciu kresek, inna, zawierajgcg pie¢ ziaren
grochu, jeszcze inna, skladajgcg sie z pieciu krazkow, wywo-
fawszy w jego wyobraZzni grupy pieciu pséw, drzew i t. p.,
zwrécimy jego uwage na powtarzajacy sie w tych przykia-
dach wyraz pig. Powiemy mu przeto, ze ten wyraz, uzyty
bez dopetnienia, jest liczbg niemianowang) ze mozna go uzy-
wa¢ do oznaczenia jakiejkolwiek innej grupy pieciu przed-
miotow: koni, krzeset, doméw i t. d.

W ten sposOb niezadtugo malec nauczy sie biegle liczy¢
przedmioty od jednego do dziesieciu. Dobrze jest rowniez
zawczasu przyzwyczaja¢ dziecko do tego, aby rzuciwszy okiem
na pokazang mu grupe przedmiotow, n. p. ziaren grochu lub
innych liczmanéw, potrafito odrazu wymieni¢ ich liczbe, nie
liczac po jednemu. W tym celu rozpoczynajmy od matych
liczb, przechodzac stopniowo do wiekszych.

3. Peczki i wiazki zapatek.

Oprocz roznych przedmiotéw, ktérych uzywalismy dotad
i ktorych moznaby uzywaé, aby ulatwi¢ dziecku wyrobie-
nie sobie pojecia o liczhie mianowanej, szczegOlniej zaleca-
my i uwazamy prawie za niezbedne drewienka réwnej diu-
gosci, podobne do zwyklych zapatek szwedzkich, od kto-
rych réznig sie tylko brakiem t. zw. tepka. Podobne dre-
wienka, ktére stale bedziemy nazywali zapatkami (wprawdzie
niezapalajgcemi sie), mozna uwaza¢ za modele kresek, stawia-
nych na tabliczce lub w kajecie. Majac przed sobg gars¢
takich zapatek, dziecko, ktére umie juz wprawnie liczy¢ do
dziesieciu, odlozy na bok dziesie¢ sztuk po koleji, nastepnie
ztozy je rowno i, obwigzawszy n. p. uzywang w sklepach
opaska kauczukows, utworzy z nich peczek.

Powiemy mu wtedy, ze ten paczek, sktadajacy sie z dzie-
sieciu zapatek, moze by¢ nazwany dziesigtka zapatek.
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Nastepnie zachecimy dziecko, aby przygotowato wiecej
takich peczkdéw, przeliczymy kazdy i, znalazszy biad, pole-
cimy go naprawic.

Wtedy pokazujagc dwa peczki, powiemy mu, ze liczba
zapatek w tych potaczonych peczkach (ktérg unaocznimy
rozwigzujac je i zwigzujac napowrOt) oznacza sie wyrazem
dwadziescia, czyli: jeden peczek to dziesie¢ zapatek, dwa peczki
to dwadzieScia zapatek.

Postepujgc tak samo z trzema, czterema... dziewiecioma
peczkami, wyjasnimy, ze:

trzy peczki to trzydzieSci zapalek,

cztery " ,, czterdziesci ”
pieé » piecdziesigt "
szesé i, . Szestdziesiat ”
siedem ” ,» siedemdziesigt ,,
osiem " . osiemdziesiat "
dziewie¢ ,, ,, dziewieédziesiat ,,

Kiedy dziecko oswoi sie nalezycie z powyzszemi liczbami
i ich nazwami, weZzmiemy dziesie¢ peczkéw i potlgczymy je
w jedng cato$¢ przy pomocy nieco szerszej opaski kauczuko-
wej, tworzagc w ten sposOb wigzke. Wyjasnimy wtedy, ze
wigzkajestto setka zapatek, ze liczba zapatek, zawarta w wiazce,
oznacza sie wyrazem sto, dziecko za$ przekona sie, ze dzie-
sie¢ dziesigtek stanowi setke, poniewaz wigzka sktada sie z dzie-
sieciu peczkow.

4. d jednego do stu.

Wzigwszy gars$é zapalek, w ktorej niema stu sztuk, za-
proponujemy dziecku, aby je przeliczyto. Bedzie ono w tym
celu tworzyto peczki po dziesie¢ zapatek, pdki nie pozostanie
mu ich zamato, aby utworzy¢ jeden peczek. Niechaj wtedy
umiesci przed sobg z lewej strony utworzone peczki, z pra-
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wej — pozostate zapatki i niech wymieni liczbe tych i tam*
tych, najprzéd kazda zosobna, pézniej obiedwie razem. W ten
sposob dziecko wypowie liczbe wszystkich zapatek, ktére mu
dano do przeliczenia.

Uformowawszy, naprzyklad, trzy peczki i majgc reszte
ztozong z o$miu zapatek, maty rachmistrz powie, patrzac nale-
wo: ,,trzydziesci,” patrzac za$ naprawo: ,,0siem*, nastepnie po-
taczy obydwa wyrazy i powie: ,trzydziesci osiem®.

Przerobiwszy duzo podobnych éwiczen, rozwigzemy wigz-
ke i sktadajgce je peczki i przystapimy do liczenia zapatek,
kolejno po jednej. Liczymy najprzod: jeden, dwa trzy..
do dziesieciu. Utworzony w ten sposob peczek, nawet nie
wigzgc go ponownie, przesuwamy nalewo i liczymy dalej,
mowigac:
jedenascie, dwanascie, trzynascie, czternascie, pietnascie, sze-
snascie, siedemnascie, osiemnascie, dziewietnascie,
poczym nastepng zapatkg kompletujemy drugi peczek, ktéry
umieszczamy nalewo obok pierwszego, mdwigc dwadziescia.
Tak liczymy az do dziewigtego peczka, potym do dziewiatej
z pozostatych zapatek, przy ktorej mowimy dziewiecdziesigt
dziewie¢, wreszcie bierzemy dorgk ostatnig zapatke, kompletu-
jemy dziesigty peczek i umieszczamy go nalewo, obok pierw-
szych dziewieciu, wymawiajgc wyraz: sto.

Mozemy teraz zwréci¢ uwage miodocianego ucznia, ze
nauczyliSmy go liczenia w zakresie od jednego do stu; moze-
my mu nawet powiedzie¢, ze on sam, mowigc: siedemdziesigt
trzy zapalek, stosuje sie do zasad liczenia ustnego, ukilada-
jac za$ siedem peczkéw po lewej stronie i trzy zapatki po
prawej, postepuje wedtug zasad liczenia symbolicznego. Malec
tymbardziej bedzie sie czut dumnym z tego zasobu wiedzy,
ile ze nie umie jeszcze napisa¢ ani jednej litery, ani jednej
cyfry, nie umie nawet sylabizowac: b, a, ba. Ale umie on
stawiaC kreski, posiada oczy, ktéremi patrzy, i zaczyna ro-
zumie¢ to, co widzi i co robi. NauczyliSmy wiec dziecko
liczy¢ zapatki od jednej do stu. Przyzwyczajmy je do licze-
nia w podobny sposob innych jakichkolwiek przedmiotéw,
jako tez przedmiotow niewidzianych, lecz tylko wyobraza-
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nych, a bedg to poczatki rachunku pamieciowego, tak waz-
nego w praktyce, ktory z wszelka tatwoscia mozna uprawiac
juz od najmiodszych lat, poczynajgc od rzeczy najprostszych
i przechodzac stopniowo do trudniejszych.

Mozna jednak is¢ dalej, przyzwyczajajgc dziecko, aby
poczawszy od jednego liczyto co dwa:
jeden, trzy.... dziewiectdziesigt dziewiec, i wyttumaczy¢ mu, ze
otrzyma w ten sposéb liczby nieparzyste.

Poczynajac od dwuch i liczac réwniez co dwa:

dwa, cztery, szesc,... sto,
otrzyma liczby parzyste.

Niech sie tez wprawia w liczenie co trzy i co cztery,
rozpoczynajac szereg liczb napoczatek od jednego, nastepnie
od jakiejkolwiek innej liczby, przyczym wszystkie te éwicze-
nia nalezy wykonywa¢ poczatkowo na przedmiotach (najle-
piej na zapatkach), pdzniej za$ pamieciowo.

Jednym stowem calg te manipulacje z liczbami od jed-
nego do stu mozna urozmaica¢ do nieskonczonosci, przediu-
zajac ja dopdty, dopoki bedzie, zajmowata dziecko, dopdki go
nie znudzi. Lecz i pdzniej, chociaz dziecko posunie sie tro-
che w swych wiadomosciach matematycznych, dobrze jest od
czasu do czasu powraca¢ do niej.

5. Tabliczka dodawania.

Utézmy na stole w szeregu, od lewej reki ku prawej,
jedna, dwie,... dziewie¢ zapatek, czyli dziewie¢ grup zapatek
w pewnych od siebie odstepach. Pod pierwszg zapatkg tego
szeregu umie$cimy dwie, pod niemi trzy it. d. az do dziesie
ciu, tworzgc w ten sposéb pierwszg kolumne, ztozong z dz
sieciu grup zapatek. W podobny spos6éb utworzymy
kolumne, rozpoczynajaca sie od dwuch i konczaca sij
jedenastu zapatkach; postepujgc tak dalej, otrzjmiarm
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kolumn, przyczym ostatnia grupa dziewiatej kolumny bedzie
ztozona z osiemnastu zapalek.

Skorzystajmy teraz z nabytej juz wprawy rysunkowej
i biegtosci w stawianiu kresek, wprowadziwszy jednak uprzed-
nio pewne uproszczenia. Poniewaz, mianowicie, wyrysowanie
dziesieciu kresek, wyobrazajacych peczek zapalek, jest rzeczag
nudng, umoéwimy sie, aby za obraz tego peczka uwaza¢ dwie
grubsze kreski || potaczone jedng poprzeczng, ktdéra nam be-
dzie przypominata kauczukowag opaske peczka. Uczymy sie
wiec pisac liczby przy pomocy kresek, a odtworzywszy w ten spo-
sob figure, utozong poprzednio z zapatek, otrzymamy czes¢ fig. 5.

Aby ja dopetni¢, stawiamy jed-

na, dwie.. dziewigé kresek nale- Liim om0 i
WO Od dWUCh, trzech,... dZiGSiQCiU, i 1 u om D0OWH W w mi H

. h . i Kk i omom ow i ommwll i K
umle:_szczonyc w p!erwszej 0- I TR 1 o AP TR
lumnie, poczym oddzielamy te no- m 0 nimomim U GG ou U U U

Wa kO|Uan kreskq piOﬂOWq od m Ml miminiiimiii u H HJ UL HIl
pozostatych, jako tez pierwszy i i filimsi o N w0 N
wiersz kreskg poziomag od pozo-  moin um i N oW wi Hlt i
sta’rych Wierszy. BilM H i H NI Hm NI HIE

Utworzona figurajest tablicz- "™« ™ M W H v Moo
ka dodawania; zobaczymy za$
wkrotce, dlaczego tak sie nazywa.

Ta figura posiada wiele ciekawych wiasnosci, z ktorych
niejedng wykryje z pewnoscig jej tworca.

Najprzéd wszystkie liczby, znajdujgce sie na tej samej
pochytej prostej, poprowadzonej zdotu nalewo ku gérze na-
prawo, sg jednakowe; nastepnie wszystkie liczby, odczyty-
wane z lewej ku prawej w wierszu poziomym lub zg6ry na-
dét w kolumnie pionowej, sg liczbami kolejnemi czyli rosna-
cemi o jednos$¢; wreszcie liczby na tej samej pochylej, po-
prowadzonej zgory nalewo ku dotowi naprawo, rosnag stop-
niowo o dwa, jesli je bedziemy odczytywali we wskazanym
kierunku na pochytej: sg to liczby parzyste lub nieparzyste.

Odczytujmy pomienione liczby réwniez i w porzadku
odwrotnym, a dziecko nauczy sie biegle liczy¢ wstecz, zmniej-

szajgc liczby kolejno o jeden lub o dwa. Do tego pozytecz-
o)
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nego ¢wiczenia mozemy juz i obecnie przystgpi¢, poniewaz
mate liczby, z ktéremi mamy do czynienia, nie nastreczg
dziecku trudnosci.

6. Suma.

WezZzmy dwie garstki grochu (lub innych przedmiotow)
i przeliczmy kazdag zosobna. Polgczmy je nastepnie w jedna
i zapytajmy, ile ziaren zawiera? Aby odpowiedzie¢ na to py-
tanie, moznaby znowu przeliczy¢ nowa garstke grochu, utworzo-
nag z dwuch poprzednich, lecz bytaby to czynnos$¢ dluga
nudna i pofagczona z niepotrzebng stratg czasu. Wyjasnimy
mianowicie, ze posiadamy Srodek predzej prowadzacy do celu;
jestto dziatanie nazwane dodawaniem, poszukiwana za$ liczba
przedmiotdéw, zawartych w wiegkszej garstce, nazywa sie sumg

Biorgc narazie liczby mniejsze od dziesieciu, przypomni
my dziecku figure 5i zwréciwszy mu uwage, ze w tej tabliczce
znajdzie wszystkie sumy dwuch jakichkolwiek garstek, zache-
cimy je, aby utrwalito sobie w pamieci te sumy. Osiggniemy
ten wynik najpewniej, powtarzajgc czesto podobne éwiczenia
zalecajgc dzZiecku bezposrednie przeliczenie, ile razy nie po-
trafi wypowiedzie¢ z pamieci zadanej sumy.

Jednak, zanim nawet dziecko utrwali sobie w pamieci
tabliczke dodawania, wezmy dwie jakiekolwiek liczbjr, kto-
rych suma nie przewyzsza stu, i utworzmy je z zapatek; n. p-
trzydziesci cztery i dwadzieScia trzy. Pierwsza liczba bedzie
utworzona z trzech peczkéw i czterech pojedynczych zapatek
druga zasz —dwuch peczkdéw i trzech zapatek; peczki umies-
cimy pod peczkami (z lewej strony), zapatki pod zapatkami
(z prawej strony).

Zapytamy wtedy dziecko, ile to bedzie razem cztery za-
patki i trzy zapaitki, a kiedy odpowie siedem, positkujgc sie
w razie potrzeby tabliczkg dodawania, polecimy mu potozy¢
nieco nizej siedem zapatek; znalazszy nastepnie, ze trzy peczki
i dwa peczki stanowi pie¢ peczkéw, potozy je pod peczkami.
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Mamy wiec sume: pie¢ peczkéw i siedem zapatek lub piec-
dziesigt siedem zapatek.

Powtérzymy te c¢wiczenia z innemi liczbami, biorac i ta-
kie, ktére skladajg sie z samych peczkdéw bez pojedynczych
zapatek, jak n. p. sze$dziesigt, dwadziesScia, osiemdziesiat,
jakotez ztozone tylko z pojedynczych zapatek, czyli mniejsze
od dziesieciu. Dobierzemy jednak liczby w kazdym przykia-
dzie tak, aby kazda poszczegdlna suma, zapatek i peczkdw,
byta mniejsza od dziesieciu.

Kiedy dziecko nabierze juz pewnej wprawy w podob-
nych rachunkach, dajmy mu przyktad, w ktérym ostatni wa-
runek nie jest spetniony; niech doda, n. p., czterdziesci dzie-
wie¢ i dwadziescia piec.

Poniewaz dziatanie bedzie wyrazone symbolicznie (przy
pomocy zapalek) w nastepujgcy sposoéb:

cztery peczki dziewie¢ zapatek

dwa peczki pie¢ zapatek,
dodamy najprzéd dziewie¢ zapatek do pieciu i, otrzymawszy
czternascie zapatek, utworzymy z nich jeden peczek, ktéry
umiescimy pod peczkami, pozostanie za$ cztery zapatki; liczy-
my nastepnie peczki, poczynajgc od nowoutworzonego: jeden
a cztery—pie¢, pie¢ a dwa—siedem. Otrzymalismy sume, zto-
zong z siedmiu peczkéw i czterech pojedynczych zapatek,
czyli siedemdziesigt cztery.

Takie C¢wiczenia, odpowiednio urozmaicone, nalezy po-
wtarza¢ jaknajcze$ciej az do nasycenia niemi umystu dziecka,
lecz tylko dotad, dopoki je zajmuja. Nigdy nie doprowadzaj-
my dziecka do znudzenia!

Przechodzac nastepnie do dodawania kilku liczb, kt6-
rych suma jest mniejsza od stu, bedziemy postepowali w po-
dobny sposéb i zauwazymy, ze we wszystkich przerobionych
przykiadach potrafilismy znales¢ liczbe przedmiotéw, zawar-
tych w pewnym ich zbiorze, jezeli wiadome byty liczby przed-
miotow w czesciach, zbior ten skiadajgcych. 1)

J) Przy przerabiania wskazanych éwiczen dziecko, oprocz tabliczk
dodawania, powinno umieé¢ szybko dodawa¢ liczbe mniejszg od dziesie
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I z tym dodawaniem Kilku liczb nalezy dziecko nalezycie
oswoi¢, przerabiajgc duzo przykladow, baczac jednak zawsze
przytym, aby w pore zapobiec zmeczeniu lub nudzie. Gdy-
byscie zauwazyli pewng niecheé dziecka, pogrozcie mu (wpro-
wadzajgc pogrézke w czyn w ciagu kilku dni), ze przerwiecie
zabawe w zapaitki, krazki i t. d. Kto w pore uzyje tego srod-
ka, moze by¢ pewnym, ze winowajca sam poprosi 0 wzno-
wienie przerwanej nauki, aby mu tylko nie kladziono w uszy
tego brzydkiego wyrazu: nauka, ktéry odstrecza dzieci.

7 ROznica.

Wzigwszy sporg gars¢ jakichkolwiek liczmanéw, n, p.
osiemdziesigt siedem, usuniemy z niej (lub odejmiemy) garstke,
w ktérej po przeliczeniu znajdziemy n. p. dwadziescia pie¢
liczmanéw. Pytanie, ile liczmanéw pozostato? Aby odpowie-
dzie¢ na to pytanie, nalezy wykona¢ odejmowanie, ktdrego
wypadek nazywa sie resztg lub réznicg. Zauwazymy odrazu,
ze polgczywszy reszte z liczbg odjetg (odejmnikiem), odtwo-
rzymy pierwotng gars¢ liczmanow czyli liczbe (odjemnag), od
ktérej odjeliSmy inna.

Aby znalez¢ r6znice dwuch danych liczb, napiszmy (w zna-
czeniu przenosSnym) przy pomocy zapatek najprzéd wiekszg
liczbe osiemdziesigt siedem:

osiem peczkéw siedem zapatek,
nastepnie pod spodem mniejsza dwadziescia piec:
dwa peczki pie¢ zapatek,
przestrzegajac, aby peczki byty umieszczone po lewej stronie,
pojedyncze za$ zapatki—po prawej, oraz aby peczki znalazty
sie pod peczkami i zapatki pod zapatkami.

eciu do liczby mniejszej od stu; n. p. sze$cdziesiat osiem a pie¢ — sie-
demdziesiat trzy. Przez czeste C¢wiczenia w tym kierunku i przy pew-
nej cierpliwosci mozna dos$¢ szybko wyrobi¢ w dziecku odpowiednig
wprawe.
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Usunmy z wiekszej liczby najprzod pieé zapatek, ktérych
przeto pozostanie dwie; nastepnie usunmy dwa peczki, poczym
pozostanie ich szes¢. W ten sposéb otrzymamy szukang
réznice:

sze$¢ peczkoéw dwie zapalki
lub szesédziesiat dwie zapatek.

W powyzszym przyktadzie wszystko bylo tatwe i zro-
zumiate, wyszukanie za$ réznicy sprowadzato sie do odejmo-
wanig liczb mniejszych od dziesieciu: odejmowaliSmy miano-
wicie pie¢ od”siedmiu i dwa od o$miu.

Przytrafiajg [sie jednak i pewne trudnosci, o czym prze-
konamy sie, odejmujac n. p. od pie¢dziesieciu dwuch liczma-
noéw inng, mniejszg garstke, skladajgcg sie z osiemnastu licz-
mandéw; napisawszy bowiem, jak wyzej:

pie¢ peczkéw dwie zapaitki
jeden peczek osiem zapatek,

widzimy, ze nie mozna odjg¢ o$miu zapatek od dwuch. Aby
temu zaradzi¢, z pomiedzy pieciu peczkéw bierzemy jeden
i kladziemy go, w catosci lub rozwigzawszy uprzednio, po
prawej stronie razem z dwiema zapatkami, poczym bedziemy
mieli po prawej stronie dwanascie zapatek, po lewej zas —
tylko cztery peczki zamiast poprzednich pieciu.

Usuniemy teraz osiem zapatek z dwunastu, znajdujacych
sie po prawej stronie — pozostanie cztery; po usunieciu za$
jednego peczka z czterech, pozostatych po lewej stronie, po-
zostanie ich trzy.

ZnalezliSmy wiec roznice:

trzy peczki cztery zapatki
lub trzydziesci cztery.

W podobnych przyktadach trzeba umieé¢ odejmowac liczbe,
mniejszg od dziesieciu, od liczby wprawdzie wiekszej od dzie-
sieciu, lecz zawsze mniejszej od dwudziestu.

Te rbznice, niezbedne przy odejmowaniu liczb, utrwa-
limy w pamieci dziecka, przerabiajac z nim wiele odpowiednio
urozmaiconych c¢wiczen. Nie idzie zatym, aby dziecko umiato
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je recytowa¢ na pamiec: ciggte ¢éwiczenia nie pozwolg mu ich
zapomniec.

Zwracamy w koncu uwage, ze wieksza z dwuch liczb,
na ktérych wykonywamy odejmowanie, powinna by¢é mniej-
sza od stu, poniewaz dotad nie umiemy dalej liczyd.

8. Tysiace i1 miljony.

Jak dotad, umiemy liczy¢ do stu. Juzci, jestto duza liczba,
kiedy chodzi o wiek pewnej osoby, wyrazony latami; czio,
wiek liczacy sto lat jest bardzo stary, za$ starcy stuletni sa
rzadkoscig. W innych jednak wypadkach, kiedy n. p. liczy-
my ziarna zboza, ta sama liczba jest bardzo malg: garstka,
ztozona ze stu takich ziaren, nie wystarczylaby do nakarmie-
nia dziecka w ciggu jednego dnia Nie mozemy przeto zatrzy-
ma¢ sie w tym punkcie, do ktérego doszliSmy, lecz nalezy
posung¢ sie znacznie dalej w szeregu liczb, co zreszta nie
sprawi nam trudnosci.

Otrzymalismy liczbe sto, potaczywszy pojedyncze zapatki
w peczki po dziesieé, nastepnie zas$ polgczywszy dziesie¢ pecz-
kéw w jedng wigzke, ktéra zawiera jedng setke lub sto za-
patek. Polgczmy dalej dziesie¢ wiazek w pek, z dziesieciu
pekéw utwoérzmy skrzynke, z dziesieciu skrzynek — kosz™
z dziesieciu koszy — pake, z dziesieciu pak — w0z, z dzie-
sieciu wozéw — wagon, wreszcie z dziesieciu wagonéw —
pociag.

Przytaczamy nazwy liczb, otrzymanych w ten sposob.

Jedna zapatka to jednos¢.

Paczek zawiera dziesigc zapatek lub jedna dziesigtka.

Wiazka, ztozona z dziesieciu peczkoéw — sto zapatek lub
jedng setka.

Pak czyli dziesie¢ wigzek — tysigc zapatek.
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Skrzynka czyli dziesie¢ pekdéw — dziesie¢ tysiecy za-
patek lub jedng dziesigtke tysiecy.

Kosz czyli dziesie¢ skrzynek — sto tysiecy zapatek lub
jedng setke tysiecy.

Paka czyli dziesie¢ koszy — miljon zapatek.

W06z czyli dziesie¢ pak — dziesie¢ miljonéw zapatek lub

tjedng dziesigtke miljonow.

Wagon czyli dziesie¢ wozéw — sto miljonéw zapatek
lub jedng setke miljondw.

Pociag czyli dziesieg¢ wagonéw — miljard zapatek.

Moglibysmy tworzy¢ w podobny spos6b coraz to wieksze
liczby, lecz liczba miljard wystarcza do uzytku zwykiego.
Aby wytworzy¢ sobie pewne pojecie o tej liczbie, zauwazy-
my, ze umiesciwszy obok siebie miljard zwyczajnych zapatek,
otrzymaliby$Smy sznur dtuzszy od obwodu kuli ziemskiej

GdybySmy chcieli przeliczy¢ miljard zapatek po jednej™
zuzywajac na kazdg jedng sekunde i przeznaczajgc na ten
drobny rachunek dziesie¢ godzin dziennie, musielibysmy liczy¢
siedemdziesiat sze$¢ lat z gbérg. Przyznacie chyba, ze byloby
to zajecie przydtugie, troche nudne i zgota bezuzyteczne.

Przystagpmy teraz do przeliczenia duzej garsci zapalek
i wtym celu powiazmy je najprzéd w peczki po dziesiec,
ktadac z prawej strony zapatki, pozostate po utworzeniu ostat-
niego peczka; przypusémy, ze pozostaty trzy zapatki. Z pecz-
kéw tworzymy wigzki, uzywajgc po dziesie¢ peczkéw na jedna,
i pozostate peczki, n. p. osiem, umieszczamy z lewej strony
obok trzech zapalek.

taczac dalej po dziesie¢ wigzek w peki, otrzymamy n. p.
pie¢ zbywajacych wiazek, ktdére znowu umiescimy z lewej strony
obok osmiu peczkéw; pekéw zas w ten sposGb utworzonych
niech bedzie szesc¢.

Czynnos¢ liczenia zostata juz ukonczona, umieszczamy
zatym sze$¢ pekéw z lewej strony obok pieciu wigzek
i otrzymujemy szukang liczbe zapatek:
sze$¢ pekow, pieé wiazek, osiem peczkow, trzy zapaikki, lub:
sze$¢ tysiecy piecset osiemdziesigt trzy zapatek.
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Formujgc tylko peczki i wigzki, mozemy liczy¢ az do
tysigca i utworzyé wszystkie liczby mniejsze od tysigca, pa-
mietajgc zawsze, ze wyrazenia:

wiazka, peczek, pojedyncza zapatka
oznaczajg odpowiednio:
sto zapalek, dziesie¢ zapatek, jedna zapatka.

Jezeli liczba, ktérg mamy napisa¢, nie zawiera pojedyn-
czych zapatek lub peczkéw tychze, nie sprawia nam to zad-
nej trudnosci.

Naprzykiad, w liczbie:

osiem wigzek sze$¢ peczkow
mamy osiemset sze$édziesiat zapatek, a liczba:
pie¢ wigzek trzy zapatki
zawiera pieéset trzy zapalek.

Niech dziecko tworzy wiele liczb mniejszych od tysigca,
niech wykona wskazanym wyzej sposobem wiele dodawan
i odejmowan, rozciggajac je obecnie juz i na wigzki, zamiast
poprzestawac, jak dotad, na peczkach.

Nalezy teraz zauwazyé, ze liczby dziesie¢ i sto lub dzie-
sigtka i setka powtarzajg sie wielokrotnie w szeregu liczb.

Wiec:
zapatka | jeden
peczek . 0znaczaja jedna dziesigtka
wigzka | jedna setka
pek | jeden tysigc
skrzynka [ . jedna dziesigtka tysiaca |,
kosz jedna setka tysiecy
paka 1 jeden miljon
woz jedna dziesigtka miljonéw
wagon jedna setka miljonéw”

Wskutek tego pewien zbi6r tysiecy lub miljonéw moze
by¢ tak przeliczony, jak gars¢ pojedynczych zapatek od jed-
. Nigj do tysigca. Naprzykiad, w zbiorach:
trzy wagony dwa wozy siedem pak
jeden kosz dziewie¢ pekow
cztery wigzki pie¢ peczkéw
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zawierajg sie nastepujgce liczby zapatek:
trzysta dwadziescia siedem miljonéw
sto dziewieé tysiecy zapatek.
czterysta piecdziesiat |

Mozna przerobié¢ z dzieckiem Kkilka podobnych przykia-
doéw, lecz tymczasem nie nalezy kitas¢ nacisku na zbyt wiel-
kie liczby. Poprzestanmy na peczkach i wigzkach, dobie-
rajac conajwyzej peki.

We wszystkich poprzednich przykiladach przestrzegalismy)
aby zapatki klas¢ po prawej stronie, peczki (dziesigtki) po
lewej stronie zapatek, wigzki (setki) — nalewo od peczkéw
i t d Chociaz takie postepowanie nie stanowi koniecznego
warunku liczenia, zaleca sie jednak, jako dogodne i wprowa-
dzajace do niego pewien tad. Dziecko, oswojone nalezycie
z takim sposobem ukladania zapalek, uzna go w nastepstwie
za zupetnie naturalny, przekonawszy sie 0 jego niezbednosci
w rachunkach.

Gdybysmy zechcieli utworzy¢ z zapatek wszystkie liczby,
0 ktérych dotad méwiliSmy, a o ktérych trzeba byto moéwié,
aby je utrwali¢ w umysle dziecka, musielibySmy zgromadzic¢
takie ilosci tych liczmanéw (nawet nie posuwajgc do wago-
noéw), ze sprawitoby to nam troche klopotu, poniewaz nietatwo
bytoby je utozy¢ nastole lub na arkuszu papieru. Zobaczymy
jednak zaraz, jak mozna zaradzi¢ tej trudnosci i pokaza¢ ma-
temu rachmistrzowi, ktéry nie umie jeszcze czytaé biegle, ani
pisa¢, ze doskonale potrafi manipulowaé temi ogromnemi
liczbami.

9. ROznokolorowe liezmany.

Kazdy przyzna, ze kiopotliwa to rzecz mie¢ do czynienia
z tyloma peczkami i wigzkami, kiedy chcemy przeliczy¢ za-
patki chocby tylko do tysigca. Zastgpmy przeto zapatki in-
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nemi liczmanami, n. p. biatemi krazkami, wiedzac, ze wskutek
takiej zamiany nic sie nie zmieni w rachunkach, poniewaz,
jak to wyjasniono wyzej, pojecie liczby stosuje sie do jakich-
kolwiek przedmiotéw. Uzywajgc nastepnie czerwonych licz-
mandw zamiast peczkéw, ukatwimy sobie znacznie manipu-
lacje liczenia, w razie za$ potrzeby jeden liczman czerwony
mozemy zastgpi¢ dziesiecioma bialemi. W podobny sposéb:
wiazki zastgpimy liczmanami pomaranczowemi, peki — z0l-
temi, skrzynki — zielonemi, kosze — biekitnenai, paki — nie-
bieskiemi, wozy—fioletowemi, wagony — czarnemi, wreszcie
pociggi — znowu biatemi, lecz innego ksztaltu, np. wydtu-
zonemi.

Liczmany wiec i liczby odpowiadajg sobie wzajemnie
w sposéb nastepujacy:

pociagi, wagony, wozy, paki, kosze,

zapatki skrzynki, peki, wiazki, peczki, zapatki,

wydtuzone biate, czarne, fioletowe, niebies., biek.,

liczmany ' b ) ]
zielone, z6ke, pomaranczowe, czerwone, biale;

miljardy, setki miljonéw, dziesigtki miljondw,
liczby miljony, setki tysiecy, dziesiatki tysiecy, tysigce,
setki, dziesiagtki, jednosci.

Przy pomocy opisanych liczmanow mozemy wyrazié jaka-
kolwiek liczbe az do miljarda, a nawet wieksza, nie sprowa-
dzajgc zapatek pakami, wagonami lub pociggami. Mozemy
rowniez wykonywaé¢ dodawanie i odejmowanie, pamietajgc
tjdko, ze jeden liczman czerwony rdéwna sie dziesieciu bia-
tym, jeden pomaranczowy - dziesieciu czerwonym i t. d.

Zdawatoby sie na pozoér, ze mozna zastagpi¢ liczmany
biate monetami kopiejkowemi, czerwone — dziesiecio-kdpiej-
kowemi, pomaranczowe — stukopiejkowemi (czyli rublowenn)
i t. d Lecz po pewnym zastanowieniu przekonamy sie, ze po-
dobna zamiana wymagataby pokaZznego majgtku, gdyz na
oznaczenie miljarda musielibySmy uzy¢ monety, majgcej war-
tos¢ dziesieciu miljonéw rubli. Poniewaz, w dodatku, men-
nica nie wybija takich monet, jako niepraktycznych, zacho-
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wajmy lepiej dotychczasowe znaki i niechaj wydtuzony licz-
man biaty bedzie i nadal obrazem jednego miljarda.
Podobnie jak zapatki, ich peczki, wigzki, i t. d., liczmany,
stosownie do ich barwy i ksztaltu, powinny by¢ ukladane
obok siebie w nastepujacym porzadku, liczagc od prawej reki:

wydtu- fioleto- niebies- blekit- . . poma- czerwo- .
zone czarne we kie ne zielone  zoHe ran- ne biate
biate ,czowe

Woystarczy rzuci¢ okiem na powyzsza tabliczke, aby wie-
dzie¢, jakiego koloru liczman ma by¢ potozony na pewnym
miejscu, liczonym od prawej reki.

10. Cyfry.

Positkujac sie opisanemi liczmanami, potrafimy napisa¢
kazda liczbe do dziesieciu miljardéw wiacznie, a nawet po-
trafilibySmy napisa¢ liczby znacznie wieksze, obmysliwszy
nowe liczmany. Kladziemy mianowicie na miejscach, prze-
znaczonych na biate, czerwone i t. d. liczmany (czyli na jed-
nosci, dziesigtki i t d.), pewna ich liczbe, ktéra jest zawsze
mniejszg od dziesigciu.

tatwo zrozumie¢, ze poznanie sposobu, uwalniajgcego
nas od przeliczania za kazdym razem biatych, czerwonych
i t.d liczmandw, znacznie utatwi odczytywanie liczb; poniewaz
za$ nasz maly uczen umie juz troche pisa¢, wprawiajmy go
w kreSlenie znakdw, wyobrazajacych pierwsze dziesie¢ liczb
i zwanych cyframi.

Te znaki czyli cyfry sg nastepujace:
jeden dwa trzy cztery pie¢ szes¢ siedem osiem dziewieé

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Niech dziecko, z otéwkiem lub piérem w reku, wprawia sie
w pisanie cyfr prosto, bez upiekszen i jednym pociggnieciem
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piora, z wyjatkiem 4, ktéra pisze sie dwoma pociggnieciami;
dobrze jest z poczatku pisa¢ cyfry na tabliczce kratkowanej
lub takimze papierze, aby wszystkie posiadaty jednakowawy-
soko$¢. Wprawa i bieglto$¢ pod tym wzgledem sg bardzo
wazne i wprost niezbedne przy dalszych rachunkach.

W zasadzie nalezy zaleca¢ nastepujacy ksztatt cyfr:
W Mozna przyto-

173 L. y b /&9 s%/cjakoj OSOb|I-

wos¢, twierdzenie
kilku starszych pisarzy (niezupetnie zresztg pewne), ze ksztatt

wszystkich cyfr da sie wyprowadzi¢ z figury <
mianowicie:
Przedewszystkim
trzeba zalecaé dzieciom,
*12 3 4 S 6 1 9 0 aby liczby, wyrazone
zapatkami, wyrazaty przy pomocy uzywanych juz liczmandw,
nastepnie zas—przy pomocy cyfr, dobierajgc narazie tatwiej-
sze przykiady. Zauwazymy przytym, ze niema potrzeby uzy-
wania roznokolorowych cyfr, poniewaz miejsce zajmowane przez
cyfre poucza nas dostatecznie, czy ta oznaczajednosci, czy tez
dziesigtki, setki it. d. (lub tez liczmany biate, czerwone, poma-
ranczowe i t. d., lub wreszcie zapaiki, ich peczki, wiazkiit. d.).
Trzeba jednak uwzgledni¢ jedng wazng okolicznosc.
Kiedysmy, mianowicie, pisali liczby przy pomocy licz-
mandw, nie kladliSmy zadnego na oznaczonym miejscu, jezeli licz-
ba nie zawierata wcale liczmandéw odpowiedniej barwy. Ponie-
waz za$ obecnie rozrézniamy cyfry nie barwami, lecz miejs-
cem przez nie zajmowanym, gdyby nam przeto wypadito nie
pisa¢ zadnej cyfry na pewnym miejscu, nalezatoby to Nazna-
czy¢ szerszym odstepem miedzy dwiema sasiedniemi cyframi,
do czego nietatwo sie przyzwyczai¢; w przeciwnym razie wy-
niknetoby pomieszanie wartosci cyfr. Gdyby sie nadto
przytrafito, ze brakuje cyfry jednosci, nie sposdb bytoby prze-
kona¢ sig, co oznacza ostatnia cyfra. Aby unikng¢ tych wszyst-
kich szkoputdéw, piszemy na pustych miejscach okragty znak O,
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ktéry zowiemy zereml), ten znak nie posiada zadnej wartosci,
lecz tylko zajmuje miejsce. Moznaby poréwnaé zero z wier-
nym strozem domu, ktéry moéwi: ,,Niema tu nikogo, pomimo
to ja, ktéry nic nie znacze i ktérego ludzie nie biorg w ra-
chube, nie puszcze nikogo.“

Zapoznawszy dzieci z cyframi, dyktujmy im czesto liczby
i polecajmy odczytywa¢ napisane, urozmaicajgc odpowiednio
przyktady, w ktorych zero powinno sie powtarzacjaknajczes-
ciej. Jezeli posiadamy kilku ucznidéw, mozemy podrazni¢ zlek-
ka ich ambicje i zacheci¢ malcow do wspdizawodnictwa
w szybkim i bieglym pisaniu i odczytywaniu liczb. Po pew-
nym przeciggu czasu, kiedy nasi miodociani uczniowie nabrali
juz niejakiej wprawy, oswiadczmy im, ze nauczyli sie licze-
nia piSmiennego.

Teraz dobrze jest powrdci¢ do przyktadéw na dodawa-
nie i odejmowanie, rozwigzywanych poprzednio przy pomocy
zapatek lub kolorowych liczmanoéw, i przerobi¢ je, positkujac
sie cyframi. Przedewszystkim jednak zrobimy kilka uwag,
ktére przedtym bylyby nie na miejscu.

Pierwszg uwage nastrecza dodawanie, przy ktorym dziec-
ko powinno méwic¢ jaknajmniej, unikajgc takich niepotrzeb-
nych frazesow, jak: ,pisze pewng cyfre, w pamieci za$ taka
a taka liczba“. Aby sie jasniej wytlumaczyé¢, przytaczam
przyktad dodawania, ktéry nalezy oddaé¢ ustnie w sposob
nastepujacy.

7 a 4 jedenascie, a 8 dziewietnascie, a 9 dwa- 3087
dziesScia osiem, a 4 trzydziesci dwa. W tym miejs- 6944
cu, nic nie mowiagc, piszemy 2, poczym dodajemy 560
w dalszym ciggu: z przeniesienia 3 a 8 jedenascie, 208
a 4 pietnascie, a sze$¢ dwadziesScia jeden, a 2 29
dwadziescia trzy (piszemy 3). 2004

Z przeniesienia 2 a 9 jednascie, a 5 szes- 12832

nascie, a 2 osiemnascie (piszemy osiem). Z przeniesienia

Nie wiemy, kto byt wynalazca zera, lecz zdaje sieg, ze ten gie-
njalny pomyst nalezy przypisa¢ Indom.
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1 a 3 cztery, a 6 dziesie¢, a 2 dwanascie, poczym piszemy 2,
obok za$ z lewej strony 1. Wreszcie odczytujemy sume;
dwanascie tysiecy osiemset trzydziesci dwa.

Druga uwaga tyczy sie odejmowania, w tych mianowi-
cie przypadkach, kiedy w odjemnej znajdujemy na pew-
nym miejscu cyfre mniejsza od odpowiedniej cyfry odjemnika.
Powrdémy do przyktadu w rozdz. 7, w ktérym od 52 odej-
mowalismy 18, i wyrazimy cyframi manipulacje, uskutecznio-
ng poprzednio przy pomocy zapatek:

52 4 . 12
18 1 3
34 3 4

Lecz poniewaz popierwsze chodzi o to, aby przed
znalezieniem réznicy nie potrzeba bylo pisa¢ innych liczb
oprécz danych 52 i 18, powtére za$ moze sie fatwo przy-
trafi¢, iz zapomnimy o tym, ze w odjemnej pozostaty po po-
zyczeniu jednej tylko cztery dziesigtki, zamiast pierwotnych
pieciu, postgpimy inaczej, zauwazywszy, ze zamiast odjg¢ 1 od
4 mozemy, nie zmieniajgc rezultatu, odja¢ 2 od 5 Przepro-
wadzimy przeto odejmowanie tak: 8 od dwunastu 4 (piszemy 4),
Z przeniesienia 1 a 1 dwa, od 5 trzy. Trzeba sie przeto przy-
zwyczai¢ do przenoszenia 1 do odjemnika za kazdym razem,
kiedy poprzednig cyfre odjemnej powiekszyliSmy o dziesied.

Wedtug powyzszych wskazéwek nalezy przerobi¢ z dziec-
kiem wiele przykiadéw na odejmowanie i dodawanie, ktore
je niewatpliwie zainteresuja, jezeli odtozymy na p6zniej wszel-
kie teoretyczne wyjasnienia. W razie zaklopotania, dajcie
mu ponownie zapatki lub kolorowe liczmany, pamietajac, ze
chodzi nam tylko o nauke rachunku, nie dazymy za$ bynaj-
mniej do obcigzenia umystu dzieciecego niezrozumiatemi wy-
razami. Przystuchujcie sie pilnie uwagom, ktéremi dziecko
dzieli sie z wami od czasu do czasu, i nie wahajcie sie po-
wraca¢ do dawniejszych lekcji, gdyz tylko w ten sposéb umyst
dziecka potrafi z czasem utozsamié¢ nowe liczby, pisane cyfra-
mi, z dawniejszemi zbiorami zapatek, kolorowych liczmanow
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i, wogodle, jakichkolwiek przedmiotéw. Przedewszystkim je-
dnak, nie przedtuzajcie zbytnio pogawedek, aby nie ostabié
zainteresowania sie dziecka przedmiotem i nie wywotaé zme-
czenia, tej Smiertelnej plagi nauczania.

11 Szereg patyczkow.

Wezmy trzy garstki zapalek, sktadajgce sie odpowiednio
z 5 3i 4 sztuk, i utézmy je obok siebie w tym samym kie-
runku tak, aby sie stykaly koricami. Szereg, utworzony w ten
spos6b, bedzie miat ditugos¢ 12 zapalek czyli bedzie sumg
liczb, odpowiadajgcych trzem danym garstkom. Otrzymali-
bysmy ten sam wynik, zastgpiwszy wszystkie zapatki pierw-
szej garstki jednym patyczkiem dlugosci 5 zapatek, zapaiki
drugiej garstki—patyczkiem diugosci 3 zapatek, wreszcie za-
patki trzeciej garstki—patyczkiem ditugosci 4 zapatek.

Tak samo postapilibysmy z liczbami wiekszemi i wzie-
temi w dowolnej ilosci; cata réznica polegataby na tym, ze
patyczki bylyby diluzsze i byloby ich wiecej.

Przekonywamy sie wiec, ze: 1) kazda liczbe mozna za-
stgpi¢ patyczkiem odpowiedniej diugosci; 2) aby znalezé sume
kilku liczb, nalezy utozy¢ obok siebie odpowiadajgce im pa-
tyczki tak, aby przystawaly do siebie konicami, poczym dtu-
gos$é utworzonego szeregu bedzie szukang suma.

12. Linja prosta.

Patyczki, o ktorych dopiero co moéwiliSmy, nalezy tak
uktadaé obok siebie, aby tworzyly linjg prostg. Co6z to jest
jednak linja prosta lub, jak sie moéwi krécej, prosta? Wy-
twarzamy sobie pojecie o prostej, patrzac na kreske, nakre-
$long cienko zatemperowanym otéwkiem wzdluz dobrego
linjatu, lub na bardzo cienka nitke, np. na wios, napiety po-
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miedzy dwiema podstawkami. Tak utworzone pojecie wystar-
czy nam w zupetnosci; zrozumiemy, ze gdyby, naprzykiad,
linjat byt dluzszy lub arkusz papieru szerszy, mogliby$my
przedtuzyé nakres$long prosta po za obydwajej konhce; ponie-
waz za$ niema powodu, aby to przedtuzenie stato sie w pe-
wnym miejscu niemozliwym, tatwo zrozumiemy, ze prostajest
figurg nieograniczong. Wprawdzie bedziemy jg zawsze roz-
wazali w pewnych, potrzebnych nam, granicach, lecz te gra-
nice zawsze mozna dowolnie rozszerzyc.
Jezeli na prostej (fig. 6) obierzemy dwa punkty A i B,
to cze$¢ prostej AB, zawarta mie-i

ii R dzy niemi, nazywa sie odcinkiem pro.
siej. Patyczki, ktérych uzywaliSmy
fig'b w poprzednim rozdziale, przystajg do

odcinkdw prostej, posiadajgcych te samg, co i one diugosé

Powracajac do przykladu z poprzedniego rozdziatu,
obierzemy prostg (fig. 7) i na niej dowolny punkt O, od kt6-
rego odmierzymy odcinek OA dtugi, ’
jak 1-szy patyczek,, na 5 zapae”™> 0 A b ~c
nastepnie odmierzymy od punktu A, -

w tym samym kierunku, drugi odci-

nek AB, posiadajacy, jak 2-gi paty- Fig. 7

czek, diugos¢ 3 zapatek; wreszcie

umiescimy na prostej, w podobny sposob, obok pierwszych
dwuch, trzeci odcinek BC, dhugi, jak i 3-ci patyczek, na 4 za-
patki. Diugos$é utworzonego odcinka OC rowna sie 12 zapat-
kom czyli sumie liczb 5, 3 i 4.

Dodawanie wiec liczb, patyczkéw, odcinkéw prowadzi
do tego samego rezultatu, wykonywa sie za§ w ten sposob,
ze patyczki lub odcinki umieszczamy obok siebie tak, aby
stykaty sie koricami.

To umieszczanie obok siebie albo tez odmierza-
nie odcinkéw od pewnego punktu powinno sie koniecznie
odbywaé w pewnym statym kierunku na prostej, za ktoéry,
\v dalszym ciggu, bedziemy zawsze uwazali kierunek od lewej
reki ku prawej.



Tworzac przeto na prostej (fig. 7) sumy dowolnej liczby
odcinkéw, otrzymamy odcinki dowolnej dtugosci, lecz tylko
po prawej, nie po lewej stronie punktu O.

13. Tworzenie rdéznie przy pomocy
zapatek.

Positkujgc sie zapatkami, mozemy z réwng tatwoscig
utworzy¢ roznice dwuch liczb, jak przedtym tworzyliSmy su-
me dwuch lub Kilku liczb. Mamy, naprzykiad, odja¢ 4 od 11.
Umiescimy w tym celu na prostej 11 zapalek obok siebie
w ten spos6b, aby poczatek kazdej stykat sie z koncem po-
przedniej, poczym z prawego konhca otrzymanego szeregu
usuniemy 4 zapatki; pozostate 7 zapalek wyobrazajg réznice
liczb 11 i 4.

GdybySmy zamiast 11 zapalek umiescili na powyzszej
prostej patyczek takiej samej diugosci, nalezatoby, w celu
znalezienia zadanej r6znicy, odtamac¢ od niego kawalek, dtugi
na 4 zapalki.

Mamy jednak inny sposéb na wynalezienie roznicy, kto-
ry stanie sie odrazu zrozumiatym, jesli patyczki zastgpimy
odcinkami prostej (fig. 8). Odmierz-
my, mianowicie, na prostej od punktu " 0- ' a
O odcinek OB, dilugi na 11 zapatek,
nastepnie zas od punktu B drugi Flg' 8
diugosci 4 zapalek, lecz zamiast skierowa¢ go na prawo, ha-
damy mu kierunek przeciwny BC od prawej reki ku lewej;
dlugo$¢ odcinka OC bedzie wyobrazata szukang roézni-
ce 7.

Strescimy powyzsze zasady dodawania i odejmowania,
mowigc, ze przy dodawaniu kilku odcinkédw umieszczamy je
obok siebie na prostej w tym samym kierunku, przy odejmo-
waniu zas dwuch odcinkéw umieszczamy drugi na tej samej
prostej, co i pierwszy, i rowniez tak, aby jego poczatek sty-

3
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kat sie z koricem pierwszego, lecz nrdajemy mu kierunek
przeciwny wzgledem pierwszego.

Wszystko, coSmy dotad powiedzieli, jest nietylko tatwe,
lecz i oczywiste; wystarczy tez pewne urozmaicenie przykia-
déw, aby zainteresowa¢ dziecko. Zachecajmy je wiec bez
obawy znudzenia, aby jaknajwiecej manipulowato z zapatkami
i patyczkami i odtwarzato na tabliczce lub papierze wyko-
nywane w ten spos6b dziatania.

Niebawem wasz maty uczeh wkroczy w dziedziny ,,wyz-
szej nauki“. Gdybyscie zauwazyli, ze zaczyna sie tym pysz-
ni¢, uspokojcie goi powstrzymajcie ten objaw uwaga, ze po-
pierwsze algiebra jest najlatwiejszg dziedzing nauk matema-
tycznych, powtdére — wasz uczenn naprawde niczego jeszcze
nie umie i niczego sie nie uczyt, gdyz dotychczasowe jego
zajecia byly tylko zabawami, z ktoérych skorzysta dopiero
w przysztosci, zachowawszy je w pamieci.

14. WKkraczamy w. dziedzine algiebry.

Potrafimy juz tworzy¢ sumy przy pomocy dodawania,
oraz roznice przy pomocy odejmowania. Dodawszy, naprzy-
kfad, liczby 8, 5 i 14, znajdziemy sume 27. Poniewaz na
oznaczenie dodawania obmyslono znak -f, ktory wymawia-
my wiecej, nha oznaczenie za$ rownosci symbol wymawiany
jest réwny, przeto przytoczony rezultat mozemy wyrazi¢
pismiennie

8+ 5-f-14=27
i odczyta¢: 8 wiecej 5 wiecej 14 jest rowne 27.

Przy odejmowaniu postugujemy sie znakiem —, ktory

wymawiamy mniej. Jezeli wiec napiszemy

—5—2,

nalezy czytaé: 7 mniej pie¢ réwna sie 2, co znaczy, ze, od-
jawszy 5 od 7, otrzymamy réznice 2.



K.

Wiemy juz, ze dodawanie i odejmowanie mozna uzmy-
stowi¢ przy pomocy patyczkéw lub odcinkéw. Spojrzawszy
np. na figure 7, odrazu spostrzezemy, ze wyraza ona ha-
stepujace dodawanie:

5+3+4=12,

ktéremu mozemy nada¢ jeszcze inng postaé, dodajac odpo-

wiednie odcinki:
OA+-AB+BC - OC.

Podobnie figura 8 oznacza:
11-4=7.

Dajmy dziecku wiecej podobnych przykiadéw, zalecajac
mu przedstawiaé¢ dziatania w tych réznych postaciach.

tatwo zrozumieé, ze, zamiast liczb 8, 5i 14 lub 5 3i4
w poprzednich przykitadach, mozna wzig¢ jakiekolwiek inne.
Jezeli te dowolne liczby oznaczymy literami a, b, ¢ i napi-
szemy a-\-b \c—s, otrzymamy sume jakichkolwiek trzech
liczb, ktéra w pierwszym przyktadzie réwna sie 27, w dru-
gim za$ 12.

Rowniez wyrazenie a—O0=r oznacza, ze po odjeciu b
od a otrzymamy réznice r. Na figurze 8 mamy np.:. 3a=IlI,
b—4, r=7,

Poniewaz czesto jest rzecza bardzo dogodng wskazac
dziatania odpowiedniemi znakami, liczby za$ zastgpic literami,
przyzwyczajmy sie zawczasu do tego sposobu przedstawiania
dziatan i liczb, aby skorzysta¢ z niego w przysztosci i oszcze-
dzi¢ sobie niemato pracy. Dobrze jest nawet wiedzieé, co
oznaczajg wyrazenia

()+ ()l ()- ()

w ktdrych nawiasy zawierajg inne wyrazenia; nalezy tylko
pamieta¢, ze kazde wyrazenie zawarte w hawiasie powinno
by¢ zastgpione liczbg, ktorg otrzymamy po wykonaniu wska-
zanych dziatah. Naprzyktad, wyrazenie

(a—b) — {c—d) +- (e—)



po zastgpieniu w nim liter
a, bocd ef
10, 2, 9,6, 7, 5

liczbami

przybierze warto$¢

(10—2) — (9—6) + (7—5) lub
8—3+2 czyli 7.

Powyzsze sposoby pisania nazywajg sie czasem algie-
braicznemi. Nie chodzi nam tu jednak o nazwe, lecz o rzecz,
a W nastepstwie poznamy rzeczy istotnie nowe.

Mozemy zawsze doda¢ bez przeszkody ilekolwiek liczb:
kilka garsci grochu mozna zawsze potaczy¢ wijedng. Innemi
stowy, dodawanie jest zawsze mozliwe, czy je wykonywamy
przy pomocy cyfr, czy tez positkujemy sie kolorowemi licz-
manami, zapatkami, patyczkami lub odcinkami prostej.

Inaczej ma sie rzecz z odejmowaniem, gdyz od 7 licz-
mandéw, naprzyktad, nie sposob odjgé 10 liczmandw.
Zastepujgc jednak w danym wypadku odejmowanie licz-
manoéw odejmowaniem odcinkéw, jak to wyjasniono wyzej
na figurze 8, odmierzmy na prostej odci-
c o b nek OB dilugosci 7 zapatek (fig. 9), na-
Pig 9. stepnie od konca B tego odcinka od-
mierzmy w kierunku przeciwnym drugi
odcinek BC, ktérego diugosé, 10 zapatek, réwna sie odje-
mnikowi. Przytoczone wykreSlenie jest zawsze mozliwe,
w danym za$ wypadku daje jako réznice odcinek OC, majacy
dtugos¢ 3 zapalek, lecz skierowany na lewo.

Otrzymana liczba nazywa sie ujemng. Piszemy jg — 3,
wymawiamy mniej 3, oraz mozemy napisa¢ 7—10=3. Wpro-
*wadzenie liczb ujemnych umozliwito wiec odejmowanie we
wszystkich przypadkach, podczas kiedy odejmowanie w dzie-
dzinie liczb zwyktych, nazwanych dla odréznienia od tam-
tych dodatniemi, niezawsze jest mozliwe.
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Na figurze 10 caty promien, skierowany na prawo od
punktu O, wyobraza dziedzine liczb dodatnich, czyli dzie-
dzine arytmetyki (strzatka 1), caly za$ lewy promien (strzal-
ka 2) wyobraza dziedzine liczb ujemnych. Obydwa promie-

"L_iczby 2 i Liczby_
ujemne 0 * dodatnie.
Fig. 10.

nie, tworzace calg prostg z jej dwoma wprost przeciwnemi
kierunkami, wyobrazajg dziedzine algiebry.

Odtad, wyrazajgc liczby patyczkami lub odcinkami, mu-
simy zwraca¢ uwage na ich kierunek czyli na znak liczby/
Bedzie wiec (fig. 9) dodatni odcinek OB wyrazat liczbe 7
lub 47, odcinek zas OC bedziemy uwazali za ujemny, ktore-
mu odpowiada liczba ujemna—3.

Dla unikniecia nieporozumieh jeden z dwuch koricow
kazdego odcinka bedziemy nazywali poczatkiem, drugi zas—
koncem danego odcinka, a za kierunek tegoz bedziemy stale
uwazali kierunek, w ktéorym porusza sie punkt na odcinku
od jego poczatku ku koncowi. Mowigc lub piszac odcinek
AB, bedziemy uwazali punkt A za poczatek, punkt B za ko-
niec odcinka. Aby przeto odr6znia¢ z tatwoscig poczatek od
konca, zmienimy nieco uzywane dotad, jako liczmany, zapatki,
poczerniwszy tuszem (ktory jest farbg nieszkodliwg) jeden
koniec kazdej z nich, poczym koniec niepoczerniony bedzie-
my uwazali za poczatek zapatki. Wskutek takiej umowy,
jezeli np. utozymy w szeregu trzy zapatki, skierowawszy na
prawo ich poczernione konce, wyrazimy liczbe-f-3, dwie za-
patki obok siebie, ktérych korice poczernione sa skierowane
na lewo, przedstawiajg liczbe—2, i t. d.

Moéwimy, ze dodajemy jedng liczbe do drugiej, jezeli
umieszczamy obok siebie na prostej odcinki odpowiednigj
dtugosci i kierunku, wyobrazajgce dane liczby. Tak, naprzy-
kfad, aby do 11 doda¢—4, odmierzamy na prostej odcinek OB,
diugi na 11 zapatek i skierowany na prawo, nastepnie od
punktu B odmierzamy odcinek, ditugi na 4 zapatki, lecz skie-
rowany na lewo. Poniewaz jednak postepowalismy tak samo
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(fig. 8) przy wynajdywaniu réznicy 11 — 4, mozemy przeto
napisac
1+ (-4)=10—4=1,

czyli odejmowanie mozna zastapi¢ dodawaniem.

Urozmaicajac dowoli przykiady na liczby ujemne, ilustru-
jac je poczernionemi zapatkami, uzywajac wreszcie, jezeli za-
chodzi potrzeba, patyczkoéw, diuzszych kilkakrotnie od zapa-
tek i réwniez poczernionych na koncach, oswoimy tatwo
dziecko z prostym a jednocze$nie niezbednym pojeciem
znaku i kierunku.

Zapewne, moze sie przytrafi¢, ze liczby ujemne sprawig
na razie pewien klopot poczatkujgcemu, lecz wystarczy mu
przytoczy¢ stosowne przyklady, a wyjasni sobie nalezycie
wiasciwg nature tych liczb.

Zarzucaja, ze liczba nie moze byé mniejsza od niczego
czyli od zera, a jednak méwi sie czesto w zyciu codziennym,
ze termometr wskazuje tyle a tyle stopni nizej zera. Kiedy
zamierzamy wskaza¢ wysoko$¢ pewnego punktu nad pozio-
mem morza, rozumiemy doskonale, ze punkt, znajdujgcy sie
w giebinie morskiej, lezy pod poziomem. Kiedy wyszedszy
ze swego mieszkania, zmierzylem droge, przebytg w pewnym
kierunku, nastepnie za$ odbylem te droge z powrotem, zdaje
sobie sprawe z tego, ze tych dwuch drég o kierunkach przeciw-
nych nie moge wyrazi¢ ta sama liczbg. Cztowieka, nie posiadaja-
cego majatku, lecz i nie majgcego dtugdw, nie mozna uwazac
za bogatego; gdyby jednak los zrzadzil, ze pozbywszy sie ma-
jatku, pozostat jeszcze z dlugami, moznaby byto o nim po-
wiedzie¢, ze posiada mniej, niz nic, ze majatek jego jest uje-
mny. Korek posiada pewien ciezar, poniewaz upuszczony
w powietrzu spada na dék, zanurzony jednak w wodzie i pusz-
czony swobodnie podnosi sie w gére, a wiec jego ciezar stat
sie, przynajmniej pozornie, ujemnym. Jednym stowem, liczby
ujemne nie tylko nie majg w sobie nic tajemniczego, lecz,
przeciwnie, stosuja sie w spos6b najzupetniej naturalny do
wszystkich tych wielkosci (a takich nie brak), ktére z istoty
swej mogg nam sie przedstawia¢ w dwuch wprost przeciwnych
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stanach, jako to: ciepto i zimno, wysoko i nizko, majgtek
i dhug, przysztos¢ i przesztos¢ i t. d.

Positkujgc sie konkretnemi przyktadami i urozmaicajgc
swe wyjasnienia manipulacjami z zapatkami i patyczkami, po-
traficie zainteresowac przedmiotem nawet mate dzieci i utrwa-
li¢ w ich umystach te proste i dostepne pojecia. Pod wzgle-
dem za$ wyrobienia umystu takie zajecia przyniosa dziecku
Z pewnoscig wiecej pozytku, niz monotonne recytowanie nie-
zrozumianych prawidet tub niezrozumiatych okreslen.

Chociaz wasi wychowaricy poznali dopiero w swych za-
bawach pierwsze dwa dzialania arytmetyczne: dodawanie
i odejmowanie, chociaz zaledwie od niedawna nauczyli sie
pisa¢ cyfry i kilka liter, pomimo to wkroczyli za wami $miato
w dziedzine algiebry. Wymawiajgc wobec dzieci to straszne
stowo, nie zapomnijcie im powiedzie¢, ze uzyteczna i piekna
nauka, algiebra, jest wzglednie mioda, zastuge za$ jej stwo-
rzenia przypisuja Franciszkowi Yiete ).

15. Liczenie, mierzenie, stosunki.

Dotychczasowe zadania polegaty na liczeniu i mierzeniu.
Jezeli po przeliczeniu garsci zboza znaleZliSmy w niej 157
ziaren, rozumieliSmy, ze liczba 157 moze réwnie dobrze wyo-
braza¢ zbiér kragzkow, zapatek, drzew, owiec, wogole jakich-
kolwiek przedmiotéw. Jezeli dalej, chcac zmierzy¢ pewng
dtugos¢, pokryliSmy jg 157 jednakowemi zapatkami, umiesz-
czonemi obok siebie, méwilismy, ze ta dlugo$¢ ma 157 zapa-
tek. Nalezy jednak zauwazyé, ze otrzymane odpowiedzi nie
miatyby dla nas zadnego znaczenia, gdybySmy nie mieli po-
jecia o jednym ziarnie zboza, o jednym krazku, o jednym
drzewie, o jednej owcy, wreszcie 0 jednej zapalce.

i Viete, matematyk francuski, urodzit sie w Fontenay-le-Comte
(1540—1603).
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Istotnie, rola liczby polega na tym, iz wywotuje ona
w naszym umysle poréwnanie zbioru z pojedynczym przed-
miotem (ziarnem, kragzkiem i t. d) Ten pojedynczy przed-
miot, bez ktérego nie moznaby utworzy¢ liczby, nazywa sie
jednoscig, poréwnanie zas, o ktbrym mowa, oznaczamy mia-
nem stosunku. Mozna przeto powiedzie¢, ze liczba jest sto-
sunkiem zbioru do jednosci.

Pojecie stosunku trzeba nalezycie utrwali¢ w umysle po-
czatkujacego, tymbardziej, ze jedno$¢, z ktérg poréwnywamy
dany zbiér, nie zawsze jest jednakowa. Powigzawszy, na-
przyklad, dang gar$¢ zapatek w peczki i przeliczywszy te
ostatnie, znalezliSmy ich siedem; liczba siedem jest stosun-
kiem danego zbioru zapatek do jednego peczka, ktory tym
razem uwazamy za jednos$¢. GdybySmy nastepnie rozwigzali
peczki i policzyli pojedyncze zapatki, znaleZlibysmy liczbe
siedemdziesigt, ktéra przeto jest stosunkiem tego samego
zbioru zapalek do nowej jednosci — jednej zapatki. Wezmy
jeszcze trzy wiazki zapatek i przeliczmy te gar$¢ peczkami
i pojedynczemi zapatkami; otrzymane przytym liczby: trzy,
trzydziesci i trzysta sg odpo.wiednio stosunkami tej samej
garsci zapatek do trzech réznych jednoSci: wigzki, peczka
i pojedynczej zapaiki.

Mozna obmysli¢ mnéstwo rozmaitych przykladéw tego
rodzaju w celu nalezytego oswojenia ucznia z pojeciem sto-
sunku, ktdére jest podstawg wszelkiego liczenia i mierzenia,
a jednak, wskutek dziwnego zaSlepienia, zostato odsuniete na
sam koniec szkolnego kursu arytmetyki, pomimo, ze nie mo-
zna przeliczy¢ nawet dwuch ziaren grochu, nie majac pojecia
o stosunku dwuch do jednego, lub zmierzy¢ dtugosci, liczacej
trzy zapalki, bez poréwnania jej z dlugoscig jednej zapalki
(stosunek trzech do jednego) i t. d,

Teraz bedzie najwilasciwiej pokazaé uczniowi rézne przed-
mioty, nalezgce do ukfadu metrycznego, jako to: metr, litr,
kilogram i t. d., lecz pod warunkiem, ze nie bedziemy sie
"wdawali w zadne wyjasnienia teoretyczne, w zadne okreSle-
nia, ze wreszcie nie kazemy mu niczego uczy¢ sie na pamiec.
Niech dziecko wprawia sie w uzycie tych miar, niech sie nie-
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mi postuguje przy mierzeniu i liczeniu, a wtedy w jego umy-
Sle wyrzezbi sie pojecie stosunku i potaczy Scisle z po-
jeciem liczby, co bedzie stanowito niezbedny warunek nale-
zytego pojmowania rzeczy w owym czasie, kiedy od zabawy
przejdzie do systematycznej nauki.

Nauka bedzie je wtedy zajmowata i bawita, zamiast
sta¢ sie dlan nudng parniszczyzng lub nawet tortura.

16. Tabliczka mnozenia.

Przystgpimy teraz do utworzenia tabliczki, ktdéra nam
bedzie bardzo uzyteczng w nastepstwie; w dodatku, sama jej
budowa stanowi dobre C¢wiczenie. Tabliczka w takiej posta-
ci, w jakiej jg podamy, jest powszechnie przypisywana Py-
tagorasowi !), jakkolwiek pod tym wzgledem nie mamy pe-
wnosci; w kazdym razie pomyst nie jest Swiezej daty.

Aby utworzy¢ tabliczke mnozenia, wypisujemy najprzod
na arkuszu papieru kratkowanego 9 pierwszych liczb w 9 na-
stepujacych po sobie kratkach:

12 3 456 7 809,
poczym do pierwszej liczby 1 dodajemy te samg liczbe, do
otrzymanej sumy 2 dodajemy znowu 1 i otrzymujemy sume
3 t d, péki nie utworzymy w ten
sposob pierwszej kolumny fig. 11.
Podobniez utworzymy nastepne ko-
lumny, baczac, aby dziecko wyko-
nywato w pamieci odpowiednie do-
dawania, w tabliczce za$ wypisywato
tylko otrzymane sumy. Tworzac,
naprzyktad, kolumne, rozpoczynajgcag
sie od 7, méwimy: 7 a 7, 14; a 7,
21, a 7,28, a7, 35 a7, 42, a 7,49

3 4 5 6 7 8 9
6 8 10 12 14 16 18
9 12 15 18 21 24 17

o o AN

12 16 20 24 28 ?2 36
10 15 20 25 30 35 40. 45
12 18 24 30 36 42 48 54
14 21 28 35 42 49 56 63
16 24 32 40 48 56 64 72
18 27 36 45 54 63 72 81

© ® N o o A W N e

Fig. 11.

J) Pytagoras, filozof grecki, urodz, na wyspie Samos w VI wieku
przed Chr.
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a7, 56; a7, 63i piszemy jednocze$nie w tej kolumnie liczby
14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, jedng pod druga. Do utworzenia
przeto tabliczki mnozenia wystarcza doktadna znajomos$é ta-
bliczki dodawania.

Po ukonczeniu "tabliczki fatwo spostrzezemy, ze odpo-
wiednie wiersze i kolumny sg w niej jednakowe. Naprzykiad,
zarbwno kolumna rozpoczynajgca sie od 3, jako tez rozpo-
czynajacy sie od 3 wiersz skladajg sie z tych samych liczb:
36,9, ..27.

Znajomos¢ tej tabliczki jest niezbedna. Nie zmuszajmy
jednak dziecka do uczenia sie jej na pamie¢, zachecajmy je
natomiast do jej ukladania, sprawdzania, badania, wreszcie
do positkowania sie nig, jak to zobaczymy w nastepstwie.
Zapomniawszy, niech jg dziecko ponownie ulozy, a dojdzie
wkroétce do tego, ze bedzie ja widziato zzamknigetemi oczyma.

Nie bytoby w tym nic zdroznego, gdyby dziecko ukia-
dalo wieksze tablice mnozenia, lecz popierwsze utozenie ta-
blicy do 20, np., lub 25 zajeloby sporo czasu, powtdre za$
niema koniecznej potrzeby obarcza¢ pamie¢ wieksza tablica,
jakkolwiek mogtoby to przynies¢ pewien pozytek uczgce-
mu sie.

Dobrze jest zwrdéci¢ uwage dziecka na pewne osobli-
wosci tabliczki mnozenia. W kolumnie lub wierszu, rozpo-
czynajagcych sie od 5, cyfra jednosci jest naprzemian 5 i 0,
w kolumnie za$ lub wierszu, rozpoczynajgcych sie od 9, cyfry
jednosci 8, 7, 6... malejg stopniowo o0 1, podczas gdy cyfry
dziesiatek 1, 2, 3,... stopniowo wzrastaja 0 1 Przytoczone
osobliwosci tatwo mozna wytlumaczyc.

Mozna tez utozy¢ tabliczke mnozenia, nie positkujgc sie
zupetnie cyframi, jezeli uzyjemy w tym celu drobnokratkowa-
nego papieru. Przytoczona tabliczka (fig. 12) jest doprowa-
dzona do 10.

Nakreslono ja w ten sposob, ze na gérnym poziomym
¥rzegu tablicy oraz na lewym pionowym odmierzono kolejno
"1, 2, 3,.... 10 kratek, poczym przez punkty podziatu poprowa-
dzono szereg linji pionowych i poziomych, ktére podzielity
tablice na wieksze kratki. Kazda z nich zawiera takg liczbe
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matych kratek, jaka znajduje sie na odpowiednim miejscu
w tabliczce cyfrowej. Zgodnos$¢ tabliczki, wyobrazonej na
fig. 12, z poprzednig (fig. 11) wyplywa poprostu stad, ze

Fig. 12.

przy tworzeniu pierwszej wykonano graficznie te same dzia-
tania, ktére doprowadzity do drugiej droga zwykiego, cyfro-
wego rachunku.

7. lloczyn.

Wzigwszy do reki 3 garstki zapatek, po 7 w kazdej, za-
pytujemy, ile to czyni zapatek? Aby odpowiedzie¢ na to py-
tanie, nalezy wykonaé mnozenie 7 przez 3. Rezultat tego dzia-
tania nazywa sie iloczynem, liczba 7 — mnozna, liczba za$
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3 — mnoznikiem. GdybySmy, zamiast pomiesza¢ wszystkie
zapaltki, zachowali pierwotne 3 garstki czyli za jedno$¢ uwa-
zali nie pojedynczag zapatke, lecz garstke 7 zapalek, wtedy
szukany iloczyn wyrazitby sie liczbg 3 lub, inaczej, stosunek
tego iloczynu do jednej garstki rownatby sie 3, a wiec sto-
sunkowi 3 do 1

Mozemy przeto tak okre$lic mnozenie: pomnozy¢ 7 przez
3 oznacza to powto6rzy¢ 3razy liczbe 7 lub znaleZé taka liczbe,
aby jej stosunek do 7 réwnat sie stosunkowi 3 do 1.

Okre$lenie ogolne jest nastepujgce: kiedy mowimy
0 mnozeniu pewnej liczby (mnoznej) przez inng (mnoznik),
mamy na mysli utworzenie trzeciej liczby (iloczynu) w taki
spos6b, aby mnozna zostala powtdrzong tyle razy, ile je-
dnosci zawiera mnoznik; iloczyn przeto jest w takim stosun-
ku do mnoznej, w jakim mnoznik do jednosci.

Dalecy jesteSmy od mysli, aby dziecko miato sie uczy¢
na pamie¢ tych formulek, uwazamy je bowiem tylko za stresz-
czenia poje¢, z ktéremi umyst dziecka powinien sie oswoic.
Nie przyjdzie mu to z trudnoscig, poniewaz o ile powyzsze
formutki sg odstreczajgce, o tyle same pojecia sg nadzwyczaj
proste; mozna je nadto doskonale przygotowac, przerabiajgc
odpowiednie przyktady z ziarnami, zapatkami lub kratkami
papieru kratkowanego.

Mozemy by¢ péwni, ze dziecko odrazu spostrzeze, iz
chcac znalezé iloczyn, nalezy wykona¢ pewne dodawanie; ze
n. p. iloczyn 7 przez 3 jest suma 7 -j-7-)-# podobnie jak licz-
ba 3 jest sumag 1+ 14 1 Poniewaz za$ tabliczka w poprzed-
nim rozdziale zostata takim wilasnie sposobem utozona, fatwo
wiec w niej odnajdzie zadany iloczyn 21 w kratce, znajdu-
jacej sie na przecieciu kolumny ,, 7 z wierszem ,,3".

Powiedzmy tez dziecku, ze X jest znakiem mnozenia, ze
przeto frazes .iloczyn 1 przez 3jest !1* mozna zastgpi¢ pis-
miennym wyrazeniem 1) §: 11,

Zamiast 7x3 piszemy czesto 7.3. Mozemy tez mie¢ do
czynienia nie z okre$lonemi liczbami 7 i 3, lecz z jakiemi-
kolwiek dwiema, ktére oznaczamy literami a, b, piszac ich
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ileici”"Ti w postaci aXb, a. b lub poprostu ab. Jezeli przeto pi-
szemy rownos$¢ ab=p, to chcemy wyrazi¢, ze iloczyn a przez b
fest liczbg p.

Mozna tez rozpatrywaé takie iloczyny, ak axbxcxd
lub abcd, ktére tworzg sie w ten spos6b, ze mnozymy a
przez b, otrzymany iloczyn przez c, wreszcie drugi iloczyn
przez d; a, b, ¢, d sg to czynniki iloczynu abcd. W po-
dobny spos6b mozna tworzy¢ iloczyny ilukolwiek czynnikow.

Przechodzac do rachunku mnozenia, zauwazmy najprzéd,
ze w tabliczce mnozenia znajdujemy gotowe iloczyny w tych
wszystkich przypadkach, w ktérych zaréwno mnozna, jak mnoz-
nik sg mniejsze od dziesieciu.

Nastepnie z tatwoscig da sie wyjasnic mnozenie liczby
przez 10, 100, 1000.. Dalej mozna wskaza¢ (oczywiscie bez
zadnych wyjasnien teoretycznych) zwykle sposoby mnozenia
dwuch liczb, podawane .we wszystkich podrecznikach aryt-
metyki, i zacheci¢ dziecko do przerobienia wielu przykiadéw
dla nabycia wprawy. Zalecalbym jednak goraco zapoznac
dziecko przedewszystkim z t. zw. metodg muzutmansky, kté-
ra prawie rownie predko, jak zwykla, prowadzi do celu,
ma za$ te wyzszo$¢, ze jest zrozumialsza i fatwiejsza w za-
stosowaniu. Metoda ta jest mato znang w szkolnictwie, cho-
ciaz pisalo o niej wielu autoréw.

Wyjasnimy ja (fig. 13) na prostym przykiadzie:
9347x 258. Poniewaz w danym wy- 4 7

9 3
padku mnozna ma 4 cyfry, mnoznik
za$ — 3, obieramy na papierze krat- 8 Kr 3. H

kowanym 3 wiersze po 4 kratki K

w kazdym, poczym nad utworzong H K
w ten sposob figurg wypisujemy cyfry \6 \8 .
mnoznej 9, 3, 4, 7 od lewej reki ku pra- Vo id
wej, przy lewym za$ boku figury pi- ¢ !
szemy od dotu ku goérze cyfry mnoz- Fig. 13.

nika 2, 5 8. Wykre$liwszy nastepnie kropkowane linje fi-
gury, piszemy w kazdej kratce iloczyn odpowiednich liczb,
jakgd”~bysmy ukiadali tabliczke mnozenia, przestrzegajgc
tymoP'4tbv cyfra dziesigtek tego iloczynu wypadta pod,
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cyfra za$ jednosci—nad linjg kropkowana. Dodajemy wresz-
cie kolumny w Kkierunku linii kropkowanych i znajdujemy
iloczyn 2411526.

Dobre strony opisanej metody polegajanatym, ze popierw-
sze o0szczedza nam przenoszenia, niezbednego przy zwyklym
mnozeniu, powtdre nie zmusza nas do przestrzegania pe-
wnego okre$lonego porzadku mnozenia. Istotnie, po zapetnie-
niu wszystkich kratek figury mozemy by¢ pewni, zeSmy
niczego nie opuscili.

Zmieniwszy potozenie figury (fig. 14),
mozemy wykona¢ powyzsze mnozenie
tak, aby dodawanie odbywato sie w ko-
lumnach pionowych, nie uko$nych, co
dzieciom moze sie wydawaé naturalniej-

; szym.

Dla oséb, obeznanych z teorjg mno-
zenia, zasady przytoczonej metody sg
oczywiste, dzieciom za$ na razie niepo-
trzebne. Ciekawsze z pomiedzy nich

moze same dojda do jej zrozumienia, obecnie za$ chodzi
nam przedewszystkim o to, aby potrafity rachowac¢ popra-
wnie i aby je to zajeto.

Zmieniajmy corychlej przedmiot pogawedek, jezeli spo-
strzezemy, ze nasi stuchacze sg zmeczeni lud znudzeni.

Na zakoriczenie mnozenia nadmienimy, ze iloczyn

aX ax a... X a

w ktorym wszystkie czynniki sg réwne, nazywa sie potega a.
Jezeli taki iloczyn zawiera n czynnikdw, nazywamy go n-tg
potegg a i oznaczamy symbolem an; 2-ga potega nazywa sie
kwadratem, 3-cia zas—szeécianem (dowiemy sie wkrotce, dla-
czego wprowadzono te nazwy). Liczba n jest wyktadnikiem
potegi.

Naprzykfad, 4-ta potega 2 oblicza sie w sposéb na-
stepujacy:

oo X o= 2vm— Lbowyktednik 4



18. Ciekawe rachunKki.

Niezwykte wyniki dziatan, wykonanych na pewnych
liczbach, pobudzajg ciekawos$¢ dzieci i rozwijajg w nich zami-
towanie do rachunku. Przytaczam przeto kilka przyktadow
tego rodzaju.

I. Dajcie dziecku zapieczetowang koperte i kazcie mu
napisa¢ jakgkolwiek 3-cyfrowa liczbe, np. 713. Niech napisze
cyfry tej liczby w odwrotnym porzadku i otrzymang liczbe
317 odejmie od pierwszej. Niech nastepnie do roznicy 713—
317 = 396 doda liczbe 693, otrzymang z cyfr réznicy, wypi-
sanych w odwrotnym porzadku; otrzyma sume 396 + 693 =
1089. Po otworzeniu koperty znajdzie tam napisang na ka-
watku papieru te samg liczbe 1089, ktérg mogliscie zawczasu
przygotowac, poniewaz otrzymacie ja z kazdej liczby 3-cy-
frowej po wykonaniu wskazanych dziatan, aby tylko cyfry
setek i jednosSci obranej liczby byly rozne.

Il. Jezeli wykonamy nastepujgce dzialania:

12 x 91 3 123 x 9 + 4, ... 123456789 x 9 e+ 10,

otrzymamy w rezultacie liczby: 111, 1111,.. 1111111111, utwo-
rzone z samych jedynek.
Podobniez, rezultaty dziatan 9 x 9 4 7,98 x 9 + 6,
. 9876543 x 9 + 1 sg liczbami, utworzonemi z samych
o0semek.
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. Hoczyn 12345679 1 9 skiada sie z samych jedy-
nek. GdybySmy za$§ te samg mnozng 12345679 pomno-
zyli odpowiednio przez mnozniki 18, 27, 36, 45, 54, 63,
72, 81, otrzymalibySmy réwniez ciekawe iloczyny, poniewaz
pierwszy skladatby sie z samych dwojek, drugi — z tro-
jek it d

IV. Jezeli liczbe 142857 pomnozymy odpowiednio przez
2, 3, 4, 5 6, otrzymamy iloczyny:

285714, 428571, 571428, 714285, 857142,

utworzone z tych samych cyfr, co i dana liczba.

Ta sama liczba, pomnozona przez 7, staje sie liczbg
999999.

Jezeli dang liczbe przetniemy na potowy i dodamy otrzy-
mane liczby 142 i 857, otrzymamy sume 999. Podobng wia-
sno$¢ posiada tez kazdy z powyzszych 5 iloczynéw.

V. Zauwazymy wreszcie, ze mnozenie pewnej liczby
przez 9, 99, 999 mozna zastgpi¢ pomnozeniem tej liczby przez
10, 100, 1000-i odjeciem od iloczynu mnoznej. Jezeli mnozna
jest niewielka, fatwo sie wprawi¢ w pamieciowe wykonywa-
nie podobnych mnozen.

19. Liezby pierwsze.

Przypatrujgc sie tabliczce mnozenia, zauwazymy, ze za-
wiera ona tylko niektére liczby w granicach pomiedzy jej
najmniejszym i najwiekszym iloczynem. Innemi stowy, pe-
wne liczby sg iloczynami, inne nie sg niemi; ostatnie nazy-
wajg sie liczbami pierwszemi, pierwsze — liczbami zio-
zonemi.

Naprzykiad, liczby 2, 3, 5 7, 29, 71 sg pierwsze, liczby
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zas |, 6,4 11, 4l sg zlozone, poniewaz (¢ =1 § 1, 6 =
D S P A S P 1 A A R A S ST N S 5

Jakkolwiek daleko posuwamy sie w szeregu liczb, spo-
tykamy wecigz liczby pierwsze i ztozone, ktdére réznig sie za-
sadniczo jedne od drugich. A jednak, pomimo prac najwiek-
szych uczonych, wiemy bardzo mato o naturze liczb pierw-
szych i to do tego stopnia, ze, majgc do czynienia z nieco
wiekszg liczbg, musimy wykona¢ caty szereg prob, wymaga-
jacych dtugich i mozolnych rachunkéw, aby orzec, czy dana
liczba jest pierwszg, czy tez ztozona. Ten przykiad bezsilnos-
ci nauki wobec tak prostych na pozér kwestji niechaj nas
uczy skromnosci i przypomina, ze drobng jest wiedza ludzka
wobec ogromu rzeczy nieznanych.

Pomimo to juz w starozytnosci znano spos6b tworzenia
dowolnie dtugich szeregéw liczb pierwszych, ktory polega na
wypisaniu wszystkich liczb po koleji w danych granicach
i na wykre$leniu tych z pomiedzy nich, ktére sg iloczynami

! 3 boer 1. Tt er AT I -+t 1
Vr -HT -UT I a7 Y er 1§ ATAT
VT AT AT 9bar 3 Tie ctW e (KT e 3T
TT AT et 4 N T kfr AT AT
(<Cler er 53er er er-er er 5% er fl
er -er -er jer 61 er -er er Ji -nr 73
w -nrer -nrer 9 -er er -er 0§} e er

r
er -er -er §% er er er er er er er 97
m ere% rioi err 103 n ecrm er 107 jer 109
urerr+ rr 1183nr nr-nrjatnrn orn retr
nrnrnrnrnr127jeeeereer 131 n rjer
nrm rjer 137nr 139-nr-nrnrnornoroaox

IWinrnor 4 nr

Z pomnozenia innych przez 2, 3, 5i t d. Stosujgc ten spo-
sob do pierwszych 150 liczb, wypiszemy je po koleji oprocz
1, ktora jest zbyteczna.
Poczawszy od 2, wykreslimy w powyzszej tablicy co
drugg liczbe, poniewaz w ten sposob natrafimy na liczby 4,
b
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6,., ktore sg iloczynami z pomnozenia przez 2 czyli liczbami
parzystemi; opuscimy je wszystkie, jako zilozone, az do
150 wiacznie.

Nastepnie wykreslimy, poczawszy od 3, co trzecig liczbe
(o ile ktéra z nich nie zostata juz poprzednio wykreslona,
jako parzysta), gdyz w ten spos6b pozbedziemy sie iloczynéw
Z pomnozenia przez 3.

Dalej, poniewaz pierwszg po 3 niewykreslona liczbg jest
5 wykreslimy co pigtg liczbe, od niej liczong. Postapiwszy
tak samo z liczbami 7, 11 i t. d., znajdziemy, ze w powyz-
szej tablicy pozostang nastepujgce niewykreslone liczby:

2 57 11 13 17 19 23 29 31 37 4
43 47 53 59 61 67/ 71 73 79 83 89 97
101 103 107 109 113 127 131 137 139\149,

ktore stanowig wszystkie liczby pierwsze do 150.
Ten pomystowy sposob wyszukiwania liczb pierwszych
nazwano, na cze$¢ jego wynalazcy, sitem Eratostenesa J).

20. lloraz.

Z kilku garstek liczmanéw, po 7 sztuk w kazdej, utwo-
rzono jedng gars$é, liczacg 56 liczmandw. lle garstek wazieto
w tym celu?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, nalezy wykona¢ dzia-
fanie, ktére nazywa sie dzieleniem. Mozna przeto powiedziec,
ze, majgc dany iloczyn dwuch czynnikéw 56, oraz jeden
z nich 7, znajdziemy drugi czynnik przy pomocy dzielenia.

) Eratostenes, uczony aleksandryjski, urodzit sie w Cyrenie (276 —
193 przed Chr))
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Dany iloczyn 56 nazywa sie dzielng, dany czynnik 7—
dzielnikiem, poszukiwany za$ rezultat—ilorazem. Mozna zna-
lez¢ iloraz droga kolejnego odejmowania dzielnika od dziel-
nej, nastepnie tegoz dzielnika od otrzymanej reszty i t. d,
jezeli przytym policzymy, ile razy nalezato odja¢ w ten spo-
sOb dzielnik, aby z dzielnej nie pozostata zadna reszta. Po
wykonaniu np. szeregu odejmowan 7 od 56, otrzymamy reszty
49, 42, 35, 28, 21, 14, 7, skad wida¢, ze dzielnik 7 nalezy
8-krotnie odjgé od dzielnej 56, aby ja catkowicie wyczerpac
Poszukiwanym wiec ilorazem jest liczba 8, ktérg zresztg mo-
zna byto tatwo odszuka¢ w tabliczce mnozenia.

Poniewaz jednak opisany spos6b nie datby sie zastoso-
wac do nieco wiekszych liczb, ze wzgledu na rosngcg niepo-
miernie liczbe odejmowan, wypada wiec w tych wypadkach
uciec sie do klasycznego rachunku dzielenia, ktéry skraca
liczenie kolejnych odejmowan przez ich masowe wykony-
wanie.

Aby dzieci przyzwyczaity sie z tatwoscia do rachunku
dzielenia, zalecajmy im koniecznie z poczatku tworzenie ta-
bliczki zawierajgcej iloczyny dzielnika przez 2, 3,.. 9. Tym.
sposobem w ciggu rachunku unikng wahan, sprawiajgcych
tyle klopotu poczatkujacym rachmistrzom.

Wyijasnimy rachunek na przykladzie dzielenia 643734
przez 273, w ktorym iloczyny dzielnika przez pierwsze dzie-

Wiet o lierh sy onastepujgee:
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Dalej prowadzimy rachunek, jak zwykle:

643734 273
2358

977
819

1583
1365

2184
2184

0

W dzielnej mamy 643 tysiecy, w liczbie za$ 643 dziel-
nik zawiera sie 2 razy, jak wida¢ z powyzszej tabliczki; od-
jawszy przeto od dzielnej 546 tysiecy, wykonamy odrazu
2000 odejmowan. W pozostatej reszcie 97734 znajdujemy
977 setek; poniewaz za$ 977 zawiera dzielnik 3 razy, odjgw-
szy wiec od reszty 819 setek, wykonamy odrazu jeszcze 300
odejmowan. W drugiej reszcie 15834 mamy 1583 dziesiatek,
w liczbie za$ 1583 dzielnik za'wiera sie 5 razy; odjgwszy wiec
od tej reszty 1363, wykonamy 30 dalszych odejmowan. Osta-
tnia reszta 2184 zawiera dzielnik dokladnie 8 razy, czyli po
odjeciu dzielnika jeszcze 8 razy wyczerpiemy dzielng w zu-
petnosci. Tym sposobem znalezliSmy iloraz 2358, ktdry jest
liczbg wszystkich wykonanych odejmowan dzielnika.

Nie nalezy jednak kias¢ zbytniego nacisku na p!?hvyz-
sze wyjasnienia, gdyz obecnie chodzi nam gtéwnie o to, aby
dziecko nabrato wprawy rachunkowe;.

W przytoczonym przyktadzie dzielenie byto mozliwe,
poniewaz dobraliSmy odpowiednio dzielng i dzielnik. Gdy-
bysmy jednak te liczby obrali dowolnie, dzielenie najczesciej
statoby sie niemozliwym, t. j. niemoznaby bylo odjg¢ dziel-
nika od dzielnej tyle razy, aby z niej nic nie pozostato. Sto-
Sujac jednak i w tym wypadku powyzszy rachunek, odej-
miemy dzielnik od dzielnej tyle razy, ile mozna, poczym znaj-
dziemy pewng liczbe, mniejsza od dzielnika, ktéra nazywa sie
resztg.
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Jezeli np. chodzi o podzielenie 220 przez 12, tatwo sie
przekonamy, ze to jest niemozliwe, gdyz po 18-krotnym od-
jeciu dzielnika 12 od dzielnej 220 znajdziemy reszte 4. Ro6-
znica jednak 220—4, czyli 216, jest podzielna przez 12 i na
iloraz otrzymamy liczbe 18. Widzimy wiec, ze kazde dzie-
lenie z resztg prowadzi bezposrednio do dzielenia bez reszty,
jezeli pierwotng dzielng zmniejszymy o reszte.

Poprzestancie zresztg na zapoznaniu dziecka z rachun-
kowg strong dzielenia, gdyz na teorje tego dziatania i inne,
Z nig zwigzane, nie czas jeszcze w obecnym okresie przygo-
towawczym.

Dobrze jest wskaza¢ dzieciom, ze dzielenie wyrazamy
znakiem : lub—, wskutek czego wyrazenia 56: 7 lub y ozna-

czaja iloraz z podzielenia 56 przez 7. Mozna wiec napisac:
5 : 7=y = 8; ogblnie zas rownos¢ y — q wyraza, ze
iloraz z podzielenia liczby a przez liczbe b jest liczbg a.

21. Podziat ciastka na roéwne czesci.

Utamk.i.

Przypusémy, ze pie¢ os6b zamierza sie podzieli¢ okra-
glym ciastkiem. Nalezy w tym celu podzieli¢ ciastko na
pie¢ rownych kawatkéw (fig 15) kreskami,
wychodzgcemi ze S$rodka, poczym kazdej
osobie przypadnie jeden kawalek taki, jak
AOB. Dziatka AOB kazdej osoby nazywa
sie pigtg czescig ciastka i wyraza sie liczbg
o Ciastka.

Gdyby dwie z pomiedzy pieciu 0séb
byty nieobecne, a chcianoby im zachowaé
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ich dziatki, odtozonoby na bok dwa réwne kawatki, np. AOB
i BOC, ktore stanowityby razem dwie pigte ciastka i wyra-
zatyby sie liczbg ciastka. Takie liczby, jak r, nazywajg
sie utamkami, ktérych wyrazami sg 2 i 5 Liczba 2, umiesz-
czona nad kreskg i oznaczajgca liczbe kawatkow, nazywa sie
licznikiem, liczbe za$ 5, umieszczong pod kreska i wskazujaca,
na ile czesci podzielono cate ciastko, nazywamy miano-
whnikiem.

Wzigwszy — ciastka, utworzymy oczywiscie cale ciast-

ko. Podzieliwszy wogoéle ciastko na pewng liczbe réwnych
czesci i wzigwszy je wszystkie razem, odtworzymy cate ciastko.
WyjasniliSmy w ten sposéb, ze utamek ktérego licznik
i mianownik sa jednakowe, rowna sie 1.

Gdyby do podziatu ciastka staneto dziesie¢ os6b zamiast
poprzednich pieciu, wypadtoby ciastko podzieli¢ na dziesie¢
rownych kawatkoéw, na czesci dziesigte, ktore mozna otrzy-
macé z piagtych, dzielgc kazdg z nich, AOB, na potowy. Wi-
dzimy wiec, ze Y0 = *= Z rowng ftatwosciga wyjasnimy, ze
wogoble dwa utamki sg réwne, jezeli wyrazy jednego z nich
zostaty utworzone przez pomnozenie odpowiednich wyrazéw
drugiego przez te samg liczbe. ZapoznaliSmy wiec dziecko
w sposéb pogladowy z podstawowg zasadg teorji utamkdow»
dowodzenie za$ zostawimy na poOzZniej.

Przypusémy nastepnie, ze mamy do podziatu 12 jedna-
kowych ciastek pomiedzy 5 osOb. Podzieliwszy kazde ciastko
na pie¢ réwnych czesci i dajac kazdej osobie pigtg czesc¢
kazdego ciastka, znajdziemy, ze na kazdg wypadnie ~ ciast-
ka. Mozna tez 15 ciastek podzieli¢c réwno pomiedzy 5 0s6b,
dajac kazdej po 3 ciastka, kazde za$§ z pozostatych dwuch
ciastek podzieli¢ na pie¢ réwnych czesci i da¢ dodatkowo
kazdej osobie pigtg czes¢ kazdego ciastka, czyli razem —e

WyjasniliSmy wiec, ze 17 y 2
n — u- R
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Postepujac w ten sposob, fatwo zapoznamy dziecko z ra-
chunkiem utamkoéw. Trzeba jednak koniecznie uzywac¢ w tym
celu przyktadéw konkretnych: ciastek, jablek, pomarancz,
miar z podziatkami, gdyz wtedy tylko dziecko zrozumie, ze
nowe wyrazenia arytmetyczne sg rowniez liczbami i wyrazajg
stosunki.

Powiedzmy tez naszym uczniom, o czym sie zwykle za-
pomina, ze liczby utamkowe mozna stosowaé tylko do tych
przedmiotow, ktore z natury swej dajg sie podzieli¢ na czesci-
Gdyby$my, naprzykiad, rozwazali w pewnym zagadnieniu
liczbe os6b, wtedy stosowanie utamkéw byloby niedorzecz-
noscig, odpowiedz za$ utamkowa dowodzitaby niemozliwosci
agadnie nia.

Innemi stowy, rachunek stosuje sie tylko do tych rze-
czy, ktérych natura na to pozwala. Warto tez zapamietac
jeszcze nastepujacg maksyme: namyst i odwotanie sie do
zdrowego rozsadku winny zawsze poprzedza¢ rachunek.

Jako ilustracje przytaczamy nastepujacy przykiad, poda-
ny przez Edwarda Lucas ). Pewien krawiec, majagcy 16 me-
trow materji, odcinatl codziennie 2z tej sztuki po 2 metry.
Pytanie, po ilu dniach pociat catg sztuke? Roztargnienie, po-
taczone z automatycznym wykonywaniem rachunkéw, pod-
szepnie z pewnoscig odpowiedZ: po 8 dniach, zamiast po 7,
czego wymaga zdrowy rozsadek.

Urozmaicajmy dziatania, wykonywane na utamkach, sto-
sujac je, wedle moznosci, do przyktadéw konkretnych i uni-
kajac zbyt zawitych rachunkdw.

Zwrécmy tez uwage dzieci na utamki dziesietne, na spo-
s6b ich pisania oraz na rachunek tych utamkéw. Poniewaz
dobre podreczniki arytmetyki dostarcza nauczycielowi nie-
zbednych wskazowek pod tym wzgledem, poprzestane wiec

) Edward Lucas, matematyk francuski, urodzony w Amiens (1842 —
1891). Niedoceniano go za zycia, jakkolwiek pomiedzy spotczesnemi byt
to jeden z najlepszych znawcéw teorji liczb. Zmartwienia i zawody
przyczynity sie do przedwczesnej Smierci tego uczonego.
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na zwrdceniu uwagi, ze dobrze jest positkowac sie przede-
wszystkim miarami dtugosci i monetami.

Wyjasnijmy wreszcie dzieciom na przykiadach konkre-
tnych, ze dwojakie znaczenie kreski —, ktérg uwazamy za
symbol utamka i znak dzielenia, nie jest przypadkowe i nie

prowadzi do nieporozumien, gdyz n.p. — jest rownie dobrze

ilorazem z podzielenia 15 przez 3, jak ufamkiem E

22. Przechodzimy do gieometrji.

ZapoznaliSmy sie juz z linjg prostg, ktéra jest najprost-
szg figurg gieometryczng. Aby wytworzy¢ sobie pojecie
ptaszczyzny, uwazajmy powierzchnie wody w spokoju, tafli
szklanej, dobrze wypolerowanej, powierzchnie sufitu, podtogi,
drzwi. Za plaszczyzne tez mozemy uwaza¢ powierzchnie ta-
bliczki szyfrowej lub arkusza papieru, naklejonego na gtad-
kiej deszczulce.

Przygladajac sie tym przedmiotom, nabieramy prze$wiad-
czenia, ze plaszczj™zna, podobnie jak prosta, moze b3¢ prze-
dtuzang nieograniczenie. Dokladny linjat przystaje do ptasz-

czyzny we wszystkich kierunkach; na arkuszu papieru n.p.
mozna nakresli¢ tyle prostych, ile nam sie spodoba.

Jezeli nakre$limy tylko dwie proste, moze sie przytrafic,
ze te proste sg réwnolegte, jak AB i CD (fig. 16). Zauwa-

Fig. 16 Fig. 17.

zymy, ze na papierze linjowanym wszystkie proste sg réwno-
legle; spostrzezemy tez, ze réwnolegte nigdzie sie nie spoty-
kaja.
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Jezeli, przeciwnie, dwie proste AB, CD spotykajg sie
w punkcie O (fig. 17), wtedy figury AOC, COB, BOD, DOA
nazywajg sie katami. Dwa katy sg réwne wtedy, kiedy mo-
zna je doprowadzi¢ do przystania. Naprzykiad, sg réwne
katy AOC i BOD, jako tez COB i DOA.

Jezeli dwie proste (fig. 18) przecinajg sie w ten sposoéb,
ze katy DOA i AOC sa réwne, wtedy sa réwne wszystkie
katy naokoto punktu O i nazywajg
sie kagtamiprostemi; figura zas, utwo-
rzona przez dwie takie proste, ma
posta¢ krzyza. Na papierze kratko-
wanym widzimy katy proste w ka-
zdym punkcie spotkania sie dwuch
linji. Méwimy o dwuch prostych, B
tworzacych katy proste, ze sg wza-
jemnie prostopadie. Fig. 18.

Kat mniejszy od prostego, jak
n.p. AOC na fig. 17, nazywa sie ostrym, kat za$ wiekszy od
prostego, jak COB, zowiemy rozwartym.

Nitka z ciezarkiem na koncu (pion) jest obrazem prostej
pionowej, prosta za$ do niej prostopadifa nazywa sie pozioma.
Wszystkie proste, ktore wyobrazamy sobie n.p. na powierzchni
wody spokojnej, sg poziome, sama zas powierzchnia zowie sie
ptaszczyzng poziomg. Patrzac na kartke papieru kratkowa-
nego, lezacg na stole, méwimy, ze proste, poprowadzone na
niej z lewej ku prawej, sg poziome, inne za$, prostopadie do
nich — pionowe, poniewaz wyobrazamy sobie przytym, ze
kartke zdjeto ze stotu i umieszczono n.p. na Scianie.

NakreSlmy na arkuszu papieru trzy proste i rozpatrz-
my rozne przypadki, ktére moga sie przytrafic.

Wszystkie trzy proste moga by¢ rownolegte, jak na fig. 19.

Fig. 19. Fig. 20.
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Dwie z pomiedzy nich (fig. 20) AB, CD sg réwnolegte,
trzecia zaS§ EF przecina je w punktach E i F i zowie sige
poprzeczng. W tym przypadku wszystkie katy, oznaczone (1)
sg réwne, jako tez katy, oznaczone (2), kazda za$ suma,
utworzona z kata (1) i kata (2), jest rowna dwum katom
prostym.

Wszystkie trzy proste (fig. 21) przecinajg sie w jednym
punkcie O.

Wreszcie, trzy dane proste (fig. 22) przecinajg sie po

dwie w trzech punktach A, B, C i ograniczaja w ten sposob
cze$¢ plaszczyzny ABC, ktérg mozna rozpatrywa¢ oddziel-
nie (fig. 23), zowigc ja trojkatem. Punkty A, B, C nazywamy
wierzchotkami, odcinki zas AB, BC, CA — bokami trojkata,;
katy A, B, C, zaznaczone na figurze, sg katami trdjkata.

Jeden z katéw trojkata, n.p. A (fig. 24), moze by¢ pro-
stym; wtedy tréjkat nazywa sie prostokgtnym.

Gdyby za$ trojkat posiadat jeden kat rozdarty (fig. 25),
nazwalibySmy go rozwartokgtnym.
C

Fig. 25
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Trojkat, posiadajgcy dwa boki AB, AC rowne (p. troj-
katy na fig. 26), nazywa sie réwnoramiennym; w takim troj-
kacie katy B, C sg réwne.

Jezeli wszystkie trzy boki A
trojkata sg réwne, mamy do czy-
nienia z trojkgtem réwnobocznym,

w ktérym wszystkie katy sg tez
rowne (fig. 27).

W trdjkacie ABC (fig. 28) B C B e
mozemy ktérykolwiek bok BC Fig. 26.
uwazaé za podstawg. Spusciwszy
wtedy z wierzchotka A prostopadta do BC, ktéra przetnie
ten bok w punkcie A’, bedziemy uwazali odcinek AA’ za
wysokos$é trojkata.

Jakkolwiek prostg figurg jest trojkat, posiada jednak
niezliczone wiasnosci. Niektore z nich bedg przedmiotem

A A

Fig. 27.

po6Zniejszej nauki, obecnie za$ nie uczymy sie jeszcze niczego,
patrzymy tylko na figury j;zapoznajemy sie z ich nazwami,
gdyz i to sie przyda w nastepstwie.
Cze$¢ ptaszczyzny (fig. 29), ograniczona wieloma proste-
mi lub, Scislej mowiac, odcinkami pro-
stych, nazywa sie wielokgtem. Odcinki
AB, BC,... HA sg bokami, punkty A,
B,... H wierzchotkami, katy zas A, B,...
H, oznaczone na figurze, katami wie-
lokata.
O takim wielokacie, jak na fig.
30, mowimy, ze posiada katy wkleste,
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wielokat za$, nie majacy katéow wklestych, nazywa sie wy-
puktym (fig. 29).

W nastepstwie bedzie mowa prawie wylgcznie o wie-
lokgtach wypuktych.

Prosta AD (fig. 29), ktéra taczy dwa
wierzchotki wielokata, nie lezgce na jednym
boku, zowie sie przekatna.

Kazdy wielokat posiada tylez wierzchot-
kéw, ile bokéw i katdw, nazwy za$ czesciej

Fig. 30 spotykanych wielokgtéw zostaty utworzone

wedtug liczby ich katow. Wiec, jak powie-

dziano wyzej, wielokat o trzech bokach nazywa sie tréjka-
tem, nastepnie:

wielokat o 4 bokach nazywa sie czworokatem

W » N n w ,» pieciokatem
W ,, 0 » w ,» Szesciokatem
w o 7 w ,» siedmiokatem
w » 8. n ,» 0Smiokatem

w » 10 ) ,» dziesieciokgtem
w n 12 . v ,» dwunastokagtem.

Figura 29 wyobraza wypukty osmiokat, na figurze za$
30 widzimy siedmiokat z kgtami wklestemi.
Jezeli dwa boki (fig. 31) czworokata AB, CD sg réwno-

A 0 A B

0 C D C

Fig. 31

leglte, dwa za$ pozostate nieréwnolegte, wtedy czworokat na-
zywa sie trapezem, boki za§ AB, CD jego pocista-'
wami.
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Czworokat (fig. 32), w ktorym boki AB, CD oraz BC,
DA sg rownolegte, jest réwnolegtobokiem. W réwnolegtoboku
rowne sg boki AB i CD oraz BC i AD; oprécz tego sg ro-
wne katy A i C oraz B i D.

Rownolegtobok, ktérego wszystkie boki sg rowne (fig. 33),
nazywa sie rombem.

Fig 32. - Fig. 33.

Jezeli jeden kat rownolegtoboku jest prosty, pozostate
trzy katy sg rOwniez proste; mamy wtedy prostokat (fig. 34).

Wreszcie prostokat, ktdrego wszystkie boki sg réwne,
nazywa sie kwadratem (fig. 35).

Czworokat posiada dwie przekatne; przekatne kazdego
rownolegtoboku (fig. 32, 33, 34 i 35) AC, BD w punkcie prze-

A B

Fig 34. Fig. 33.

ciecia O dzielg sie wzajemnie na potowy. Przekgtne rombu
(fig. 33) sa wzajemnie prostopadte; przekatne prostokata
(fig. 34) sa rowne; wreszcie, przekatne kwadratu (fig. 35),
ktory, jak tatwo zauwazy¢, jest jednocze$nie prostokatem
i rombem, sg rowne i wzajemnie prostopadie.

Jezeli jeden z bokéw rownolegtoboku (fig. 32) CD be-
dziemy uwazali za jego podstawg i nakre$limy prostg AH,
prostopadtg do CD (ktéra jednocze$nie bedzie prostopadig
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i do AB), wtedy odcinek AH tej prostopadtej bedzie wysokos-
cig réwnolegtoboku.

Kre$lgc odcinki wzdtuz linji papieru kratkowanego, mo-

zemy nakres$li¢ dowolng liczbe prostokatow i kwadratow.
Niech wasi uczniowie wykres$la starannie powyzsze figu-
ry, oraz inne, ktére im nasunie wyobraznia, positkujgc sie
otéwkiem, linjatem, ekierem i podziatkg do mierzenia diugo-
sci. Niechaj je tez rysujg od reki, nie uzywajgc nharzedzi.
Mozna réwniez zaleci¢, jako dobre c¢wiczenie, staranne wyry-
sowanie figury oldéwkiem przy pomocy wymienionych przy-
rzadow, nastepnie za$ obwiedzenie rysunku tuszem lub atra-
mentem od reki.
Z umystu nie wzmiankujemy tutaj cyrkla i przenos$nika,
odkladajgc na pdzniej pobiezny opis ich uzycia.

Przypominamy tez przy okazji, ze nie nalezy przery-
waé stopniowej nauki rysunku, odkad dziecko zaczelo sta-
wia¢ pierwsze kreski.

Jezeli z wierzchotkdéw wielokgta ABCDE (fig. 36), ktory
lezy n.p. na plaszczyznie poziome))
poprowadzimy zewnatrz tej ptasz-
czyzny réwnolegte i rowne proste
AA’ BB’, CC’, DD’ EE’, wtedy kon-
ce ich A, B’,C’, D', E’, bedg wierz-
chotkami drugiego wielokata, takie-
go samego jak pierwszy, czworo-
katy za$ AA’ BB’ i inne beda ré-
wnolegtobokami. Bryta, ograniczo-
na dwoma wielokatami i wszystkie-
mi réwnolegtobokami, nazywa sie

graniastostupem (pryzma), ktérego podstawami sg dwa réwne
wielokaty, $cianami—rownolegloboki, krawedziami za$ — pro-
ste AA’, BB'... Odlegto$¢ pomiedzy plaszczyznami podstaw
nazywa sie zuysokoscig graniastostupa.

’ Graniastostup, ktérego podstawy sg poziome, krawedzie
zas—pionowe, nazywa sie prostym.

Jezeli podstawy graniastostupa sg rownolegtobokami,

mamy do czynienia z réwnolegtoscianem.
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Graniastostup prosty wreszcie, ktorego podstawg jest
kwadrat i ktérego wysoko$¢ rowna sie bokowi podstawy,
zowie sie szeScianem i ma ksztalt kostki do grania (figu-
ra 37.

Polagczywszy wierzchotki wielokagta ABCDE (fig. 38)
z punktem S, lezagcym zewnatrz plaszczyzny wielokata, otrzy-

Fig. 37.

mamy bryite, ograniczong tym wielokgtem i trojkgtami SAB,
SBC,.. SEA i zowigcg sie ostrostupem (piramida). Wielokat
ABCDE jest podstawa, trojkaty SAB,... sa $cianami, proste
SA, SB,...—krawedziami, wreszcie punkt S jest wierzchotkiem
ostrostupa. Odlegto$¢ wierzchotka od ptaszczyzny podstawy
(pionowa, jezeli ta ptaszczyzna jest poziomg) nazywa sie wy-
soko$cig ostrostupa.

Majac pod rekag patyczki i kilka kawatkow drutu, moze-
my fatwo zbudowaé przyblizone modele opisanych bryt. Mo-
zna tez wystruga¢ podobne modele z marchwi lub kartofla

Zauwazymy, zo figury 36 i 38 odpowiadajg brytom, kt6-
rych wszystkie krawedzie sg widoczne ~modele z patyczkow),
przeciwnie, na figurze 37 wyrysowano linjami kropkowanemi
trzy niewidzialne krawedzie AD, DC i DD’ szeScianu, wycie-
tego z jakiejkolwiek materji nieprzezroczystej.

23. Pola wielokatow.

Wyraz ,,gieometrja* oznacza pod wzgledem etymolo-
gicznym ,,mierzenie ziemi“, co oczywiscie nie odpowiada obe-



cnemu stanowi tej nauki, lecz wyjasnia, ze i ona, jak wszyst-
kie inne nauki, zawdziecza swodj poczatek pewnym potrzebom
ludzkosci. Juz w zaraniu swych dziejéw ludzko$é¢ uczuwata
potrzebe pomiaru gruntdw. Poniewaz za$ powierzchnie tych
gruntéw mozna byto uwaza¢ w przyblizeniu za ptaska, ich
za$ granice byly najczesSciej linjami prostemi, chodzito, wiec
0 wyznaczenie, o wymierzenie rozciaggtosci ré6znych wieloka-
tow, o ktérych mowiliSmy w poprzednim rozdziale.

Aby wymierzy¢ coskolwiek, nalezy mie¢ jednostke mier-
nicza. Potrafimy, naprzykiad, mierzy¢ diugosci, obierajac za
jednostke metr, zapatke, jeden z bokéw kratki na papierze
kratkowanym, wogdle jakakolwiek dtugosé. Jak do mierzenia
dlugosci potrzebna jest jednostka, ktéra sama jest dtugoscia,
tak tez do mierzenia rozciagtosci ptaskiej lub pola musimy
obra¢ za jednostke pewne pole.

UmoOwiono sie mianowicie, aby, obrawszy pewng je-
dnostke dtugosci, uwaza¢ za jednostke pola kwadrat, ktérego
bok rowna sie obranej jednostce diugosci.

Wiemy juz, ze w celu wymierzenia pewnej dtugosci, na-
ktadamy na nig obrang jednostke i liczymy, ile razy ta czyn-
nos$¢ data sie uskuteczni¢ w kolejnym nastepstwie. tatwo
jednak zrozumie¢, ze podobny proces mierzenia nie da sie
zastosowac do pol, ktérych w przewaznej liczbie wypadkdw
nie mozna pokry¢ obranym za jednostke kwadratem.

Istniejg zato dla figur, opisanych w poprzednim roz-
dziale, proste sposoby, ktére pozwalajg wyznaczy¢ ich pola
droga posrednia.

Rozpoczynajgc od kwadratu, umow-
my sie, aby kazda podziatka papieru krat-
kowanego odpowiadata jednostce diugo-
8ci, wskutek czego pole kazdej kratki
bedzie odpowiadato jednostce pola.

Wyrysujmy nastepnie na tym pa-
pierze kwadrat (fig. 39), ktérego bok
niech ma 7 podziatek, czyli wyraza sie

Fig. 39. liczbg 7 przy obranej jednostce diugosci.

Poniewaz kratki, mieszczgce sie



65

w narysowanym kwadracie, tworzg 7 rzeddéw po 7 kratek
w kazdym, catkowita wiec ich liczba bedzie: 7 razy 7 lub
7 X7=72=49. Gdyby bok kwadratu zawierat jakakolwiek
liczbe podziatek a, zamiast 7, wtedy pole kwadratu wyrazito-
by sie, jak wyzej, liczbg a X a-—a2 Mozemy wiec powie-
dzie¢ ogolnie, ze liczba, wyrazajgca pole kwadratu, jest 2-ga
potega liczby, wyrazajacej bok tegoz kwadratu; dlatego tez
2-03 potege pewnej liczby nazywamy kwadratem.

Narysujmy teraz prostokat (fig. 40), ktérego boki wyra-
Zajg sie liczbami 8 i 3. Liczbe kratek, zawartych w tym
prostokacie, czyli liczbe, wyrazajgca jego powierzchnie, otrzy-
mamy w postaci iloczynu 8x3; gdybysmy liczby 8i 3 zasta-
pili jakiemikolwiek a i b, otrzymalibySmy na wyrazenie pola
prostokata iloczyn ab.

D Cc

Fig. 40. Fig. 41.

Majac roéwnolegtobok (fig. 41) ABCD, poprowadzmy
w nim wysokos¢ CH i wytnijmy z kartonu model tego réw-
nolegtoboku. Odcigwszy od modelu wzdtuz kreski CH za-
cieniowany tréjkgt CHB i umieSciwszy go z lewej strony
tak, aby bok CB przystat do DA, otrzymamy prostokat
CDKH, ktérego pole jest réwne polu danego réwnolegtobo-
ku ABCD, gdyz obydwie figury skiadajg sie z tych sa-
mych czesci. Poniewaz utworzony w ten sposéb prostokat
ma za boki podstawe réwnolegtoboku CD i jego wysokos¢
CH, przeto pole réwnolegtoboku wyraza sie liczbg, ktéra
jest iloczynem liczb, wyrazajagcych podstawe i wysokos$¢ tego
rownolegtoboku.

Jezeli réwnolegtobok (fig. 42) podzielimy przekatng AC
na dwie czesci, wtedy tréjkaty CBA, ADC dadza sie dopro-
wadzi¢ do przystania, czyli pole réwnolegtoboku jest dwa
razy wieksze od pola tréjkgta ADC lub, innemi stowy, pole

5
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trojkata jest potowa pola réwnolegtoboku. Potowa wiec ilo-
czynu z podstawy DC przez wysoko$¢ AH jest liczbg, wy-
razajacg pole trojkata ADC.

DH

Fig. 42. Fig. 43.

Poniewaz trapez (fig. 43) mozemy réwniez podzieli¢
przekatna na dwa trojkaty, tatwo wyjasnimy, ze liczba, wyra-
Zajgca jego pole, jest iloczimem z wysokosci AH przez poto-
we sumy jego podstaw AB, DC.

Mozna tez przeksztalci¢ trapez na prostokagt o tym sa-
mym polu (fig. 44). Poprowadziwszy mia-
nowicie przez srodki L, M bokéw AD,
BC wysokosci HK, 1], zauwazymy, ze
trojkaty zacieniowane LDH, MCI moga
by¢ usuniete z trapezu i umieszczone na
rownych im tréjkgtach LAK i MBJ,
wskutek czego zostanie utworzony prostokat HKIJI.

Przytoczone wykre$lenie wskazuje, ze odcinek HI lub
LM jest réwny potowie sumy podstaw trapezu AB, CD.

Strescimy powyzsze wywody w nastepujacych wzorach:

Fig. 44.

Kwadrat. Bok a. Pole a2
Prostokat. Boki a, b. Pole ab
Rownolegtobok. Podstawa a, wysokos$¢ h. Pole ah
Tréjkat. Podstawa a, wysokos$¢ h. Pole a2h
Trapez. Podstawy «, B\ wysoko$¢ h. pole @ —f—2b)h

Oprocz tego, umiejgc zmierzy¢ pole trojkata, potrafimy
twymierzy¢ pole jakiegokolwiek wielokata ABCDEF (fig. 45),
podzieliwszy go przekagtnemi AC, AD, AE, wychodzacemi
z tego samego wierzchotka, na tréjkaty ABC, ACD, ADE,
AEF.
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Zaopatrzmy teraz dzieci w tasme z podzialkg metryczng
i zalecmy im pomiary pdl réznych figur prawidtowych, jako
to: drzwi, okna, stotu, podtogi i sufitu w pokoju, podworza
i t. d, przyczym stosownie do wielkoSci mierzonych przed-
miotéw jednostka ditugosci bedzie metr, decymetr lub centy-
metr.

W ten sposéb dzieci, nie majgc jesz-
cze zadnych wiadomosci teoretycznych o
uktadzie metrycznym, zapoznajg sie z nim
pogladowo, oswojg sie zjego najprostszemi
zastosowaniami i nabiorg pojecia o uzywa-
niu roéznych jednostek mierniczych. Nie B
ulega za$ watpliwosci, ze te praktyczne Eig. 45.
wiadomosci, pozyteczne same w sobie, stang sie cenng po-
mocg wtedy, kiedy dzieci przystapig do systematycznej nauki.

24, OSli most.

Istnieje w gieometrji stynne i wazne twierdzenie, ktore
jednak doprowadzato do rozpaczy cate pokolenia ucznidw,
dlatego tylko, ze zgdano od nich zazwyczaj sztucznego i trud-
nego do zapamietania dowodzenia. Nazywajg je ,,kwadratem
przeciwprostokatnej“, ,twierdzeniem Pytagorasa“ (chociaz by-
to znane na kilka wiekow przed Pytagorasem) lub, wreszcie,
,08lim mostem* zapewne dlatego, ze stabi uczniowie zatrzy-
mujg sie przy nim i z pewnym wysitkiem przesadzajg te prze-
szkode.

W tréjkacie prostokgtnym ABC (fig. 46) najwiekszy bok
BC, przeciwleglty katowi prostemu A, nazywa sie przedwpro-
siokagtng, dwa za$ pozostate boki AB, AC—przykatnemi. Je-
zeli nakreslimy trzy kwadraty BDEC, CFGA, AHIB, ktorych
bokami sg odpowiednio przeciwprostokagtna i obydwie przy-
katne, wtedy pole pierwszego kwadratu bedzie suma pdl
dwuch pozostatych. Przytoczona wiasnos¢ jest przedmiotem
stynnego ,,08lego mostu“.
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Na szczescie, juz w odlegtej starozytnosci wynaleziono
w Indjach bardzo prosty sposéb sprawdzenia tej wilasnosci,
na ktérym mozna oprzec¢ zupetnie poprawne dowodzenie, gdy

G zajdzie tego potrzeba w systematycznej
nauce gieometrji.

Narysowawszy, mianowicie, kwa-
drat o boku AB (fig. 47 (1)), obierzmy
pomiedzy A i B punkt C i wytnijmy
z drzewa lub kartonu cztery trdjkaty,
majgce za przykatne odcinki AC, CB.
Oznaczywszy nastepnie te trojkaty ko-
lejnemi liczbami 1, 2, 3, 4, utézmy je
najprzod tak, jak wskazuje figura 47 (Ig
ktérej zacieniowane czesci wyobrazajg
wiasnie wyciete trojkaty. Widzimy, ze
tak utozone tréjkaty utworzyly we-
wnatrz pierwotnego kwadratu inny, ktérego bokiem jest prze-
ciwprostokagtna kazdego z czterech trdjkatéow, pole za$ jest
reszta pota pierwotnego kwadratu, pozostatg po zakryciu je-
go czesci czterema tréjkgtami. Przesuwajac nastepnie cztery
trojkaty, doprowadZzmy je do potozenia, wskazanego na fig.
47(2), w ktorym tworzg wewnatrz pierwotnego kwadratu dwa

ni

a e b AC B
Fig. 41 .

inne, majace za boki odpowiednie przykatne kazdego z czte-
rech trojkatow. Oczywista, ze dwa ostatnie kwadraty, razem
=wziete, maje pole tej samej wielkosci, co i kwadrat przeciw-
prostokatnej na figurze 47(1).

Przytoczone objasnienie jest poprostu zabawka, wymaga-
jaca tylko troche cierpliwosci od dziecka, ktére po wykona-
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niu opisanych manipulacji nie zapomnijuz z pewnoscig twier-
dzenia i nie przestraszy sie, ani zaktopocze, zblizajgc sie w na-
stepstwie do ,08lego mostu“. Nierozsadnie postepuje ten,
kto komplikuje rzeczy proste i stwarza trudnosci tam, gdzie
ich z natury rzeczy niema.

25. Kilka tamigtowek; mieszanina
matematyczna.

Na odcinku ABC (fig. 48) wykresimy kwadrat ACIG
i odmierzywszy CF=BC, poprowadZzmy prostg FED, réwno-
legla do AC, oraz prosta BEH, réwnoleglg do ClI. W ten
spos6b podzielimy duzy kwadrat na 4 kawatki, ktdére mo-
znaby otrzymac¢, wykonawszy dwa ciecia nozyczkami wzdtuz
FD i BH. Te kawalki sg nastepujgce:

1) BCFE kwadrat o boku BC,

2) EHGD v » » DE rownym AB,

3) EFIH prostokat o bokach, réwnych odpowiednio
AB, BC,

4) ABED prostokat, rowny poprzedniemu.

SprawdziliSmy wiec  nastepujgce
twierdzenie gieometryczne: ,Kwadrat, na- © H
kreslony na sumie dwuch danych odcin-
kéw, jest rownowazny (posiada to samo
pole) kwadratowi pierwszego odcinka,
wiecej kwadrat drugiego odcinka, wiecej D—— —H——F
dwa razy wziety prostokat, ktérego bo- E
kami sg dwa dane odcinki*.

GdybysSmy wykonali poprzedni ry-
sunek na papierze kratkowanym i obli-
czyli pola otrzymanych figur, t.j. policzyli zawarte w nich
kratki, mielibySmy twierdzenie arytmetyczne:

»Kwadrat sumy dwuch liczb jest réwny sumie kwadra-
tow tych liczb wiecej ich podwojony iloczyn*“.

A 5 C
Fig. 48.
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Oznaczywszy wreszcie literami a, b odcinki AB, BC,
przyjdziemy do wzoru algiebraicznego:

(@ -f b)2= a2+ 2ab + b2

©to pozornie trzy rozne twierdzenia, ktoremi trzykro-
tnie obarczylibySmy umyst dziecka, gdybysmy go nie uprze-
dzili, ze w istocie stanowig one jednag bijgcg w oczy prawde.
Zmienity sie pozory i kostjumy, osoba pozostata ta sama.
Aby przeto unikng¢ straty czasu i niepotrzebnych wysitkow,
trzeba o tym wiedzie¢ i pamieta¢, ze klasyfikacje naukowe,
aczkolwiek niezbedne, muszg by¢ czesto sztuczne; trzeba tez
sie zawczasu przyzwyczaja¢ do rozpoznawania spotykanych
analogji, ktérych pare jeszcze przytoczymy.

Majac odcinek ABC (fig. 49), nakresimy dwa kwadraty:
jeden ABFE na czesci odcinka AB, drugi aCJH na catym
odcinku, poczym, przedtuzywszy BF do I, nakre$lmy jeszcze
kwadrat EHGD.

Aby otrzymaé¢ kwadrat ABFE o boku, réwnym AB czy-
li, r6znicy odcinkéw AC i BC, nalezy od catkowitej figury,
sktadajgcej sie z dwuch kwadratéw ACJH i EHGD, ktorych
boki sg réwne odpowiednio odcinkom AC i BC, odjg¢ pro-
stokaty BCJI i FIGD, z ktorych kazdy ma za boki réwniez
odcinki AC i BC. OtrzymaliSmy wiec odrazu trzy twierdze-
nia z dziedziny gieometrji, arytmetyki i algiebry:

Gieometrja. Kwadrat, nakreslony na
réznicy dwuch odcinkow, jest rownowa-
zny sumie kwadratéw, nakresSlonych na
tych odcinkach, mniej dwa razy wziety
prostokat, ktérego bokami sg dane od-
cinki.

Arytmetyka. Kwadrat r6znicy dwuch
liczb jest rowny sumie kwadratow tych
liczb mniej ich podwojony iloczyn.
Algiebra. Wzor:

(a—b)2—a2—2ab -f-b2

Na figurze 50, na ktorej BC= FG =FJ = DE, widzimy
kwadrat ABJH o boku AB i kwadrat DEIH, ktorego bok

Fig. 49.
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DE = BC, oraz prostokat ACGD, majgcy za boki AC-=
AB {-BC i AD = AB-BC.

Jezeli od figury ACGFJIED odejmiemy prostokat EFJI,
otrzymamy prostokat ACGD; po odjeciu za$ od tej samej
figury prostokagta BCGF, znajdziemy figure BJIED, ktérajest
réznicg dwoéch kwadratow: ABJH i DEM. Poniewaz za$
prostakaty, odejmowane za pierwszym i drugim razem, sg
rowne, mamy przeto trzy nastepujace twierdzenia:

Gieometrja. Prostokat, ktorego boki sg odpowiednio su-
ma i réznica dwuch danych odcinkéw, jest rownowazny roé-
znicy kwadratoéw, majacych za boki te odcinki.

Arytmetyka. lloczyn z pomnozenia sumy dwuch liczb
przez ich roznice rowna sie roznicy kwadratéw tych liczb.

Algiebra. Wzor:

{a+ b) (@a- b)—a2- b2

Widzimy wiec, ze staranne wy-
rysowanie kilku figur i wyciecie kilku H
kawatkéw kartonu wystarczyto do

sprawdzenia wielu twierdzen z réznych g F G
dziedzin matematyki. Dlatego tez nie- E

stusznie nazwano tamigtéwkami podo-

bne zabawy, polegajagce na wycinaniu A i c

figur, gdyz, przeciwnie, 0szczedzajg
one dziecku tamania sobie gltowy w
przysztosci, przedstawiajgc mu poglagdowo rdézne prawdy ma-
tematyczne.

Kig. 50.

26. Podziat szeScianu na osiem czesci.

Wzigwszy szesScian z drzewa (fig. 51), odmierzmy na
trzech krawedziach, wychodzacych z ktéregokolwiek wierz-
chotka O, trzy rowne odcinki OA, OB, OC, nastepnie za$
przepitujmy go wzdluz trzech ptaszczyzn AAA, BBB, CCC,
przechodzacych przez punkty A, B, C i réwnolegtych do
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trzech $cian, spotykajgcych sie w O. Podzielimy w ten spo-
sOb dany szeScian na osiem czesci.

Aby zdac¢ sobie sprawe, co to sg za bryly (majac, oczy-
wiscie, model przed oczyma), oznaczmy dtugosci odcinkéw
DA, AO (fig. 51) opowiednio literami a, b i nakresimy fi-
gure 52, ktorej obydwie czesci wyobrazaja widok danego
szeScianu zgory po uskutecznieniu cie¢ AAA i BBB, litery
zaS w nawiasach (a), (b) wskazujg grubo$¢ odpowiednich
bryt po uskutecznieniu ciecia CCC. Lewa strona figury 52
wyobraza brylty pod plaszczyzng CCC, prawa zas—bryty nad
ta plaszczyzng. Positkujgc sie figurg 52, fatwo spostrzezen”,
ze podzielilismy dany szescian na osiem prostopadtoscianow,
ktérych wymiary sg nastepujace:

lewa strona figury aaa aba bba baa

prawa ,, ,, aab abb bbb bab.
Mamy wiec:
jeden szedcian o krawedzi a

I » > n
3 prostopadtosciany o wymiarach a, a, b

Fig. 51.

Poniewaz dtugos¢ krawedzi podzielonego szesScianu wy-
nosita. a 4- b, znalezliSmy przeto, ze sze$cian, zbudowany na
sumie dwuch odcinkéw a, b, skfada sie:

- 1° z sumy szescianéw, zbudowanych na kazdym z od-
cinkdéw a, b;

2° z trzy razy wzietego prostopadtoscianu, ktérego pod-

stawg jest kwadrat o boku a, wysokoscig za$ odcinek b;
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3° z trzy razy wzietego prostopadtoscianu, ktérego pod-
stawg jest kwadrat o boku b, wysokos$cig za$ odcinek a.

Jestto twierdzenie gieometryczne.

To samo rozwazanie prowadzi do twierdzenia arytme-
tycznego:

»Szescian sumy dwuch liczb jest rowny sumie szescia-
néw tych liczb, wiecej potréjny iloczyn z kwadratu pierw-
szej przez druga, wiecej potrojny iloczyn z pierwszej przez
kwadrat drugiej“.

W algiebrze, wreszcie, mamy odpowiedni wzor:

(@+-¢)s= a34 3a?b + 3ab2-f- b3

Analogja z kwadratem sumy, rozwazonym w poprzed-
nim rozdziale, jest widoczna.

Majac pod reka wiekszg liczbe kostek drewnianych,
ksztatltu szeSciennego, kazde dziecko wykona z fatwoscig
opisang konstrukcje i wiele innych. Jezeli za$ nadamy tym
zabawom pewien kierunek metodyczny, utatwimy dziecku or-
jentowanie sie w stosunkach przestrzennych i pobudzimy je-
go ciekawosc.

Model szeScianu moznaby tatwo sporzadzi¢ z mydta
t. zw. zwyczajnego, ktére sprzedaje sie w handlu kawatkami,
majgcemi ksztatt prostopadioscianéw z podstawg kwadratowsa,
do rozciecia takiego szeScianu uzylibySmy cienkiego drutu
zamiast pitki. Zalecamy jednak, jako praktyczniejsze, szeScia-
ny drewniane, o ktére zresztg tatwo.

27. Liczby tréjkatne. Lot zorawi.

Edward Lucas przypisuje pochodzenie liczb, zwanych
trojkatnemi, obserwacji lotu pewnych ptakéw. Na czele szy-
buje jeden ptak, za nim w drugim szeregu dwa, w trzecim
szeregu trzy i t. d., wskutek czego szyk tej lotnej kolumny
przypomina nam trojkat.

Aby wytworzy¢ sobie pojecie o liczbach trojkatnych
i nauczy¢ sie przedstawiac je graficznie na papierze kratko-
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wanym, spojrzmy na figure 53, ktorej czes¢ A zawiera w pierw-
szym wierszu 1 kratke, w drugim 2 kratki, w nastepnych
wierszach, do si6dmego wigcznie, odpowiednio 3, 4, 5, 6, 7
kratek, czyli wyobraza 7-g liczbe trojkatng

1f-2+ 3+ 4+ 5+6+ 7,

dodawszy, znajdziemy 28.

Lecz taki sposOb tworzenia liczb trojkatnych nie daje
nam zadnych ogoélnych wskazéwek do tatwego utworzenia
ktorejkolwiek z nich; gdybysmy, n. p., chcieli obliczy¢ 1000-g,
musielibySmy doda¢ do siebie 1000 pierwszych liczb, poczaw-
szy od 1, co, oczywiscie, stanowitoby dtugi i nudny rachunek.

Zamiast tego, zauwazmy, ze druga czes¢

B figury 53, rozpatrywana czyto z go6-

ry, czy z dotu, wyobraza, ze wzgledu

8 na liczbe zawartych w niej Kkratek,

te samg liczbe tréjkatng, co i czest A;

A catkowita przeto figura jest obrazem

dwukrotnej liczby tréjkatnej, o ktérg

chodzi. - Poniewaz figura 53 sktada sie

z siedmiu wierszy, po osiem kratek

w kazdym, zawiera wiec kratek 7X8, potowa za$ tego ilo-
czynu, czyli 28, jest 7-g liczba tréjkatna.

Innemi stowy, mamy:

1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6+7 =—2= 28.

Podobnie, dla obliczenia 1000-ej liczby tréjkatnej wyko-

nalibySmy rachunek:

14.24-3+ ...+ 1000 ss 1000-1001 _ 500500,

nieco krétszy od bezposredniego dodawania.
Zastepujgc liczbe 1000 jakgkolwiek inng n, otrzymamy
'Wzor
n{nAl
2

1+24-3, +n =
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pozwalajgcy nam obliczy¢ n-g liczbe tréjkatna, ktérg oznaczy-
my symbolem T,,.

Liczba kratek, zawartych w figurze 53, jest 2 T,,. Je-
zeli usuniemy w tej figurze ostatnig kolumne, pozostanie nam
kwadrat, ztozony z 7 wierszy, po 7 kratek w kazdym, kt6-
ry, jak tatwo widzieé, jest potaczeniem dwuch liczb tréjkat-
nych T6i T7 Mamy wiec:

2 T7- 7= 72= T7+ T6.

Jezeli w tej samej figurze 53 dodamy jeszcze jeden
wiersz na dole, ztozony z 8 kratek, tatwo przekonamy sie,
ze bedzie:

2T7+8 = 8= T8+ T7.

Wzigwszy za$ zamiast 7 jakgkolwiek liczbe n, otrzyma-
my wzory ogolne:

2T,—nNn=n2—T, T,
2T, -j-n-j-1= (n-j- D2= 1 -j- T,

Pomimo wszelkich pozoréw uczonosci, otrzymalismy
ostatnie wzory, nie positkujac sie zadnym rachunkiem, lecz
poprostu odczytujgc je, widzac na figurach lub, wreszcie, bu-
dujagc wihasnemi rekoma z drewnianych kwadracikow, albo ja-
kichkolwiek liczmanéw, kladzionych po jednemu w kazdej
kratce.

28. Liczby kwadratowe.

Na figurze 54 widzimy kwadrat, skladajacy sie z 7 wier-
szy, z ktérych kazdy zawiera 7 kratek; liczba wiec wszyst-
kich kratek, zawartych w tym kwadracie, jest 7.7= 72= 49.
Grubszemi linjami, poprowadzonemi wewnatrz duzego kwa-
dratu, oznaczono mniejsze kwadraty, skiladajgce sie odpo-
wiednio z 1, 22 32 42 52 62 kratek.
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Jedna kratka, u gory z lewej strony, wyobraza pierw-
szy z wewnetrznych kwadratow; drugi zostat utworzony
Z pierwszego przez dodanie 3 kratek, czyli 1-f 3 =22 trze-
ci utworzymy z drugiego, dodajac dwie kratki z prawej
strony, dwie pod spodem i jedng u dolu z prawej, razem
5 kratek. Postepujgc tak dalej, spostrzezemy, ze:

72= 1+ 34 54 74-9 4 114-13,

t. j kwadrat 7 jest sumg pierwszych 7 nieparz/ystych liczb.
GdybySmy 7 zastgpili jakgkol-
wiek liczbg n, wtedy z uwagi, ze
pierwsze liczby nieparzyste do n~i
wigcznie sg 1, 3, 5,... 2n—1, otrzy-
malibysmy ogélnie:

W2—143454- . . .4-2n— ],

co, zreszta, moznaby wprost odczy-
ta¢ na odpowiedniej figurze, nakre-

$lonej dla obranej liczby n.
Fg % .Z przytoczonej wiasnosci liczb
kwadratowych wyptywa inny sposob ich graficznego przed-
stawienia, jak to widzimy na figurze 55. Nakreslone tutaj

Fig. 55.

kwadraty liczb 1, 2, 3 i 4 tfatwo otrzymamy z poprzednich,
positkujac sie, n.p., drewnianemi kwadracikami.
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Przechodzac wreszcie do rozwigzania znacznie trudniej-
szej kwestji, mianowicie do znalezienia sumy kwadratow na-
stepujacych po sobie liczb, poczawszy od 1, n. p. liczb 1, 2,
3, 4, wyrysujemy przedewszystkim figure 56, ukladajgc ja
z kwadratéw tych liczb (fig. 54) tak, aby najwiekszy kwadrat
wypadt u gory, najmniejszy zas u doblu, poczym, zauwazyw-
szy na figurze 55, ze w tych kwadratach mamy:

4 wiersze po 1 kratce

3 v ,, 3 kratki

2 ., ,, D kratek

1 wiersz z 7 kratek,
utworzymy z powyzszych wierszy, kladac jedne pod drugie-
mi, figure 57.

Fig. 56. Fig. 57. Fig. 58.

Polgczywszy nastepnie figure 56, te sama figure odwro-
cong, oraz figure 57, otrzymamy prostokat (fig. 58), w ktérym
liczba kratek jest rOwna potrojonej szukanej liczbie.

W tym prostokagcie mamy wierszy:

I+2 + 3+ 4=y —for
w kazdym za$ wierszu (jak fatwo spostrzec w pierwszym)

kratek:
4+ 1+ 4 1lub 24+ 1= 9

liczba przeto kratek, zawartych w prostokacie, jest 10.9 — 90,
szukana za$ liczba, stanowigca trzecig cze$¢ 90, réwna sie 30.
Istotnie, bezposredni rachunek daje:l

12+ 22+ 32+ 42= 1+ 4+ 9+ 16= 30.
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GdybySmy zastapili 4 jakakolwiek liczbg n, czyli poszu-
kiwali sumy kwadratéw pierwszych n liczb, wtedy, postepu-
jac jak wyzej, otrzymalibySmy prostokat, odpowiadajgcy figu-
rze 58 i posiadajgcy wierszy:

1+ 2+ 3+. . .+ |I=?2lixl>
2
oraz kolumn 2 n 4 1, ktéry przeto zawieratby kratek

n{n+1) @2n41l
2

Poniewaz za$ szukana liczba jest trzecig czescig poprzed-
niej, znalezliSmy wzér:
12+2+ 2+ _ +w N n41) 2n4-1
ktéry nieraz sprawia duzo kiopotu nawet kandydatom do
Szkoty Politechniczne;j.

29. Suma szeSeianow.

Do uzmystowienia szescianow liczb 23—2.2.2, 33= 3.3.3
i t. d przydatyby sie w wiekszej ilosci kostki drewniane,
nieco wieksze od kostek do grania. MoglibySmy ich uzyé
do poprzednio wskazanych konstrukcji oraz do tych, o kté-
rych bedzie mowa w niniejszym rozdziale.

Zobaczymy jednak, ze kostki dadza sie zastapi¢ kwadra-
cikami z drzewa lub kartonu, lub tez zwykiemi liczmanami
w ksztalcie ptaskich krazkéw. Obrawszy te ostatnie, poka-
zemy dzieciom, jak tatwo z niemi manipulowaé, nastepnie za-
checimy je do powtdrzenia uskutecznionych juz manipulacji
przy pomocy kwadracikow lub kostek mowiac, ze kto po-

ttrafit wykona¢ rzecz trudniejsza, potrafi z pewnoscig i ta-
twiejsza.

Szescian 1 jest f, oznaczymy go przeto jednym kraz-
kiem.
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Poniewaz szeScian 2 jest 2x2 X 2 czyli 8 przedstawi-
my go w postaci 2 obok siebie umieszczonych kwadratéw
(fig. 59), z ktérych kazdy skilada sie z 4 krgzkéw. Nastepnie,
jak wskazuje 2-ga cze$¢ figury 59, ugrupujemy inaczej te 8

Fig. 59. Fig. 60.

kragzkéw, pozostawiajgc na miejscu pierwsze trzy kolumny

i umieszczajgc czwartg w potozeniu poziomym nad niemi.
Szedcian 3 cz&di 3 X 3 X 3 = 27 przedstawimy poczatko-

wo, jako 3 obok siebie umieszczone kwadraty, z ktérych kaz-
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0000O0OOOODOODOODOOODO
000000o00O0DOOOODBOOO
0O 006 00O0OO0OO0ODOODOOOTO OO
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0 00O
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0 00O

0 o6 o

6o0000000O0O0O0
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000 0O0O0OOOOOO

000OO0O0OOOOO0OO

Fig. 61.

dy zawiera po 9 krazkéw (1-sza czes¢ fig. 60), nastepnie zas,
pozostawiajgc w tej figurze 6 pierwszych kolumn na swych
miejscach, umiescimy nad niemi 3 pozostate w potozeniu po-
ziomym (2-ga cze$¢ fig. 60).
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Postagpimy, wreszcie, tak samo z szeScianem 4 (fig. 61),
pozostawiajgc na swych miejscach, dla utworzenia 2-ej czesci
figury 61, pierwsze 10 kolumn i umieszczajgc nad niemi po-
ziomo ostatnie 6.

Jezeli teraz polaczymy, jak wskazuje figura 62, drugie
czesci figur 59, 60, 61, dodajac do nich, z lewej strony u go6-
ry, jeden krazek, ktéry wyobraza szescian 1, otrzymamy szu-
kang sume szescianow liczb 1, 2, 3, 4 w postaci kwadratu,
ktérego kazdy wiersz i kazda kolumna zawiera krazkéw
14-2 + 3+ 4 czyli 10. Szukana przeto suma szescianow wy-

raza sie liczbg 100.
Zauwazymy przytym, ze fi-

000000O0O0O0O gura 62 zyskataby duzo na wyra-
00000O0O0O0O00UD zistosci, gdyby$my kazdy szeScian
0000000000 oznaczali krazkami innej barwy.
0000000000 Poniewaz opisana konstru-
g 8 8 g g g g g g g k_cja_ da sie zastos,oyvat‘t do znal§—
0000000000 zienia sumy szescianOw, zakonh-
000000000 O czonej szesScianem jakiejkolwiek
0000090000 O liczby n, przychodzimy do wnio-
00000000O0O sku, ze suma szeScian6w pierwszych
I n liczb catkowitych réwna sie kwa-
ig. .

dratowi sumy tych liczb, ktéry wy-
raza sie wzorem:
B+ 25+ B+ ...+n3=(1+ 2+3+ ... Fn)2

Ostatniemu wyrazeniu mozna nada¢ prostsza postac

Ty b " OO

| tutaj, jak w poprzednich rozdziatach, tatwa i zajmuja-
ca konstrukcja doprowadza do wyniku, wymagajacego na in-
nej drodze dos$¢ zawitego rachunkul).

) Rzuciwszy okiem na graficzna tabliczke mnozenia (fig. 12), tatwo
spostrzezemy, ze w obwoddkach, oddzielajgcych kwadraty liczb 1, 1+ 2,
+2 + 3, ..., znajdujg sie liczby kratek, wyrazajgce kolejne szesScia-
ny 23 33 . ..

Mozemy wiec uzy¢ tej tabliczki do sprawdzenia wynikéw niniegj-
szego rozdziatu.
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30. Potegi liezby 11

Aby znalez¢ kwadrat 11, wykonajmy fatwe mnozenie:
un
u
11
1
121 112= 121.
Szedcian tej liczby jest iloczynem 121.11:
121 K%

n

121
121

1331 113= 1331
Nastepnie, w celu znalezienia 4-ej potegi 11 wykonajmy
mnozenie:
1331
u

1331
1331
14641 11*= 14641
Cyfry:
1,2 %L 1,3 3 L 1 4 6 4,1,
z ktérych skiadajg sie kolejne potegi 11, mozna otrzymac
prosciej, nie uciekajac sie do mnozenia, jezeli zauwazymy, ze
pierwszg i ostatnig cyfrg kazdej potegi jest 1, pozostate za$
cyfry ktorejkolwiek potegi powstaja z dodania dwuch sasie-
dnich cyfr poprzedniej potegi.
Jakoz, z 11 otrzymujemy 121, poniewaz 1+1 = 2.
Z 121 otrzymujemy 1331, poniewaz I-f-2 —3, 2+-1=3.
Z 1331 otrzymujemy 14641, poniewaz 1-f-3= 4, 3{—-3—86,
3f-1=4.
Rownie fatwym sposobem otrzymamy w hastepnym roz-
dziale i inne, bardzo wazne w algiebrze, liczby, z ktéremi
e b
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nasi uczniowie spotkajg sie pOzniej, rozszerzajac swa wiedze
matematyczna.

3L Trojkat i kwadrat arytmetyczne.

Zapetijmy pierwsza kolumne z lewej strony (fig. 63)
na papierze kratkowanym cyframi 1, piszacje w dowolnej ilo-
$ci jedng pod druga, oraz przypus¢my, ze w pierwszym wier-
szu od gory obok 1 znajdujg sie z prawej strony same zera,
ktorych jednak nie piszemy. Utworzymy 2-gi wiersz, doda-
jac 1i 0 i piszac otrzymang sume 1 obok znajdujacej sie juz
w tym wierszu 1. Dla utworzenia 3-go wiersza wykonywa-
my w drugim nastepujgce dodawania: 1+ 1= 2, 140 = 1
piszac sumy 2 i 1, w miare ich otrzymywania, w 3-im wier-
szu obok siebie, po prawej stronie znajdujgcej sie tam juz 1

Podobniez, z 3-go wiersza otrzymamy 4-ty, wykonaw-
szy w 3-im nastepujgce dodawania: 1+2 = 3, 2+1 = 3
14 0= 1

3 4 5 6 7 8
6 10 15 21 28 36

1
2
1 3
4 10 20 35 56 84
i
P
7
8

1
2

3 3 1
4 6 4 1
5 10 10 5 1

6 li 2015 6 1
7 21353521 7 1

15 35 70
21 56
28 84
36

[ T TN
[

Fig. 63. Fig. 64.
Widoczna, ze w ten sposob otrzymamy tyle nastepnych
wierszy tablicy, ile nam sie spodoba; fatwo tez zauwazy¢, ze
w pierwszych wierszach napotkamy cyfry, z ktérych sie skia-
dajg wyzej obliczone potegi 11
Przytoczong tablice nazwano, na cze$¢ jej stawnego
'‘wynalazcy, tréjkatem arytmetycznym Pascalal).

') Btaiej Pascal, uczony i pisarz francuzki, urodzit sie w Cler-
mont-Ferrand (1623—1662).
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Z liczb trojkata arytmetycznego utworzymy nowa figu-
re (fig. 64), jezeli, nakre$liwszy kwadrat na papierze kratko-
wanym, zapetnimy cyframi 1 pierwszy wiersz u géry oraz
pierwszg lewg kolumne tego kwadratu, w kazdej za$ z po-
zostatych kratek napiszemy liczbe, utworzong przez doda-
nie do liczby, znajdujacej sie bezposrednio nad szukang, liczby
wypisanej bezposrednio po lewej stronie szukanej.

Liczby: 1,1; 1, 2, 1, 1, 3, 3 I, ..., znajdujace sie
w poziomych wierszach poprzedniej tablicy, widzimy tutaj
uszeregowane pochyto, w kierunku od lewej reki ku prawe;j.

Tablica, wyobrazona na figurze 64, nazywa sie kwadra-
tem arytmetycznym FermataV.

Uwazajgc na.zwyczajnej szachownicy (fig. 65) pole po-
czatkowe O i jakiekolwiek inne X, zapytajmy, iloma rdézne-
mi drogami mozna doprowadzi¢ wieze z O do X bez cofa-
nia jej, czyli posuwajgc zawsze z lewej
ku prawej lub z géry na dét. Odpo-
wiedZ na to pytanie znajdziemy w prze-
niesionym na szachownice kwadracie ary-
tmetycznym, Kktory wskazuje w danym
wypadku (fig. 65), ze istnieje 84 réznych
drég, po ktorych wieza moze by¢ prze-
sunieta z O do X. Fig. 65.

Liczby kwadratu arytmetycznego po-
siadajg wiele innych ciekawych wiasnosci, o ktérych jednak
mowi¢ tu nie bedziemy, gdyz-na to jeszcze zawcze$nie.

32. RoOzne systematy liczenia.

Przy tworzeniu réznych liczb przy pomocy pojedyn-
czych zapatek, ich peczkdw, wigzek it. d. (rozdz. 3), ktére do-
prowadzito nas do powszechnie uzywanego liczenia pisSmien-

') Piotr Fermat, matematyk francuski, ktory urodzit sie w Beau-
mont de Lomagne (1601 — 1665), moze by¢ uwazany za najwiekszego
gienjusza w dziedzinie arytmetyKki.
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nego, mozna byto przyja¢ w peczku, wigzce i t. d. zamiast
dziesieciu jakgkolwiek inng liczbe odpowiednio zapalek, pecz-
kéw i t. d.

Gdybysmy sie, n. p.,, uméwili, ze z 8 zapalek tworzy sie
jeden peczek, z 8 peczkéw—jedna wigzka i t. d., wtedy do
napisania jakiejkolwiek liczby wystarczytyby nam cyfry 1, 2,
3, 4, 5 6, 7, do ktérych, oczywiscie, nalezaloby dotgczyc
zero.

R6zne sposoby piSmiennego przedstawiania liczb nazy-
wajg sie systematami liczenia, liczba za$, na ktérej opiera sie
dany systemat, nazywa sie jego zasada.

Tak, systemat, z ktorym spotykaliSmy sie dotad i ktory
jest w powszechnym uzyciu, nazywa sie dziesigtkowym i ma
za zasade liczbe 10. Przytoczony dla przykiadu systemat
0 zasadzie 8 mogtby by¢ nazwany dsemkowym.

Obrawszy za zasade liczbe 12, otrzymalibySmy syste-
mat dwunastkowy, w ktérym jeden peczek tworzy sie z 12
zapaltek, jedna wigzka—z 12 peczkéw i t. d.

W takim systemacie nalezy mie¢, oprécz zera, jedena-
Scie cyfr, z ktéorych 9 mozemy wzigé¢ z systematu dziesigtko-
wego, dla pozostatych za$ dwuch, oznaczajgcych liczby 10,
11, musimy obmysle¢ nowe symbole.

Mozemy powiedzie¢ ogdlnie, ze w systemacie liczenia,
ktérego zasadg jest liczba B, nalezy mie¢, oprocz zera,
B—1 cyfr, liczba za$ B wyraza sie znakiem piSmiennym 10.

Dobrze jest umie¢ napisa¢ w danym systemacie licze-
nia liczbe, napisang w innym systemacie, co, w dodatku, jest
rzeczg tatwa.

Obierzmy, naprzykiad, liczbe 374, napisang w systema-
cie 6semkowym, i sprébujmy jg napisa¢ w systemacie dzie-
sigtkowym. Uzmystowiwszy sobie dang liczbe przy pomocy
zapatek, znajdziemy, ze zawiera ona:

4 zapatKio 4
7 peczkéw po 8 zapatek......e. 56
3 wigzki po 8 X 8 zapatek. . . . 192
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lub prosciej, jezeli rozpoczniemy rachunek od lewej reki,
mowiac: 3 wigzki po 8 peczkow wiecej 7 peczkéw czyni 31
peczkow; 31 peczkédw po 8 zapalek czyni 248, wiecej 4 daje
w sumie 252.

Gdybysmy, przeciwnie, zamierzali napisa¢ w systemacie
osemkowym liczbe 598, dang w systemacie dziesigtkowym,
nalezatoby przedewszystkim odja¢ 8 od tej liczby tyle razy,
ile mozna, poczym reszta bylaby pierwszag szukang cyfrg
z prawej strony.

Podzielimy przeto 598 przez 8 i zauwazymy reszte 6;
nastepnie otrzymany iloraz 74, ktéry wyobraza liczbe pecz-
kéw, podzielimy znowu przez 8 i znajdziemy na reszte 2
peczki, w ilorazie za$ otrzymamy 9 wigzek; 2 jest drugg szu-
kang cyfrg. Podzieliwszy wreszcie 9 przez 8, otrzymamy
reszte, zlozong z 1 wigzki (1 jest trzecig szukang cyfrg), w ilo-
razie za$ znajdziemy 1 pek (1 jest czwartg i ostatnig szuka-
ng cyfra).

PiSmiennie wyrazimy te dziatania w nastepujacy sposaéb:

898 18
38 748
6 *“Tj 8

I T

skad wida¢ wprost, ze zgdana liczbe w systemacie 6semko-
wym nalezy napisa¢ w postaci 1126.

Gdybysmy zechcieli wyrazi¢ te samg liczbe w systema-
cie dwunastkowym, wtedy, wykonawszy podobny rachunek

398 | 13
H8 49 | 13
» 1T

otrzymalibySmy liczbe 4 1 (10), w ktérej cyfra (10) oznacza
liczbe 10 w systemacie dwunastkowym.

WidzieliSmy poprzednio, ze liczba 374, dana w syste-
macie 8-owym, pisze sie w systemacie 10-owym jako 252; ta
sama zas$ liczba w systemacie 12-owym przybiera posta¢ 190.
W ten sposéb, przy posrednictwie systematu 10-owego, prze-
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chodzimy z tatwoscig od jednego, jakiegokolwiek, systematu
do innego.

Przy pewnej wprawie mozemy tez fatwo wykonywac
dziatania w jakimkolwiek systemacie; nalezy tylko pamigtac
przy wszelkiej zamianie jedno$ci nizszego rzedu na bezpo-
Srednio wyzsze lub odwrotnie, ze kazda jednos¢ zawiera je-
dnosci bezposrednio nizszych nie 10, lecz ogdlnie B, jesli
liczba B jest zasadg obranego systematu liczenia.

Przytaczamy, dla przykladu, liczbe 1000 systematu dzie-
sigtkowego, napisang wedtug systematow, ktorych'zasadami

sg odpowiednio 3, 4, 5 ... 12
B= 3 1101001
4 33220
5 13000
6 4344
7 2626
8 1750
9 1331
10. 1000
1u 82(10)
12 6(11)4

33. Systemat dwujkowy.

WidzieliSmy w poprzednim rozdziale, ze w systemacie
liczenig, ktérego zasada jest liczba B, wystarczy B — 1
cyfr, oprocz zera; gdybySmy, n. p., za zasade systematu
obrali 2, wystarczytaby nam jedna tylko cyfra znaczaca 1

Zdaje sie, ze Leibnitz]) pierwszy powzigt mysl stworze-
nia tego ostatniego systematu, ktérego uzycie wymaga dwuch
tylko cyfr 1, 0, chociaz niektorzy twierdza, ze uzywali go
Chinhczycy juz w bardzo odlegtych czasach.

‘) Leibnitz, matematyk i filozof niemiecki, urodzit sie w Lipsku
(1646—1716).
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Jakkolwiek systemat dwujkowy nie nadaje sie do zwy-
kltych rachunkéw, poniewaz wymaga zbyt wielu cyfr do na-
pisania nieco wigkszej liczby (n. p. liczba 1000 systematu
dziesiatkowego staje sie w nim liczbg 10-cyfrowa 1111101000),
znajduje jednak pozyteczne i ciekawe zastosowania w niekt6-
rych kwestjach naukowych, oraz stosuje sie do wyjasSnienia
pewnych gier, jak, n. p., gra w pierscienie (le baguenaudier)
i wieza sjamska (la tour d’Hanoi). Obmyslono tez zabawke,
opartg na tym systemacie, ktérg opisat E. Lucas w dzietku
p. n. ,,Zabawy arytmetyczne*“ (Arithmétique amusante), na-
dajac jej nazwe ,tajemniczego wachlarza“.

Aby wyjasni¢, na czym polega ta zabawka, napiszmy
w systemacie dwujkowym 31 pierwszych liczb systematu
dziesigtkowego:

1 1
2 10 12 1100 22 10110
3 1 13 1101 23 10111
4 100 14 1110 24 11000
5 101 15 U li 25 11001
6 HO 16 10000 26 11010
7 111 17 10001 27 11011
8 1000 18 10010 28 11100
9 1001 19 10011 29 11101
10 1010 20 10100 30 lilio
11 IOH 21 10101 31 11111

Nastepnie, na pasku kartonu A napiszmy w systemacie
dziesigtkowym wszystkie te liczby, ktére sa zakonczone 1
w systemacie dwujkowym.

Na drugim pasku B napiszmy wszystkie te liczby, kto-
rych druga cyfrg z prawej strony jest 1 w systemacie dwuj-
kowym. Podobniez, napiszmy na paskach C, D, E wszystkie
te liczby, ktére w systemacie dwujkowym majg cyfre 1 od-
powiednio na 3-im, 4-ym, 5-ym miejscu z prawej strony.

Jezeli wreczycie pewnej osobie te 5 paskéw i zapropo-
nujecie jej, aby, zamysliwszy jakakolwiek liczbe od 1 do 31,
zwrocita wam tylko te paski, na ktérych znajduje sie pomy-
Slana liczba, bedziecie wiedzieli, z jakich cyfr sklada sie ta
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liczba w systemacie dwujkowym, znajdziecie jg przeto jako
sume pierwszych liczb, wypisanych na paskach, ktore wam
zwrocono. Niech bedzie, n. p.,, 25 pomys$lang liczbg, wsku-
tek czego otrzymacie z powrotem paski A, D, E, rozpoczy-
najgce sie od liczb 1,8, 16; szukana liczba= 1-(-8 -f- 16 = 25.

A B C D E
t i 4 8 16
3 3 5 9 17
5 6 6 10 18
7 7 7 n 19
9 10 12 12 20

1 n 13 13 21

13 14 14 14 22

15 15 15 15 23

17 18 20 24 24

19 19 21 25 25

21 22 22 26 26

23 23 23 27 27

25 26 28 28 28

27 27 29 29 29

29 30 30 30 30

31 31 31 31 aa

Mozecie powiegkszy¢ obszar zgadywanych liczb do 63
lub 127, wzigwszy zamiast 5 odpowiednio 6 lub 7 paskdéw.
Oprécz tego, mozecie otoczy¢ zgadywanie jeszcze wigkszg
tajemniczoscia, zastgpiwszy liczby, napisane na paskach, ja-
kiemikolwiek imionami wiasnemi i utozywszy przytym tabli-
ce odpowiedniosci pomiedzy imionami i liczbami.

Kazdy potrafi sobie przygotowaé¢ podobne paski, a gdy-
by nawet nie udatlo mu sie przekona¢ ludzi, ze jest czaro-
whnikiem, bedzie miat w zysku wprawe, nabytg w dodawaniu
pamieciowym. Bez takiej wprawy stracitby wkrotce powage
w oczach tych, przed ktéremi sie popisuje.
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34. Postepy roznicowe.

Wezmy szereg liczb, naprzyklad:
4, 7, 10, 13,

takich, aby réznica pomiedzy dwiema kolejnemi byta zawsze
jednakowa:
7—4=10—7= 13—10= 3

Taki szereg nazywa sie postepem rdéznicowym, stala zas
roznica jego wyrazow (3 w. obranym przykladzie) zowie sie
réznicg lub wyktadnikiem postepu.

Liczby 4, 7, 10, 13 sg wyrazami postepu; mamy ich tyl-
ko cztery w obranym przykfadzie, lecz i w tym, i w kazdym
innym postepie mozemy utworzy¢ dowolng liczbe wyrazdw.

Zauwazymy, ze szereg liczb catkowitych 1, 2, 3, . ..
tworzy postep réznicowy z réznica 1, szereg zas liczb niepa-
rzystych 1, 3, 5 ... — postep roznicowy z rdznicg 2

d

Hg &

Sprobujmy przedstawié¢ graficznie (fig. 66) przytoczony
wyzej postep 4, 7, 10, 13. W tym celu, na papierze kratko-
wanym odliczymy w pierwszym wierszu 4 kratki (umie-
szczajgc w nich czarne krazki), w 2-m—7 kratek, w 3-im—
10, wreszcie w 4-ym — 13. Jezeli nastepnie dodamy w 4-ym
wierszu jeszcze 4 kratki i nakreslimy prostokat, majacy za
podstawe 17 i za wysoko$¢ 4 kratki, wtedy kazdy wyraz
postepu, oznaczony naprzemian czarnemi i biatemi krazkami,
bedzie zawarty w tym prostokacie dwa razy.

Z figury 66 wynika wprost, ze suma wyrazow skrajnych
jest réwna sumie dwuch wyrazéw, jednakowo oddalonych od
skrajnych, suma za$ wszystkich wyrazéw postepu jest rowna
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potowie liczby kratek, zawartych w catym prostokacie, czy-
ii wyraza sie liczbg-----—---- .

Oznaczywszy, ogélnie, literami a i | skrajne wyrazy po-
stepu, literg za$ n liczbe jego wyrazéw, znajdziemy naste-
pujace wyrazenie na sume wyrazoéw tego postepu

@AlDn
Jezeli a= 1 i roznica postepu= 1, wtedy /= n, suma
fl (f
za$ wyrazObw postepu = —(2 ezeli, nastepnie, «=1
i réznica postepu =2, wtedy 1 —2n— 1 i suma wyrazéw no-

wego postepu~ n 2 DoszliSmy przeto na innej drodze do
wynikéw, juz wczesniej otrzymanych.
Zauwazmy tez analogje pomiedzy dopieroco przytoczo-

nym wzorem - i wzorem na pole trapezu (rozdz. 23).

Przytoczymy wreszcie o0g6lng posta¢ postepu roéznico-
wego, ktdrego pierwszy wyraz ~ a, réznica zas= N\

a, aVr, a4 2r,m.a-j-(n—1yr.

35.  Postepy ilorazowe.

Szereg liczb, naprzykiad:
2 6 18 54 162,

posiadajacych takg wilasnosé, ze iloraz z podzielenia ktorejkol-
wiek z nich przez poprzednig jest zawsze jednakowy lub,
jak sie mowi, staty, nazywamy postepem ilorazowym, staty
zas$ iloraz —wyktadnikiem postepu.

W obranym przykiadzie wyktadnik = 3, pierwszy wy-
raz—2, liczba za$ wyrazéw postepu= 5.
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Liczby 1, 10, 100, 1000, . . . systematu dziesiatkowego
tworzg postep ilorazowy o wykladniku 10; liczby za$, wyra-
Zajgce sie temi samemi cyframi w systemacie liczenia o za-
sadzie B, stanowig postep ilorazowy, ktérego wyktadnik=B.

Wyktadnik postepu ilorazowego moze by¢ nietylko licz-
bg catkowita, lecz i utamkiem. Jezeli wykladnik jest wie-
kszy od 1, wyrazy postepu wcigz rosna, mamy przeto po-
step rosnacy; jezeli, przeciwnie, wykladnik jest mniejszy od
jednosci, mamy postep malejacy, ktdrego wyrazy wcigz maleja.

Aby wyprowadzi¢ wzlr na sume wyrazéw postepu ilo-
razowego, powrdémy do szeregu

2 6 18 54 162

i zauwazmy, ze, pomnozywszy jakikolwiek wyraz tego po

stepu przez jego wykladnik 3, otrzymamy wyraz nastepujgcy

W szeregu, pomnozywszy za$ dowolny wyraz przez rdznice

3— 1 czyli 2, otrzymamy rdznice dwuch kolejnych wyrazéw

szeregu:

23—1)=6—2, 6 (3—1)=18—6, 18 (3— 1)=54—18,
54 (3— 1)= 162 —54, 162 (3— 1)=486 — 162.

Dodawszy te réwnosci stronami odpowiedniemi i ozna-

czywszy szukang sume literg s, znajdziemy:

53— 1=48—2 j=486"1"= 202

Szukajmy teraz sumy 5 postepu ilorazowego, 'danego
w 0go0lnej postaci
a b, C k,

ktérego wyktadnik = q. Wprowadziwszy jeszcze jeden wy-
raz |=kq, znajdziemy, wzorujgc sie na poprzednim przy-
ktadzie:

a(q—)—b—a, b(qg—I)=c—b ...

poczym la=Dh=1—k

s(g—)=1l—a; 5= -——
q—I
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Ostatni wzoér stosuje sie do postepu rosngcego, dla po-
stepu za$ malejacego przeksztalcamy go na nastepujacy:

I—q

Rola postepéw ilorazowych w rachunkach jesli bardzo
wielka, inne za$ ich zastosowania sg nader liczne.

W postepach ilorazowych rosngcych, ktérych wyktadnik
nawet niewiele rozni sie od 1, natrafiamy, w miare powieksza-
nia ilosci wyrazéw, na liczby, zdumiewajgce nas na razie
swym ogromem, 0 czym przekonamy sie w najblizszych roz-
dziatach.

Zauwazymy w koncu, ze postepowi ilorazowemu, skia-
dajgcemu sie z n wyrazéw, w ktorym wyraz pierwszy = a,
wyktadnik za$~ ¢, mozemy nada¢ postac:

a ag ag2 . . . agn\

36. Ziarna zboza na szachownicy.

Chociaz nie wiemy doktadnie, kto byt wynalazcg grjr
szachowej, istnieje jednak otym wynalazku starozytna legienda
indyjska, ktorg warto poznac.

Opowiadaja, ze pewien monarcha, zachwycony nowg
gra, kazat przywota¢ wynalazce i pozwolit mu zagda¢ takiej
nagrody, jakiej sam zechce.

»Rozkaz", odpowiedziat zapytany, ,aby mi potozono
1 ziarno zboza na 1-ym polu szachownicy, 2 ziarna na 2-im
polu, 4 na 3-im i t. d. az do ostatniego 64 go pola, podwa-
'ajac za kazdym razem poprzednig liczbe*.

Monarcha, zdziwiony tak skromnym zadaniem, polecit
je spetni¢ niezwilocznie; lecz jakiez byto jego zdumienie, gdy
mu powiedziano po pewnym czasie, ze rozkazowi jego nie
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stato sie zado$¢, poniewaz spetnienie skromnego na pozor
zyczenia wymagatoby osmiu zbiorow rocznych z catej kuli
ziemskiej, w przypuszczeniu, ze cata jej powierzchnia jest
uprawna.

Istotnie, liczba ziaren zboza, zazadanych przez wynala-
zce, jest sumg wyrazOw postepu ilorazowego

1 2 22 ... 263

rowna sie przeto 264—1, czyli wyraza sie w systemacie dzie-
sigtkowym nastepujacg 20-cyfrowg liczba:

1844674407370955 I1G15.

Nie prébujmy jej nawet odczytywac, gdyz uzyte w tym
celu wyrazy nie wieleby sie przyczynity do wyjasnienia jej
wielkosci.

Jakkolwiek duzg jest przytoczona liczba, spotkamy sie
w nastepnych rozdziatach z innemi, znacznie wigkszemi.

37. Tanie kupno.

Jeden z naszych przyjaciét, dajmy na to Pawet, ktére-
mu niewatpliwie znana byta historja wynalazku gry szacho-
wej, wybudowat sobie jednopietrowy domek z gankiem o 7
schodkach i z 19 schodami wewnatrz, prowadzgcemi na pierw-
sze pietro.

Powzigwszy po kilku latach zamiar sprzedania swej cha-
tupki (zresztg bardzo dobrze utrzymanej), oSwiadczyt pierw-
szemu nabywcy Gawlowi:

,»Chce sprzeda¢ dom jaknajpredzej, dlatego tez ofiaruje
bardzo przystepne warunki. Zaptacisz mi 1 kopiejke za 1-szy
stopien mych schodow, 2 kopiejki za 2-gi stopien, 4 kopiejki
za 3-ci i t. d.; jednym stowem bedziesz podwajat zaptate co
stopien. Poniewaz za$ schodéw w mym domu jest tylko 26,
sprzedaje ci go, jak widzisz, prawie za bezcen*.
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»Zgoda, dobijmy targu!“ zawotat Gawel, zachwycony
Swietnym interesem, ktory mu zaproponowano.

Nazajutrz, spozywszy doskonate $niadanie, na ktére za-
prosit Pawta, udat sie w strone jego domku, aby wyptacié
umoéwiong sume 22%6—1 kopiejek.

Z poczatku wszystko szto gtadko i nawet pierwsze stop-
nie schodéw wewnetrznych nie nastreczaly trudnosci; lecz
wkrétce woreczek Gawila zaczagt sie wyproznia¢ z przerazajg-
cg szybkoscia. Wtedy Pawetl zaproponowat mu, aby zaprze-
stat wchodzenia na pietro i, podajagc uprzejmie dokladny ra-
chunek naleznosci, rzekt. ,,Kochany Gawle, jeste$ mi diuzny
671088 rb. 63 kop., lecz poniewaz dobrym przyjaciotom zaw-
sze robie ustepstwa, opuszczam ci chetnie 63 kop.“.

Biedny Gawetl spuscit nos na kwinte i odtad, jak mo-
wig, przestrzegat pilnie, aby nauczono jego dzieci, co to jest
postep ilorazowy, ktérego nieznajomos¢ tak drogo przyptacit.

38. Kopiejka na procencie sktadanym.

Jedno z najwazniejszych zastosowan praktycznych po-
stepOw ilorazowych znajdujemy w rachunku procentéw skia-
danych. Poniewaz 1 rubel, umieszczony na 1 rok przy 5 pro-
centach, przynosi 5 kopiejek, jezeli przeto, zamiast podniesc,
dotgczymy te 5 kopiejek do pierwotnego kapitatu, otrzyma-
my sume 1 rb. 05 kop., ktérg mozemy znowu umiesci¢ na
procencie w ciggu 2-go roku, i t. d. Po uplywie znacznej
liczby lat wzrost kapitatu, spowodowany przez procent skia-
dany, staje sie wprost fantastyczny.

Obliczono, naprzykiad, ze jedna kopiejka, umieszczona
na poczatku ery chrzescijanskiej na procencie sktadanym, wy-
noszacym 5 od sta, zamienitaby sie ku koncowi 19-go stule-
cia na kapitat, ktérego warto$¢ przedstawiataby okoto trzech
miljardow kul ztotych, posiadajgcych wielko$¢ kuli ziemskiej.
Zauwazymy mimochodem, ze ten wynik, o ktérego wielkosci



93

nie mozemy sobie wyrobi¢ dokladnego pojecia, prowadzi do
whiosku, iz stosowanie procentu skfadanego musi byé w pra-
ktyce ograniczone.

Odpowiedzmy teraz na prostsze pytanie: w ciggu ilu lat
nalezatloby mieé¢ umieszczong 1 kopiejke na procencie skia-
danym, wynoszacym 5 od sta, aby utworzony w ten sposéb
kapitat stanowit miljon rubli? Poniewaz odpowiedZ wypada:
378 lat, mozemy zauwazyé¢, ze gdyby kto$ z naszych przod-
kéw powzigt byt w roku 1529, czyli za panowania Zygmunta
Starego, szcze$liwg mysl ziozenia na nasze dobro jednego
ztotego na procent skfadany, 3 od sta, bylibySmy dzisiaj szcze-
Sliwemi posiadaczami wecale tadnej, gdyz wynoszacej 100 mil-
jonow ziotych, fortunki.

Gdyby wykonano podobng operacje finansowag w r. 59
naszej ery, lecz przy stopie procentowej, wynoszgcej tylko
1 od sta, otrzymalibySmy ten sam wynik w roku biezgcym
1907; czyli jeden rubel, umieszczony na takich warunkach,
posiadatby obecnie warto$¢ 100 miljonéw rubli (z wytacze-
niem, oczywiscie, wszystkich przypadkowych okolicznosci,
ktore w tym dlugim okresie czasu mogtyby wptynaé na otrzy-
many wynik).

39. Ceremonjalny obiad.

Pewnego pieknego wieczoru zebrato sie dwanascie 0s6b
na wspolny obiad, a poniewaz wszyscy przywigzywali duza
wage do etykiety, miejsc za$ przy stole nie wyznaczono
z goéry, rozpoczeta sie ozywiona dyskusja na ten temat, kto-
ra jednak nie doprowadzita do zadnego wyniku. Kto$ z obec-
nych, chcac znalez¢ wyjscie z klopotliwego potozenia, zapro-
ponowat, aby wyprébowano wszystkie mozliwe kombinacje
i obrano nastepnie najodpowiedniejsza z nich. Gdy jednak
biesiadnicy, zmieniajgc miejsca, zaplatali sie po kilku minu-
tach w przer6znych kombinacjach, znajdujacy sie, na szczescie,
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miedzy niemi nauczyciel miejscowego gimnazjum, ktéry miat
pewne pojecie o matematyce, rzekt: ,,Kochani przyjaciele, po-
niewaz zupa stygnie, ciggnijmy raczej losy na swe miejsca,
gdyz w ten spos6b rozstrzygniemy spor prosciej i predzej“.
Postuchano madrej rady i obiad przeszedt w serdecznym na-
stroju. Kiedy za$ podano wety, nauczyciel, zabierajac gtos
ponownie, odezwat sie w te stowa: ,,Czy wiecie, ile czasu
zuzylibySmy na wyczerpanie wszystkich kombinacji usado-
wienia sie przy tym stole, gdybysmy na przejscie od jednej
kombinacji do drugiej zuzywali tylko jedng sekunde?*, wi-
dzac za$ ze wszyscy milcza, ciggnat dalej: ,,uprawiajgc te nie-
winng zabawe dzienn i noc i nie przerywajac jej ani na chwi-
le, ukonczyliby$Smy jg pdzniej, niz po 15 latach i 2 miesigcach,
gdybysmy nawet wzieli w rachube lata przybyszowe. Je-
zeli tedy na poczatku grozito nam wysuszenie pieczeni, to;
stosujgc sie S$cisle do pierwotnej propozycji, zginelibySmy
niewatpliwie z gtodu, wycienczenia i bezsennosci. Badzmy
wiec ceremonjalni, lecz w miare!*

Nauczyciel nie pomylit sie, gdyz dokfadna liczba roz-
nych ugrupowan 12 os6b przy stole z 12 nakryciami jest
rowna 479001600, czyli przewyzsza 479 miljonéw, co tymbar-
dziej moze nas wprawi¢ w podziw, ze ugrupowania 2 bie-
siadnikéw zajetyby im tylko 2 sekundy czasu, wszystkie za$
mozliwe ugrupowania 4 biesiadnikéw datyby sie uskutecznié
w niespetna pét minuty.

Wielkie liczby, o ktérych moéwimy, powstajg z oblicza-
nia t. zw. przestawien, dajgcego sie tatwo przeprowadzic.

Jezeli mamy pewng liczbe réznych przedmiotéw oraz
takg sama liczbe roznych miejsc, na ktérych te przedmioty
moga by¢ umieszczone, wtedy kazde ugrupowanie danych
przedmiotow na danych miejscach nazywamy przestawieniem
tych przedmiotéw.

Majac dwa rdozne przedmioty a, b i dwa rdézne miejsca,
~mozemy utworzy¢ tylko dwa przestawienia ab i ba.

Aby utworzy¢ przestawienia trzech przedmiotéw a, b, c,
mozemy wzig¢ przestawienie ab i dotgczy¢ do niego przed-
miot ¢ w trzech réznych miejscach: albo po b, albo pomiedzy
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a i b, albo tez przed a. Poniewaz w podobny sposéb z prze-
stawienia ba otrzymamy trzy nowe, dolaczajgc do niego c,
mozemy przeto utozy¢ nastepujacg tabliczke wszystkich prze-
stawien przedmiotéw a, b, c:

abec bac
ach bca
cab ch a.

Mamy wiec tych przestawien 2x3 czyli 6.
GdybySmy do ktéregokolwiek z ostatnich przestawien,
n. p. abc, dotaczyli {-: litere d, otrzymalibySmy { nowe prze-
stawienia:
abecd abdc adbec dabd

poniewaz za$ z kazdego przestawienia 3 liter otrzymamy
w ten sposéb | przestawienia ! liter, liczba wiec wszystkich
przestawien ¢ liter jest rowna 6% ¢ lub 2. 3.4 = 1t

Postepujac tak dalej, znajdziemy, ze liczba przestawien
5 liter= 2. 3. 4. 3, wogoOle, liczba przestawien n liter—2. 3.
4 ... n, ktory-to iloczyn oznaczajg czesto symbolem n!

Przytoczona nizej tabliczka wykazuje, jak szybko rosng
liczby n! z powiekszaniem sie liczby n.

n n!

2 2

3 6

4 24

5 120

6 720

7 5040

8 40320

9 362880
10 3628800
n 39916800
12 479001600

Przestawienia nietylko majg duze znaczenie w matema-
tyce, lecz stosujg sie takze do r6znych gier i zabaw, jak,'n.p.,

7



anagramy; ogtoszono tez w tej materji

abcd
acbd
cabd
bacd
bcad

chad

wien rysunkiem,

abdc
acdb
cadb
badc
bcda

chbda

Fig. 67.

adbc
adch
cdab
bdac
bdca
cdba

liczne prace, nieraz
bardzo uczone. Nie mogac sie niemi tutaj zajmowac, zazna-
czymy wszakze nader pomystowy sposéb wyrazania przesta-

dabc
dach
dcab
dbac
dbca
dcba

nazwany przez wynalazce,
przestawieniami obrazowemi (permutations figurées). Wyrysuj-
my, mianowicie, na papierze kratkowanym kwadrat, ztozony

Edw. Lucas,
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Z n wierszy, po n poél w kazdym, i, ograniczajac sie do prze-
stawien 4 przedmiotow, uczynmy n=4, czyli uwazajmy kwa-
drat, zawierajagcy 16 pol. Jezeli zastgpimy 4 dane przed-
mioty a, b, ¢, d 4 liczbami 1, 2, 3, 4, to dowolne przestawie-
nie liter cbhda moze by¢ zastgpione odpowiednim przestawie-
niem liczb 3241, wedlug ktérego =zacieniujemy w 1-ej ko-
lumnie wyrysowanego kwadratu 3-cie pole, w 2-ej kolumnie
2-ie pole, w 3-ej—4-te pole, wreszcie w 4-e¢f kolumnie 1-sze
pole.

Cztery zacieniowane pola kwadratu sa obrazem prze-
stawienia ebda.

Na figurze 67 widzimy obrazy 24 przestawieh 4 przed-
miotdéw, u spodu za$, dla tatwiejszego zorjentowania sig, po-
dano tablice przestawien, wypisanych w takim porzadku, jak
ich obrazy.

Gdybysmy uwazali ktorykolwiek z kwadratéw figury 67
za szachownice, jego zacieniowane pola wyobrazatyby pozy-
cje wiez, nie szachujacych sie wzajemnie; to samo moznaby
powiedzie¢ o innych podobnych kwadratach. Wynika z tego
oraz z tabliczki, przytoczonej w niniejszym rozdziale, ze na
zwyktej szachownicy o 64 polach mozna ustawi¢ 40320 spo-
sobami osiem wiez, nie szachujacych sie wzajemnie, na sza-
chownicy za$ o 100 polach mozna ustawi¢ 10 wiez w podo-
bnych warunkach 3628800 sposobami. Widzimy z tych przy-
kltadéw, ze pewne kwestje, dos$¢ zawite, poki nie stosujemy
przestawien, dadzg sie przy ich pomocy bardzo tatwo roz-
wigzac.

Jako dalsze przyktady przytaczam: liczbe wszystkich
ugrupowan Kkart z talji preferansowej, ktora jest réwna 32!,
lub liczbe ugrupowan kart z talji wistowej, rowng 52!; nie pro-
ponuje jednak pisania otrzymanych liczb w systemacie dzie-
sigtkowym. Niech wasi uczniowie zabawiajg sie obliczaniem
czasu, zuzytego na wykonanie tych przestawien, w przypusz-
czeniu, ze na kazde przestawienie zuzytojedng sekunde; lecz
i tych liczb nie radzitbym pisa¢ nawet po obraniu wieku za
jednostke czasu, gdyz to sie nie przyczyni do umystowego
rozwoju ucznia.
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40. Wi.ielka liczba.

Dzieki postepom i przestawieniom wspieliSmy sie dos¢
wysoko po drabinie liczb.

Gdybysmy teraz, chcac unikngé zawrotnych wysokosci,
poprosili kogo$ o napisanie najwiekszej liczby, utworzonej
przy pomocy trzech 9-ek, otrzymalibySmy najczesciej odpo-
wiedz:

999,
czyli liczbe istotnie skromnag, nie sprawiajgcg nikomu za-
wrotu glowy.

Jezeli jednak zapytany jest, na nasze nieszczescie, Su-
miennym matematykiem, ktory lubi doktadnie odpowiadac
na zadane mu pytania, napisze z pewnoscig nieco inng liczbe:

9
9

9 )
oznaczajgcg potege dziewieciu, ktérej wyktadnikiem jest licz-

ba 9. Kazdy wasz uczen z fatwoscia obliczy, ze 9 =387420489,
z czego wynika, ze chcac znalezé zadang liczbe, musimy
wykona¢ 387420488 mnozeh przez 9, co, oczywiscie, moze
zrazi¢ do podobnego rachunku, jakkolwiek maty jest staty
mnoznik 9. Nie zachecajgc tez bynajmniej do tego oblicze-
nia, powiem wam tylko (wy za$ powtorzcie to swym ucz-
niom, ktérzy w nastepstwie bedg mogli sprawdzi¢ stusznosé
mego oswiadczenia, n. p. przy pomocy wielocyfrowych loga-
rytméw), ze szukana liczba, gdybysmy jg napisali w systema-
cie dziesigtkowym, posiadataby

369 693 100 cyfr.

GdybySmy przeto zechcieli napisa¢ te liczbe na wstedze
papierowej cyframi, ktérych szeroko$¢ wynositaby 4 milime-
try, musielibySmy nada¢ tej wstedze dlugos¢ 1478 kilome-
trow 772 metrow 40 centymetréw, tylko o 53 kilometréw
mniejszg od 5-krotnej odlegtosci z Warszawy do Granicy
koleja zelazna.
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Piszac kazda cyfre tej liczby w ciggu jednej sekundy
i pracujgc codziennie po 10 godzin, bez wylgczenia niedziel
i Swiat, zuzylibySmy na te robote okoto 28 lat 48 dni.

Moge jeszcze nadmieni¢, ze pierwszg cyfrg szukanej
liczby jest 4, ostatnig za$ 9, a jakkolwiek ta uwaga niewiele
wam uprosci rachunek (pozostanie do wyliczenia 369693098
cyfr), musicie mi natomiast przyzna¢, ze zgodnie z nagtow-

kiem niniejszego rozdziatu przytoczylem wam liczbe istotnie
wielka.

1 2 3
Zauwazymy jeszcze, ze il = 1, 22 = 16, lecz 33 jest
juz liczbg 13-cyfrowa:
7625597484987.

41. Cyrkiel i przenosnik.

W odbywajacych sie bez przerwy c¢wiczeniach rysunko-
wych dzieci napotkaly juz zapewne okrag kota lub jego cze-
sci, ktdére rysowaty w przyblizeniu, od reki.

Nadszedt obecnie czas zapoznania ich z uzyciem cyrkla,
aby moglty wykonywaé swe rysunki z pewnym stopniem do-
ktadnosci; niechaj sie ¢wiczg w kre$leniu tukow kota oraz
calych kot, z poczatku otéwkiem, pbézniej tuszem; niechaj
kre$lg sposobami, podawanemi w kazdym podreczniku gie-
ometrji, prostopadte do danych prostych, tréjkaty i rézne
inne figury.

Zapoznajmy je tez i z drugim, réwnie prostym i potrze-
bnym, jak cyrkiel, przyrzadem—przenos$nikiem, wyrabianym
z metalu lub rogu w ksztalcie poétkola lub prostokatnego wy-
cinka kotowego.

Co sie tyczy podziatki przenosnika, zalecatbym dziesie-
tng, t. j. podziat kata prostego na 100 czesci (zamiast na 90
stopni) i t. d. Chociaz bowiem podziat dziesietny kata pro-
stego, wprowadzony roéwnoczesnie z metrycznym ukladem
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miar, zarzucono wpredce na korzy$¢ dawnych stopni, minut
i sekund, obecnie jednak daje sie zauwazy¢ usprawiedliwiona
daznos¢ do przywrdécenia go w praktyce, a nawet w szkole.
Zapoznajmy tez dzieci zawczasu z dziesietnym podziatem
kata, pokazujac im, n. p., potowe kata prostego, jako 50 se-
tnych tegoz (zamiast 45 stopni).

Zalecajmy dzieciom najprostsze wykreSlenia, pozosta-
wiajgc im czesto inicjatywe w wyborze tematéw. Wazna
jest rzecza, aby jednag figure przerysowywaty kilkakrotnie
w réznych skalach, poniewaz w ten spos6b zapoznajg sie
doswiadczalnie, bez doktrynerskich okreslen, z figurami, ma-
jacymi ten sam ksztatt, lecz r6zng wielkos$é, czyli z figurami
podobnemi.

Dzieki t3m éwiczeniom rysunkowym, dzieci przekonajg
sie fatwo, ze wielko$¢ katow danej figury nie zmienia sie ze
zmiang skali, gdy, przeciwnie, w figurach, wyrysowanych
wedtug skali dwa lub trzy razy wiekszej, odpowiednie dtu-
gosci sg podwojone Ilub potrojone. Wogole, nie uczac sie
jeszcze gieometrji, zdobedg doswiadczalnie pewien zaséb
prawd gieometrycznych, ktéry im bedzie wielce pomocny
przy poézniejszej systematycznej nauce.

Trzeba nadto, aby dzieci zawczasu poznaly pewne na-
zwy, czesciej spotykane, oraz pewne, uzyteczne w praktyce,
wiasnosci figur, ktore jednak obecnie musimy poda¢ bez do-
wodu. Bedzie to przedmiotem nastepnych rozdziatéw.'

42. Okrag* i1 koto.

Okrag jest figura okragta (fig. 68), wykreslang cyrklem,
ktérego jedno ramie pozostaje przytym nieruchome; punkt,
w ktérym umieszczamy nieruchome ramie cyrkla,

Z' \ nazywa sie Srodkiem okregu. Odlegtos¢ srodka
oc"jakiegokolwiek punktu M na okregu jest pro-

\y  mieniem, wszelka za$ prosta MM’, przechodzaca

*'t 8 przez Srodek, jest Srednicg okregu; odcinek MM’
Fig. 68 Srednicy jest rowny podwojnemu promieniowi.
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Kazda z dwuch czesci okregu, zawartych miedzy dwoma jego
punktami A i B, nazywa sie tukiem tegoz okregu, odcinek
za$ AB prostej jest cieciwg, Sciggajacg kazdy z dwuch tukdw.
Czes$¢ ptaszczyzny, zawarta wewnagtrz okregu, zowie sie ko-
tem (czasami kolem nazywamy okrag, jezeli nie obawiamy sie
nieporozumienia), czes¢ za$ kota, zawarta miedzy cieciwag
i odpowiadajagcym jej tukiem, nazywa sie odcinkiem kotowym.
Potgczywszy $rodek O okregu z dwoma punktami A i B te-
goz, utworzymy kat srodkowy AOB, kat zaS AMB, ktérego
boki przechodzg réwniez przez punkty A i B, lecz wierzcho-
tek M znajduje sie na okregu, nazywa sie katem wpisanym
w odcinek AMB i stanowi potowe kata AOB. Prosta OC,
fagczaca Srodek okregu ze Srodkiem C tuku AB, jest prosto-
padia do cieciwy AB i dzieli ja w punkcie D na potowy.

Jezeli obierzemy na okregu punkt N, wypadajgcy pod
cieciwg'AB (fig. 68), wtedy suma dwuch katow AMB i ANB
jest réwna dwum katom prostym.

Jezeli wezmiemy dowolnie prostg i okrag (fig. 69), wte-
dy: albo prosta lezy zewnatrz okregu (Dj), albo posiada dwa
punkty wspoélne z okregiem (D2) i nazywa sie wtedy sieczna,
albo tez dotyka okregu w jednym tyl-
ko punkcie (D3 i zowie sie styczng do
okregu. Odlegto$¢ uwazanej prostej
od srodka okregu jest: wieksza od pro-
mienia dla prostej zewnetrznej, mniegj =
sza od promienia dla prostej siecznej,
rowna promieniowi dla prostej stycznej.

Wspdlny punkt stycznej i okregu
nazywa sie punktem stycznodci, styczna za$ jest prostopadta
do promienia, przechodzacego przez punkt stycznosci. Pe-
wne, acz niedoktadne, pojecie o dtugosci okregu daje nam
cienka nitka, otaczajgca okrag i przystajgca do niego we
wszystkich punktach.

Stosunek diugosci dwuch jakichkolwiek okregéw O i O’
(fig. 70) jest rowny stosunkowi ich S$rednic, czyli, innemi sto-
wy, stosunek diugosci okregu do jego srednicy jest jednako-
wy dla kazdego z dwuch uwazanych okregéw, a wiec dla
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wszystkich okregow wogéble. Ten staty stosunek okregu do

jego $rednicy, ktorego nie mozna wyrazi¢ doktadnie zadnym

utamkiem, jest wiekszy od 314 i mniejszy od 3,416, oznaczaja
go powszechnie grecka literg

Warto$¢ przyblizona 3,u nadaje sie

do wielu zwyklych uzytkéw; gdzie za$

chodzi o wigksza dokladnos$é, tam pra-

wie zawsze wystarczy przyblizenie 3,i4)6.

Fig. 70. Jezeli przeto C jest diugoscia okre-

gu, R jego promieni%m, Srednicg za$

D—2R, wtedy litera tt oznacza stosunek . Z tego wyni-

ka, z2 C—kD— 2«r?, w praktyce za$ stosujemy wzory:
C--3]4 D=628R.

Powyzsze uwagi pozwalajg tatwo obliczy¢ dtugos¢ okre-
gu jakiegokolwiek przedmiotu okragtego, ktoérego promien
lub $rednice poprzednio zmierzono; lub, odwrotnie, obliczy¢
srednice, n. p., okragtej wiezy, pnia drzewnego, kolumny,
jezeli przedtym wymierzyliSmy obwdd tych przedmiotow
taSma, zaopatrzong w podziatke, czy tez jakimkolwiek in-
nym sposobem. Zachecajcie dzieci gorgco do takich pomia-
row i obliczen, a kiedy nadarzy sie sposobnos¢ jednoczesne-
go wymierzenia okregu i $rednicy, zalecajcie ipi, aby spra-
wdzity uzywang w tych obliczeniach przyblizona warto$¢ k.

43. Pole kota.

Jak w poprzednim rozdziale wyrobiliSmy sobie, Kierujgc
sie intuicjg, pewne, chociaz niedokitadne, pojecie o diugosci
okregu, tak tez odczuwamy bezposrednio, ze cze$¢ plaszczy-
zny, zawarta wewnatrz okregu, posiada pewng rozciggtosc,
ze przeto koto jest polem, dajagcym sie zmierzy¢. Mozna do-
wiesé, ze liczba, wyrazajgca pole kota, jest iloczynem diugo-
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Sci okregu tego kota przez potowe jego promienia; a ponie-
waz wiemy z poprzedniego rozdziatu, ze C—2kR, przeto pole

kota wyraza sie nastepujagcemi wzorami: S = kR 2=~~D2

z ktérych wynika, ze stosunek pdl dwuch kot jest réwny
stosunkowi kwadratoéw ich promieni lub Srednic.

| tutaj najlepszy temat do ¢wiczen rachunkowych sta-
nowig przykiady, zaczerpniete z najblizszego otoczenia i na-
lezycie urozmaicone: okragte budowle w ogrodach, zbiorniki
wody w ogrodach publicznych, areny, posypywane pias-
kiem, malowanie okragtego stotu, obliczanie pdl wiehcow
kolistych, jako roznicy dwuch kot i t. d.

44. Ksiezyce i rozety.

W podrecznikach rysunku znajdujemy zazwyczaj wzory
figur, utworzonych z elementéw kotowych, ktére zatym mo-
ga by¢ wykres$lone przy pomocy cyrkla i dlatego stanowig
ciekawe cwiczenia.

Podajemy tu, dla przyktadu, kilka podobnych figur, ucho-
dzacych za klasyczne.

Jezeli nakreslimy potkole (fig. 71) na $rednicy BC i obie-
rzemy na poétokregu punkt A, wtedy trojkat ABC bedzie pro-
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stokatny przy A. Nakresliwszy nastepnie jeszcze dwa pot-
kola na S$rednicach AB i AC, otrzymamy dwa sierpy Ilub
dwa ksiezyce (zacieniowane na figurze), ciekawe z tego wzgle-
du, ze suma ich pdl jest réwna polu tréjkgta ABC. Wiasnos¢
ta byla znana juz starozytnym Grekom, opisane za$ wykre-
Slenie stato sie klasycznym, uzyskawszy nazwe ksiezycow Hi-
pokratesa J).

Inne ciekawe wykreSlenie widzimy na figurze 72, na
ktérej Srednice AB kota podzielono w punktach C, D, E, F
na pie¢ réwnych czesci, poczym na odcinkach AC, AD, AE,
AF, uwazanych za $rednice, nakre$lono poétokregi nad Sre-
dnicg AB, pod tg za$ Srednicag—podobne pétokregi na odcin-
kach CB, DB, EB, FB, wskutek czego dane koto zostato po-
dzielone na pie¢ réwnowaznych (majacych jednakowe pola)
czesci. Moznaby w ten spos6b podzielic koto wogodle na n
rownowaznych czesci, podzieliwszy na n réwnych czesci jego
Srednice.

Obierzmy w kole (fig. 73) dwie wzajemnie prostopadte
Srednice AB, CD i wykresimy kwadrat OBEC, w ktérym za-
toczymy z wierzchotka E ¢wier¢ okregu przez wierzchotki

B, C. Zatoczywszy w podobny sposéb tuki CA, AD, DB,
utworzymy rodzaj czteroramiennej gwiazdy (zacieniowanegj),
ktorej pole= (4—«) R2 lub, w przyblizeniu, 08 R 2

* Wzigwszy znowu w kole (fig. 74) dwie wzajemnie pro-
stopadie Srednice AB, CD i nakreSliwszy 4 potkregi na Sre-

) Hipokrates z Chios, gieometra grecki (V w. przed Chr.).
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dnicach BC, CA, AD, DB, otrzymamy czterolistng rozete,
ktérej pole jest réwne (U—2) R2 lub, w przyblizeniu, l,u R2
przyczym R oznacza, po dawnemu, promien danego kofa.

Jezeli, poczawszy od punktu A (fig. 75), odmierzymy
cyrklem na okregu sze$¢ odcinkéw, rownych promieniowi,
powrécimy do pierwotnego punktu A i otrzymamy w ten
sposéb sze$¢ punktow A, B, C, D, E, F na okregu. Wykre-
Sliwszy nastepnie promieniem R z punktow B, D F, uwaza-
nych za $rodki, luki AC, CE, EA, ktore przechodzg przez
Srodek danego kota, utworzymy trdjlistng rozete.

Fig 75. Fig. 76

UtworzylibySmy szeSciolistng rozete (fig. 76), zatoczy-
wszy podobne tuki z kazdego z szesciu punktéw A, B, C,D, E, F.
Pomnozcie liczbe podobnych przykladéw, urozmaicajgc je
w miare potrzeby, i zachecajcie dzieci, aby same obmyslaty
nowe ksztalty, a przekonacie sig, ze po nabyciu pewnej
wprawy w uzywaniu cyrkla i innych narzedzi rysunkowych,
zabiora sie z upodobaniem do tych wykreslen i bedg je wy-
konywaly starannie i uwaznie.

45. Objetos¢ niektorych bryt.

W praktyce, oprocz obliczania pél ré6znych powierzchni,
zachodzi czesto potrzeba wyznaczania objetosci pewnych bryt.
W tym celu nalezy obra¢ jednostka objetosci, podobnie jak
dla dtugosci mamy jednostke dtugosci, dla pdl —jednostke
pola; za jednostke objetosci uwazamy objeto$¢ szeScianu, Kto-
rego krawedz jest rowna jednostce dtugosci.
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Biorac za podstawe wymieniong jednostke, znaleziono
proste sposoby na wyznaczanie objetosci pewnych bryt, ma-
jacych ksztalty foremne. Zanim przytoczymy te wzory na
objetosci, niezbedne przy rozwiazywaniu wielu praktycznych
zagadnien, przypomnimy bryly, z ktéremi sie juz wczesnigj
zapoznaliSmy, oraz wskazemy trzy inne, czesto napotykane
w praktyce.

Wiemy juz, co to jest szescian, réwnolegtoscian, grania-
stostup i ostrostup. W tych brylach, nazywanych ogolnie
loieloScianami, spostrzegamy tylko linje proste i ptaszczyzny,
lecz trzy bryly, o ktérych zamierzamy mowié, roznig sie pod
tym wzgledem od tamtych.

Prostokat AOO’A’ (fig. 77), obracajacy sie naokoto swe-
go boku OO’ tworzy bryte, zwang walcem, prostym kotowym;
pudetko na kapelusz lub mufke, szkio lampy, wnetrze blasza-
nej kwarty przypominaja walec swym ksztaltem. Przy obro-

Af3E 3i

Fig. 77. Fig. 78.

cie prostokagta dwa jego boki OA, 0’'A’ opisuja dwa jedna-
kowe kota o promieniach OA - 0°A’, ktére nazywamy pod-
stawami walca, odcinek za§ OO’ prostej, nie uczestniczacej
w ruchu, jest odlegtoscig ptaszczyzn dwuch podstaw i nazy-
wa sie wysokoscig walca.

Trojkat AOS (fig. 78), prostokatny w O, tworzy przy
obrocie naokoto boku SO bryle, zowiacg sie stozkiem pro-
stym kotowym; gtowa cukru, lejek, marchew majg w przy-
blizeniu ksztatt stozka. Bok OA obracajgcego sie trojkata
opisuje koto—podstawg stozka, punkt za$ S, nieruchomy pod-
czas obrotu, jest wierzchotkiem stozka; ditugosé SO, ktdra jest
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odlegtoscia wierzchotka od plaszczyzny podstawy, nazywamy
wysokos$cig stozka.

Wreszcie koto, obracajgce sie naokoto ktorejkolwiek ze
swych Srednic, tworzy kulg, ktérej ksztalt przypomina nam
okragta gatka; Srodek i promien obracajgcego sie kota sg od-
powiednio $rodkiem i promieniem utworzonej kuli. Kazda
ptaszczyzna, przechodzaca przez S$rodek kuli, przecina jg
wzdiuz kota, majacego promien réwny promieniowi Kkuli
i zwanego kotem wielkim®, kazda prosta, przechodzaca przez
srodek kuli, przecina ja w dwuch punktach, jednakowo od-
dalonych od $rodka, przyczym odcinek prostej, zawarty mie-
dzy temi dwoma punktami, zowie sie $rednicg kuli i jest ro-
wny podwdjnemu jej promieniowi.

Zauwazmy, ze walec i stozek sa wyznaczone, je$li ma-
my dane promienie ich podstaw oraz wysokosci; kule za$
wyznacza w zupetnosci jej promien.

Majagc na uwadze przytoczone wyjasnienia, podajemy
nastepujgce prawidla na wyrachowanie objetosci roznych
bryt.

Y SzeScian. Mnozymy dlugos¢ krawedzi dwukrotnie przez
samg siebie. Jezeli liczba a oznacza diugos$¢ krawedzi sze-
Scianu, objetos¢ jego bedzie wyrazona iloczynem aX«Xalub a3
Wzér: W—a3

Rownolegtoscian. Mnozymy pole podstawy przez wy-
soko$¢; poniewaz za$ pole podstawy B jest iloczynem boku
rownolegtoboku a przez odpowiednia wysokos¢ b, otrzymu-
jemy wzér: V =Bh—abh.

Graniastostup (réwnolegtoscian jest przypadkiem szcze-
golnym graniastostupa). Mnozymy pole podstawy przez wy-
soko$¢. Wz6r: \ —Bh.

Ostrostup. Tworzymy trzecig czes¢ iloczynu podstawy
przez wysoko$¢; prawidio to zostato po raz pierwszy sfor-
Bh

mutowane przez Archimedesa ). Wzér: V— 3

1) Archimedes, stynny gieometra grecki, urodzit sie w Syrakuzach
(287—212 przed Chr.".
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Walec. Mnozymy pole podstawy przez wysoko$¢. Po-
niewaz podstawg walca jest koto o promieniu r, jezeli przeto
wysokos$¢ walca jest rdwna h, otrzymujemy wzér: V=irrah.

Stozek. Tworzymy trzecig cze$¢ iloczynu podstawy

przez wysokos$¢é. Wzor: V = rrn

Kula. Mnozymy sze$cian promienia przez 3

Wzor: V = 6nr3

Poniewaz dowiedziono, ze powierzchnia kuli jest réwna
4-krotnej powierzchni kota wielkiego czyli 4itr2 mozna po-
wiedzie¢, ze objeto$¢ kuli jest réwna iloczynowi jej powierz-
chni przez trzecig czes¢ promienia.

Oznaczywszy wreszcie $rednice kuli literg d, otrzyma-

my na jej objetos¢ wyrazenie ™ W3 na powierzchnie zas—ud2

Wszystkie powyzsze wzory beda uzasadnione w nastep-
stwie, w systematycznym Kkursie gieometrji, obecnie za$
komunikujemy je dzieciom li-tylko dlatego, aby im umozli-
wi¢ pewne ¢wiczenia praktyczne.

Nie obcigzajgc wiec pamieci swych uczniéw temi for-
mutkami, wypisujcie je za kazdym razem, kiedy tego zajdzie
potrzeba. Jezeli wskutek czestego uzycia tych wzoréw
utrwalg sie one w umystach dzieciecych, bedzie to dodatko-
wy zysk z przerabianych obecnie ¢wiczen.

46. Przedstawienia graficzne. Algiebra bez
rachunkow.

W wielu tygodnikach i gazetach spotykamy obrazy gra-
ficzne (lub, krécej, grafiki), ktore moga by¢ bardzo przydatne



— 111 —

do poczatkowej nauki matematyki. Nalezy tylko wyjasnic¢
dzieciom znaczenie tych figur i zacheci¢ je do kreslenia po-
dobnych.

Grafiki, o ktorych moéwimy, przedstawiajg najczesciej
zmiany elementéw meteorologicznych, n. p. zmiany wysokosci
barometru lub zmiany temperatury; uzywajg tez niekiedy te-
go sposobu do przedstawienia zmian kursu na gieldzie pe-
wnych papieréw wartosciowych, w ciggu okreslonego czasu.
Szerokie zastosowanie majg grafiki na kolejach zelaznych,
' gdzie oddawna uznano je za najpraktyczniejszy sposob przed-
stawiania biegu pociggéw.

Przedewszystkim musimy zauwazyé, ze metoda gra-
ficzna moze by¢ zastosowana do przedstawienia zmian ka-
zdej, dajacej sie wymierzy¢, wielkosci, ktéra jest zalezna od
innej podobnej wielkosSci, n. p. czasu lub jakiejkolwiek innej.

Kiedy, n. p., na rurce kauczukowej zawieszamy pewien
ciezar, rurka wydtuza sie; mozemy nakresli¢ grafik, na kt6-
rym odczytamy dtugos¢ rurki, odpowiadajacg danemu cieza-
rowi. Objeto$¢ gazu zmniejsza sie z powiekszeniem ci$nie-
nia, wywieranego na gaz; na odpowiednim grafiku znajdzie-
my objetos¢, odpowiadajgcg danemu cisnieniu. Kiedy ogrze-
wamy pare wodng, jej cisnienie powieksza sig; i w tym wy-
padku odpowiedni grafik pozwoli nam wynalezé cis$nienie,
jezeli znamy temperature.

Diugos¢ rurki zalezy od zawieszonego na niej ciezaru,
jest funkcja tego ciezaru, jak sie mowi; objetos¢ gazu zalezy
od cisnienia, jest przeto funkcjg cisnienia; podobniez, ci$nie-
nie pary wodnej jest funkcjg temperatury. W poprzednich
przyktadach wysokos¢ barometru, droga przebiezona przez
pociagg, zmieniajg sie z czasem, zaleza od czasu, sg wiec fun-
kcjami czasu.

Pojecie funkcji jest tak naturalne i proste, ze mozemy
z nim fatwo oswoi¢ dzieci, przedstawiajac je nalezycie i ilu-
strujgc obficie przykiadami, opartemi na nastepujgcym okre-
Sleniu: jezeli pewna wielko$¢ Y jest zalezna od innej wielko-
s§ci X i obydwie moga by¢ wymierzone, wtedy pierwsza
wielkos$¢ jest funkcjg drugie;.



— 112 —

llustrujemy funkcje przy pomocy grafikéw czyli figur,
ktorych wykreSlenie stale opiera sie na nastepujacej zasadzie.

Obieramy, przedewszystkim, na papierze kratkowanym
(fig. 79) dwie proste OX i OY, wzajemnie prostopadie i zwa-
ne osiami. Aby przedstawi¢ graficznie pewng warto$¢ x wiel-
kosci zmiennej X, odmierzamy na osi OX, przyjgwszy pewng
jednostke diugosci, odcinek OP, odpowiadajgcy liczbie, ktora
wyraza dang warto$¢ x. Poniewaz danej wartosci x odpo-
wiada pewna warto$¢ y wielkosci Y, przedstawiamy te osta-

tnia w podobny sposodb odcinkiem
OQ, odmierzonym na osi OY sto-
sownie do przyjetej jednostki diu-
gosci, ktéra moze by¢ ro6zng od
pierwszej. Potym prowadzimy pro-
ste: PM, réwnolegta do OY, oraz
QM, réwnoleglta do OX, przeci-
najgce sie w punkcie M, ktéry
jest obrazem pary odpowiadaja-
cych sobie wartosci x, y\ nakresliwszy za$ dostateczng liczbe
takich punktow i polaczywszy je linjg ciggla, otrzymamy
obraz funkcji Y czyli grafik tej funkciji.

Jezeli wielko$¢ X moze przybiera¢ wartosci ujemne i je-
zeli x jest jedng z takich wartosci, punkt P na osi OX przy-
padnie nie na prawo, lecz na lewo od punktu O; jezeli za$
y jest jedng z ujemnych wartosci Y, punkt Q na osi OY
przypadnie nie nad punktem O, lecz pod tym punktem.

Kazdej parze odpowiadajgcych sobie wartosci x, y czyli
kazdej parze punktow P, Q odpowiada jeden tylko punkt M.

Jezeli punkty M nie sg do$¢ zblizone do siebie, nie proé-
bujemy ich Hgczy¢ linjg ciagly, #aczymy natomiast odcinkami
prostych, tworzac w ten sposéb linje tamana, ktéra, pomimo
braku ciggtosci, daje nam ogdlne pojecie o przebiegu odpo-
wiedniej funkcji.

: Przystgpiwszy do systematycznej nauki algiebry, wasi
uczniowie przekonajg sie, ze jej przedmiot stanowi badanie
funkcji,* dajacych sie wyznaczy¢ rachunkiem i nazwanych dla-
tego funkcjami algiebraicznemi\ gtéwne za$ zadanie algiebry
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polega na wyznaczeniu takich wartosci wielkosci X, aby jej
funkcje Y, Z staly sie rownemi. Wykre$liwszy (fig. 79) gra-
fiki (Y), (2) funkcji Y,Z, przecinajace sie w punktach Mt i M2,
poprowadzimy przez te punkty proste M@¥PXi M2P2, réwno-
legte do osi OY i przecinajgce 0§ OX w punktach Pxi P2;
wartosci liczebne odcinkéw OPx i OP2, obliczone wzgledem
przyjetej dla osi OX jednostki dtugosci, bedg szukanemi licz-
bami xx i x2.

Mozna wiec powiedzie¢, ze grafiki pozwalajg nam roz-
wigzywac zadania algiebraiczne bez uciekania sie do rachun-
ku; nadto, przy pomocy grafikbw mozemy rozwigzywac za-
gadnienia, przekraczajace ramy algiebry, albowiem kazda fun-
kcja, nawet nie algiebraiczna, daje sie przedstawic¢ graficznie.
Whprawdzie wyniki, otrzymane drogg graficzng, sg tylko przy-
blizone, jednak w bardzo wielu przypadkach te przyblizenia
wystarczajg w praktyce, jezeli tylko grafiki zostaty wykona-
ne starannie. Wreszcie wykreslenia, o ktérych méwimy, nieza-
leznie od swej wartosci praktycznej stanowia cenny S$rodek
pedagogiczny, ilustrujgc bowiem przebieg zjawisk przema-
wiajg do umystu przy posrednictwie wzroku.

Aby wyjasni¢ sposéb kreslenia i zastosowanie grafikéw,
podajemy w nastepujacych rozdziatach kilka przyktaddw,
przewaznie r6zne odmiany t. zw. zagadnienia o goncach.

47. Dwaj piechurzy.

Zadanie o0 goncach w swej najprostszej postaci moze
by¢ sformutowane w nastepujacy sposéb. Z pewnej miej-
scowosci wyrusza w droge w danej chwili piechur, idacy
z pewna oznaczona predkoscig, po uplywie za$ pewnego
czasu udaje sie za nim tg samag droga i w tym samym Kie-
runku drugi piechur, posuwajacy sie z wiekszg niz pierwszy
predkoscia. Kiedy spotka pierwszego i w jakiej odlegtosci
od miejsca, z ktérego tenze wyszedt?

8
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Aby rozwigza¢ przytoczone zadanie (i inne podobne)
drogg graficzng, pokazemy najprzéd, w jaki sposéb mozna
wykres$li¢ grafik piechura. Obrawszy na papierze kratkowa-
nym (fig. 80) dwie osi, wzajemnie prostopadte: OT, na ktérej
bedziemy oznaczali czas, i OY, na ktorej bedziemy odmie-
rzali odlegtosci, umowimy sie, n.p., ze punkt O oznacza po-
tudnie, dwie podziatki na osi OT odpowiadajg jednej godzi-
nie (lh), polowa za$ podziatki na osi OY odpowiada jedne-
mu kilometrowi (1 K; poczym na OT oznaczymy godziny:
Ih 2h 3h .., na OY zas odlegtosci w kilometrach: 2k 4k 6k...
Jezeli piechur, dla ktérego wykreslamy grafik, wyruszyt

w droge o godzinie 2J2 z predkoscig 6 kilometréw na go-
dzine, punkt A osi OT przypadnie na grafiku, na ktorym ta-
two odszukamy i drugi punkt B, zwazywszy, ze nasz piechur
0 godzinie 312 znajdzie sie w odlegtosci 6 kilometrow od
miejscowosci, z ktorej byt wyruszyt;, z uwagi za$, ze piechur
posuwa sie naprzod ze statg predkoscig 6 kilometréw na go-
dzine, znajdziemy szukany grafik, wykresliwszy prostg AB.
Na tym grafiku odczytamy, n.p., ze o godz. 4 piechur znaj-
duje sie w odlegtosci 9 kilometréw od poczatku swej podro-
zy;, wogole, tatwe, jak widzieliSmy, wykreslenie prostej AB
pozwoli nam odpowiedzie¢ na nastepujace pytania: 1) w ja-
kiej odlegtosci znajduje sie piechur o danej godzinie? 2) wja-
skim czasie przebywa danag odlegtos¢?

Powr6émy teraz do pierwotnego zadania i sformutujmy
je doktadniej, przyjmujac, ze pierwszy piechur idzie z pred-
koscig 4 kilometréw na godzine, drugi za$s, ktéry wyruszyt
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w droge w 1 godzine po pierwszym, przebywa 6 kilometréw
na godzine. Obrawszy (fig. 81) te same jednostki co i przed-
tym do oznaczenia czasu i odlegtosci, znajdziemy, ze grafi-
kiem pierwszego piechura bedzie prosta OBn grafikiem za$
drugiego prosta A2B2 Poniewaz za$ te proste spotykajg sie
w punkcie M, odpowiadajagcym 3b i 12k przeto dwaj piechu-
rzy spotkajg sie w odlegtosci 12 kilometréw od miejscowosci,
z ktérej wyszli, i po uptywie 3 godzin od chwili wyruszenia
w droge pierwszego.

Skomplikujmy nieco <powyzsze zagadnienie, formutujgc
je tak. Z miejscowosci, odlegtej o 14 kilometréw od miejsca,
z ktérego wyruszyli dwaj piechurzy, i w pét godziny po wy-
ruszeniu pierwszego udaje sie w droge powoz, ktéry, jadac
na spotkanie podréznych, czyli w kierunku przeciwnym, prze-
bywa 8 kilometrow na godzine. Gdzie spotka kazdego z pie-
churéw i o ktérej godzinie? Prosta A3B3 ktora jest grafi-
kiem powozu, przecina OBt w punkcie B3, odpowiadajgcym
lhyai 6k o tej godzinie i w tej odlegtosci nastgpi spotkanie
powozu z pierwszym podréznym. Punkt za$ przeciecia pro-
stej AB3 . prostg A2B2 odpowiada w przyblizeniu |34 (tro-
che mniej) i 4klA (troche wiece)).

Poniewaz, obliczajac dokladniej ezasj miejsce spotkania
powozu z drugim podréznym, znalezlibySmy odpowiednio
1 godz. 43 min. i 4 kilom. 286 metr., widzimy przeto, ze fi-
gura 81, pomimo matych rozmiaréw, daje nam rozwigzania,
zupelnie wystarczajgce w praktyce.

48. Z Warszawy do Granicy.))

Kierujgc sie zimowym rozkladem jazdy, wprowadzonym
na dr. zel. Warszawsko-Wiedeniskiej w dn. 28 pazdziernika

> Zamiast podanego w oryginale grafiku ,,Paryz-Marsylja“.
(Przyp. ttumacza).
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r. 1906, wykreslilismy obraz (fig. 82) biegu dwuch pociggow
kurjerskich nocnych: 1 Warszawa-Granica i Ks 2 Granica-
Warszawa, w ktorym podaliSmy w wiorstach odlegtosci mie-
dzy stacjami, godziny za$ oznaczyliSmy wedtug przyjetej na
tutejszych kolejach zel. rachuby czasu, t. j. od 1-ej po pot-
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Fig. 82.

nocy do 24-ej czyli do nastepnej pétnocy. Oprocz tego przy-
taczamy dokladny czas przyjscia i odejScia pociagéw, aby
umozliwi¢ w ten sposob nalezyte odczytanie figury 82, po-
mimo jej niewielkich rozmiaréw.
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Kurjerski Ki 1 Kurjerski Xa 2

Przych. Odch. Przych. Odch.
Warszawa 23hs5 Granica 1 o6
Skierniewice 0hs3 Ime  Strzemieszyce |h4  1hs
Koluszki 1 hEL I  Zabkowice | h26 1 i3S
Piotrkow 2h%s 24, Zawiercie I 2ho
Noworadomsk 3nx  3h3, Czestochowa 2n3 2MEL
Klomnice 3 3hss  Klomnice 3h4  3h5
Czestochowa  4nl9  4r@  Noworadomsk 3ms 37
Zawiercie 5hs5  5his  Piotrkow A2 4N
Zgbkowice shs  5heL * Koluszki 512  shis
Strzemieszyce 6hm 60! Skierniewice 5h54  6ho
Granica 6 hio Warszawa 7hos

Kreslenie podobnych grafikbw od reki i na papierze
kratkowanym stanowi fatwe i doskonate ¢wiczenie, ktére po-
lecamy uwadze wychowawcéw pod warunkiem atoli, aby
wybierali z rozkladéw jazdy stacje blizsze i lepiej dzieciom
znane.

Na kolejach jednotorowych nastreczajg sie przytym cie-
kawe uwagi o skrzyzowaniu sie pociggéw, biegnacych w prze-
ciwnych kierunkach, lub o przescignieciu jednego pociggu
przez drugi, predzej od niego biegnacy, kiedy pierwszy za-
trzymuje sie w tym celu przez pewien czas na stacji. Tru-
dno zresztg wyliczyé mnéstwo ciekawych szczegotow, wy-
chodzacych na jaw przy wykreslaniu i odczytywaniu grafi-
kéw kolejowych.

49. Z Hawru do Nowego Jorku.

Pewnego razu, ;kiedy podczas kongresu naukowego ze-
brali sie na $niadaniu liczni matematycy réznych narodowo-
§ci, pomiedzy ktéremi znalezli sie i stynni, obecny tam
Edward Lucas osSwiadczyt nagle, ze zamierza im da¢ do roz-
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wigzania bardzo trudne zagadnienie. ,,Przypus¢my,—moéwit—
(niestety, jestto tylko przypuszczenie) ze codziennie w potu-
dnie wyptywa parowiec z Hawru do Nowego Jorku, jedno-
cze$nie za$ parowiec, nalezacy do tego samego towarzystwa
zeglugi, wyptywa z Nowego Jorku do Hawru, przyczym pa-
rowce, ptyngce w jednym lub drugim Kierunku, zuzywaja
siedem dni na przebycie swej drogi. lle parowcéw, plyna-
cych w przeciwnym kierunku i nalezgcych do tego samego
towarzystwa, spotka po drodze parowiec, wyptywajacy z Ha-
wru dzisiaj w potudnie?*

Niektére znakomitosci odrzekly nierozwaznie: siedem,
wiekszo$é, stropiona, milczata i ani jeden z obecnych nie
znalazt wilasciwego rozwigzania, ktére jednak rzuca sie
w oczy na figurze 83.

le Havre

Hawvork

01234-56789101112131B15161”

Fig. 83.

Z przytoczonej anegdoty, za ktdrej wiarogodnos¢ reczy-
my, mozna wyciggnaé podwojng nauke: popierwsze, trzeba
by¢ bardzo wyrozumiatym i cierpliwym wzgledem ucznidw,
ktorzy nie odrazu pojmujg nowe dla siebie rzeczy; powtore,
nie nalezy zaniedbywac¢ przedstawien graficznych, cenne nie-
raz oddajgcych przystugi. Istotnie, najskromniejszy matema-
tyk, obeznany z przedstawieniami graficznemi i majacy przed
‘oczyma figure 83, datby bez wahania dobrg odpowiedz, gdy
tymczasem stuchacze Lucasa, rozumujac lecz nie widzac, po-
liczyli okrety, ktore miaty dopiero wyplyngé po odptynieciu
pierwszego, zapomnieli za$ o znajdujgcych sie w drodze.
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Grafik AB przekonywa nas, ze kazdy parowiec, odpty-
wajgcy z Hawru, spotka na morzu 13 innych, oprécz jedne-
go, wplywajagcego do Hawru podczas odptyniecia pierwsze-
go, oraz jednego, odptywajacego z Nowego Jorku podczas
przybycia tamze pierwszego, czyli spotka 15 parowcéw swe-
go towarzystwa, dagzacych w przeciwnym Kierunku, przyczym
spotkania beda nastepowaly codziennie, naprzemian w potu-
dnie i o poinocy.

Tenze Lucas w ksigzce p. n. ,Arithmétique amusante*
(Zabawy arytmetyczne) podat nastepujace zadanie, zatytuto-
wane ,,Ballada o cofajgcym sie Slimaku*.

»Pewien Slimak, obudziwszy sie ua drzewie w niedziele
0 godz. 6 zrana, zaczgt petzngé ku gdrze w ten sposob, ze
w ciggu dnia, t. j. do godziny 6-ej wieczorem, podnosit sie
o 5 metréw, w ciggu za$ nocy spuszczat sie 0 2 metry. Kie-
dy posunat sie na wysoko$¢ 9 metrow?“

Jestto takze zadanie o goncach, lecz o powolnych gon-
cach, ktdre najczesciej bedzie Zle rozwigzane przez niezasta-
nawiajgce sie dziecko; ustyszymy zapewne btedng odpowiedz:
we $rode rano. Proponujemy naszym czytelnikom, a zwilasz-
cza ich uczniom, aby znalezli trafne rozwigzanie, wykre-
Sliwszy w tym celu grafik cofajgcego sie $limaka.

50. 0 pogodzie.

Jako przykiad szczeSliwego zastosowania metody gra-
ficznej do przedstawiania funkcji, ktorych wartosci mozemy
otrzymywac tylko drogg obserwacji, podajemy (fig. 84), wedtug
zapisow barografu i termografu Centralnej Stacji Meteorolo-
gicznej przy Muzeum Przemystu i Handlu w Warszawie, przy-
blizone grafiki ciSnienia barometrycznego i temperatur} od
27 maja do 2 czerwca r. 1904. Xl

I) Zamiast podobnych grafikbw z ostatniego tygodnia r. 1881, po-
danych w oryginale za czasopismem La Nature. (Przyp. ttumacza).
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?i f Widzimy nadto, Zze dwie rézne funkcje: ci$nienie baro-
metryczne i temperatura mogg by¢ przedstawione na jednej

CisWttwt “cnin

B)\(’\ 6;’5& %9’\ ?R‘J\
C
JCm fCrntura,

Fig. 84.

figurze bez ujmy dla jasnosci obrazu. Nie moze tez by¢ mo-
wy 0 hieporozumieniu przy odczytywaniu tych grafikbéw, po-
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niewaz cisnienie barometryczne, odczytywane po lewej stro-
nie figury, przedstawilismy linjg ciaglg, temperaturze zas,
odczytywanej po prawej stronie, odpowiada linja kropko-
wana.

Grafiki tego rodzaju oddaty wielkie przystugi meteoro-
logji i przyczynity sie w znacznej mierze do rozpowszechnie-
nia tej uzytecznej cho¢ miodej jeszcze nauki, ktéra atoli
z dnia na dzien szybkie robi postepy.

5L Dwaj eyklisei i jeden rower.

Dwaj cyklisci udali sie w podréz na swych stalowych
rumakach, lecz wkroétce rower jednego z nich ulegt takiemu
uszkodzeniu, ze naprawa musiata potrwac¢ dluzszy czas. Nie
chcac atoli przerywaé zamierzonej podrézy, postanowili od-
bywa¢ jg w dalszym ciggu napoty pieszo, napotly na jednym
pozostatym rowerze. Jeden z nich mianowicie miat wyru-
szy¢ w dalszg droge na rowerze, jednoczes$nie za$ drugi pie-
Sz0; W pewnym umowionym miejscu pierwszy miat pozosta-
wi¢ rower w przydroznym rowie i iS¢ dalej pieszo, drugi
za$, po dojsciu do tego miejsca, miat wsigs¢ na pozostawio-
ny rower i dopedzi¢ swego towarzysza, poczym nastgpitaby
nowa zamiana, i t. d. az do kresu podrozy.

Przypuszczajac, ze w chwili wypadku z rowerem na-
szym podréznym pozostato jeszcze 40 kil-do przebycia, i wie-
dzac, ze predkosé jazdy na rowerze wynosita 15kl na godzi-
ne, predkos$¢ za$ piechura 5 kil, zapytajmy, w jakim miejscu
pierwszy podrézny ma pozostawi¢ swoéj rower dla drugiego,
jezeli ta zamiana ma by¢ jedyng i jezeli obydwaj majgjedno-
czesnie przyby¢ do kresu podrozy?

Odpowiedz jest oczywista: poniewaz spetnienie ostatnie-
go warunku wymaga, aby kazdy z podréznych przebytjedna-
kowa droge pieszo i na rowerze, przeto rower winien byc¢
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pozostawiony w potowie drogi, czyli o 20 kil- od punktu po-
czatkowego.

Figura 85, na ktérej droge pierwszego podréznego przed-
stawiono linjg ciggla, droge za$ drugiego—Ilinjg kropkowana,
zostata wykreslona w zalozeniu, ze obaj w dalszg droge wy-
ruszyli w potudnie. Wtedy, jak wida¢ na tej figurze, pierw-
szy, jadacy na rowerze, przebyt potowe drogi o g. 1 min. 20,
pozostawit rower i podazyt dalej pieszo; poniewaz za$S po-
zostatlo mu do przebycia 20 KL, znalazt sie na miejscu o0 g. 5
min. 20. Drugi, ktory wyruszyt pie-
szo, przebyt potowe drogi o g. 4, po-
czym wsiadszy na rower przybyt na
miejsce réwniez o g. 5min. 20. Kazdy
z podréznych przebyt 40 kil- w przeciag-
gu 5g. 20 min., poruszat sie wiec
wk“tym czasie ze Srednig predkoscig
7,5 na godzine.

Opisany sposéb lokomocji daje,
jak widzimy, do$¢ znaczng przewyzke
nad predkoscia piechura, moznaby go wiec zalecié, n. p.,
dwum miodziencom, ktérych oszczednosci, razem wziete, wy-
starczajg na kupno jednego tylko roweru.

Ze wzgleddw jednak praktycznych nalezy przy tym spo-
sobie podrézowania urzadza¢ czeste zmiany, aby rower nie
pozostawat zbyt dilugo bez wiasciciela, chyba ze przebywana
okolica jest b. pusta lub tez zamieszkana przez wyjgtkowo
uczciwg ludnoéé. UwzgledniliSmy tez na figurze 85 odmianeg
powyzszego zadania, przypuszczajgc, ze rower byt pozosta-
wiony w dwuch miejscach, odlegtych od punktu poczgtkowe-
go odpowiednio o 10 kil- i 30 kiL, wskutek czego grafikiem
pierwszego podréznego bedzie linjg OaaM, grafikiem za$ dru-
giego—ObbM; w tym wypadku dwaj podrézni spotykajg sie
w potowie drogi, lecz jadacy na rowerze, nie zatrzymujgc sie,
wymija drugiego.

I w tym wypadku, kiedy dwaj podrézni odbywajg dro-
ge z réznemi predkosciami czyto pieszo, czy tez na rowerze,
mozemy fatwo rozwigzywa¢ przy pomocjr grafikéw zadania,

Fig. 85.
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ktérych rozwigzanie drogg rachunkowa, aczkolwiek nietrudne,
wymagatoby pewnego zasobu wiadomosci matematycznych,
niedostepnych jeszcze dla naszych ucznidw.

52. Zamaty powoz.

Pewnego poranku na stacje kolei zelaznej X przybyty
dwa matzenstwa A i B z zamiarem udania sie na obiad do
miasteczka Y, odlegtego od stacji o 63 kiL, powiedziano im,
ze droge do miasteczka mozna odby¢ predko i wygodnie wy-
najetym na stacji samochodem. Istotnie, znalazt sie samo-
chéd, przebywajacy 30 kil-na godzine, lecz tak maty, ze oprocz
palacza mégt pomiesci¢ tylko dwie osoby.

Nasi podrozni znalezli sie w niematym kiopocie, tymbar-
dziej, ze, nie zaliczajgc sie do wybitnych piechuréw, mogli
przebywac pieszo tylko 4 kil-na godzine; po krotkiej naradzie
zdecydowano sie odby¢ podr6z do miasteczka w nastepuja-
cych warunkach.

Panstwo A wyruszajg samochodem, jednoczes$nie za$
panstwo B udajg sie w droge pieszo; w pewnym punkcie
drogi samochéd zatrzymuije sie i wysadza A, ktdrzy pozostalg
droge odbywajg pieszo, nastepnie powraca na spotkanie B,
ktorych zabiera i przywozi do miasteczka.

Gdzie sie ma zatrzymac¢ samochod, aby wszyscy przy-
byli jednoczes$nie do miasteczka Y? Jak dlugo potrwa ta po-
dr6z?

Przytoczone zagadnienie, ktore z niewielkiemi zmianami
w danych, bylo tematem wypracowan na kilku egzaminach
konkursowych, jest nieco zawilsze od poprzedniego, poniewaz
samochdd, zatrzymawszy sie w pewnym punkcie drogi, musi
powraca¢ na spotkanie podrdznych B.

Jezeli oznaczymy literg P (fig. 86) punkt, w ktérym za-
trzymuje sie samochdd, aby wysadzi¢ A, literg za$ Q punkt,
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w ktorym powracajac spotyka B, cztery punkty X QP Y na
prostej XY beda uszeregowane w wypisanym porzadku; po-
drézni A jadg samochodem od X do P, idg za$ pieszo od
P do Y, podczas gdy podrézni B idg pieszo od X do Q, ja-
da za$ samochodem od Q do Y. Aby wszyscy przybyli je-
dnoczesnie do celu podréozy, musi by¢ XP=QY i, co zatym
idzie, XQ=PY, wskutek czego grafiki drog A i B tworza ra-
zem réwnolegtobok, jak w poprzednim rozdziale. Gdy jednak
na figurze 85 przekatna réwnolegtoboku byta réwnolegta do
osi, na ktorej odmierzaliSmy czas, poniewaz rower pozosta-
wat w spoczynku w przydroznym
rowie, tutaj niema tego, gdyz
przekgtna CD jest grafikiem po-
wrotnej drogi samochodu, jadgce-
go na spotkanie podréznych B.
Z uwagi, ze na figurze 86
XCM jest grafikiem drogi A,
XDM—qgrafikiem drogi B, czwo-
rokat zas XCMD jest rownolegto-
bok-iem, wynika tatwy sposéb wy-
kreSlenia tej figury. Nakresliwszy
mianowicie proste XC i XD, co
tatwo uczyni¢ majac dane pred-
kosci samochodu (30 kil- na godzi-
ne) i piechuréw (4 kil-na godzing),
obierzmy na XC dowolny punkt C1( odpowiadajgcy, n. p.,
1 godz. i 30kil, i poprowadzmy CXD(, ktdra jest grafikiem
powrotnej drogi samochodu z punktu Cx i przecina prostg
XD w punkcie Dx. Jezeli nastepnie potagczymy X ze Srod-
kiem Oj odcinka CxDj i przedtuzymy otrzymang prostg do
punktu M, odpowiadajgcego odlegtosci 63 kik, otrzymamy
w tym punkcie wspélny koniec grafikbw XCM i XDM; wy-
kresliwszy przeto MC, réwnolegts do XD, oraz MD, roéwno-
leglg do XC, znajdziemy zadany rownolegtobok, w ktérym
linja. XCDM bedzie grafikiem samochodu. Na wykreslonej
w ten sposob figurze punkt D odpowiada 3hi 12 kil, punkt
C—I1h34 (w przyblizeniu) i 51 kil, wreszcie punkt M—A4h3/4
i 63 kil-
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Z powyzszego wynika, ze samochdd wysadzi podréznych
A w odlegtosci 51 KL od stacji, o godzinie (w przyblizeniu)
134, poczym powracajgc spotka podrdoznych B o godzinie 3-gj
w odlegtosci 12 kil- od stacji i przywiezie ich do miasteczka
0 godz. 4 min. 45, t. }. w tym czasie, kiedy tam przybeda
podrézni A. Poniewaz z dokladnego rachunku wypadtoby
4 godz. 42 min. zamiast 4 godz. 45 min., widzimy, ze, prakty-
cznie biorgc, roznica jest bardzo niewielka.

Zauwazymy jeszcze, ze podrozni przebyli 51 kL w samo-
chodzie i 12 kil- pieszo, czyli razem 63 kiL, w ciggu 4 godz. 42
min., posuwali sie wiec ze S$rednig predkoscia 134" na
godzine; innemi stowy, przybyliby o tej samej godzinie do
miasteczka, jadagc powozem z predkoscig 13,4m na godzine.
Zaréwno podrézni A, jako tez podrézni B, idac po 3 go-
dziny, przebyli po 12 kL pieszo, reszte za$ drogi w samocho-
dzie; droga za$ samochodu wynosita 141 kit, t. j. 51 kil- naprzod,
39 kii. w tyj ] znowu 51 kil- naprzéd.

Zmieniajgc dane w rozwazonym przykitadzie, znajdziemy
tematy do wielu podobnych ¢éwiczeh.

53. Pies i dwaj podrozni.

Z dwuch piechuréw, idacych jedng drogg w tym samym
kierunku, jeden A wyprzedza w danej chwili drugiego o 8 kil-
i idzie z predkoscig 4 kil- na godzine, drugi za$ B przebywa
6 kil- na godzine. Jeden z podroznych ma przy sobie psa,
ktéry w uwazanej chwili biegnie z predkoscig 15 kil- na go-
dzine na spotkanie drugiego, dopedziwszy go za$, powraca
do swego pana, poczym znowu rozpoczyna podobng wedrow-
ke i powtarza jg dotad, dopdki dwaj podrdzni nie spotkajg
sie. Jaka droge przebyt pies do chwili spotkania sie podréz-
nych?

Y Zdawatoby sie, ze otrzymamy dwie r6zne odpowiedzi
stosownie do tego, czy pies nalezal do pierwszego, czy tez
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do drugiego podréznego; lecz zobaczymy zaraz, ze tak nie

jest. Na figurze 87, na ktérej liczymy czas od chwili wy-

puszczenia psa, grafikami dwuch podréznych sg proste OM

i 8M, punkt za$ ich .przeciecia M wyobraza spotkanie sie po-

droznych w odlegtosci 24 kil- i po uptywie 4 godzin od po-
czatku rachuby czasu. Jezeli
pies nalezy do podréznego, po-
zostajgcego w tyle, grafikiem
biegu zwierzecia bedzie tinja
zygzakowata Oaa..., dotykajgca
naprzemian prostych 8M i OM;
W przeciwnym razie, otrzyma-
my linje 8bb.. tego samego
rodzaju, lecz rb6zng od pierw-
szej.

W kazdym jednak razie
bieg psa bedzie trwat 4 godzi-
ny, poniewaz za$ ten biegnie
ze statg predkoscig 15 kil- na go-

dzing, przeto droga przebiezona w jednym i drugim przypad-
ku bedzie wynosita 60 kiL

ObraliSmy w przytoczonym zagadnieniu wyjatkowo pro-
ste dane, aby sobie utatwi¢ wyjasnienie, lecz w dalszych ¢éwi-
czeniach na ten temat nalezatoby zmienia¢ dane, przyjmujac,
n. p., ze podrézni idg ku sobie czyli posuwajg sie w prze-
ciwnych kierunkach.

54. Spadajacy kamien.

W grafikach przebywanych drég, z ktéremi sie dotad
spotykalismy, kiedy chodzito o ruch piechuréw, powozdw,
pociggéw kolei zelaznej, pséw, droga przebyta w ciggu da-
nego czasu, n. p. w ciggu jednej sekundy, byta zawsze jedna-
kowa, wskutek czego kazdy grafik miat postac linji proste;.
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Mozna to wyrazi¢ inaczej, moOwigc, ze w tych przypadkach
predkos¢ byta stata lub ruch byt jednostajny.
Innym jednak ruchem spada kamien, spuszczony na doét
z pewnej wysokosci: wiemy z doswiadczenia, jezeli nie brac
na uwage oporu powietrza, ze po uptywie jednej sekundy
kamien spadnie prawie o 4790; po uptywie 2 sekund przebie-
zy na doét 19760, po uptywie zas 3 sekund—44* 10.
Grafikiem przeto ruchu kamienia nie bedzie, jak przed-
tym, linja prosta, lecz pewna krzywa, ktorg w przyblizeniu
przedstawiliSmy na figurze 88; jest-to tuk krzywej, zwanej
parabolg, o ktérej powiemy kilka stbw w dalszym ciggu.
Droge, ktérg przebiega kamien
podczas swego spadku w czasie 1,
mozemy wyrazi¢ wzoremy — { | 11,
jezeli czas mierzymy sekundami; na-
lezy pamieta¢, zey w tym wzorze
oznacza liczbe metréw.
W ciggu, n.p., N sekundy Kka-
mien spadnie o 49 milimetréw, w cia-
gu 1 sekundy—o 4™90, w ciagu 10
sekund przebiezy 490 metrow. Wi-
dzimy wiec, ze kamieh spada coraz to predzej, dlatego tez
ruch jego nazywamy ruchem przy$pieszonym.
Jezeli pominiemy opdr powietrza, kamienn spuszczony
z wierzchotka wiezy Eiffla, czyli z wysokosci 300m spadnie
na ziemie w ciggu niespetna 8 sekund (w przyblizeniu 7,9 se-
kund). Zauwazymy przytym, ze opér powietrza jest niezna-
czny przy spadku ciat z niewielkich wysokos$ci, mozna go
przeto w praktyce poming¢; staje sie natomiast widocznym
w diuzej trwajgcym spadku, dlatego tez w tym razie przyto-
czony grafik nie odpowiadatby rzeczywistosci.
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55. Kula, wyrzucona w gore.

Kula otowiana, wyrzucona w gore, podnosi sie do pe-
wnej wysokosci, nastepnie spada. lJezeli przyjrzymy sie
uwaznie temu zjawisku, fatwo spostrzezemy, ze przy podno-
szeniu sie w goére kula stopniowo zwalnia swdj bieg, przy
spadaniu za$ — przyspiesza; w pierwszym okresie zjawiska
mamy ruch opdzniony, w drugim—przyspieszony.

Woystrzeliwszy kule ze strzelby, skierowanej pionowo,
otrzymamy podobne zjawisko z ta tylko rdznica, ze wyrzu-
cona w gore z wieksza predkoscig kula podniesie sie wyzej
i pOzniej spadnie na ziemie.

Na pytania, nastreczajgce sie tutaj przedewszystkim: do
jakiej wysokosci podniesie sie kula? jak dlugo bedzie {rwato
jej podnoszenie sie? jak dlugo bedzie trwato jej spadanie?
znajdziemy odpowiedzi we wzorze

y—at—i, 91 I [,

jezeli bedzie dana predko$¢ a, z jakg wyrzucono kule, czyli
t. zw. predkos$¢ poczatkowa kuli.

Aby dobrze zrozumieé przytoczony wzor i umieé sie nim
postugiwa¢ w razie potrzeby, nalezy pamietaé, ze:

1) wysoko$¢y wyraza sie metrami,

2) predkos¢ poczatkowa a jest dana w metrach na sekun-
de, t.j. kula jest wyrzucona w taki spos6b, ze przebywataby
bez przerwy a metréw na sekunde, gdyby nic nie zwalniato
jej biegu;

3) czas /jest mierzony sekundami.

Jakkolwiek powyzszy wzdr prowadzi do fatwych rachun-
kéw, jednak dokiadniejsze pojecie o ruchu kuli daje nam gra-
fik (fig. 89), wykreSlony w zalozeniu, ze a—20, t. j. w zalo-
zeniu, ze wyrzucona kuta przebywalaby stale 20 metréw na
sekunde, gdyby nic nie przeszkadzalo jej biegowi. Przyto-
czony grafik da sie tatwo wykresli¢, jesli uprzednio nakre-
slimy grafik OA (prosta OA) jednostajnego ruchu kuli z pred-
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koscia 20 metréw na sekunde;, wystarczy mianowicie odczy-
ta¢ na figurze 88 wysokosci, odpowiadajace 1 sek., 2 sek.,
3 sek. i t. d., i przenies¢ je na figure 89, odmierzajagc w kie-
runku pionowym pod OA (fig. 89) zamiast pod OT (fig. 88).
Mozna tez wykresli¢ zadany grafik, obliczajagc wartosciy ze
wzoruy~at— 4 1 t2

Przekonamy sie, zakladajagc a—20, ze kula podnosi sie

w ciggu 2,04 sek., osigga wysokos¢ 20“41 i nastepnie spada
w ciggu 2,04 sek.; obrazem drogi kuli
jest i tutaj parabola. Mozna powiedzie¢
ogoOlnie, jze kula podnosi sie i spada
w jednakowych odstepach czasu, wy-
soko$¢ zas$, do ktérej sie podnosi, wy-

Y

razona w metrach jest rowna g

Chociaz w tym przykiadzie, jak
i w poprzednim, nie uwzglednialiSmy
oporu powietrza, musimy jednak zaznaczy¢, ze przy wiekszych
predkosciach poczatkowych dziatanie jego daje sie odczué
zarowno przy podnoszeniu sie kuli, jako tez przy jej spadaniu.

56. Kolej miejska w Paryzu.

Kolej miejska w Paryzu (chemin de fer métropolitain lub
krécej Métro), bedac przeznaczong do uzytku mieszkancéw
wielkiego miasta, posiada specjalne warunki eksploatacji: nie-
wielkie odlegtosci pomiedzy stacjami, nie przewyzszajace za-
zwyczaj kilkuset metréw, oraz czesto nastepujgce po sobie
pociggi, wskutek czego postojefna stacjach muszg by¢ bardzo
krotkie.

Te okolicznosci sprawiaja, ze przewazng cze$¢ czasu,
niezbednego do przebycia odlegtosci pomiedzy dwiema sasied-
niemi stacjami, zajmuje przys$pieszanie biegu pociggu, wycho-

9
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dzacego ze stacji, i zwalnianie biegu tegoz przy pomocy ha-
mulcéw przed przybyciem na nastepng stacje.

Wprawdzie na wszystkich kolejach zelaznych pociagi
muszg by¢ wprawiane w bieg przy wyjsciu ze stacji i hamo-
wane przed przybyciem na nastepng, lecz te manipulacje,
Z uwagi na znaczne odlegtosci pomiedzy stacjami, zajmuja
tylko drobna czastke czasu, zuzywanego na przebycie odle-
gtosci miedzy stacjami.

Dlatego tez, z wystarczajacym w praktyce przyblizeniem,
bieg pociggéw na tych kolejach przedstawiamy linjami pro-
stemi.

Z uwagi ha przytoczone osobliwos$ci kolei miejskiej po-
dajemy grafik (fig. 90) biegu jej pociagéw, wykreSlony w za-

tozeniu, ze: 1) odlegto$¢ mie-
dzy dwiema sasiedniemi stacja-
mi jest rowna 400n1 2) pred-
kos¢ pociggu podczas jego pel-
nego biegu wynosi 36 kilome-
trow na godzine lub 10m na
sekunde J); 3) pocigg osigga
najwiekszg predko$é¢ po upty-
wie 20 sekund od chwili wy-
ruszenia ze stacji, hamowanie
za$ przed nastepng stacjg trwa

rowniez 20 sekund.
Zgodnie z temi danemi, odpowiadajgcemi rzeczywistosci,
pocigg kolei miejskiej wychodzi ze stacji ruchem przyspieszo-1

5
')y Warto zauwazy¢, ze pomnozywszy przez yg predkosé, wyrazo-
na w kilometrach na godzine, otrzymamy odpowiadajacg jej predkosc
5 180
w metrach na sekunde; w danym wypadku mamy: 36 Xyg= 'yg'=10.

Gdybysmy, odwrotnie, chcieli zastgpi¢ predko$¢ w metrach na sekunde
1 odpowiadajacg jej predkoscig w kilometrach na godzine, nalezatoby

. . 18 b 36 . T
pierwsza pomnozy¢ przez yr- lub yyr, czyli odjaé'y* i pozostatg reszte

pomnozy¢ przez 4; pociag, h.p., przebywajacy 30 m na sekunde, posiada
predkos¢ 108 kil. na godzing, poniewaz 30—3=27 i 27X4=108.
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nym, na podobienstwo spadajacej kuli, i przebywa 100 mw cig-
gu pierwszych 20 sekund; w ciggu nastepnych 20 sekund
przebywa w petnym biegu 200m robigc po 10mna sekunde;
hamujgc wreszcie bieg od tej chwili, zuzywa jeszcze 20 se-
kund na przebycie ruchem zwolnionym pozostatych 100m
W ten sposéb przebywa odlegto$¢ miedzy stacjami w ciggu
60 sekund czyli jednej minuty.

Wszystkie te szczegoty widaé doktadnie na figurze 90:
cze$¢ grafiku OA przedstawia rozpedzanie sie pociggu (100m
w ciggu 20 sekund), AB—jego peiny bieg (200mw ciggu 20
sekund) wreszcie BM — zwalnianie biegu (100mw ciggu 20
sekund).

tatwo tez zauwazy¢ na przytoczonym grafiku, jak wiele
czasu zabiera rozpedzanie sie pociggu i jego hamowanie na
tych malych odlegtosciach; gdyby, n. p., odlegto$¢ pomiedzy
dwiema stacjami wynosita tylko 200m zamiast 400m pociag,
nie osiagngwszy wecale petnego biegu, przebyiby ja w ciggu
40 sekund.

57. Gieometrja analityezna.

Ogoblna zasada wykreslania grafikdw, wskazana w roz-
dziale 46 i zastosowana do r6znych przyktadéw w nastepnych
rozdziatach, polega, jak widzieliSmy, na tym, Ze majac dwie
proste OX, OY, wzajemnie prostopadte, odmierzamy na OX
odcinek x=0P, na OY odcinekjy=0Q jwyznaczamy punktM,
jako przeciecie sie dwuch réwnolegtych odpowiednio do OY
i OX, poprowadzonych przez punkty P i Q. lJezeli przytym
y jest wartoscig pewnej funkcji x, ktdérag zamierzamy przed-
stawi¢ graficznie, wtedy linja taczgca wszystkie punkty M,
otrzymane w powyzszy sposGb, bedzie obrazem przebiegu tej
funkgji.

Zobaczymy zaraz, ze sformutowana zasada, z dodaniem
kilku nowych nazw, jest podstawag gieometrji analitycznej,
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waznej i pozytecznej nauki, ktorg zawdzieczamy gienjuszowi
Descartes’a *); bez znajomosci tej nauki nie wynalezionoby
zapewne metody przedstawienn graficznych.

Dwie proste OX i OY (fig. 91) nazywajg sie osiami spot-
rzadnych: OX jest osig i-Ow lub osig odcigiych, OY — osig
jy-0w lub osig rzadnych. OP —x i OQ =y sg spotrzadnemi
punktu M: OP jest jego odcigta, OQ—rzadna.

Poniewaz odcietg ujemng odmierzamy w kierunku OX’,
rzedng za$ ujemng—w kierunku OY’, przeto punkt znajdujg-
cy sie wewnatrz:

kata XOY posiada spotrz. x iy dodataiie,

. YOX’ " » Xujemna iy dodatnia,
» X'0OY’ ” » X 1y ujemne,
» Y'OX ” ,» X dodatnig iy ujemna.

Majgc dany jakikolwiek punkt na ptaszczyznie figury,
mozemy wyznaczy¢ jego spotrzedne; majac zas dane jakiekol-
wiek spotrzedne, mozemy znalez¢ odpowiadajgcy im punkt

Jezeli spotrzedne x, y punktu M

Y nie sg Jakiekolwiek, lecz istnieje po-
miedzy niemi pewien zwigzek algiebra-

Q H iczny, t j. przy danej wartosci jednej

ze spOtrzednych mozemy znalezé dru-

X' 0 P x ga, wykonawszy oznaczone dziatania

rachunkowe, wtedy punkt M opisze
pewna linje. Wzmiankowany zwigzek

Fig. 91. algiebraiczny nazywamy réwnaniem tej
linji.

Przedmiotem gieometrji analitycznej sg dwa zasadnicze
zagadnienia: 1) wykresli¢ linje i znalez¢ jej wiasnosci, jezeli
jest dane rownanie tej linji; 2) znalez¢ réwnanie linji, Scisle
w jakikolwiek sposob okreslone;.

Nie zamierzajgc bynajmniej zapoznawa¢ dzieci z gie-
ometrjg analityczng, chcielismy tylko zwrdécié uwage, ze juz

) René Descartes, stynny filozof i uczony francuski, urodzit sie
w Haye, prow. Touraine (1596—1660).
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przy wykre$laniu grafikbw stosowaliSmy zasady tej nauki,
nie wiedzac nawet o tym i nie znajgc jeszcze jej nazwy; sko-
rzystaliSmy tez z okazji, aby odda¢ hold pamieci gienjalnego
cztowieka, ktorym szczyci sie ludzkosc.

Jakkolwiek olbrzymi postep w badaniach nad linjami
krzywemi datuje sie dopiero od wprowadzenia metod gie-
ometrji analitycznej, jednak trzy z pomiedzy tych linji (oprécz
kilku innych, rzadziej stosowanych) byty juz znane staro-
zytnym gieometrom greckim, ktorzy, stosujgc metody gie-
ometrji elementarnej, z podziwu godng przenikliwoscia wy-
kryli przed dwudziestoma zgo6rg wiekami wiele wasnosci tych
krzywych, z ktorych do dzi$§ dnia korzystamy.

Z uwagi na teoretyczne i praktyczne znaczenie wzmian-
kowanych krzywych, powiemy o nich kilka stéw w naste-
pnych rozdziatach, aby zapozna¢ dzieci przynajmniej z ich
ksztattem i nazwami oraz rozbudzi¢ ich ciekawo$¢ w tym
kierunku, kiedy nadejdzie czas systematycznej nauki.

58. Parabola.

SpotkaliSmy sie juz z tg krzywa w grafikach spadaja-
cego kamienia i wyrzuconej w gére kuli oraz w czesci gra-
fiku, ilustrujgcego bieg pociggdéw kolei miejskiej. Liny lub tan-
cuchy mostu wiszacego maja ksztatt paraboli.

OkreSlamy parabole jako krzywa
(fig. 92), ktoérej kazdy punkt M znajduje
sie w jednakowej odlegtosci od danego
punktu F i danej prostej (D), czyli
MF -- MP; posta¢ krzywej w tym wypad-
ku jest wskazana na figurze. Prostopa-
dia FY, spuszczona z punktu F, zwane-
go ogniskiem, do prostej (D), zwanej Kie-
rownica, jest osig krzywej, ktéra z obydwuch jej stron ma
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ksztalt jednakowy. OS$ przecina krzywa w $rodku odlegtosci
pomiedzy ogniskiem i kierownica, w punkcie A, ktéry zowie
sie wierzchotkiem paraboli.

Przyjawszy AY za 0$ rzednych, prostopadig za$ do nigj
AX za$ o0$ odcietych, otrzymamy rdéwnanie paraboli w po-
staci y=.kxl.

5. Elipsa.

Luki mostow maja czesto postaé potowy elipsy; ukos$ny
przekrdj marchwi (ksztaltem zblizonej do stozka), ktorg prze-
cieto nozem, ma ksztalt elipsy; nieprzezroczysty krazek, n. p.
moneta, os$wietlony z jednej strony lampg lub Swieca, rzuca
na arkusz biatego papieru cien eliptyczny. Woreszcie astro-
nomja nas poucza, ze wszystkie planety, a wiec i nasza zie-
mia, krazg naokoto storica po elipsach.

Za okreSlenie elipsy mozemy uwazaé jej wihasnos$é, po-
legajacg na tym, ze suma odlegtosci kazdego jej punktu od
dwuch danych punktéw F, F’, zwanych ogniskami elipsy,
jest stala. Na tej wiasnosSci opiera sie sposob kreSlenia elipsy
na piasczystej ziemi: umiesciwszy w punktach F i F’ dwa
kotki, przywigzujemy do nich konce sznura oznhaczonej diu-
gosci, ktéry napinamy zaostrzonym pretem zelaznym, kresla-
cym pewng linje na piasku podczas swego ruchu; jezeli pod-
czas ruchu preta sznur pozostawal wcigz napietym, nakreslo-
na krzywa jest elipsa. Elipsa jest krzywg zamknietg (fig. 93);
prosta FF’ zowie sie osig wielkg eli-
psy, srodek O odcinka FF’jest $rod-
kiem elipsy, prostaza$ OY, prostopadta
do FF’, zowie sie o0sig matg elipsy;
icrzywa ma jednakowa posta¢ nad osig
wielkg i pod nig, z prawej i z lewej
strony osi matej.

OS¢ wielka przecina krzywg w dwuch

Fig. 93.
punktach A, A’, 0§ mata—w punktach ‘
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B,B’; 4 punkty A,A’,B,B’ sg wierzchotkami elipsy. tatwo sie
przekonaé, ze stata dlugos¢ MF + MF’ jest rowna A’A lub
20A; zowig jg dtugoscig osi wielkiej, dilugoscig zas osi matej
jest odcinek BB’ lub 2 OB.

Gdyby dwa punkty F, F' zlaly sie w jeden O, elipsa
stataby sie kotem i mielibySmy OA-OB. Jezeli za osi i-6w
i y-6w obierzemy odpowiednio OA i OB i oznaczymy literg
a diugos¢ OA oraz litera b dtugos¢ OB, otrzymamy réwna-
nie elipsy w postaci:

Rownanie za$ kota, w ktéorym a—b, jest nastepujace:
x2-fy2= a2

60. Hiperbola.

Chociaz ta krzywa jest réwnie wazna, jak dwie poprze-
dnie, rzadziej sie z nig spotykamy w zyciu codziennym. Je-
zeli jednak umiescimy na lampie daszek z brzegami kotowe-
mi w ten spos6b, aby plomien znalazt sie pod spodem, wte-
dy cien dolnego brzegu daszka na pionowej Scianie bedzie
czescig hiperboli.

Okreslamy hiperbole jako krzywa, posiadajacg nastepujacg
wiasnosé: roznica odlegtosci kazdego jej punktu od dwuch
punktoéw statych F, F’, zwanych ogniskami, jest stala.

Podobnie jak w elipsie, prostaFF’

(fig. 94) oraz prostopadta od niej OY,
przechodzaca przez $rodek odcinkaFF’,
sg osiami hiperboli, ktora ma ksztakt
jednakowy nad FF’ i pod nig, z pra-
wej i z lewej strony OY. O$ FF’,
przecinajgcg hiperbole w dwuch wierz-
chotkach A, A’, zowiemy osig gtdwna,
OY za$, ktora nie spotyka krzywej— Fig. 94.
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0sig poboczna. Diugoscé-odcinka AA’ jest rowna statej rozni-
cy pomiedzy odlegtosciami punktu krzywej od punktéow F i F'.

Hiperbola, podobnie jak parabola, moze by¢ przediuza-
na bez korca, osobliwy za$ jej ksztatt, w poréwnaniu z dwie-
ma poprzedniemi krzywemi, polega na tym, ze skiada sie
z dwuch oddzielnych czesci lub galezi.

Istniejg, oprécz tego, proste OC i OC’, zwane asympfo-
tami hiperboli, ktore zblizajg sie do niej nieograniczenie,
w miare jak je przedtuzamy, przedituzajac jednocze$nie krzy-
wa, lecz nigdy sie z nig nie zlewajg; fatwo je wykreslimy,
wiedzgc, ze pr. CA jest prostopadta do FF' i OC=0F. Je-
zeli OA=a, OC—ec, z czego wynika, ze AC2=c2—a2 wtedy,
wprowadziwszy jeszcze oznaczenie AC = b i obrawszy OA,
OY za osi i-Ow ijy-0w, otrzymamy nastepujgce réwnanie hi-
perboli:

X2 y?2
a2 b2=1L

Sadzimy, ze przytoczony opis trzech waznych krzywych,
aczkolwiek nader powierzchowny, moze by¢ spozytkowany
jako materjat do licznych i urozmaiconych ¢wiczen rysunko-
wych, wykonywanych, po kolei lub naprzemian, juzto na pa-
pierze kratkowanym, juz przy pomocy zwyktych przyrzadéw
rysunkowych, juz w postaci szkicow odrecznych. Podobne
¢wiczenia przyczynig sie niezawodnie do wyrobienia zrecz-
nosci w reku, tak niezbednej przy wykreslaniu krzywych
gieometrycznych.

61. Podziat odcinka.

Na prostej (fig. 95), nieograniczonej w obydwuch kierun-
kach, obierzmy odcinek AB i wyobrazmy sobie punkt M, po-
ruszajgcy sie na tej prostej. Umieszczony, n. p., pomiedzy
A i B punkt M podzieli AB na dwa odcinki AM, MB: zba-
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damy-stosunek tych odcinkéw y = ~-g, ktoérego wartosc¢

zmienia sie zaleznie od potozenia punktu M. Jezeli punkt M
znajduje sie w A, odcinek AM i stosunek y stajg sie zerem;
przy posuwaniu sie punktu M od A do B stosunek y rosnie
i staje sie rownym 1, kiedy punkt M znajduje sie w S$rodku
odcinka AB; w miare zblizania sie punktu M ku B stosunek
y przybiera coraz wigksze wartosci, ro$nie nieograniczenie,
co wyrazimy krocej, mowigc, ze stosunek stanie sie nieskon-

czonym, kiedy M znajdzie sie¢ w B. Jezeli punkt M przekro-
czy B, odcinek AM pozostanie dodatnim, lecz MB stanie sie
ujemnym, wskutek czego stosunek y bedzie ujemny, zacho-
wujac w sgsiedztwie B bardzo wielkie wartosci bezwzgledne;
przy dalszym ruchu punktu M w tym samym kierunku, uwa-
zany stosunek pozostanie ujemnym, jego za$ wartosci bez-
wzgledne, wcigz wieksze od 1, beda malaly, zblizajgc sie
do 1

Jezeli wreszcie punkt M, wyszedszy z A, bedzie sie po-
suwat na lewo zamiast, jak przedtym, na prawo, stosunek
AM . . . . L

bedzie znowu ujemny, jego za$ wartosci bezwzgledne,
pozostajagc wcigz mniejszemi od 1, beda sie zblizalty do 1
w miare oddalania sie punktu M od A.

Odmierzywszy na prostopadtych do prostej AB rzedne,
odpowiadajgce réznym wartosciom stosunku y, zmieniajgcego
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sie w zaleznosci od potozenia punktu M, otrzymamy grafik
zmian tego stosunku w postaci krzywej (fig. 95), ktora jest
hiperbolg; asymptotami tej hiperboli sa proste: BY, prosto-
padia do AB, oraz OX, réwnolegta do AB i nakreslona pod
nig (w kierunku ujemnym) w odlegtosci jednostki dtugosci.
Poniewaz, jak widzimy na figurze 95, niema dwuch ro-
znych punktéw M, ktéorym odpowiadataby ta sama wartos¢

stosunku majagc przeto dany stosuneky co do znaku

i wartosci bezwzglednej, oznaczymy doktadnie potozenie pun-
ktu M na prostej AB.

62. Do, mi, sol: harmonja gieometryezna.

Chociaz na figurze 95, jak widzieliSmy, niema dwuch
roznych punktow M, dla ktérych stosunek AM posiadatby te

samg wartos¢ (co do znaku i' wartosci bezwzglednej), jedna-
kowoz do kazdego punktu M mozemy dobra¢ inny M’ (lecz
tylko jeden) tak, aby wartosci bezwzgledne stosunkéw

AM ’ . . . . L
MB’ é!\é rowne; poniewaz te stosunki majg znaki roé-

. . M'A
zne, bedzie przeto ﬁ\'\é

O czterech punktach M’,A, M, B, spetniajgcych powyz-
szy warunek, moéwimy, ze tworza szereg harmoniczny.
Aby wyjasni¢ pochodzenie tej nazwy, przeksztatcimy

A AM
najprzéd proporcje jlk/pl)S‘:=:ng> wprowadzajagc oznaczenia:

M'A=3a MM=m, MB=06. Poniewaz wtedy AM=nm—a,
MB——/E—m mozemy powyzszej proporcji nadaé¢ postaé:

a m—a lub m—a b—

b b—m

e (M)=24
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Wiadomo nastepnie z akustyki, ze diugosci strun drga-

jacych, ktore odpowiadajg tonom do, mi, sol, tworzagcym do-
skonaly akord majorowy, sg proporcjonalne do liczb:

odwrotne wiec ditugosci sg proporcjonalne do liczb:

5 3
1 4 2
lub 4 5 6.

Poniewaz za$ 4{6=2.5, przeto dtugosci a, m, b uwaza-
nych strun czynig zados¢ warunkowi:

U u nl

Takie wiasnie porownanie faktéw gieometrycznych z fi-
zycznemi spowodowalo zapewne wprowadzenie nazw: szereg
harmoniczny lub podziat harmoniczny.

Zauwazymy przy sposobnosci, ze podzieliwszy 1 przez
kazdy wyraz jakiegokolwiek postepu rdznicowedo:

a b
otrzymamy nowy szereg;
1 1 .
a b ¢ *°!

zwany postepem harmonicznym.

Przytoczymy jeszcze jedng z najwazniejszych wiasnosci
szeregu harmonicznego z uwagi na jej znaczenie w gie-
ometrji.

Polagczmy 4 punkty szeregu harmo-
nicznego M'AMB (fig. 96) zjakimkolwiek
punktem P i przetnijmy 4 otrzymane
w ten spos6b proste PM’MPA, PM, PB
jakakolwiek prostag: punkty przeciecia
utworzg szereg harmoniczny. Mamy wiec
na figurze szeregi harmoniczne:

Fig. 96.
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NTjAjMiBj , M2A2M2B2.
Uklad 4 prostych PM’, PA, PM, PB nazywa sie pakiem
harmonicznym.

63. Paradoks: 64 —65.

W matematyce spotykamy sie czesto z paradoksami,
t. j. z widocznie blednemi wynikami poprawnego napozér
rozumowania.

O ile paradoks niewyttlumaczony jest niebezpieczny,
poniewaz sprawia niepokéj i rodzi w umysle watpliwosci,
o tyle wytlumaczony staje sie pouczajgcym, wskazujgc sidia,
czyhajace na nasz umyst, i pozory, ktérym czesto ulegamy.
Pokazuje sie bowiem, ze zZrédia bijacej w oczy niedorzeczno-
sci nalezy szukaé juzto w blednym rozumowaniu, juz w nie-
dbale wykonanym rysunku.

Chociaz jednak paradoksy nalezycie sformutowane i wy-
jasénione sg na miejscu podczas nauki systematycznej, nalezy
zachowa¢ pod tym wzgledem wielkg ostrozno$é w nauce po-
czatkowej, w ktorej nie chodzi o zglebienie rzeczy, lecz o ich
pokazanie, namacalne przedstawienie.

Kierujgc sie powyzszemi wzgledami, nie poruszatem do-
tad podobnych kwestji. Lecz obecnie, kiedy nauka poczatko-
wa zbliza sie ku koricowi, nie bedzie nic zdroznego (prze-
ciwnie, upatruje w tym pozytek dla ucznia), jesli zaproponu-
jecie swemu uczniowi, aby wyjasnit nastepujacy, dos$¢ roz-
powszechniony, paradoks. Przyjdzcie mu jednak w pore z po-
mocg, jezeli pozostawiony wiasnym sitom nie bedzie sobie
mogt daé¢ rady.

Wyrysowawszy na papierze kratkowanym (fig. 97) kwa-
drat, zlozony z 64 kratek, naklejmy go na kartonie i popro-
wadzmy linje, wskazane na figurze. Te linje podzielg naj-
pierw kwadrat na dwa prostokaty, ktorych podstawy skia-
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dajg sie z 8 kratek, wysokosci za$ odpowiednio z 3 i 3; na-
stepnie wiekszy prostokat zostanie podzielony na dwa trape-
zy, mniejszy za$ na dwa trojkaty. Rozcigwszy nastepnie kar-
ton wzdtuz 3 nakres$lonych linji, otrzymamy 4 czesci: A, B
(trapezy) i C, D (trojkaty). Jezeli potgczymy te 4 czesci w ta-
ki sposob, jak to wskazuje 2-ga czes¢ figury, utworzymy pro-
stokat, skiadajacy sie z 5 kolumn, z ktérych kazda zawiera
13 kratek; liczba wiec kratek, zawartych w prostokacie,
jest réwna 5.13=65, gdy kwadrat zawierat ich tylko 8.8=64.
A jednak obydwie figury zostaly utworzone z tych samych
czesci.

Widzac tedy, ze 64=65, zaczynamy
sie obawiaé, czy$Smy wypadkiem nie stracili
glowy, poki po pewnym zastanowieniu nie
znajdziemy wyjasnienia paradoksu, ktore,
jak sie pokaze, nie jest zbyt skomplikowa-
ne. Spogladajgc na przekatng prostokata
w 2-ej czesci figury, skladajgca sie z prze-
ciwprostokatnej trojkata prostokatnego C
oraz z boku trapezu A, zapytajmy, czy ta E S

linja jest istotnie prostg. Poniewaz wynika ..
z wykres$lenia, ze nachylenie przeciwprosto- E
katnej wzgledem dtuzszego boku prosto- 7-0

3
kata = rol nachylenie za$ boku trapezu

2 / B

wzgledem tego samego boku prostokagta = —
przeto uwazane dwie proste wtedy tylko Fig. 97.

mogtyby stanowi¢jedna prostg, gdyby utam-

ki 3—i 2—by’;y rowne. Ze za$ z dwuch tych utamkow, przed-

stawionych w postaci pierwszy jest nieco mniejszy

od drugiego, figura, ktéra wydawata sie nam linjg prosta,
jest w rzeczywistosci cienkim i wydtuzonym czworokatem,
ktérego pole roéwna sie polu jednej kratki, utworzonej
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pozornie z niczego. Pokazalo sie wiec, ze czeSci prostokagta
nie przystajg do siebie.

Gdybysmy poprzedni kwadrat zastgpili wiekszym, ztozo-
nym z 21.21 =441 kratek, oraz podzielili jego bok na dwie
czesci, liczace odpowiednio 13 i 8 kratek, otrzymaliby$Smy '
przy pomocy podobnej konstrukcji paradoksalng rownosc:
441 =442. Dwa ufamki, ktorych rownosé jest niezbednym
warunkiem przystawania czesci prostokata, bylyby w tym ra-

zie nastepujgce: ™ i poniewaz za$ ich réznica ™ jest

bardzo drobna, ziudzenie, ze prostokagt sklada sie z czesci
doktadnie przystajacych, bytoby zupeine.

64. Kwadraty magiczne.

Napisawszy w kratkach kwadratu 9 pierwszych liczb
12 ... 9 w nastepujgcy sposob:
4 9 2
3 57
8 1 6,

przekonamy sie, ze sumy liczb w kazdym wierszu, w kazdej
kolumnie oraz w kazdej z dwuch przekatnych sg jednakowe;
mianowicie: 4-f-9-f2=3-f-5-(#=8-{—2%-(-6=4-f3-j]-8= 945-f-1
=2 +74 6=4+5+ 6=24-54-8 =15
Nazywamy podobng figure kwadratem magicznym 3-ech,

statlg za$ sume 15— stalg sumg magiczng. Otrzymamy ro-
whniez kwadrat magiczny, zmniejszywszy o 1 kazdg z poprzed-
nich liczb:

3 81

2 4 6

7 0 5
stala jednak suma w tym razie jest rowna 12 zamiast 15.



Gdybysmy w kwadracie, ztozonym z 25 kratek, umie-
Scili 25 liczb 0, 1, 2, ... 24 tak, aby czynily zado$¢ powyz-
szym warunkom, otrzymalibyS$my kwadrat magiczny 5-ciu,
ktorego stata suma bylaby réwna 60. Oto jeden z takich
kwadratéw:
0 19 8 2 1
23 12 1 15 9
16 5 24 13 2
14 3 17 6 20

7 21 10 4 18

ktéry posiada nadto jeszcze nastepujgca wiasnos¢: jezeli go
podzielimy na dwie czesci linjg pionowa, poprowadzong po-
miedzy dwiema jakiemikolwiek kolumnami, i przestawimy te
czesci, otrzymamy nowy kwadrat magiczny; jezeli podzielimy
dany kwadrat na dwie czesci linjg poziomg, poprowadzong
pomiedzy dwoma jakiemikolwiek wierszami, wtedy, przesta-
wiwszy te czeSci, utworzymy znowu kwadrat magiczny.
Kwadraty, posiadajgce opisang wiasnos$¢, nazywajg sie ,.dja-
belskiemi.*

Chociaz kwadraty magiczne wydajg sie tylko zabawka,
jednak badanie ich nastrecza wielce trudne kwestje; poswie-
cono im tez wiele prac, a nie pogardzali tym przedmiotem
nawet stynni matematycy, ze wymienimy Fermata. Z po-
miedzy spoOiczesnych prac na ten temat zastuguje na wyro-
znienie ksigzka G. Arnoux p. n. ,Arithmétique graphique.
Les espaces arithmétiques hypermagiques* (Paris, Gauthier-
Villars, 1894).

Wzmiankujgc pobieznie o kwadratach magicznych, chce-
my poprostu zaciekawi¢ dzieci i tg dziedzing badan matema-
tycznych, ktéra nie powinna im pozosta¢ zupeinie obcg. *)

) W dzietku C. O. Bachet de Méziriac p. n. ,,Problemes plaisants
et délectables qui se font par les nombres* znajdujemy pomiedzy inne-
mi nastepujacy sposéb tworzenia kwadratow magicznych z pierwszych



65. Zakonczenie.

Gdyby mi przypadto w udziale poczatkowe nauczanie
dzieci w zakresie zasadniczych wiadomos$ci matematycznych,
wytozonych w niniejszym dzietku, przemoéwitbym do nich
w te stowa, ukonczywszy swe zadanie.

9-ciu liczb 1,2, ... 9 (fig. 98) oraz z pierwszych 26-ciu liczb 1,2, ... 26
(fig. 99). Dopetniwszy pierwszy kwadrat 4-ma, drugi za$ 16-ma dodatko-
wemi kratkami (wykre$lonemi Ii-
njami kropkowanemi), wypisujemy
dane liczby po kolei szeregami uko-
$nemi, ktdre zawieraja odpowiednio 9 %
po 3ipo 5 liczbh. Wskutek tego | 7 S 3ol 3 S 7
niektore kratki danych kwadra-
tow zostang zapetnione liczbami,
ktére znajda sie juz na wiasciwych 11

miejscach, inne za$ puste zapetnimy Fig. 98.

liczcbami z dodatkowych kratek tak, aby liczba z gdérnej kratki do
datkowej zostata przeniesiona do najnizszej pustej w tej samej ko-

T
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Fig. 99.

lumnie i odwrotnie, oraz aby liczba z prawej kratki dodatkowej zostata
przeniesiona do najdalszej lewej, ktdora jest pusta w tym wierszu,
i odwrotnie. (Przyp. ttumacza).
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Przystgpicie niebawem do nauki matematyki, ktéra be-
dzie wam udzielana w wigkszym lub mniejszym zakresie, sto-
sownie do waszego uzdolnienia i zamiarbw na przysztosc,
lecz ktdérej pewien zaséb jest niezbedny dla wszystkich.

Chociaz niczego was nie uczono, poznaliscie wiele po-
zytecznych rzeczy, b/Njvigc sie; jezeli za$ zrozumienie pewnej
rzeczy, ktéra was zaciekawita, wymagato nieraz pewnych
wysitkbw z waszej strony, wysitki te byly dobrowolne, gdyz
niczego od was nie zgdano, o0szczedzajgc szczegOlniej waszg
pamigc.

Nie umiejac jeszcze ani czytac, ani pisa¢, manipulujac tylko
z roznemi przedmiotami, zapoznaliscie sie z liczbami i naj-
prostszemi dzialaniami; po6zniejsza za$ znajomo$¢ cyfr umo-
zliwita wam pewng wprawe rachunkowa. Przyzwyczajeni do
uzmystawiania liczb, ktére sg tylko symbolami, poznaliscie
liczby ujemne i oswoiliScie sie w zupetnosci z tym pojeciem.
Pewne wiadomosci z gieometrji, chociaz podane bez dowo-
du, pozwolity wam zauwazy¢ Scisty zwigzek, istniejgcy po-
miedzy naukag o liczbach i naukag o rozciggtosci.

Nie uczono was wprawdzie ulamkow, jak wogole nie
uczono niczego; pomimo to wiecie, co to jest utamek, oraz
umiecie niezle wykonywac rachunki na tych nowych liczbach.

Postepy, zrazu proste, pOzniej nieco uogodlnione, wraz
z odpowiedniemi przyktadami daty wam pojecie o ogrom-
nych liczbach, z ktéremi spotkaliScie sie znowu, kiedy wam
mowiono o przestawieniach.

Pewien zaséb praktycznych wiadomosci z gieometrji
i niejaka znajomos¢ rysunku pozwolity wam zrozumieé istote
i wykre$lanie grafikdéw, ktére zastosowaliscie w kilku przy-
ktadach, przewaznie w zagadnieniach o ruchu. Stangwszy
w ten sposéb na progu gieometrji analitycznej, poznaliscie
przynajmniej ksztatt trzech waznych Kkrzywych, badanych
szczegOtowo w tej nauce, lecz znanych juz starozytnym.

Jezeli nawet czes¢ tych wiadomosci ulotnita sie z wa-
szej pamieci, pozostata w niej reszta, a w dodatku umyst
wasz wdrozyt sie nieswiadomie do porzadnego myslenia, sta-
nowigcego cenny nabytek na przysztosc.

10
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Odtad nie bedziecie sie juz bawili, lecz zaczniecie sie
uczy¢; nie obejdzie sie przytym bez wysitkéw umystowych,
a nawet pewnych wysitkéw pamieci. Przyjda wam one tym
tatwiej, ze dotad oszczedzano wasze sily, a jednak umiecie
znacznie wiecej, niz umieli dawniej wasi réwiesnicy, ktérych
torturowano, kazac im sie uczy¢ na pamie¢ wyrazbw 0O nie-
zrozumialej tresci.

Poniewaz wiecie juz co$ o wielu rzeczach, z ktorem’
spotkacie sie podczas nauki, unikniecie niepokoju, jaki spra-
wia kazda nowa rzecz. Wprawdzie napotkacie nieraz tru-
dnosci, lecz do ich przezwyciezenia doda wam odwagi mysl,
ze one zalezg od natury poznawanych rzeczy; ze trzeba je
koniecznie pokonaé, aby otrzymac¢ uzyteczne i ciekawe wyni-
ki. Bawigc sige, nabyliscie sporo wiadomosci, ktére wam be-
da pomocne przy rozpoczynajgcej sie obecnie nauce; pracujac
odtad, spozytkujecie poprzedni nabytek, wydéwiczycie umyst
i rozszerzycie zas6b swych wiadomosci. Ta praca, w do-
datku, nie bedzie dla was panszczyzng: uznawszy jg za po-
zyteczng, nabierzecie do niej zamitowania; z czasem stanie sie
fatwg, niezbedng, jednym stowem potrzebg waszego zycia.
Jezeli pewne kwestje sprawig wam istotny kiopot, znajdziecie
przewodnikéw w waszych nauczycielach; lecz nie zgdajcie od
nich niczego wiecej, pamietajac, ze tylko osobiste i niewymu-
szone wysitki prowadza do dobrych wynikéw. Ze za$ o tej
prawdzie przekonaliscie sie juz w czasach zabaw dziecinnych,
widzcie wiec w sprawe swego wyksztalcenia caty, niespo-
zytkowany dotad, zaséb cierpliwosci, woli i energji.

Nie idzie zatym, aby przytoczone rady i wskazéwki by-
ty wyrecytowane jednym tchem. Przeciwnie, niechaj wycho-
wawca dziecka, ukonczywszy poczatkowag nauke, wyjasnia
mu przy kazdej sposobnosci cele i zadania systematycznej
nauki, ktora sie niebawem rozpocznie.

Sadze, ze naturalnym wychowawcg poczgtkowym dziec-
ka powinna byé jego rodzina. Jezeli za$ dla jakichkolwiek
powoddw, osobistych lub spotecznych, ojciec i matka nie mo-
ga spetni¢ tego zadania, niechze przynajmniej interesujg sie
rozwojem umystowym swego dziecka i ze wszech miar dopo-
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magajg sprawie jego wychowania. Kiedy po ukonczeniu na-
uczania poczatkowego nadchodzi czas nauki systematycznej,
odpowiedzialno$¢ rodzicow staje sie tym wieksza, ze wybor
szkoty moze wywrze¢ dodatni lub ujemny wplyw na cale
dalsze zycie dziecka.

Dla rodzicow wiec przeznaczam gars¢ nastepujgcych,
moze nieco pobieznie skresSlonych rad, ktére uwazam za po-
zyteczne. Niechaj wybiorg z nich te, ktére bedg uwazali za
dobre.

Zgadzamy sie wszyscy, ze poczatkowa nauka matematyki
jest niezbedna dla kazdego dziecka bez wzgledu na jego pte¢,
na zamozno$¢ i stanowisko spoteczne jego rodziny. Ide je-
dnak dalej, twierdzac, ze i systematyczna nauka matematyki
jest potrzebna wszystkim bez wyjatku: potrzebujgjej kobiety,
zarobwno jak mezczyzni, poniewaz zycie codzienne, gospo-
darstwo domowe oraz przemyst, z ktorego wytworami ciggle
mamy do czynienia, wymagajg od nas pewnych wiadomosci
Z dziedziny nauki o wielkosciach i o rozciggtosci.

Spotykamy sie jednak tutaj z rozpowszechnionym zarzu-
tem, ktory sto razy odpieralem i ustawicznie odpiera¢ bede.
Twierdzg mianowicie, Zze dziecka, nie posiadajacego zdolnosci
matematycznych, nie warto uczy¢ czego$ wiecej nad pierwsze
poczatki matematyki, gdyz i tak nie zostanie matematykiem.
Dlaczego jednak uczac to dziecko czytania i pisania, nie za-
pytywano, czy posiada odpowiednie uzdolnienie w tym Kie-
runku? Czy tudzono sie przy nauce rysunku mysla, ze dziec-
ko zostanie wielkim malarzem? Nikt przeciez nie watpi, ze
kazdy mezczyzna i kazda kobieta powinni umieé wyrazac¢
poprawnie swe mysli wjezyku ojczystym, ajednak nikomu nie
przychodzi do gtowy, zeby kazdy uczen miat zosta¢ z czasem
Janem Pawiem Courier !), Goethem lub Szekspirem

Nauczanie matematyki, jak kazdej innej nauki, nie moze
wytworzy¢ uczonych, poniewaz jego zadanie polega na wpo-
jeniu w umysty uczacych sie pewnych wiadomosci ogdélnych,

*) Pisarz francuski z zesztego stulecia, wybitny stylista i helle-
nista. (Przyp. ttumacza).
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pozytecznych i niezbednych dla kazdego czlowieka oraz do-
stepnych dla kazdego normalnego umystu. Dzieki za$ umie-
jetnej nauce poczatkowej umyst dziecka moze sobie przy-
swoi¢ ten zaséb wiadomosci znacznie predzej, niz to sie dzieje
przy obecnym systemie nauczania.

Kazde dziecko, niezaleznie od specjalnego uzdolnienia,
moze tatwo posigs¢ niezbedne wiadomosci z matematyki
(oznaczane mianem ,matematyki elementarnej*) tak, jak moze
sie nauczy¢ czyta¢ i pisa¢ poprawnie lub nawet tadnie; jezeli
posiada upodobanie do matematyki, zostanie matematykiem;
talent zas$ literacki skioni je do zostania pisarzem. Nigdy na-
uczanie nie wytworzyto uczonych ani artystow; jego cel po-
lega na wytwarzaniu ludzi.

Po tym, co powiedzialem, zgodzicie sie chyba bez wa-
hania, ze wasze dziecko musi posigé¢ zasadnicze wiadomosci
z matematyki, niezbedne dla wszystkich.

Pozostanie jeszcze do rozstrzygniecia kwestja, gdzie
i w jaki spos6b ma by¢ mu udzielone to wyksztatcenie ma-
tematyczne.

Bede moéwit oczywiscie tylko o stosunkach francuskich,
chociaz kwestja szkolna z malemi odmianami jest prawie
wszedzie jednakowa. Mamy we Francji szkoty elementarne,
w ktérych przewaznie udzielajg lub powinniby udziela¢ po-
czatkowej nauki matematyki; mamy wyzsze szkoty elementar-
ne, dopetniajgce pierwsze; wreszcie—szkoty Srednie z liczne-
mi i réznorodnemi poddziatami. Jak widzicie, wybor jest
dos¢ obfity i trzeba wybieraé, gdyz ja, niestety, nie moge
wam udzieli¢ pozytecznej rady pod tym wzgledem.

Nauczanie elementarne w naszych szkotach jest znosne;
wyzsze nauczanie elementarne dawatoby najmniej powoddw
do krytyki, gdyby wiele rodzin nie ulegato urokowi ,,zawo-
dow wyzwolonych* i karjery urzedniczej. Co sie tyczy nau-
czania Sredniego, poprzestane na zacytowaniu krotkiego uste-
pu z pracy p. Ascoli, w ktérym, bez obawy bledu, moznaby
sie dopatrze¢ eleganckiej ironji: ,,Rozszerzajgc program nauk
matematyczno - fizycznych w szkole S$redniej, jego autorowie
zamierzyli powigkszy¢ udziat tych nauk w rozwoju miodocia-
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nych umystow. Dotad podobna rola przypadata w udziale
naukom filologicznym, gdy tymczasem nauki matematyczno-
fizyczne, pozostajgc przewaznie przedmiotem egzaminacyjnym,
byty pozbawione wszelkiej wartosci wychowawczej.

Przettumaczcie powyzszy ustep w nastepujacy sposoéb:
dotad zadaniem naszej szkoty Sredniej bylo ogtupianie mio-
dziezy, gdy tymczasem na przyszto$¢ wszystko pozostanie po
dawnemu.

Kiedy za$ uprzytomnimy sobie, ze profesorowie szkot
$rednich sg to ludzie z wysokim wyksztatceniem, oddani z po-
Swieceniem swym obowigzkom i w najwyzszym stopniu su-
mienni, zadrzymy na mysl, ile to spustoszern moze wyrzadzic¢
rutyna, idaca reka w reke z potworng administracja, posia-
dajaca tylko wiladze szkodzenia.

Jakagkolwiek zresztg szkote obraliscie, nie zaniedbujcie
ustawicznej kontroli nad wychowaniem waszego dziecka. Za-
nim je tam nawet umiescicie, macie prawo i obowigzek wy-
wiedzenia sie (na co nie trzeba by¢ matematykiem), jaki kie-
runek nauki panuje w szkole, jakie w niej przyjeto metody,
jakie sg warunki pracy szkolnej. Nie dajcie sie przytym za-
straszy¢ ani kierownikowi szkoty, ani jej nauczycielom, gdy-
by wam zwracali uwage, ze mieszacie sie w nieswaoje rzeczy.

Dwa nastepujgce spostrzezenia pozwolg wam wyrobic
sobie pewien sad o szkole.

Istnieja szkoty, w ktérych do wyktadu miar metrycznych
niema ani jednego egzemplarza metra, litra, kilograma i t. d.

Gieometrje wykladajg w szkotach od wiekéw, nieomal
od czas6w starozytnych Grekdéw, metodg nudna, nieracjonal-
ng, ktéra odstrecza, zwilaszcza poczatkujgcych, od tej nauki.
Tymczasem przed trzydziestu z gorg laty, w r. 1874, wybitny
uczony p. Karol Méray, profesor uniwersytetu w Dijon, na-
pisat godng uwagi ksiazke p. n. ,,Nouveaux éléments de Gé-
omeétrie®, w ktorej na naczelnym miejscu umiescit nauke o pta-
szczyznie i przestrzeni, uwidoczniwszy prawdy doswiadczal-
ne, ukrywane z hipokryzja w metodzie klasycznej. Ksigzka
oburzyta administracje uniwersytecka, z czasem jednak wpro-
wadzono nowag metode do wielu szkot, przewaznie wyzszych
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elementarnych, i wszedzie otrzymano doskonate wyniki. Szko-
fa srednia pozostaje jednak zamknieta dla nowej metody, jak
uszy gtuchego, pomimo iz zjawito sie drugie wydanie ksigzki
p. Meray. b

Jezeli wiec przekonacie sie, ze w muzeum szkolnym nie-
ma okazéw miar i wag metrycznych, brakuje przyrzadéw
mierniczych i t. p.; jezeli nastgpnie dowiecie sie, ze w wy-
ktadzie gieometrji nie stosuje sie metoda Meray, unikajcie
takiej szkoty!

Gdyby ojcowie i matki, troszczac sie prawdziwie o przy-
sztos¢ umystowg swych dzieci, przemawiali stanowczo i za-
dali tego, czego maja prawo zada¢, wiele przezytkow, trzy-
majagcych sie dotad uporczywie, zniknetloby, jak za dotknie-
ciem rozdzki czarodziejskiej.

Sadze, ze z czasem przyjdzie do tego. Zanim to jednak
nastapi, muszg ludzie uzna¢ stuszno$¢ nastepujacej maksymy,
wypowiedzianej przez Emila Borela w jednym z jego pie-
knych odczytow:

»reoretyczne i jDyaktyctiie zarazem wyksztalcenie mate-
matyczne moze sie”gajdzielnieji~ibgyni¢ do wyrobienia mio-
docianego umystu“, PaEve

\I/\)yZSZ(ajSika}yPedagogicznej
Vi

b Pisatem te stowa w maju r. 1905. Dekretem z dn. 27 lipca,
dopetnionym instrukcjg z dn. 9 wrzesnia t. r., zmieniono program ma-
tematyki w szkole $redniej, wprowadzajac zasady nowej metody do wy-
kladu gieometrji, czego mozna tylko powinszowaé¢ ministerjum OS$wiaty
Publicznej. Postapiono jednak niewdziecznie i niesprawiedliwie wzgle-
dem autora nowej metody, nie wymieniajagc nawet jego nazwiska.
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