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PRZEDMOWA TLUMACZA

clo pierwszego wydania.

Dzietko, ktoére podajemy w tlumaczenia, wyszto po raz
pierwszy w r. 1863, a po raz dwudziesty zostato odbite w r. 1888.
To samo juz dowodzi jego praktycznosci i wielkiego rozpowszech-
nienia w szkotach angielskich. Autor tej ksigzki wydat szereg
podrecznikéw, obejmujacych prawie catos¢ matematyki czystej
i zajmujacych w Swiecie pedagogicznym angielskim takie miejsce,
jakie niegdy$ we Erancyi zajmowaty wyborne dzieta Lacroix.

Nie jest ono przedstawieniem systematycznem catkowitego
kursu algebry; — w szeregu podrecznikéw tegoz samego autora
sg dwa inne dzieta poswiecone temu przedmiotowi. Jest ono ra-
czej pierwszym przewodnikiem do rachunku algebraicznego, wpro-
wadzajacym powoli i stopniowo na dobranych przykiadach do za-
sad nauki; — autor pragnie na pierwszy poczatek zaznajomic
ucznia z materyatem rachunkowym, i nalezy przyzna¢, robi to,
z matymi wyjatkami, w sposob bardzo udatny. Czytelnik, ktéry
te ksigzke poczatkowg przejdzie, bedzie mégt tatwo dopetnié, w ra-
zie potrzeby, swoich wiadomosci teoretycznych; — bardziej specyal-
ne dziela o algebrze stang sie dla niego dostepne.

Ksigzka ta zawiera w sobie zbiér wiadomosci zupetnie wy-
starczajgcy do pewnych celdw, jak np. zawiera w sobie to wszystko,
co jest potrzebne dla uczniéw szkét specyalnych i technicznych,
wielu zaktadéw naukowych prywatnych i pensyi zenskich. Dla
takich zakladow jest ona catoscig, nie potrzebujgcag witasciwie do-
petnien. Moze doskonale zastgpi¢ wyborne, w zesztym wieku na-
pisane dzieto L'Huilliera o algebrze, u nas w szkotach uzywane
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do poczagtkowego wyktadu, ale oddawna juz wyczerpane z handlu
ksiegarskiego.

W tlumaczeniu zmian zadnych nie wprowadzono. Jezeli
czytelnik'opusci wszystkie paragrafy i zadania opatrzone gwiazd-
kami lub znaczkami, ktérymi odrézniono wtracone artykuty, wte-
dy mie¢ bedzie zupelnie wierne ttumaczenie oryginatu. Wyja-
tek tylko przedstawiajg niektére zadania z tego mianowicie po-
wodu, ze autor uzywa w nich miar i monet wylgcznie angiel-
skich;—ot6z aby uczacy sie u nas mieli przed oczami rzeczy znane,
miary te i monety zostaty zastgpione albo miarami u nas uzywa-
nemi, albo tez miarami metrycznemi, z ktéremi dobre zaznajomie-
nie sie jest dzisiaj rzeczg niezbedna. RoOwniez musiaty ulec
zmianie, lub zostaly zastgpione innemite zadania (zresztg w bardzo
matej liczbie), ktdére sie odnosza w oryginale do obyczajow zbyt
wylgcznie angielskich i u nas mato znanych. Dodatki, jakie zo-
staty w zadaniach porobione, wiecej niz wynagradzajg, co do licz-
by, zadania opuszczone. Wszystkie zadania dodane sg oznaczone
gwiazdka (*).

Jakkolwiek, jak powiedzialem wyzej, dzieto stanowi samo
w sobie cato$¢ zupetng i dodatkéw nie potrzebuje, z tern wszyst-
kiem ze wzgledu na potrzeby naszej miodziezy uczacej sie i brak
podrecznikéw, zadosy¢ czyniacych réznym wymaganiom, sadzi-
tem, ze nalezy cokolwiek plan samego wyktadu rozszerzy¢, nie
zmieniajac oryginatu. Dlatego tez materyat rachunkowy znacznie
powiekszytem, przez dodanie pewnej liczby zadan i wtracenie
w sam wyktad paragraféw, zawierajgcych niektore wskazowki
i objasnienia, badZ to rozszerzajace zakres rozwigzywanych zadan,
badz tez potrzebne do uzupeinienia wiadomosci teoretycznych.
Poniewaz oryginat pozostat nietkniety, przeto nie mozna byto
unikng¢ z tego powodu w niektérych miejscach powtarzan; —
zdaniem mojem nie szkodzg one, gdyz przy poczgtkowem uczeniu
jest rzeczg prawie niemozliwg za wiele razy powtarza¢. Nadto, ze
wzgledu na wymagania egzaminowe wielu naszych zaktadoéw na-
ukowych, na konhcu ksigzki dodatem cztery rozdzialy traktujgce
0 przedmiotach nie objetych w samem dziele, a potrzebnych u nas;
sg to rozdzialy: I-szy o podzielnosci liczb, 1l-gi o utamkach
ciggtych, Ill-ci o réwnaniach nieoznaczonych, i IV-ty o loga-
rytmach. Wszystkie te dodatki nie stanowia catosci i nie traktuja
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przedmiotéw wyczerpujaco; sa dopetnieniami, obejmujacemi mniegj
wiecej to, co w naszych, szkotach bywa wyktadane. Gdy wyjdzie
systematyczny kurs algebry w bibliotece matematycznej prof.
Baranieckiego, stang sie one zbytecznemi i bedga mogly by¢
opuszczone; — tymczasem za$ sadze, ze pewien pozytek uczgcym
sie przynie$¢ moga.

Do utozenia ich przewaznie stuzyty mi dzieta:

Lejeune Dirichlet. Vorlesungen iiber die Zahlen-Theorie.

Euler. Elements d’Algebre.

Lsfobure de Fourcy. Leeons d'Algebre.

Todhunter. Algebra for the Use of Colleges and Schools,
i niektore inne. Do uzupelnienia zadan gtéwnie, cho¢ nie wy-
tacznie, postugiwatem sie wybornym i uczonym zbiorem zadan:
Heis, Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der allgemeinen
Arithmetik und Algebra.

Ttumacz.



PRZEDMOWA
do drugfiegfo wydania.

Przystepujac do opracowania nowego wydania tej ksigzki,
wydanej po raz pierwszy w tlumaczeniu polskiem w r. 1890, sta-
ralem sie przystosowaé¢ ja do programu, przyjetego przez Koto
Matematycznel). W tym celu dodatem nowe rozdziaty o nieréw-
nosciach i o przedstawieniu graficznem réwnan, korzystajgc z wy-
bornego podrecznika E. BoreVa, Algbbre 2-e Cycle, Paris 1904.
Nowym jest réwniez wstep i rozdziat X 1 X o uogélnieniach dziatan
arytmetycznych. Rozdziat ten dla poczatkujgcych moze sie oka-
za¢ zbyt oderwanym, to tez §§ 147 — 153 mozna opuscié, nalezy
jednak wroci¢ do nich przy powtarzaniu kursu.

Pozatem wprowadzone zostaty niektoére drobne zmiany i uzu-
petnienia, jak np. wprowadzenie liczb niewymiernych (8 271),
obliczanie logarytmoéw przez rozwiniecie na utamki ciggte (§8 476)
i t. p. Poniewaz jednak, ze wzgledéw praktycznych, ksigzki nie-
tylko nie mozna byto powiekszaé, ale przeciwnie, nalezalo ja
zmniejszy¢, musiatem wiec poswieci¢ niektére rozdziaty, nie na-
lezace wiasciwie do kursu Algebry, mianowicie o proporcyach,
0 postepie harmonijnym, o systematach liczenia i o podzielnosci
liczb, a takze znaczng liczbe zadan. Wprawdzie brak nam do-
tychczas zbioru zadan algebraicznych, ale zadania, pomieszczone
w pierwszem wydaniu, i tak go nie zastgpia —anie pozostaje wiec
nic innego, jak utozy¢ nowy.

") Patrz Przeglad Pedagogiczny z r. 1905 AS 14, 15, 16.



W rozdziale o logarytmach jest mowa o tablicach Schlo-
milch'a; oprécz nich mozna poleci¢ nastepujgce tablice, wydane
w jezyku polskim:

J. Kram. Tablice pieciocyfrowe logarytméw liczbowych
i funkcyi trygonometrycznych. Krakéw 1900.

A. W. Witkowski. Tablice logarytmowe i goniometryczne
czterocyfrowe. Warszawa 1903.

Warszawa 1906. S. Kwietniewski.



PRZEDMOWA
do trzeoiegfo wydania.

W wydaniu tem Zadnych zmian wiekszych nie zrobitem; nu-
mery rozdziatow i paragraféw pozostaty tez same, co i w drugiem
wydaniu. Nieco zmieniony zostat poczatek rozdziatu XI1X, jak

réwniez dowodzenie w § 479.

8. Kwietniewski.
Siedlce 1907.



Tabliczki czterech dziatan arytmetycznych nad liczbami naturalnemi.

Dodawanie.

Odejmowanie.



Tabliczki czterech dziatan arytmetycznych nad liczbami naturalnemi.

Mnozenie.

10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
9 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90
8 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80
7 7 14 21 28 35 42 49 56 63 70
6 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

3 8 6 9 12 15 18 21 24 27 30

Dzielenie.



Tabliczki czterech dziatan arytmetycznych nad liczbami catkowitemi.

Dodawanie.

Odejmowanie.



Tabliczki czterech dziatah arytmetycznych nad liczbami catkowitemi.

Mnozenie.
5 -25 -20 -15 -10 —5 0 5 10 15 20 25
4 -20 -16 -12 - 8 -4 0 4 8 12 16 20
3 -15 -12 - 9 - 6 -3 0 3 6 9 12 15
2 -10 - 8 - 6 - 4 -2 0 2 4 6 8 10
1 - 5- 4- 3- 2-1 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 © 0 0 0 0 0
—1 5 4 3 2 1 0 -1 - 2- 3- 4- 5
—2 10 8 6 4 2 0 -2 - 4 - 6 - 8-10
—3 15 12 9 6 3 0 -3 - 6 - 9 -12 -15
— 4 20 16 12 8 4 0 -4 - 8 -12 -16 -20

—5 ' 25 20 15 10 5 0 -5 -10 -15 -20 -25
- 5 - 4- 3—2.1 0 1 2 3 4 5



Tabliczka mnozenia Pouchefa.

Znalaziszy punkt, odpowiadajacy jednemu czynnikowi, na
krawedzi gérnej kwadratu, za$ punkt odpowiadajacy drugiemu —
na krawedzi lewej, poprowadzmy przez pierwszy linie pionowa,
przez drugi—poziomag; punkt przeciecia tych dwu linii odpowia-
da szukanemu iloczynowi.

Wszystkie punkty, odpowiadajgce iloczynom réwnym, sg
potaczone liniami krzywemi, noszacemi nazwe hiperboli. Np.

2
punkty, odpowiadajgce iloczynom: 4 X 5 = 20, 3 X 6-6\-: 20,

1 2 .
7-g- X 2”- = 20 i t d. lezg na linii krzywej oznaczonej
liczbg 20.

Pomiedzy liniami, wykres$lonemi dla iloczynéw 5, 10, 15, 20,
mozna wykresli¢ linie dla iloczynéw posrednich; tak np. dla ilo-
czynow wiekszych od 25 ale mniejszych od 30 dostalibysmy hi-
perbole pomiedzy liniami oznaczonemi liczbami 25 i 30.
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Czterech dziatan arytmetycznych nad liczbami catkowitemi
uczymy sie doswiadczalnie za pomocg jakichbgdz przedmiotéw,
i rezultaty uktadamy w odpowiednie tabliczki, ktérych czesci ka-
zdy umie na pamie¢; czesci pozostate tatwo sobie wtedy odtworzyc¢.
Takie tabliczki sg podane na poczatku ksigzki.

taczenie kilku grup- w jedng i oznaczanie ogélnej liczby
przedmiotéw w tej nowej grupie nazywamy dodawaniem; w szcze-
gélnym przypadku, gdy kazda z grup danych zawiera jednakowg
liczbe przedmiotéw, dziatanie nazywamy mnozeniem.

Dodawanie i mnozenie zawsze jest mozliwe, ilekolwiek przed-
miotéw bytoby w danych grupach.

Odejmowanie, t. j. oznaczanie pozostatej liczby przedmiotéw
po wylaczeniu z danej grupy pewnej okreslonej liczby przedmio-
tow, oraz dzielenie danej grupy na grupy réwne, mozna réwniez
przedstawic¢ za pomocg tabliczek. W zalgczonych tabliczkach nale-
zy szukac odjemnej i dzielnej z boku, odjemnika i dzielnika u spodu.

Doswiadczenie uczy, ze odejmoiuanie jest zawsze mozliwe do
wykonania, jezeli odjemnik jest mniejszy od odjemnej, i niemozliwe,
jezeli odjemnik jest wiekszig od odjemnej. To tez w tabliczce odej-
mowania puste sg wszystkie te miejsca, ktdre odpowiadajg odjem-
nikowi wigkszemu od odjemnej. Wypadkiem, w ktérym odjemnik
jest rowny odjemnej, zajmiemy sie pézniej.

I w tabliczce dzielenia miejsca odpowiadajgce dzielnikowi
wiekszemu od dzielnej sg niezajete, poniewaz dziatanie to mozna
tylko wtedy wykonaé, jezeli dzielnik jest mniejszy od dzielnej lub
przynajmniej rowny dzielnej. Jest to warunek'konieczny, ale nie-

Algebra. 1



dostateczny, podzielno$¢ jednej liczby przez drugg jest wiasnoscig
szczeg6lng tych dwdch liczb. To tez widzimy, ze rezultaty dziele-
nia sg porozrzucane napozdr beziladnie na tabliczce, a pozostate
miejsca sg puste.

Przypatrujac sie tym tabliczkom, mozemy zrobi¢ ciekawe
spostrzezenie, mianowicie, ze w tabliczkach dodawania, odejmowa-
nia i dzielenia rezultaty jednakoioe sg roztozone wzdtuz linii pro-
stych, ktérych potozenie jednak w kazdym z tych trzech przypad-
koéw jest inne. W tabliczce mnozenia tej prawidtowosci nie do-
strzegamy.

Mierzenie wielkosci sprowadzamy do liczenia, przyczem
przedmiotami, jakie w tym wypadku liczymy, sag jednostki miary.
Jednostki te dadza sie podzieli¢ na czesci, i dlatego przy mierzeniu
wprowadzamy liczby utamkowe. Liczby, wyrazajace wielkosci, mo-
ga iciec by¢ utamkowe réwnie dobrze jak catkowite, podczas kiedy
w pierwszem znaczeniu mogly przyjmowac tylko wartosci catko-
wite. Dla odréznienia nazywamy liczby, ktére poznaliSmy przy
liczeniu, liczbami naturalnemi.

Oprocz liczb naturalnych i wprowadzonych w celu dogodniej-
szego mierzenia liczb utamkowych, pozytecznie jest wprowadzic¢
jeszcze nowy rodzaj liczb, jak to zobaczymy w nastepujgcem do-
Swiadczeniu.

Wyrysujmy odcinek linii prostej, t.j. czes¢ linii prostej ogra-
niczcong dwoma punktami, i przyjmijmy za jednostke diugosci
1 centymetr. Punkty poczatkowy i kohcowy odcinka niech be-

1 cm

A B
da A i B. Biorgc 1 cm w otwoér cyrkla, i odktadajgc te dtugosc od
punktu A ku B tyle razy, ile to jest mozliwem bez przekroczenia
punktu B, zmierzymy dtugos$¢ odcinka A B, przyczem reszte mniej-
sza od 1 cm nalezy mierzy¢ np. dziesigtemi, setnemi, i t. d. czescia-
mi centymetra. Wydluzmy teraz linie prostg na prawo od B do-
wolnie daleko i obierzmy gdziekolwiek na tej linii punkt C. Mierzac

A B C

dtugosé odcinka AC, znajdziemy odlegto$¢ punktu C od A. Jezeli
punkt C bedzie sie posuwat wzdiuz linii, bedziemy otrzymywali
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coraz to nowa liczbe, wyrazajaca jego odlegtos¢, i odwrotnie, dla
kazdej liczby danej mozna znalez¢ taki punkt, ktérego odlegtosé
od A wyrazi sie tg wlasnie liczbg: nalezy tylko wskazang liczbe
jednostek dtugosci odcia¢ na linii prostej, poczgwszy od punktu A.

Wydtuzmy teraz dang linie na lewo od punktu A i obierzmy
na tern przedtuzeniu jakikolwiek punkt D. Odlegtos¢ jego od A

D A B C

mozemy zmierzy¢ tak samo jak poprzednio, z tg roznica, ze je-
dnostki dtugosci odcina¢ bedziemy od A w kierunku odwrotnym;
innemi stowami, przesuwamy ja od strony prawej ku lewej, nie od
lewej ku prawej, jak poprzednio. Sg wiec dwa punkty na linii
prostej, majace, od punktu A jedng i te samg odlegtosé. Azeby
odrozni¢ je od siebie, poprzedzamy liczby, przedstawiajgce odle-
gtosci mierzone od prawej strony ku lewej znakiem — , tym sa-
mym, ktdrego uzywamy przy odejmowaniu. Tak wrec punkt, kto-
rego odlegtos¢ od A jest 3 cm, lezy z prawej strony A: punkt, kto-
rego odlegtos¢ od A jest — 3 cm, lezy z lewej strony tegoz pun-
ktu A. Liczby opatrzone znakiem — nazywamy liczbami ujemne-
mi, w przeciwstawieniu do nich nazywamy liczby, o ktérych do-
tychczas moéwilismy, dodatniemi i jezeli chcemy zwréci¢ szczego6l-
ng uwage na to, ze sg dodatnie, piszemy czasami przed niemi
znak-|-.

Sam punkt A stanowi granice pomiedzy takimi punktami,
ktére majg 6d A odlegtosci dodatnie, i takimi, ktérych odlegtosci
sg ujemne. Jezeli jaki$ punkt, poruszajacy sie po linii prostej, be-
dzie w danej chwili w punkcie A, wtedy dla scharakteryzowania
jego potozenia méwimy, ze odlegtos¢ jego od A jest zero (0).

Przez ‘'wprowadzenie liczb ujemnych osiggnelismy, ze kazda
liczba, badz dodatnia, badz ujemna, okresla potozenie jednego i tylko
jednego punktu na linii prostej, jak to widac z zatgczonego rysunku.

I l i l l [ I 1 I
—3 —2 —1 0 1 2 3 4 5

Znaczenie, jakie nadaliSmy teraz znakowi — , da sie w zu-
petnosci pogodzi¢ z jego sposobem uzycia w arytmetyce. Jezeli
mianowicie do odcinka AB, majacego np. 3 cm dtugosci, chcemy
dodac odcinek, ktérego dtugosc jest 2 cm, wtedy przesuwamy ko-



A B C
1 1 1 1 1

nie¢ odcinka z punktu B o0 2 cm na prawo. Tak otrzymany punkt
niech bedzie C. Odwrotnie, jezeli od odcinka AC chcemy odja¢
dtugosé 2 cm, wtedy przesuwamy koniec odcinka o takgz diugosc
na lewo. Tym sposobem znak -f- oznacza przesuwanie punktu
w jedng strong, znak — przesuwanie w strone przeciwng. Wybér,
ktéry z dwoch kierunkdéw czyli zwrotéw linii przyjmiemy za do-
datni, ktéry za ujemny, zalezy zupetnie od naszej woli.

Oprocz odlegtosci spotykamy w naturze r6zne inne wielkosci,
ktore dogodnie jest przedstawia¢ za pomocg tych dwdéch rodzajow
liczb. Do takich wielkos$ci nalezy czas. Lata liczymy od narodze-
nia Chrystusa; opisujgc jednak zjawiska, ktére dawniej zaszty,
liczymy lata od tejze samej chwili w porzadku odwrotnym, moze-
my wiec okresla¢ je za pomocg liczb ujemnych. Tak np. rok 45-ty
przed narodzeniem Chrystusa mozna nazwaé rokiem — 45-tym.

Poniewaz kazdg wielko$¢ mozna wyrazi¢ za pomoca liczby,
a kazdej liczbie odpowiada, przy dowolnie obranej jednostce diu-
gosci, jaki$ odcinek linii prostej; mozna wiec kazda wielkosé przed-
stawi¢ za pomocg odcinka. Takie przedstawienie graficzne, bywa
nieraz bardzo pozyteczne dla tatwiejszego zrozumienia zadania,
bedziemy go tez nieraz uzywali.



Gtowne znaki.

1. Algebra jest naukg, w ktérej rozumujemy nad liczbami
za pomocg glosek, uzytych do oznaczenia liczb, i pewnych znakdw,
uzytych do oznaczenia tak dziatan wykonywanych nad temi licz-
bami, jako tez i zwigzkdéw zachodzacych pomiedzy niemi.

2. Liczby moga by¢ albo znanemi, albo tez takiemi, ktérych
znaczenie nalezy dopiero znalez¢, i ktore z tego powodu nazywajg
sie nieznanemi lub niewiadomemu Zazwyczaj pierwsze, t. j. znane
lub wiadome, oznaczajg sie poczatkowemi gtoskami alfabetu a, b,
c i t. d.,, niewiadome za$ ostatniemi gloskami x, y, z. Nie jest to
jednak prawidto niewzruszone i dlatego tez nie potrzebuje by¢ Sci-
$le zachowywane. Liczby moga by¢ catkowite i utamkoice. Pozna-
liSmy takze liczby ujemne, ale z poczatku zajmowacé sie bedziemy
tylko dodatniemi. Wyraz ilo$¢ niejednokrotnie uzywa sie w tem
samem znaczeniu, co i wyraz liczba-, wyraz catkowita jest czesto
uzywany zamiast liczba catkowita.

3. Uczacy powinien sie przyzwyczai¢ do uzywania glosek,
oznaczajacych liczby, i nauczy¢ sie znaczenia znakéw; dlatego tez
zaczynamy od wyttlumaczenia najwazniejszych znakdéw i objasnie-
nia ich uzycia. W pierwszych osiemnastu rozdziatach przez gtoski
oznacza¢ bedziemy wytgcznie liczby naturalne, pdzniej nadamy im
szersze znaczenie. Przystepujacy do uczenia sie algebry powinien
juz umieé zasady arytmetyki i rozumieé¢ uzycie najogélniejszych
prawd, z ktéremi spotykamy sie we wszystkich czesSciach matema-
tyki, takich jak: jezeli rowne ilosci dodamy do réwnych, otrzymamy
sumy roicne i t. p.



Prawdy takie jak powyzsza, ktére stwierdzamy bezposrednio,
bez zadnego rozumowania, za pomocg codziennego do$wiadczenia,
nazywamy pewnikami (axioma); prawdy i zdania za$ takie, ktore
wyprowadzamy z pewnikéw za pomocg pewnego szeregu rozumo-
wan, nazywamy twierdzeniami (theorema).

1 Znak -f- potozony przed liczbg oznacza, ze ta liczba
by¢ dodana. Tak np. a-j- b pokazuje, ze liczba oznaczona przez b
ma by¢ dodana do liczby oznaczonej przez a. Jezeli a oznacza 9
a b oznacza 3, wtedy a-\- b oznacza 12. Znak -j- czyta sie wiecej;
tyin sposobem a -j- b przeczytamy: a idacej b.

5. Znak — potozony przed liczbg pokazuje, ze liczba ta ma
by¢ odjeta. Tak wiec a—b oznacza, ze liczba oznaczona przez b ma
by¢ odjeta od liczby oznaczonej przez a. Jezeli a oznacza 9, b za$
oznacza 3, wtedy a — b oznacza 6. Znak — nazywa sie znakiem
mniej, i a — b wymawia sie tak: a mniej b.

6. Podobniez « +—&}<€ oznacza, ze mamy doda¢ N o s
i nastepnie doda¢ c do tego, co wypadnie; a-(- b—c oznacza, ze
mamy doda¢ b do a i nastepnie odjg¢ c od wypadku: a— b -f-c
oznacza, ze nalezy b odja¢ od a i nastepnie do wypadku dodac c,
nakoniec a— b— c oznacza, ze nalezy b odjg¢ od a, i nastepnie od
tego, co wypadnie, odjac c.

7. Znak = oznacza, ze liczby, pomiedzy ktéremi on znajdu-
je sie, sg rowne. Tak wiec a= b oznacza, ze liczba przedstawio-
na przez ajest roéwna liczbie przedstawionej przez b. a-\-b= ¢
oznacza, ze suma liczb przedstawionych przez a i przez b jest rowng
liczbie, ktéra przedstawia c, tak ze jezeli np. a oznacza 9, b ozna-
cza 3, wtedy ¢ musi oznacza¢ 12. Znak = nazywa sie znakiem ré-
wnos$¢i, i a= b czyta sie ,a réwna sie bulub ,a jest réwne bu.

8. Znak X oznacza, ze liczby, pomiedzy ktéremi on stoi,
majg by¢ przez siebie pomnozone. Tak np. a X b oznacza, ze liczba,
ktorg przedstawia a, ma byé pomnozona przez liczbe, ktoérg przed-
stawia b. Jezeli a znaczy 9, b za$ 3, wtedy a X J oznacza 27.
Znak X nazywa sie znakiem mnozenia i a X b czyta sie ,a pomno-
zone przez bu, lub krécej vaprzez b“. Podobniez a X b X c ozna-
cza iloczyn liczb, ktére przedstawiajg gtoski a, bi c.

9. Jednakze znak mnozenia bardzo czesto opuszcza sie dla
krétkosci; tym sposobem pisze sie a b zamiast a X b i ma toz samo
znaczenie; pisze sie takze ab cw miejsce a X b X ci t. d.



Znak mnozenia nie moze by¢ opuszczony, gdy liczby sa
wyrazone zwyczajnym sposobem za pomocg cyfr. Tak np. 45 nie
moze przedstawiac iloczynu z 4 przez 5, poniewaz 45 ma juz inne,
poprzednio mu nadane znaczenie, mianowicie czterdziesci pia¢. Mu-
simy przeto przedstawi¢ iloczyn 4 przez 5 w inny sposéb i wybie-
ramy do tego sposoéb pisania 4 X 5. Niekiedy jednak punkt jest
uzywany w miejsce znaku X; w uwazanym poprzednio przypadku
mozemy napisa¢ 4.5 zamiast 4 X 5. Czasami takze pisze si¢ punkt
pomiedzy dwiema gtoskami zamiast znaku X: tak, ze a.buzywa
sie zamiast a X b. Lecz tutaj punkt jest zupelnie zbyteczny,
gdyz a boznacza toz samo, co a X b. Roéwniez ani punkt ani
znak X nie jest potrzebny pomiedzy liczbg przedstawiong w zwy-
kty spos6b—cyframi i liczbg przedstawiona przez gtoske: tak np. 3 a
pisze sie zamiast B X «i ma toz samo znaczenie.

10. Znak : oznacza, ze liczba ktéra przed nim sie znajo
ma by¢ podzielona przez liczbe znajdujgcg sie za nim. | tak a: b
pokazuje, ze liczba, oznaczona przez a, ma byc¢ podzielona przez
liczbe, oznaczong przez b. Jezeli a znaczy 8, a b znaczy 4, wtedy
a :bznaczy 2. Znak ten : nazywa sie znakiem dzielenia, i a: b czy-
ta sie tak: ,a podzielone przez bu

Jest jeszcze inny spos6b oznaczania, ze jedna liczba ma by¢
podzielona przez drugg, mianowicie: dzielna pisze sie nad dzielni-

kiem i pomiedzy nimi kresli sie linijka. Tak np. * uzywa sie za-

miast a :b i ma zupetnie toz samo znaczenie.

11. Groski alfabetu i znaki, ktérych uzycie juz wyttumaczy-
lismy lub ktére w dalszym ciggu spotkamy, nazywajg sig, razem
wziete, symbolami algebraicznymi, poniewaz ich wiasnie uzywamy
do przedstawienia liczb, nad ktéremi rozumujemy, dziatan, ktére
na nich wykonywamy, i zwiazkow, jakie miedzy niemi istnieja.
.Kazdy zbiér symboléw algebraicznych stanowi to, co nazywamy
wyrazeniem algebraicznem.

12. Podajemy! tutaj kilka przyktadéw jako ¢Ewiczenie na
uzycie tych symboléw, ktére byty objasnione. W przyktadach tych
nalezy znalez¢ wartosci liczebne niektérych wyrazen algebraicznych.

Przypusémy, zea= 1, b—2,c= 3,d—5,e= 6, f— 0.

Wtedy:

7a+ 3b—2d+ /'= 7-f6— 10+ 0= 13— 10= 3.



2ab+ 8be—ae -fdf=4+ 48- 6+ O= 52— 6= 46.
4ac . 10be de__12 . 120 30

b ' cd e 9 ' 15 g :6—(—8—10: 14—10= 4.
4c-f-5e 12+30 _ 42
- - =14.
d—b 3

PRZYKLADY 1

Znalez¢ wartosci liczebne nastepujacych wyrazen, jezeli:
a= 1, b—2,¢c=3+=4¢e=5f—0:

1. 9« + 2&+ 3c-2/.

2. 4e —3a— 36+ 5c.

3 7a+ 3bc+ 9fl — af

4. abcd -f- obce + abde -f- acde + bcde.

4a.9/;.8¢c 5d

5-
12a 6b 20c
bc " cd ' de
7. 7e+ - ) 3bde
2 ac
g d—c¢c .b~d . c3)-e
c—a "d—b'e —¢c'

y a-\-b ¢ dmr
e—d+ c— P+ a'

1.
Czynnik. Wspoiczynnik. Potega. Wyrazy.

13. Gdy pewna liczba jest iloczynem dwach lub ilukolw
liczb, wtedy kazda z tych ostatnich nazywa sie czynnikiem tego
iloczynu. Tak np. 2 x 3 x5 = 30; i kazda z liczb 2, 3i 5 jest
czynnikiem iloczynu 30. Albo tez mozemy uwazaé¢ 30 jako iloczyn
z dwoéch czynnikéw 2 i 15, lub jako iloczyn z dwoéch czynnikéw 6
i 5, albo jeszcze jako iloczyn z czynnikéw 3 i 10. Podobniez 4 ab
mozemy uwazac¢ jako iloczyn z dwéch czynnikéw 4 i ab, lub tez
jako iloczyn z czynnikéw 4a i b, albo jako iloczyn z dwdéch czynni-
kow 4 &i a; albo jeszcze jako iloczyn z trzech czynnikoéw 4, ai b.
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14. Gdy liczba pewna jest iloczynem z dwdch czynnikow,
wtedy kazdy z tych czynnikéw nazywa sie wspétczynnikiem wzgle-
dem drugiego. Tak np. uwazajac 4 ab za iloczyn z 4 i ab, 4 nazy-
wamy wspoétczynnikiem dla ab, réwniez jak i ab mozemy nazwac
wspoétczynnikiem dla 4; uwazajac znowuz 4 ab jako iloczyn z 4a
i zb, nazywamy 4a wspétczynnikiem dla b, zas b wspétczynni-
kiem 4a. W praktyce uzywaé bedziemy wyrazu wspétczynnik
najczesciej w pierwszem tylko znaczeniu, t. j. uwazajgc 4 jako
wspotczynnik ab, w tym razie wszakze, dla tern dokladniejszego
wyrazenia o czem mowa, nazywac¢ bedziemy 4 wspotczynnikiem
liczebnym. Wogole jezeli jakikolwiek iloczyn skiada sie z jednego
czynnika, wyrazonego arytmetycznie, t. j. za pomoca cyfr, i z dru-
giego czynnika wyrazonego algebraicznie, t.j. za pomocag jednej
lub kilku gtosek, wtedy pierwszy czynnik nazywa sie wspotczynni-
kiem liczebnym.

15. Gdy wszystkie czynniki pewnego iloczynu sg réwne,
wtedy iloczyn nazywa sie potegg tegoz czynnika. Tak np. 7x7 na-
zywa sie drugg potega 7; 7 X7 X'7 nazywa sie trzecig potega 7;
7 X 7 X 7 X 7 nazywa sie czwartg potegg 7 i t. d. Podobniez aX«
nazywa sie drugg potega &, a X a X a nazywa sie trzecig potega a;
a X a X a X anazywa sie czwartg potegg a; i t. d. Samo zas$ a
nazywa sie pierwszg potega a.

16. Potega krocej oznacza sie w nastepujacy sposéb: zamiast
pisa¢ wszystkie rowne czynniki, pisze sie ten czynnik raz jeden
i nad nim liczba pokazujaca, ile razy on miat by¢ powtdrzony. Tak
np. a2 oznacza a X «; a3uzywa sie dla oznaczenia a X a X a; a*
ma toz samo znaczenie, coia X « X « X #i t. d. Za$ almoze by¢
uzyte do oznaczenia pierwszej potegi a, to jest tegoz samego a; tym
sposobem alma toz samo znaczenie, co i a

17. Liczba znajdujaca sie nad druga liczbg i pokazujaca, ile
razy ta ostatnia ma by¢ wzieta za czynnik dla utworzenia potegi,
nazywa sie wyktadnikiem potegi, albo krécej wyktadnikiem.

Tak np. w a3wyktadnikiem jest 3; w a" wyktadnikiem jest n.

18. Uczacy sie winien bardzo starannie rozr6znia¢ wspot-
czynnik od wyktadnika. Tak np. 3¢ oznacza trzy razy po ¢, tutaj
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3 jest wspétczynnikiem. Lecz c¢3 oznacza crazy c i ten iloczyn
jeszcze powtérzony razy c. To jest:

3c = c--c-)-c

c3= c X cXc

19. Potega druga a, to jest a2 nazywa sie czesto kwadra-
tem a, lub a podniesieniem do kwadratu, potega trzecia a, to jest a3
nazywa sie szeScianem a, lub a podniesionem do szeScianu. Dla
wyzszych poteg niema podobnych osobnych wyrazéw; a4 czyta sie:
a podniesione do potegi czwartej, lub a do potegi czwartej, lub krocej
a do czwartej, albo nakoniec niekiedy (cho¢ nie zupetnie poprawnie)
a cztery.

20. Jezeli wyrazenie algebraiczne nie zawiera czesci pota-
czonych z innemi cze$ciami znakami -J- lub — , wtedy nazywa sie
ono wyrazeniem pojedynczem lub jednomianem. Jezeli za$ wyraze-
nie algebraiczne zawiera czesci potaczone z sobg znakami -j- lub —,
wtedy nazywa sie ono ztozonem lub wielomianem, a te czesci jego,
ktére sg potaczone znakami -j- lub — , nazywajag sie wyrazami.

| tak ax, -ibc i 5«22 sg jednomianami; a2-\- b3— c4 jest wy-
razeniem ztozonem, i a2 b3i c4sgjego wyrazami.

21. Gdy wyrazenie sktada sie z dwéch wyrazow, wtedy na-
zywa sie ono dwumianem, — gdy sklada sie z trzech wyrazéw, na-
zywa sie trojmianem; kazde wyrazenie ztozone z kilku wyrazéw
nazywa sie wogoéle wielomianem. Tak np. 2a -j- 3b jest dwumia-
nem; a — 2b-j- 5¢ jest trgjmianem; a zas a m-b-\-c — d — e moze
by¢ nazwane wielomianem.

22. Liczba czynnikéw algebraicznych, z jakich sklada sie
wyraz, nazywa sie stopniem wyrazu. Tak np. a2b3c¢ czyli a X « X
X bX b X b X c jest széstego stopnia. Wspotczynnik liczebny
przytem nie rachuje sie wcale; 9 a3i 4i 03¢4 sg jednakowego stopnia,
mianowicie siédmego.

Tym sposobem stopien wyrazu jest sumag wyktadnikéw wszyst-
kich jego czynnikéw algebraicznych, przyczem nalezy pamietaé, ze
jezeli nad gtoskg niema zadnego wyktadnika, wtedy nalezy pora-
chowaé wyktadnik 1, jak to byto wskazane w artykule 16.

23. Woyrazenie nazywa si¢ jednorodnem, gdy wszystkie jego
wyrazy sg tegoz samego stopnia. Tak np. 7a3—§—-3a2 -{-4 abc jest
wielomianem jednorodnym, gdyz kazdy wyraz jest stopnia trzeciego.

Podajemy teraz kilka przyktadéw dalszych na wynalezienie
wartosci liczebnych wyrazen algebraicznych.
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Przypus¢my, ze:a= 1, b= 2,c—3,d= 4,e—5f= 0.
wtedy:
62= 4;j*= 8; 64= 16; 65= 32.
362= 3 X 4= 12;bb*= 5X 8= 40; 9¥ = 9 X 32= 288.
ea= 51==5; eh= 52= 25; ec==53= 125.
ab3= 1X8 = 8 3bV = 3x4x9 = 108.
d34-@2—Fa&-f /2— 04-)-9—44 + 0= 59.

3c2—4c- 10 27 — 12 — 10 _5_
2c2-j-5e—23 — 27— 18+ 15—23—T — °'

e3+ d3 e3—a3__ 125+64 _ 27—1_ 189 _26 _ _ "
e+ d c—a 5- 4 3— 1~ 9 2 U '

PRZYKEADY IL
Znalez¢ wartosci liczebne nastepujacych wyrazen: jezeli a—1;
=2.¢c=3, d=4; e=5; f=0.
1. a2+ i3+ c2+ d2+ e2+ p-
2. e3—d3+ c3— i3+ a3
3. abc2+ &d2— dea2+ /"3
4. ed+ 6e2/i2+ 64— 4e36 — 4eil

a2+ 62 c2+ e2 e2- d2
5 e r- h + c [ ]

ad+ 4a3&+ 6a2& + 4a&k3+ ¥

'm a3+ 3a+ + 3+ + + +
7 + . g ec-j-¥

¥ ch—
m.

Pozostate znaki. Nawiasy.

24. Znak> oznacza ,,wieksze od“, znak zas$< oznacza ,nir
sze od“; tak np. a > b wyraza, ze liczba oznaczona przez a jest
wiekszg niz liczba oznaczona przez b\ i znowuz b < a wyraza, ze
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liczba oznaczona przez b jest mniejszg od liczby oznaczonej przez a.
W obu przypadkach otwor kata jest zwrdcony ku liczbie wigksze;j.

25. Pierwiastkiem kwadratowym danej liczby nazywa sie
taka liczba, ktorej kwadrat jest whasnie réwny liczbie danej. Pier-
wiastek szeScienny danej liczby jest to taka liczba, ktorej szescian
jest réwny liczbie danej. Podobniez pierwiastkiem potegi czwartej
danej liczby jest liczba, ktérej czwarta potega jest réwng danej
liczbie i t. d.

Tak np. poniewaz 49 = 72 wiec pierwiastek kwadratowy 49
jest 7; podobnie: jezeli a = b2 to b bedzie pierwiastkiem kwadra-
towym a. Dalej: poniewaz 125= 53 przeto pierwiastek szeScienny
125 jest 5; i jezeli «=¢ 3 wtedy c jest pierwiastkiem szesciennym a.

26. Pierwiastek kwadratowy z a oznazcza sie tak: Fa, jak-

kolwiek moze takze byé oznaczony przez (/a. Pierwiastek sze-
3
$cienny z a jest oznaczony tak: J/a  Pierwiastek potegi czwartej

4
z a oznacza sie w ten sposéb: j/a. | tak dalej.
3

Wiec: y9= 3; /M= 2

Znak y ma by¢ pierwsza litera zmieniong wyrazu radia:, ozna-
czajacego pierwiastek.

27. Gdy dwie lub wiecej liczb majg by¢ przy pewnem dzia-
taniu uwazane za jedna liczbe, wtedy zamykamy je w nawias. Tak
np. pi'zypus¢émy, ze chcemy oznaczy¢, iz suma dwoéch liczb ai b
ma by¢ pomnozona przez c. wtedy oznaczamy to w ten sposoéb:
(@+ b Xc lub [a-]-& X c; lub prosciej (a+ b)club [a-(- b c;
w kazdem z tych wyrazen cata suma a b ma by¢ pomnozona
przez c. Gdybysmy opuscili nawias, mielibySmy a + bc, iw tern
wyrazeniu tylko b ma by¢ pomnozone przez ¢ i wypadek dodany
do a. Podobnie (a -j- b— c)d oznacza, ze caty wypadek a-j- b— ¢
ma by¢ pomnozony przez d; gdybysmy za$ opuscili nawias, wtedy
mielibysmy a-(- b—cd, i w tern wyrazeniu tylko ¢ ma by¢ pomno-
zone przez d i wypadek odjety od a+ b.

Roéwniez (a—b-j-c) X oznacza, ze wypadek a—b-\-c
ma by¢ pomnozony przez wypadek z d-j-e. To dziatanie moze
by¢ oznaczone prosto w ten sposéb (a— b ¢ ) (de), podobnie
jak a X b byto skrécone na ab.
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Podobniez J (a -f- b+ c¢) oznacza, ze nalezy najprzéd znalez¢
wypadek z dziatania wyrazonego przez a-j- b-j- ¢, i nastepnie zna-
lez¢ pierwiastek kwadratowy z tego wypadku.

Podobniez (aft)2oznacza ab X ab, réwnie jak (a¢)3 oznacza
n¢ X ab X ab.

Podobnie jeszcze (a-j- b— c):(d-f- ) oznacza, ze wypadek
wyrazony przez a+ b —c ma by¢ podzielony przez wypadek
wyrazony przez d f e

28. Niekiedy zamiast nawiasu kresli sie linia nad
liczbami, ktére maja by¢ uwazane jako jedna liczba. Tak np.
a—b+ c X d-\-e uzywa sie zamiast (a— b+ c) X (d + e).
Linia nakre$lona i zastepujgca nawias nazywa sie vinculum'),
Podobnie wyrazenie (a - b —c):(d + €0 moze by¢ tak napi-

sane tutaj linia nakreslona pomiedzy a + b—cid A
-j- e zastepuje nawiasy.

29. W tern, co poprzedza, objasniliSmy wszystkie znaki
wane w algebrze. Nalezy tu jeszcze zauwazy¢, ze w wielu przy-
padkach wyraz znak uzywa sie specyalnie dla oznaczenia dwoch
znakéw + i —; tak np. w wyrazeniu prawidia na odejmowanie
mowi¢ bedziemy o zmianie znakéw, rozumiejac pod tern znaki +
i — ; podobniez w mnozeniu i dzieleniu méwi¢ bedziemy o pra-
widle znakéio, rozumiejac pod tem prawidto odnoszace sie do-
znakéw + i—.

e

u

30. Podamy tutaj kilka nowych jeszcze przyktadéw na \

najdywanie wartosci liczebnych wyrazen.
Przypusémy, zea= 1, b= 2 ¢= 3, d— 5, e= 8 Wtedy:

YV2& + 4c = jl4-f 12= 1 16— 4;
toz samo mozna inaczej napisac tak:

Vbt a0= Y@+ 12= 1 g = 4
jlac —26= f 12—4 = 2

M Moznaby jg, nazwaé po polsku kreskg, jak to robi Sniadecki, gdy-
by zaszia tego potrzeba.



14

ej/2b+4c — (2d—b)pic—26= 8X4 —8x2 = 32—16= 16.
/e —b) (2e75hj = /(8—2) (16 — 10)= 1/ 6++6 = 6.

[e—d)(b+ c)—d—c)(c+ a)] («+ d= f3X 5—2 X 4]6=
= (15—8)6= 7 X 6= 42.

Ne3—+BcH{3ch2-)-b%: // a™+ 12— 2a& =

= N2"+ 64+ 36+8 :/ 1+ 4—4= J/125:1= 5.

PRZYKLADY Il

Znalez¢ wartosci liczebne nastepujacych wyrazen algebraicz-
nych, wiedzac ze:
a=.1b=2,¢c=3, d—5e= 8

1. a(b-\-o); 2. ce-d). -
3. b2(@2 e2—c?; 4 «2;252;2#?,
5 j/26+ id + 5e

6. (@+ 2>+ 3c+ be -- 4d) (6e--6d —4c
7. (3tz2— 7c22

8 e—[J/7T+T-f2j4+ (e— /xe) Ne—4

9. yc3—3c2a-f-3ca2—aB:j/c2+ c2— 2nc.

V.

Zmiana porzadku wyrazéw. Wyrazy podobne.

3L Gdy wszystkie wyrazy jakiegokolwiek wyrazenia a
braicznego sg potgczone znakiem +, wtedy obojetng jest rzecza
w jakim porzadku sg one napisane: tak np. 5+ 71i 7+ 5 dajg ten-
ze sam wypadek, mianowicie 12. Roéwniez a-\-b i b-\-a dajg tenze
sam wypadek, mianowicie sume tych liczb, ktére sg przedstawione
gloskami ai b. Fakt ten mozemy wyrazi¢ algebraicznie w ten
sposob:

a—b— b—u
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| podobnie:
d{b c¢c= u—cH4b—b4—<—|A(im
Azeby przedstawié¢ to graficznie, odcinamy na linii prostej
kolejno a, potem b, potem c; na drugiej prostej uktadamy te odcin-
ki w porzadku a, ¢, b, na trzeciej wreszcie b. e, a  Wszystkie trzy
otrzymane odcinki okaza sie rownymi:

a | e a ¢ h Il ¢ a

32. Gdy wyrazenie sktada sie z pewnej liczby wyrazéw, po-
przedzonych znakiem -f- i pewnej liczby wyrazéw, poprzedzonych
znakiem — , wtedy mozemy napisa¢ najprzod pierwsze wyrazy
w takim porzadku, w jakim nam sie spodoba, i nastepnie drugie
wyrazy, takze w takim porzadku, w jakim chcemy. Jest to wi-
doczne z ogdlnych zasad arytmetyki. Tak naprzykiad:
7-f8 —2-3 =8+7—2—3=74-8-3 —2= 8+ 7—3—2.

aA-b—c—e= &(-a—c—e= a-\-b—e—c= b-\-a—e—c.

33. W niektérych przypadkach mozemy zmieni¢ dalej je-
szcze porzadek wyrazéw, mieszajac wyrazy, ktore sg poprzedzone
znakiem — . Tak np. przypuszczajac, ze a réwna sie 10, b jest
rowne 6, a c jest rowne 5, mamy:

a-jb—c—a—c-\-b= b—c-\-a
gdyz w kazdym razie otrzymujemy na wypadek 11.

Lecz przypustmy, ze ajest rowne 2, bjest réowne 6, a c rowna
sie 5; wtedy wyrazenie a—&c -j- b przedstawia pewng trudnosc,
gdyz w niem wypada odjg¢ wiekszg liczbe od mniejszej, mianowi-
cie 50d 2. Przyjmiemy tutaj, ze takie wyrazenie jak a— c-j- b,
gdy c jest wieksze od a, ma toz samo znaczenie, co i a + b—c. Na
teraz nie bedziemy jeszcze uzywac takiego wyrazenia jak a-\-b —c
w innem znaczeniu, jak tylko w takiem, gdy c jest mniejsze anizeli
a-)- 6; tym sposobem a -j- b — c nie przedstawia zadnej trudnosci.
Podobniez uwaza¢ bedziemy — b -\- a jako majace toz samo znacze-
nie, co i a—b. llustrujg to nastepujace rysunki:

a

Czy od aodetniemy b, czy tez do — b dodamy odcinek a,
zawsze otrzymamy jedng i te samg dtugosé AC.
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34. Tym sposobem wartos¢ liczebna wyrazenia algebraiczne-
go pozostaje bez zmiany, jakikolwiek bytby porzadek wyrazéw,
ktore je sktadaja. Wyptywa to, jak widzieliSmy, w czesci z na-
szych poje¢ o dodawaniu i odejmowaniu, w czesci zas z umowy, ja-
kie znaczenie nalezy przypisywa¢ wyrazeniu algebraicznemu, do
ktorego, Scisle biorgc, nasze zwykle pojecia arytmetyczne zastoso-
wacé sie nie dadza.

35. Czesto nam wypadnie, podobnie, jak to miato miejsce
w art. 32, rozréznia¢ te wyrazy w wyrazeniu algebraicznem, ktdre
sg poprzedzone znakiem -, od tych wyrazoéw, ktére sg poprzedzo-
ne znakiem — ; i z tego powodu nastepujgce okreslenie zostato
przyjete: Te wyrazy, ktdre w wyrazeniu algebraicznem sa po-
przedzone znakiem -j-, nazywaja sie wyrazami dodatnimi; te za$
wyrazy, ktore sg poprzedzone znakiem — , nazywajg sie wyrazami
ujemnymi, zgodnie z tem, co byto powiedziane we wstepie o wiel-
kosciach dodatnich i ujemnych.

36. Oczywiscie moze sie przytrafi¢ w wyrazeniu algebraicz-
nem taki wyraz, ktory nie jest poprzedzony zadnym znakiem; takim
jest mianowicie wyraz pierwszy. Taki wyraz zalicza sie zawsze do
wyrazéw dodatnich, to jest uwaza sie tak, jak gdyby przed nim
znajdowat sie znak -(-. Jezeliby w porzadku wyrazéw wielomianu
wprowadzono taka zmiane, ze wyraz, ktéry stat z poczatku na
pierwszem miejscu i nie byt poprzedzony zadnym znakiem, zajgt
nastepnie inne miejsce, w takim razie przed nim nalezy napisac
znak-j-. Naprzykiad:

a—4+b—cx=b+4a—c—b—c+Huyu
tutaj wyraz a nie ma zadnego znaku przed sobg w pierwszem wy-
razeniu, lecz w innych, réwnoznacznych wyrazeniach jest on po-
przedzony znakiem-j-. Stad mamy nastepujacy wazny dodatek
do okres$lenia w art. 35: jezeli wyraz nie ma przed sobg zadnego
znaku, wtedy nalezy sie przed nim domysla¢ znaku -j-.

37. Wyrazy nazywaja sie podobnymi wtedy, gdy albo niczem
sie nie roznig od siebie, albo tez gdy sie roznig tylko swoimi wspot-
czynnikami liczebnymi; w przeciwnym razie nazywajg sie niepodo-
bnymi. | tak: a, 4a, 7 a sg wyrazami podobnymi; a2 5a2i 9a2sa
wyrazami podobnymi ab, 3ab, 8ab sg réwniez podobne; lecz a2 ab
i b- s wyrazami niepodobnymi.

t
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38. Woyrazenie, ktére zawiera wyrazy podobne, moze by¢
uproszczone. Tak np. uwazmy wyrazenie:

6a— a-]-36 +5c — 6-j- 3c — 23
na zasadzie art. 33, to wyrazenie jest rbwnoznaczne z wyrazeniem:
6a—a—2n-]-36 — &f5c— 3e
Lecz 6a — a — 2d = 3«; gdyz jakakolwiekby a oznaczato
liczbe, zawsze jezeli od 6a odejmiemy a, pozostanie 5«, jezeli zas
od 5a odejmiemy 2a, pozostanie 3a. Podobniez 36— 6 — 26
i5¢c-j-3c = 8c. Tym sposobem powyzsze wyrazenie moze by¢
przedstawione w prostszej postaci:
3« + 26 + 8c

Inny przyktad: wezmy pod uwage wyrazenie a — 3b— 46.
Jest ono réowne a — Th. Gdyz jezeli od pewnej liczby a mamy
odjg¢ 36, a nastepnie od pozostatej reszty odjac jeszcze 46, wtedy
oczywiscie otrzymamy ten sam wypadek za pomoca jednego dzia-
tania, odejmujac 76 od a; wyptywa to z pierwszych zasad arytme-
tyki. Wiec:

a— 36 — Ab—a— Th.

39. Mozemy teraz objasni¢ znaczenie takiego wyrazenia, jak
nastepujace:

— 36 — 46 = — Th.

Nie mozemy odjaé¢ 36 od niczego i nastepnie odjac¢ 46 od po-
zostatosci, tak, ze powyzsze wyrazenie nie jest zrozumiatem samo
przez sie, bedac oddzielone od reszty pewnego zdania algebraiczne-
go, w ktéorem moze sie ono przytrafic. Lecz moze by¢ ono wyttu-
maczone w taki sposéb: jezeli w ciggu jakiegokolwiek dziatania
algebraicznego mamy odjg¢ 36 od pewnej liczby, a nastepnie odjgé
46 od reszty, wtedy zamiast tych dwoch dziatarn mozemy odrazu
odjac 76.

Jezeli jednak wyrazenie dane stosuje sie do wielkosci, kto-
rym mozna nadawaé¢ wartosci ujemne, np. do odlegtosci, wtedy na-
biera ono znaczenia bez wzgledu na to, czy wykonywamy nad niem
jakiekolwiek dalsze dziatanie, czy tez nie.

40. Upraszczanie wyrazen przez lgczenie wyrazéw podo-

bnych jest istotng czescig dziatan dodawania i odejmowania w al-
gebrze, jak zobaczymy to w dwoch nastepnych rozdziatach.

Agra 2
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Uczacy sie powinien zapamieta¢, ze podtug naszych okreslen
nastepujace wyrazenia sg réwnoznaczne z prostym symbolem a:

w, @
a, 1X « aXx1i;-j-;
-)-al; 1X a;-j-aX 1;4— o

PRZYKLADY IV

Znalez¢ wartosci liczebne nastepujacych wyrazen: jezeli a =
= 1,6—2,c= 3,d= 4,e= 5

1. (@4-6) 64-c)— (6-f-c) (c4-d)4- (c4-d) (d+ e).

N 4a+-36 4c4-3d 5d + 4e
&4-c¢ 6+4 a+ d-\-e'

3. (@a—26+-3e)2—(B6—2c+ 3d)2+ (c— 2d +-3¢)2

ad— 4a3x + 6ax2—4ac3+ c4
4' 64— 46x 4~66x2— 46c3+ c*

5a2+ 3a6 —262— a6{+962— 2ab— 762

a34-ia6b + 62 62+ 26c+ ¢c2 c2+ 2cd + d2
b< « 4-"6 6~+~C n c4-d

7. jre2-j- d24~ °2— a2 8. 1/2b2-j-c2— «

V.
Dodawanie.

41. W dodawaniu moga sie przytrafi¢ trzy przypadki:
I. Gdy wszystkie wyrazy dane do dodania sg podobne i majg ten
sam znak; Il. Gdy wyrazy wszystkie sg podobne, lecz nie wszyst-
kie majg ten sam znak; Ill. Gdy nie wszystkie wyrazy sg podo-
bnymi. Rozbierzemy trzy te przypadki kolejno.

42. 1. Aby doda¢ wyrazy podobne, majace ten sam znale, na-
lezy dodac ich wspotczynniki liczebne, napisa¢ przed sumag znak
wspolny; a za nig gtoski wchodzace do wszystkich wyrazéw.

Naprzykiad:

6a-\-3a”™\-7a = 16a,
m—-26c — 76c — 96c = — 186¢.
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W pierwszym przykiadzie 6a znaczy toz samo co i -f- 64,
16 a za$ toz samo co -j- 16a. (Art. 36).

43. 1l. Aby doda¢ wyrazy podobne, nie majgce jednako-
wych znakéw, nalezy doda¢ wszystkie wspétczynniki liczebne do-
datnie, nastepnie oddzielnie dodac wszystkie icspétczynniki liczebne
ujemne-, odjgc od iviekszej sumy mniejszg i przed réznicg napisac
znak sumy wiekszej, a za nig napisac wszystkie gtoski, wchodzace do
wyrazow.

Naprzykiad:
7a—Ha 4 11a 4 a—ba—2a= 19a — \0a — "a.

2bc — 7bc — 3bc -j- 4bc -j- 5bc — Qbc = 11bc — 16Sc= — bbc.
44. 11l. Aby doda¢ wyrazenia, sktadajgce sie nie z samych,

tylko wyrazéw podobnych, nalezy najprzéd doda¢ wyrazy podobne
na zasadzie prawidet podanych wpoprzednich przypadkach i naste-
pnie dopisa¢ pozostate wyrazy kazdy ze swoim whasciwym znakiem.

Naprzyktad, dodac:
4 a-j-55— 7¢c4+3& 3a— b-j- 2« 4-50\ 9a— 2b— ¢ — d,
i—a Hb Zc — Hd-]-e
Dogodnag jest rzecza przy podobnem dodawaniu utozy¢ wyra-

zy w kolumny tak, ze wyrazy podobne znajdujg sie w jednej ko-
lumnie. Czynigc to w powyzszym przykitadzie, bedzie:

4a-j-5 &— 7c-j-3rf

Ha — b-f 2c + 5d

9a —2b— ¢ — d
— a-)- 36 4c — 3d A-e

\ba -\-bb — 2c¢ -j- 4d -\- e.

Tutaj wyrazy 4a, 3a, 9a i — a sg podobne, suma wspétczyn-
nikéw dodatnich jest 16; jeden wyraz jest ujemny, mianowicie—a:
wartos¢ jego wspotczynnika jest 1. Rdéznica pomiedzy 16 1 jest 15,
tym sposobem otrzymujemy -j- 15a z tych wyrazéw podobnych:
znak -j- moze by¢ opuszczony, na zasadzie art. 36. Podobniez
otrzymujemy bb — b — 25-[-3& = 5& | tak dalej.
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45. W nastepujacych przykiadach wyrazy sa juz od
wiednio ustawione w kolumnach:
x3 f2x2— 3a-j-1 a2-j- ab -f 62—c¢
4a3 f-7a2-j- x —9 3a2— 3ab — 762
—2a3 + x2— 9a-(-8 4a2+ 5a6 + 962
—3a3 — x2-(-10a: —1 a2— 3ab — 3b2
9a2 — x —1 9a2 —cC.

W pierwszym przyktadzie, w pierwszej kolumnie mamy a34-
-j- 43— 2a3— 3a3 to jest 5a3— 5a3 czyli zero; tego rodzaju
wypadek wyrazamy zwykle méwiac, ze wyrazy, ktdre zawierajg x 3,
wzajemnie si¢ znosza.

Podobniez wdrugim przyktadzie wyrazy, zawierajgce ab, zno-
szg sie wzajemnie, jak réwniez i wyrazy, ktdre zawierajg b2
7x2— 3xy - x
3x2 — y2 3x— Yy
—2a2-j-4xy b5y2— x — 2y
— 7xy — y2 3x — by
4x2 -f-4y2— 2a

12a2— 6xy -f- 7y2-f- 10x — 8y.

PRZYKLADY V.

Doda¢ nastepujace wyrazenia:

1 3a—2b 4a — bb, 7a — 116, a -(- 96.

2. 4a2— 3y2 2x2 — by2 —Xx2-j- y2, — 2a2-)- 4y2

3. X —4a— 6, 3a 326, a X 56.

4. a-]-6—¢c 6 c—a c-)-a— 6, 6— c.

5, a—26 43c—4d, 36 — 4c-j-5d — 24a, 5¢ — 6d-J-
-j-3a— 46, 7d— 4a-j- 56 — 4c.

6. XA— 2a3-j- 3x2, a34- x2-)- x, 4xi bx3 2x2-j-

-j-3a: — 4, — 3x2— 2a: — 5.
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7. 2ab — 3ax2-(- 2«2r, 12ab -(- 10ax2— 6a2#, — 8ab-j-
-f- @5 — 5ax.
8. X's-f- xy2-)- a’2— x¥ — xyz —mx 2,
-y3 yz2_
XZ -j- yZ -f-z3— xyz — yz2— xz2

VI.

Odejmowanie.

46. Przypusémy, ze mamy odjgé 7-j- 3 od 12; wypadek be-
dzie ten sam, jezeli odejmiemy najprzéd 7 od 12, a nastepnie od
reszty odejmiemy 3; to jest otrzymany wypadek bedzie: 12—7—3.

Tym sposobem:

12— 7+ 3= 12—7—23

Tutaj 7 3 zamykamy w nawias, gdyz mamy odjg¢ calg
sumg 7 + 3 od 12; patrz art. 27.

Podobniez:

20— 56+ 4+ 2)=20—5—4 —2

Przypus¢my dalej, ze mamy odjgé¢ b -f- ¢ od «; wypadek be-
dzie ten sam, jak gdyby$my najprzdéd odjeli b od a, a nastepnie ¢
od reszty; to jest wypadek szukany bedzie: a — b— c.

Tym sposobem: a — (b j-¢c) = a—b —c.

| tutaj b-)- c zamykamy w nawias, w pierwszem wyrazeniu,,
gdyz mamy odjg¢ catkowita sume b-j- c od a

Podobniez:

a— (@b c d—a—b—c—4«

Wyrazy odjemna i odjemnik uzywaja sie w algebrze w tern
samem znaczeniu, co i w arytmetyce.

47. Przypus¢my teraz, ze mamy odja¢ 7 — 3 od 12. Je-
zeli 7 odejmiemy od 12, wtedy otrzymamy 12 — 7; ale wtedy odje-
lismy zbyt wiele od 12, gdyz mieliSmy odjaé¢ nie 7, lecz 7 zmniej-
szone 0 3. A zatem otrzymany wypadek nalezy nam powiekszy¢
0 3; i tym sposobem otrzymamy:

12— 7 —3) = 12—743
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Podobniez:

12— 7+ 3—2)=12—7—3+ 2

Przypusémy dalej, ze mamy odja¢ b—c od a. Jezeli odej-
miemy hod a, wtedy otrzymamy a — b\ lecz wtedy odjeliSmy zbyt
wiele od a, gdyz mieliSmy odja¢ nie b, ale b zmniejszone o ¢c. Wy-
padek otrzymany nalezy zatem powiekszyé o ¢, i tym sposobem
otrzymamy:

a—b—c—a—b+ c
W podobny sposob:
a— @b c—A—a—b—c+ d
48. Ostatni przykiad:
a—b+c—d=a—b—c+ d
pokazuje nam, ze jezeli b + ¢ — d odejmiemy od a, wtedy na wy-
padek otrzymamy a — b — ¢ +»d. Widzimy tutaj, ze w wyrazeniu,
ktore nalezato odjg¢, znajduje sie wyraz — d, w otrzymanym za$
wypadku znajduje sie odpowiedni wyraz + d, rdwniez w tym sa-
mym odjemniku znajduje sie wyraz + ¢, w wypadku odpowiedni
mu wyraz — c; i nakoniec w odjemniku mamy wyraz b, a w otrzy-
manej reszcie znajduje sie wyraz — b.

Z tego iz innych przyktadéw, podanych w dwéch poprze-
dnich artykutach, wyciggamy nastepujace prawidto na odejmowa-
nie: nalezy zmieni¢ znaki na przeciwne w wyrazach odjemnika i na-
stepnie wszystkie wyrazy tak odjemnej jak i odjemnika dodac.

Naprzyktad: od ix — 3y 2z odjgé: 3x —y + z. W tym
celu nalezy we wszystkich wyrazach odjemnika, t. j. w 3x —y + z
zmieni¢ znaki na przeciwne; bedzie: — 3x -\ y — z, i nastepnie do-
da¢ do 4 x — 3«/ + 22; otrzymamy:

ix —3y+2z2—3Xx +y—z—Xx—2y+ z
Od 3x* + 5x3— 6x2— 7x + Bodjg¢ 2ad— 2x3 +bx2— 6x—7.
Nalezy zmieni¢ we wszystkich wyrazach odjemnika znaki na prze-
ciwne i nastepnie postepowac jak przy dodawaniu; mie¢ bedziemy:
3 ad -j- 5ad — 6a2— 7?45
+ 2ad 2a3+ b5a2+ 6a+ 7

ad -f- 7a3— 11 x -f 12.
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Uczacy sie powinien z poczatku wykonywaé¢ wszystkie dzia-
tania w zupetnosci, tak jak to pokazano wyzej; lecz stopniowo po-
winien przyzwyczai¢ sie do wynalezienia ostatecznego wypadku
bez rzeczywistej zmiany znakéw, a dokonywajac te zmiany w pa-
mieci.

<lt). Widzielismy, ze:

a— (b—c= a—b»b C.

A zatem wyrazowi — ¢ odjemnika odpowiada wyraz -j- ¢
reszty. Jezeli a, b, ¢, oznaczajg ditugosci odcinkéw linii prostej,
wyrazone w jakichkolwiek jednostkach, wtedy dziatanie powyzsze
przedstawi sie na rysunku jak nastepuje:

Mozna wiec albo znalezé najprzéd b— ci odcia¢ od a, albo
tez odcigé¢ tylko b, a do odcinka jaki pozostanie, t.j. a— b doda¢

jeszcze c. | wogoble przez odejmowanie odcinka ujemnego — ¢ rozu-
mie¢ bedziemy dodawanie odcinka dodatniego -[- ¢, co mozna wyra-
zi¢ w ten spos6b: — (— c) = -f-c. Z tego powodu, jezeli spotka-

my sie z zadaniem tego rodzaju: od a odjg¢ — c; to za wypadek
przyjmiemy a -f- c. Objasni¢ to mozemy jeszcze w podobny sposob
jak w artykule 39, uwazajac, ze podobne dziatania majg znaczenie
nie same przez sie, ale tylko w zwigzku z innemi cze$ciami pewne-
go dzialania algebraicznego.

Mozna tutaj jeszcze doda¢ kilka uwag, dopomagajacych do
lepszego zapamietania otrzymanych wypadkdéw, i zarazem, by¢
moze, do zrozumienia przyczyn, dla ktérych dziatania te w ten spo-
séb sie wykonywaja.

| tak: mozemy naprzyktad powiedzie¢, ze: a= a-(-C—cg;
skad wypada, ze jezeli — ¢ odejmiemy od a, pozostanie a-j-c.

Musimy tu jeszcze zwrdci¢ uwage na to, ze wyrazy dodawanie
i odejmowanie nie zupetnie toz samo majg znaczenie w algebrze, co
i w arytmetyce. W arytmetyce dodawanie zawsze pocigga za sobg



24

powiekszenie, odejmowanie za$ — zmniejszenie; lecz w algebrze po
dodaniu — 3do 5 otrzymamy sumg algebraiczng 2; po odjeciu
zas$ — 3 od 5 otrzymamy roznica algebraiczna 8.

PRZYKLADY W

Od 7a -j- 14& odjg¢ 4a —10&
Od6a — 2b—c , 2a —2b — 3c.
Od7x2 — 8* —1 , 0Xx2—6X -j- 3.

0Od2X1 — 2ax —3a2o0djgé x2 — ax -j- a2
Od7x3 —2x2 2 x-\- 2 odjg¢ 4a3—=2a2— 2x — 14
i od reszty odjg¢ 2*3— 8x2-)- Ax -)- 16.

o~ W N B

VII.
Nawiasy.

50. Z powodu wielkiego znaczenia i czestego uzycia nawia-
su w algebrze, konieczng jest rzecza, aby uczacy sie znat dokiadnie
prawidta, odnoszgce sie do jego uzycia, i dlatego tez podajemy je
ponizej.

Gdy wyrazenie wziete to nawias jest poprzedzone znakiem -j- ,
wtedy nawias moze by¢ bez zadnej zmiany opuszczony.

Gdy przed nawiasem, zamykajgcym wyrazenie algebraiczne,
znajduje sie znak — , wtedy naicias moze by¢ opuszczony, ale przy
jednoczesnej zmianie znakéw na przeciwne przy wszystkich wyra-
zach, znajdujacych sie wewngtrz nawiasu.

Tak naprzyktad:

u—»b -j-(c — d-f- ¢) = a—b ¢ —d-(-e

a—b —(c —de)= a—b—c¢ d—e

Drugie prawidto juz byto objasnione w art. 48; jest to witasci-
wie prawidto na odejmowanie. Pierwsze prawidto moze byé obja-
$nione w podobnyz sposdb.

51. W szczegolnosci uczacy sie powinien zwrdéci¢ uwage na
nastepujace wyrazenia:

(—d=—d ( = -

+ (+ €)=+ e —(+ ¢ — e
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Przyjmiemy je tutaj jako prawidta, ktore do pewnego stopnia
moga by¢ objasnione tak, jak w art. 39.

52. Moga sie przytrafi¢ wyrazenia, zawierajgce wiecej niz
jedng pare nawiaséw; nawiasy te moga by¢ kolejno znoszone za
pomocag prawidet poprzednich, zaczynajgc od zniesienia nawiasu
wewnetrznego. Tak naprzykiad:

a-f- [b-j-c — d)]= a(-[b ¢ — d]= a-f-b -f-c—d,
a-\-[b —(c— &Q]= «3[6 —c d]—a-\-b —c-j-qd,
a— [&Hc—am()]= a— [b c—dl—a—b —c d,
a— [b—€e— @] a— [b —c-j-d]=a—b c— d

Podobniez:

a—[bB6—\—(@d—e¢jl]—a—[b—\c—d-j-e]] = a—
—[6—c-fd—el=a—b c¢c—d-\e

Widzimy z tych przyktadéw, ze dla unikniecia zamieszania
pomiedzy rozmaitemi parami nawiaséw, dajemy kazdej parze inny
ksztatt. Czasami w tym samym celu piszg sie nawiasy tego same-
go ksztattu, lecz réznej wielkosci.

Linijka, napisana nad wyrazeniem algebraicznem, moze zastg-
pi¢ nawias, patrz art. 28. Tak naprzykiad:
a—[b—\Xc—@{@d—e—f)\]= a—[b—\c—{d—e-\-H\} =
=a—[6—jc—dA-e—fAN]=a—[b—c-|-d—e-\f] =

=a—b-(-c—d e — f.

53. Zalecamy uczgcemu sie znosi¢ nawiasy zawsze W po-
rzadku wskazanym w powyzszym paragrafie; mianowicie przez
usuniecie najprzéd najbardziej wewnetrznego nawiasu, nastepnie
przez usuniecie najbardziej wewnetrznego z pozostatych i t. d. Mo-
zemy jednak zmieni¢ ten porzadek: lecz jezeli znosimy nawias, za-
wierajacy wewnatrz inne wyrazenie wziete w nawias, wtedy w tem
ostatniem wyrazeniu nie nalezy robi¢ zadnej zmiany w znakach,
wyrazenie to bowiem musi by¢ uwazane jako jeden wyraz. Itak:

a-{-[b-c —d)]—a b--(c—d = aj-bj-c —d,
a-j-[&— (c —d)] = a b— (c —d)— a b —c 4-d,
a—[&— (€ — = @b —C— d=a —b
a—[b—(Cc —®]= a—b-]-c—d = a— b-j-¢c — d
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Roéwniez:
a—[b—je—@Cd—e)jl= a—b-(-{c—@Wd—e\=a—D>b-)
-j-c—(@d—e=a—b-)-c—d-)e
I w podobny sposéb:
« —[b—Jc—@Wd—e—f)il= a—b-fje—(Cd—e—f)j=
= a—b c—d—e—f)= d—bA-c—d-)-e —f —a—
—b-j-e—d+ e—f.
54, Czesto dla dogodnosci w rachunku wypada dwa lub w

wyrazéw zamkngé¢ w nawias; prawidta na wprowadzenie nawiasow
wypadaja bezposrednio z prawidet na zniesienie nawiasu.

Jakakolwiek liczba wyrazéw w danern wyrazeniu moze byé
zamknigta w nawias, przed ktérym piszemy znak -j-.

Jakakolwiek liczba wyrazéw w demem wyrazeniu moze byc¢
wzieta w nawias, przed ktérym piszemy znak — , byleby znak kazde-
go z wyrazéw, zamknietych w tym nawiasie, zostat zmieniony.

Tak naprzyktad:

a—bjc—dje= a—b—4{—d- 0.

lub= a—6—4c— (— d-]-e),
lub= a— (b —c-f~d—e),
lub tez —a—b— (— c3-d— e).

W podobny sposéb mozna wprowadzi¢ w wyrazenie wiecej
niz jedng pare nawiaséw. Naprzykiad:

a—b+c—d+e= a—[&—C-j-d—e]—a—

—[b— cc—d+ o]

PRZYKLELADY VI

Uprosci¢ nastepujgce wyrazenia przez zniesienie nawiaséw
i nastepnie zebranie wyrazéw podobnych w jeden wyraz:

1 3a— b— (2a— by,

2. 1—l—a4Q1—a+ad—(@1—a+ a2— ad).

3. a—b+c—b—a+c¢)+ (c—a-fb—(@—cCc+ D).

4. a— [2b— (8c + 2b— a)];
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5. 2a— (35+ 2¢)— [65— (6c— 65 + 5c— j2a—(c+
+ 25)!].
6. 15x — j4 —[3—bx —@Bx —7)1]J.
7. x4—[4a3— j6x2— (4x — 1) J]— (x* + 433+ 6x2+
+ 4* + 1)

VIII.
Mnozenie.

55. Przypuszczamy tutaj, ze czytelnik zna juz z arytmetyki
te zasadniczg prawde, ze iloczyn ilukolwiek czynnikéw zawsze po-
zostaje ten sam, w jakimkolwiek porzadku beda wziete czynniki;
tak np. 2 x 3 x5 = 2x5x3 = 3x5x2it. d Podobnie
abc — ach — bca i t. d.

Podobnie jeszcze i ¢ (a + b) jest rowne (a + b) e, gdyz kazde
z tych wyrazen oznacza iloczyn, powstaty z pomnozenia tych sa-
mych dwoéch czynnikéw: jeden z nich jest c, a drugi a + h.

Rozrézniamy trzy przypadki w mnozeniu, mianowicie: 1. mno-
zenie jednomiandéw; Il. mnozenie wielomianu przez jednomian;
I1l1. mnozenie wielomianéw. — Rozbierzemy kolejno trzy te przy-
padki.

56. 1. Przypus¢my, ze mamy do pomnozenia 3 a przez 45.
lloczyn z tych dwoch ilosci moze by¢ tak napisany: 3 X a X 4 X 5,
czyli: 3 X 4 X « X 5; iloczyn ten wiec jest réwny: 12 ab. Stad
wyciggamy nastepujace prawidto na mnozenie jednomianéw: na-
lezy pomnozy¢ wspoétczynniki liczebne i nastepnie dopisa¢ gloski za
tym iloczynem.

Tak naprzykitad:

Ta X 35c= 21 abc.
4aX55x3c = 60 abc.

57. Aby pomnozyc¢potegi jednej i tej samej liczby, nalezy tylko
doda¢ wyktadniki.

Naprzyktad, przypusémy, ze mamy pomnozy¢ a3 przez a2

Na zasadzie paragrafu 16:

a3= a X a X a,

i a2— a X

przeto:
a3 X a2z2= aX aX aX aXaog— as= a32
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Podobnie:
c4Xc8= e XcXcXcXeXcXc = ¢c7= cH3

W takiz sam spos6b mozemy sie przekona¢ o prawdziwosci
tego w kazdym innym przypadku.

58. Il. Przypusémy, ze mamy pomnozy¢ a-j- b przez 3.
Mie¢ bedziemy:
@-j-) X 3= 3@—4H= ar&jasf4&)rya— =Ba--3%
| podobnie:

@A b x 7=7{a b) — Ta-\-Th.

Przypusémy dalej, ze mamy pomnozy¢ a-j- b przez c.
Otrzymamy:

{a-]-byc= c(a b) = ca -f ch.

W podobny sposdb mieé bedziemy:
(@a—b)X3=3@a—h=3a—2p 7 { —b) = 7a — Tb,
{a— bc= c(@a—»hb)= ca —ch.

Stad wyciggamy nastepujace prawidto na mnozenie wielo-
mianu przez jednomian; nalezy pomnozy¢ Jeazcly wyraz wielomianu
przez ten jednomian, przed kazdym z tych iloczynéw napisa¢ znak
odpowiedniego wyrazu i nastepnie tak otrzymane iloczyny zebraé
w jedng catos¢ {dodac).

59. IIl. Przypuséémy, ze mamy do pomnozenia « -j- b
przez c -)- d.
Tak jak w drugim przypadku mamy najprzéd:
{a-j-b{c-j-d)= a(-j-d-j-b-j-d)
lecz: a{c-]-cd)= ac-j- ad; b (c -j- d) — bc-\- bel, przeto:
{a 4+b) {c 4 = ac ad -j—bc {bd.
Dalej przypusémy, ze mamy pomnozy¢ a — b przez c -j- d.
fa—b{c—d ag—pd—bfcH4 d)
lecz: a (c-j- cd) = ac -(- ad; b {c -(- d) — bc -j- bd; przeto:
{fa— b){c-)-d) = ac-\-ad — {bc -]- bd) — ac A- ad — bc — bd.
Podobniez, jezeli chcemy pomnozy¢ a-j- b przez ¢ — d, bedzie:
fa-(-bhc—d= {c—dfa-(-b
= cfa4<8&—dfa-I-b
ca-j- cb— {da-j- db) = ca-\-cb — da — clb.
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Nakoniec przy mnozeniu a — b przez ¢ — d otrzymamy:
@a—bc—d- (c—da—(c—d

aze: c—dya—ac— ad] (c— d) b= bu— bd] przeto:
{fa—b(c—d)= ac— ad — (bc — bd) — ac — ad — bc -{- bd.

Rozbierzmy teraz uwaznie ten ostatni wypadek. Na zasadzie
paragrafu 36 mozemy powyzsze wyrazenie napisa¢ tak:

(-J-a—b)(-)- ¢ — d) — -j- ac — ad — bc -\- bd.

Widzimy z tego, ze wyrazom -)- a W mnoznej i-)- ¢ W mno-
zniku, odpowiada wyraz -)- ac w iloczynie; wyrazom -j- ai — d
odpowiada wyraz — ad w iloczynie; wyrazom — bi -)- ¢ odpowia-
da wyraz — bc iloczynu i nakoniec wyrazom — b i—d odpowiada
wyraz -j- bd w iloczynie.

Podobne uwagi mozna zrobi¢ odnosnie do innych trzech wy-
padkow; wszystkie te uwagi streszczajg sie krotko w nastepujacem
waznem prawidle w mnozeniu: jednakowe znaki dajg znak -J-,
rézne znaki dajg znak — . Prawidto to nazywa sie prawidtem zna-
koéw, i pod ta nazwa czesto do niego odwotywac sie bedziemy.

60. Mozemy teraz da¢ prawidto og6lne na mnozenie wy

z6w algebraicznych: nalezy pomnozy¢ kazdy wyraz mnoznej przez
kazdy wyraz mnoznika; tam, gdzie wyrazy mnozone majg znaki je-
dnakowe, nalezy przed iloczynem napisa¢ znak gdzie za$ wyrazy
mnozone majg znaki rézne, nalezy przed iloczynem napisa¢ znak —;
i tak otrzymane iloczyny doda¢ dla utworzenia zupetnego iloczynu.

Naprzyktad: pomnozyé 2a -j- 3b— 40 przez 3a— 4bh.
Bedzie:

(2a+ 3b—4c) B3a—4b) = 3a(2a-(-3 b— 4c) —

U (2a-f 3b— 40 = 6a2-f 9ab — 12ac —
— (Bab -f 12b2— 16hc) = 6«2+ 9ab — 12ac — 8ab —
— 12b2-\- 16 hc.

Jest to whasnie wypadek, jaki otrzymamy stosujgc powyzsze

prawidto; mozemy go uproscic¢ i sprowadzi¢ do takiego wyrazenia:
6«2-f ab - 12ac — 12b2+ 16bc.

Mozemy toz prawidto sprawdzi¢ jeszcze i objasni¢ na mnoze-
niu, np. 6 — 3 + 2 przez 7 +3 — 4; znajdziemy, ze postepujac
podtug prawidta i tgczgc w jedno wypadki, otrzymamy 30; to jest
5X 6, jak to mozemy znalbz¢ inng droga.
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61. Zgodnie z prawidlem, podanem w art. poprzedzajac
mozemy rozszerzy¢ pojecie mnozenia i na liczby ujemne, w naste-
pujacy sposob:

Przez iloczyn dwdch ilosci, z ktérych jedna jest poprzedzona
znakiem — , rozumie¢ bedziemy liczbe, jaka otrzymamy, mnozac te
ilosci po opuszczeniu znaku —, i poprzedzajgc iloczyn tym znakiem.
Bedzie wiec:

a.(—b=(—a.b= —ab

Przez iloczyn dwoch ilosci, z ktérych kazda jest poprzedzona
znakiem — , rozumie¢ bedziemy liczbe, jaka otrzymamy, mnozac te
ilosci po opuszczeniu znakdéw. Czyli:

(—a .(— b= ab

Podobnie bedzie:

2a X — 4b — — Sab,
— 4c X 3a= — 12rtc
— 4c X — 4b — 16hc.

Szczegdblne przypadki podobnych wyrazen sa:
2aXx —4 = —8«2X —4=—8;2x —1= —2.

62. Poniewaz przyktady podobne do tych, jakie podalismy
w poprzednim paragrafie, mogg czesto sie przytrafi¢, przeto musi-
my je uwzgledni¢ w naszych prawidtach; z tego powodu prawidio
zupeine na mnozenie da sie wyrazi¢ w nastepujgcy sposob:

Aby pomnozy¢ jednomiany, nalezy pomnozy¢ ich lospétczynni-
ki liczebne, napisa¢ za tym iloczynem wszystkie gtoski, a znak ozna-
czy¢ na zasadzie prawidta znakéw.

Aby pomnozy¢ przez siebie wielomiany, nalezy pomnozy¢ kazdy
toyraz jednego toielomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu,
na zasadzie prawidta na mnozenie jednomianéw, i nastepnie pota-
czy¢ te czesSciowe iloczyny dla utworzenia iloczynu zupetnego.

63. Podajemy ponizej kilka przyktadéw mnozenia, w ktd-
rych dane wyrazenia sg uporzadkowane w odpowiedni sposoéb:

a -\-b a -f-b x2-(- 3x

a -\-b a —b x —1

a2-f- ab «2-j- ab Xs+ 3x2
4-ab A-b2 — ab — b2 — X2— 3x

a2-j- 2ab-f- b2 a2 — b1 XZ-j-2x2—3a
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a2— ab -j- b2 3a2— 4ab -f bb2
a-\-b a2— 2ab -f 3b2
as — ad -f- ab2 3a4— 4a% -j- 5ab2
-j- ab — ab2-(- ¢3 — 6ad-]- 8ah2— 10ab3
+ b3 -f da2d2— 12ab3-f IbbK

3 a4d— 10aX -f 22aW — 22 ab3 -f 15b*

Dla objasnienia dziatan rozbierzmy ostatni przyktad: Wszyst-
kie wyrazy mnoznej mnozymy najprzéd przez pierwszy wyraz
mnoznika, mianowicie przez a2 zwracajgc uwage na prawidto zna-
kow; otrzymujemy tym sposobem: 3a4— 4a3 -j- 0 dzb~ Nastepnie
bierzemy drugi wyraz mnoznika, mianowicie: — 2ab i mnozymy
przez niego wszystkie wyrazy mnoznej, zachowujgc prawidio na
znaki; tym sposobem mie¢ bedziemy: — Qa ? b 8ab2— 10ad3.
Nakoniec przez ostatni wyraz mnoznika, mianowicie 3 b2 mnozymy
wszystkie wyrazy mnoznej, pamietajac o prawidle na znaki, i otrzy-
mujemy + 9a%d2— 12«&3-j- 1544

Przy tern wszystkie wyrazy, ktore otrzymujemy, porzadku-
jemy w ten sposob, ze wyrazy podobne sg ustawione w tej samej ko-
lumnie-, ten sposéb porzadkowania jest bardzo uzyteczny, gdyz
pozwala nam taczy¢ nastepnie wyrazy szybko i bez pomyiki dla
otrzymania wypadku ostatecznego. W obecnym przykiadzie ten
wypadek ostateczny bedzie:

3 a4— 10ad -j- 22 a2 — 22 ab%+ 15064

64. Czytelnik powinien zwro6ci¢ tutaj uwage na to, ze
odrazu utozy¢ wyrazy podobne w tej samej kolumnie, wyrazy
mnoznej i mnoznika nalezy ustawi¢ w pewnym porzadku. W tym
celu obieramy pewng gtoske, wchodzacg do kilku wyrazéw i na-
stepnie porzadkujemy wyrazy podiug poteg tejze gloski. | tak:
w ostatnim przyktadzie obieramy gtoske a; na pierwszem miejscu
mnoznej piszemy wyraz 3a2 zawierajacy hajwyzsza potege a
w catym wielomianie, mianowicie potege drugg; poczem piszemy
wyraz — 4 ab, ktéry zawiera nastepna potege a, mianowicie pierw-
sza, i nakoniec piszemy wyraz 5b2 niezawierajacy a wcale. G-dy
w ten sposéb postgpiliSmy z mnozng, wtedy moéwimy, ze mnozng
uporzadkowalismy poditug poteg malejacych gltoski a.  Mnoznik po-
rzagdkujemy w podobny sposob.
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MoglibySmy takze ustawi¢ wyrazy mnoznej i mnoznika
w odwrotnym porzadku; w tym razie powiedzielibySmy, ze one sa
uporzadkowane podtug poteg rosnacych gtoski «. Obojetnag jest rze-
czg jaki porzadek przyjmiemy; — lecz nalezy pamieta¢ o tem, ze
mnozna i mnoznik muszg by¢ uporzadkowane w jednakowy sposéb.

65. Dajemy tutaj jeszcze kilka przykitadéw:

Pomnozy¢ 1-j- 2x — 6x2-j- xi przez a3— 2x — 2. Upo-
rzadkujemy te wielomiany podtug poteg malejgcych gtoski x.

x4— 3x2 2x+ 1

X3— 2x — 2
X1— 3x54 2x4-j- x3
— 2x5-j- + 6x3— 4x2— 2x
— 2x4 -|-6x2— 4x — 2
xX7— ox5 - 7x3-)- 2x2— 6x — 2.

Pomnozy¢: a2 -j- b2-)- c2m ab — bc — ca przez: a -j- b -j- c.

Porzadkujemy mnozng i mnoznik podiug poteg malejgcych
gtoski a.

a2— ab— aa-j- b2— bc  c2

a b X ¢
a3— ab — aZx -\- ab2— abc -(- ac2
-f ad — ab2— abc -f b3— bZx -f bc2
4-ax — abc — ac2 + bx — bc2-j- ¢3
u3 — 3abc -j- b3 -f- ¢3

Ten sam przyktad moze by¢ takze wykonany przez uzycie
nawiaséw w podobny sposéb:

«2—ma (b + ¢) + (b2— bc + 02
a -j- ffii J- ¢
a3— a2((4-<)+ a@®2—bc F c2
+ a2k -fo— a4 §fid*c)+ 4 + ¢ (fiz— + ¢2)
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Lecz mamy: a (b2— bc-(-c2) —a{p-\-c) 6+ c) =

=« jb2 — bc -)-c2 — (6-]¢) (b +c¢) | =

= a|b2 — bc -(-c2 — (b2)-2bc-f-c2 J =

= glb2 — bc -(-c2 — HE—2bc —c2 j= — 3abc;
i podobnie:

b-)>o0&— &-)-c2 = &8 c3
Przeto, jak wyzej znaleziono, ostateczny wypadek bedzie:
«3-(- fr3-f* ¢3 — 3abc.
Pomnozy¢ x — aprzez x — biprzez x — c:

X —a
Xx —b
X2— ax

— bx -)- ab
x2— {a b) x -\- ab
X —¢

x 3— (a -f- b) x2-)- abx
— ca2 -4- (a-)- by cx — abc

x3— (a— 6-3=<) x2-)- {ab + ac -(- bc) x — abc.

Zwracamy tutaj uwage uczgcego sie na to, ze z kazdego za-
dania na mnozenie, w ktérem mnozna jest rézng od mnoznika,
mozna zrobi¢ dwa przykitady, biorgc poczatkowy mnoznik za nowa
mnozng, i poczatkowa mnozng za nowy mnoznik.

Wypadek w drugim przykiadzie powinien by¢ tenze sam co
i w pierwszym; i to moze stuzy¢ za prébe doktadnosci roboty.

PRZYKELADY VL

Pomnozy¢:

1. 2a3przez 4.x2 2. 3adprzez 4a5.

3. 2a% przez 2ab2 4. 3x3yZ przez 5xiyiz2
5.  7xiy2przez 7yzl. 6. 4a2— 3b przez 3ab.
7. 8a2— 9ab przez 3a2

8. x2- —yF4+ zix2przez xy 22

9. 2x —y przez 2y -j- x.

Algebra. 3
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10. 2*3-f- 4*2-j- 82)-f- 16 przez 3x -- 6.

11. x3-]-x2-j- x — 1 przez x — 1.

12. x3— 7x2 bx 1przez 2*2— 4* -f L

13. x3-j- 6a2-j- 24* -(- 60 przez *3 — 6*2+ 12* + 12
14. % — 3ax przez * -j- 3a

15. a2-j- 2ax — x2przez a2-j- 2ax -j- x2.

16 T24-y2—xy-j-* +y — lprzezx -j-y — 1.

17. x4 -j- 2X3/ -)- 4x Y2 - 8xij3-j- 16;l4przez x — 2y.
18. x —aprzez X a\ przez x2-j- a2

1X.

Dzielenie.

tj(. Dzielenie w algebrze, réwnie jak i w arytmetyce, jest
dziataniem odwrotnem mnozeniu. W mnozeniu znajdujemy ilo-
czyn, majac dwa dane czynniki; w dzieleniu zas§ mamy dany ilo-
czyn i jeden z czynnikéw, a chcemy znalez¢ czynnik drugi. Ten
czynnik, ktéry chcemy oznaczy¢, nazywa sie ilorazem.

Ten rozdzial zatem jest S$ciSle zwigzany z rozdziatem po-
przednim, gdyz obecnie mamy niejako rozwik#taé, odrobie te dziata-
nia, ktore byty tam wykonane. W dzieleniu rozréznimy trzy przy-
padki, mianowicie: I. Dzielenie jednomianu przez jednomian.
Il. Dzielenie wielomianu przez jednomian. Ill. Dzielenie wie-
lomianu przez wielomian.

@v. 1. j ujjazausiny juz wyzej w paragrane jair ozr
:zy€, ze jedno wyrazenie ma by¢ podzielone przez drugie. Naprs
dad: jezeli ba ma by¢ podzielone przez 2c, wtedy iloraz wskazi

5 g
;ie tak ba : 2¢c, lub ba -h 2¢, lub najczesciej A% m

Moze sie przytrafi¢, ze niektére z czynnikéw dzielnika znaj-
dujg sie w dzielnej; woéweczas iloraz moze by¢ uproszczony za po-
mocg zasady juz uzywanej w arytmetyce. Przypus¢my naprzy-
ktad, zelba2 ma by¢ podzielone przez 6be, wtedy iloraz be-

15a2
dzie . Tutaj dzielna IbaZ — ba2 X 36; dzielnik za$ 6bc =
— 2c¢ X 36; czynnik wiec 3 znajduje sie zarazem w dzielnej
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i w dzielniku. Przeto, tak jak w arytmetyce, mozemy opusci¢

L. , 0
ten wspélny czynnik i iloraz oznaczy¢ przez ~—; tym spo-
15n2%6 5a2 C
s°bem 6bc — 2c¢ '

Moze sie réowniez zdarzyé, ze wszystkie czynniki, znajdujace
sie w dzielniku, moga by¢ w ten sposob usuniete. Tak naprzy-
ktad przypusémy, ze mamy 24 abx podzieli¢ przez 8 ax:

24 abx 3b X 8ax
T T Bax S 6

(58. Prawidto odnoszace sie do znaku ilorazu moze by¢ wy-

prowadzone z prawidet podanych w mnozeniu.

I tak naprzykiad, mamy:
4ab X 3c = 12 u&;

przeto:
12abc 12 abc
4ab c 3¢ 4ab.
4ab X 3¢ — — 12 abc;
przeto:
41621babc 3¢, lzsibc- — 4 ab.
Dalej:
— 4ab X 3¢ 12 abc,
przeto:
12 abc " — 12abc .
T 3t; - 3 = —4ab
I nakoniec:
— 4ab X — 3c = 12abc;
wiec:
12 ac dc-, 1_2a_ch —4ng.
— 4no — ac

Stad widzimy, ze toz samo prawidito znakéw, ktére znalezli-
$my dla mnozenia, ma miejsce takze i w dzieleniu.

(9. Z tego wszystkiego wyprowadzamy nastepujgce prawi-
dto na dzielenie jednomianéw: Nalezy napisa¢ dzielng nad dzielni-
kiem, oddzieliwszy je linijkg pozioma; jezeli te wyrazenia maja
wspélne czynniki, wtedy nalezy je znie$¢, i napisa¢ przed catym



ilorazem znak jezeli jednomiany miaty znaki jednakowe,
a znak — , jezeli one miaty znaki rézne.

70. Aby dana potegg pewnej liczby podzieli¢ przez inng f
ge tej samej liczby, nalezy od wyktadnika pienoszej odjaé¢ wyktadnik
drugiej.

Przypus¢my naprzyktad, ze mamy podzieli¢ as przez a3

Na zasadzie paragrafu 16:

ab= aX aXaXaXa
a3= a X aX a

wiec:
XaXaXalX
gg:a arara a:aXa: a2 = ab5-3!
a aX aX a
Podobniez
cl cXcXcXeXcX ¢cXc
—_— —_ Kk
c4~ eXcXcXec cXeXc=c

W podobny spos6b prawidto to moze by¢ dowiedzione
i w kazdym innym przypadku.
Lub tez mozemy pokaza¢ prawdziwos¢ tego prawidia w na-
stepny sposdb:
Na zasadzie § 57:
ci.c3= c7
przeto:

71. Jezeli w dzielnej znajduje sie pewna potega danej lic:
a w dzielniku wyzsza potega tejze samej liczby, wtedy iloraz moze
by¢ uproszczony na zasadzie paragrafow 69 i 70. Tak np., jezeli
byto 4a& do podzielenia przez 3c¢55 wowczas iloraz bytby wyra-

4 ab2
zony przez A8 . Czynnik b2znajduje sie w dzielnej i w dzielniku,

przeto moze by¢ opuszczony, i tym sposobem iloraz zadany bytby:
4 a 4a52__ 4a
Web3’ CZyll: Web3  Web3'

72. Il. Prawidto na dzielenie wielomianu przez jednom
moze by¢ otrzymane przez rozbiér odpowiedniego przypadku
W mnozeniu.



| tak, mamy:
(@ —b)c = ac — be;
wiec:
ac — bc - A %
c
dalej:
@—b X —c= — ac-f- bc

przeto:

-- ac4i bc A g
A zatem przychodzimy do nastepnego prawidta na dzielenie
wielomianu przez jednomian: kazdy wyraz dzielnej nalezy podzie-
lic przez dzielnik, opierajac sie na prawidle podanem w pierwszym
przypadku, i potaczy¢ te wypadki dla utworzenia zupetnego ilora-
zu. Naprzyktad:
4«3 — 3abc -j- ax _

4a? — 3bc -j- ac.
a

TA 11l. Aby podzieli¢ jeden wielomian przez drugi, nalezy
postepowaé¢ w podobny sposob, jak przy dzieleniu w arytmetyce.

Prawidlo na to dziatanie moze by¢ wyrazone w nastepujacy
sposéb. Dzielng i dzielnik nalezy uporzadkowaépodtug poteg ro-
sngcych lub malejgcych jednej i tej samej gtoski. Nastepnie pierwszy
wyraz dzielnej nalezy podzieli¢ przez pierwszy wyraz dzielnika, i ten
wypadek bedzie pierwszym wyrazem ilorazu. Potem nalezy pomno-
zy¢ caly dzielnik przez ten pierwszy wyraz ilorazu, i iloczyn odjaé
od dzielnej. Otrzymamy tym sposobem pierwszg reszte, O ktérg na-
lezy tak postepowac jak z dzielng. Dziatanie to nalezy powtarzaé
dotad, dopoki na reszte nie otrzymamy 0, lub tez taka reszte, ktorej
bez uzycia utamkoéw dalej dzieli¢ nie mozna.

74. Uzycie tego prawidta, réwnie jak i objasnienia, wyka-
zujace zasady, na ktérych sie ono opiera, pokaze sie najlepiej na
nastepujacych przyktadach:

a2-j- 2ab -j- b2 a-j-b a2— Ir a—b a2—b2\a b
zva2jr ab a-)-b’ + a2zpab a-)-b +a2+ ab a—b
ab -j- 62 ab — b2 —ab - b2

+ ab-+hb2 -+ ab zp b2 zp zp B2

0 0 0
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3a4— 10 a% -f- 22 ab2— 22 ab8-(- 15 3a2—4ai-f5b2
+ 3«4+ 4ax+ 5adb2 : a2- 2ab-~352

— 6ad-(- 17a02— 22 ab3-f- 15b4
+ 6a3J+ 8a22+ 10a&3

9«H2— 12 ab3-]- 15 b4
+ 9akb2+ 12a&3+15/:;4

0

Rozbierzmy ostatni przyktad. Cata dzielna jest iloczynem
z dzielnika przez iloraz; poniewaz za$ oba te wielomiany sg upo-
rzadkowane podiug poteg malejgcych gloski a, przeto pierwszy
wyraz dzielnej jest iloczynem z pierwszego wyrazu dzielnika przez
pierwszy wyraz ilorazu. Dzielgc wiec ten pierwszy wyraz dzielnej
3 a4 przez pierwszy wyraz dzielnika 3 a2 otrzymamy a2, — pierwszy
wyraz ilorazu. Mnozymy nastepnie caly dzielnik 3a2—4 ab-]- 5b2
przez pierwszy wyraz ilorazu a2 Otrzymamy: 3a4— 4ad -f- 5a62
tak znaleziony iloczyn odejmijmy od dzielnej: otrzymamy reszte
pierwsza, uporzadkowang takze podiug poteg malejgcych gtoski
a: —6ad + 17aX%2— 22ab3-f- 15i4

Poniewaz cata dzielna byta iloczynem 2z catego dzielnika
przez caly iloraz, a odjeliSmy od niej iloczyn z dzielnika przez
pierwszy wyraz ilorazu, przeto pozostato$é: — ad i t. d. bedzie
iloczynem z dzielnika przez wszystkie pozostate wyrazy ilorazu.

O tej reszcie mozna wiec toz samo powiedzie¢, co i o calej
dzielnej; mianowicie, ze pierwszy jej wyraz — 6ad jest iloczynem
z pierwszego wyrazu dzielnika 3 a2, przez pierwszy z pozostatych,
czyli przez drugi wyraz ilorazu. Dzielac wiec ten wyraz — 6ad
przez 3a2 znajdziemy — 2 ab, jako pierwszy z pozostatych wyra-
z6w, czyli drugi wyi'az ilorazu. Postepujac tak dalej, Wamajdziemy
kolejno wszystkie wyrazy ilorazu.

Bardzo ivazng jest rzeczg uporzadkowanie tak dzielnej, jak
i dzielnika podtug poteg jednej i tej samej gloski i pamietanie, ze tak
samo majg by¢ uporzadkowane wszystkie reszty.

75. Moze sie przytrafi¢ zaréwno jak i w arytmetyce, ze dzie-
lenie nie moze by¢ w zupetnosci wykonane. Tak naprzyktad, jezeli
dzielimy a2-)- 2ab-)- 2b2 przez a-j- b, wtedy otrzymamy na iloraz,
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tak jak w poprzednim paragrafie a -)- b, lecz jeszcze- pozostanie re-
szta b2
Taki wypadek wyrazamy w podobny sposéb, jak i w arytme-
tyce, mianowicie mozemy napisac:
a2 f- 2ab -j- 2b2 . . b2
a-jr-'o = A beh
to jest, ze iloraz bedzie a-j- b wraz z czescia utamkowa —bfj .

Wogdle, jezeli A i B oznaczajg dwa wyrazenia™ i jezeli przez
dzielenie -i przez B otrzymamy iloraz q i reszte R, wtedy ten wy-
padek wyraza sie algebraicznie jednym z nastepnych sposobow:

A= gB-]-R, lubA —gqB = R,

A R
lub B = 2+ B’
A
lub wreszcie:
B

Nalezy tutaj zwréci¢ uwage na to, ze kazda gloska moze
oznacza¢ wyrazenie algebraiczne (jednomian lub wielomian): czesto
dogodnag jest rzeczag dla jasnosci i krotkosci oznaczy¢é w ten sposéb
jedng gtoska cate wyrazenie algebraiczne.

Utamki algebraiczne bedg przedmiotem jednego z nastepnych
rozdziatéw; tutaj ograniczymy sie tymi przypadkami, w ktérych
dzielenie daje sie wykona¢ bez reszty.

16. Dalsze przj?ktady dla wprawy:

Podzielié: x7— 5xi -\- 7x3-j- 2x2 — 6x — 2 przez
1-J-2x — 3x2-j- xi.

Uporzadkujmy dzielng i dzielnik podiug poteg malejgcych

gtoski x:
X7 — 5d5-j- 7x3-j- 2x2— 6x — 2 m* — 3x2 2x -(-1
+ x2 3x"+ 2 + x% %— 2x — 2
— 25— 2x* -j- Gx3-\- 2x2— 6Xx — 2
ip 2xb + 6x2ip 4x2ip 2x
— 2X* -)- 6x2—4x —2
+ 2xi+ 6x2+ 4xip 2

0
Podzieli¢: a3-)- b3-(- ¢c3  3ffléc przez a -]~ b -)-r.
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Porzadkujemy dzielng i dzielnik podiug poteg malejacych
gloski a

a3 - 3abc 633 u-j-b-[-¢c
+ a3zt ab+ azx a2— ab — ac A- b2— bc -j- c2

— ad — fix — 3a6c¢ -)- b3-f~c3
+ ad+ ab2+ ake

— ax-f- afi2— 2  -f- £3-]- ¢3

+ nz ip al& + ac2
~} ai2— abc -j- ac2-—&— c3
+ ab2+ & dz i3

— abc -(- ac2— 6Z -)- c8
rp abc+ b2+ i

ac2-} i ~p c3

-+ ac3+ bc2+ c3

0

Przy porzadkowaniu dzielnej i dzielnika podtug poteg male-
jacych gloski a, takie wyrazy, jak ad i az, ktére majg ten sam
wyktadnik nad a, ustawiamy w ten spos6b, ze obieramy nowag
gtoske np. b, i ten wyraz, ktéry jg zawiera, stawiamy przed tym
wyrazem, ktory jej nie ma; i w dalszym ciggu: z wyrazéw ab2i abc,
pierwszy piszemy przed drugim, gdyz on zawiera b z wyzszym wy-
ktadnikiem.

Ten przyktad mozna takze wykona¢ z uzyciem nawiasow
w ten sposob:

a3 — 3abc >60F4<3 « 64— ¢
zt a3zh a2 (b-\-¢) a2 — a(64<) — b2—hc -J- c2
— u2\b+ c¢)—3abc + b3m+ c3
+ a2b-j- ¢) ppa (b-(- ¢)2 . b c)2= b2 2b c c2
a (62— bc-f cd -j- &-j- c3 - &+ ¢
+ a(62— J 2+ &+ c3 NN
0---mmmmmmm e b3— 6+ ic2

-fiZxz— bc2-f c3
b3-f c3
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Podzieli¢:
X3 — (a — b —- ¢én x* *j- —— (IC "3- bc') x — abc
przez X — C.

x3— (@-(- b-)- ¢) X1-)- (aft >—<tr)60)a —abc X — c
+ x3 cxl — (a-j-fiy*-(-ab
— (a8 a&2—+—ab 3«c —hc) x — abc
zp (@a-(- b X2+ (a-(- b)cx
abx — abc
+ dfia; + abc
(T
Kazde zadanie na mnozenie, w ktérem mnozna jest rézna od
mnoznika, daje powdd do dwoch przyktadéw na dzielenie; gdyz je-
zeli iloczyn podzielimy przez ktoérykolwiek z czynnikdéw, otrzyma-
my czynnik drugi. Z tego powodu uczacy sie ze wszystkich przy-
ktadow, danych w rozdziale o0 mnozeniu, moze uktadaé¢ przykiady
na dzielenie i tym sposobem prébowa¢ doktadnosci swojej roboty.
I réwniez z kazdego przyktadu na dzielenie, w ktérym dziel-
nik i iloraz sa rézne, moze by¢ utozony drugi przyktad, w ktoérym
dzielna pozostanie taz sama co i poprzednio, nowym za$ dzielni-
kiem bedzie iloraz; wtedy na nowy iloraz powinien wypas¢ poczat-
kowy dzielnik.
PRZYKLADY IX
Podzieli¢:
1) 15a5przez 3x2 2) 24a4fix6 przez — 3ab3ci.
3) 4x3—8d2-j- 16 x przez 4x.
4) 3a* — 12a3-j- 15a2przez — 3 a2
5) — 15adi3— 3«&i2  12ab przez ~ 3ab.
6) 2x3— X2~ 3x — 9 przez 2x — 3.
7) x6—1przezx — 1. 8) a3—-2 ab2-(- b3 przez a—b.
9) ab5-(-32fi3przez a -j- 2b.
10) x3-j-2xiy (- 3x3y2—x2y3—2xyi —3y3 przez x3— y3.
11) x4-f- 4 przez x2-(- 4x -)- 8.
12) xs8-|-2x6-j- 3x4-(- 2x2-)- 1 przez x4—2a@B+43x2— 2x -j- 1
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13) x3— (a-j- b -f- ¢) x- -j- (ab -j- ac bc) x — abc przez
X1 — (a -)- b) x -j- ab.
14) a2 ( f-c)-(-b2(@a— ¢) -]-c2(a — i) -]- a& przez a -f- 6-(- c.

15) (* -J- Y3-)- 3 (x -f- y)2z -(- 3 {x (- y) z2-(- z3przez
X+ y)2+ 2{x + i)z+ z2

X.

Szczegoblne przypadki mnozenia.

77. Niektore szczegblne przypadki mnozenia przytrafiajg s
tak czesto w rachunku algebraicznym, ze zastuguja tutaj na osobng
wzmianke.

Nastepujace trzy przyktady sg wielkiej wagi:

a-\-b a—b a-j-b
aAb a—b a—b
a2-)- ab a2— ab a2-j- ab

‘|- ab+ b2 — ab+ b2 - ab-b 2
a2-f 2ab 4- b2 a2— 2ab + b2 a2 b\.

Pierwszy przyktad daje wartos¢ iloczynu (a -f- b) {a -|- If),
czyli (@ Db)2 z niego mamy:
(@-j- 2= a2+ 2ab-j- b2
To jest: kwadrat sumy dwoch liczb jest réwny sumie kwadra-
téw tychze liczb, wiecej podwdjny ich iloczyn.
Podobnie, z drugiego przykiadu mamy:
(« — b)2= — 2ab -\- b2
To jest: kwadrat réznicy dwdch liczb jest réwny sumie kwa-
dratow tychze liczb, mniej podwajny ich iloczyn.
Nakoniec ostatni przykiad daje:
@-j-bh@a—hb= az2— b2
To jest: iloczyn z sumy dwdch liczb przez ich réznice réwna
sie roznicy kwadratéw tychze liczb.

78. Wypadki, otrzymane w poprzednim paragrafie, przedst:
wiajg przyktad jednego z wielkich pozytkéw algebry: w samej rze-
czy algebra daje nam mozno$¢ dowodzenia ogdlnych twierdzen odno-
szacych sie do liczb, a takze wyrazania tychze twierdzen kroétko.
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Naprzyktad: wypadek (a -]- b) (« — b) — a2— b2jest dowie-
dziony ogolnie dla wszystkich liczb i jest wyrazony w symbolach
krécej i zwiezlej, anizeli wyrazami.

Wypadek og6lny w podobny sposéb wyrazony symbolami
nazywa sie tozorem algebraicznym (formutg).

79. Tutaj jeszcze mozemy pokazac i objasni¢ znaczenie zna-
ku + . ktéry powstaje z polaczenia znakéw + i —, i ktory jest
zwany znakiem podwéjnym.

Poniewaz (a-)- b)2= a2-j-2ab + b2 a (@ — b)2— a2 —
— 2ab -\- b2 przeto mozemy przedstawi¢ oba te wypadki w jednym
wzorze tak:

@+ b2= a2+ 2ab-(- b2
gdzie + pokazuje, ze mozemy wzig¢ albo znak -j- albo tez znak —,
ale zaiosze biorgc jednoczesnie albo znaki gorne, albo tez znaki dolne;
a + b nalezy czyta¢ tak: a wiecej lub mniej b.

80. Poswiecimy kilka nastepnych paragraféw dla wykaza-
nia uzycia wzoréw paragrafu 77. Azeby latwiej byto mozna do
nich sie odwota¢, wypisujemy je razem i opatrujemy kazdy oso-
bnym numerem:

= (@-j- b2= a2+ 2ab -\-b2.....cccecceene. (1)
®—b2= a2— 2ab-\-b2. . . . . (2
@-Fb@—b= az2—b2........ 3).
81. Wzory te moga sie nieraz przydac i w obliczeniach aryt-
metycznych.

Tak naprzykiad: przypusémy, ze chcemy znalez¢ réznice kwa-
dratéw 127 i 123. Na zasadzie wzoru (3) bedzie:
(127)2 — (123)2= (127 + 123) (127 — 123) = 250 X 4 = 1000.

Tym sposobem szukana liczba zostata znaleziona predzej i ta-
twiej, anizeli przez podniesienie do kwadratu liczb 127 i 123 i na-
stepne odjecie drugiego kwadratu od pierwszego.

Dalej, na zasadzie wzoru (2):

(29)2= (30 — 1)2= 900 - 60 1= 841,

przez co znowuz kwadrat 29 zostat predzej wynaleziony, anizeli
przez bezposrednie pomnozenie 29 przez 29.

Przypusémy jeszcze, ze mamy pomnozy¢ 53 przez 47. Z wzo-
ru (3) mamy:
53 47 = (50 + 3) (50 — 3) = (50)2— 32= 2500 — 9= 2491
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82. Przypusémy teraz, ze chcemy znalez¢ kwadrat ilosci
3x-\-2y. Oczywiscie mozemy dojs¢ do tego zwyczajng droga,
mnozac 3a& 42y przez 3x -j- 2y. Lecz mozemy takze otrzymac
zgdany przypadek i inaczej, przez uzycie wzoru (1). Wzér ten
ma miejsce, jakiekolwiekby byty liczby ai  mozemy wiec w nim
podstawi¢ 3x w miejsce a, i 2y w miejsce b. Tym sposobem bedzie:
(Bx -j- 2ijf = (3x)2-)-2(Bx X 2y)-J-(2y)2= 92 12xy -j-4y2

Uczacy sie moze sadzié, ze w tym przypadku nic nie wygry-
wa przez uzycie wzoru, gdyz prawdopodobnie otrzymatby szukany
wypadek tak predko i pewnie zwykiem mnozeniem, jak przez uzy-
cie wzoru. Jakkolwiek w obecnym przypadku jest to prawda, ale
z czasem przekonamy sie, ze w bardziej ztozonych przypadkach
uzycie wzoréw oddaje wielkie ustugi:

83. Przypusémy, ze chcemy znalezé kwadrat x -j-y -j- z.
Oznaczamy x -(-y przez a. Wtedy

X-\Ny-\z= a+ A
i na zasadzie wzoru (1) mie¢ bedziemy:
(@ f- 2)2— a2-j- 2az -j- z22= (X -|-y)2-j- 2 (xA-Yy) z-)- z2 =
= X2-j- 2xy -j- y2-|- 2xz -j- 2yz - z2

Stad:

(I’ -f y -j- zf = x2+ 2xy -f y2+ 2xz -(- 2yz-\-z2= x2—\»y2-f-
-j- z2-j- 2xy 2yz - 2zx.

Przypusémy dalej, ze szukamy kwadratu p — q-\-r — s. Czy-

niagcp — g réwnern a, i r — s réwnern b, bedzie:
P—g)-r—s= a(-b

Na zasadzie wzoru (1) mamy:

(@-(-b2= a2-(-2ab-(-b2= (p — g2+ 2(p —Qq) (r —s)4Hr—-s)2
Lecz opierajac sie na wzorze (2), mozemy znalez¢ (p — q)2i (r—s)2

Tym sposobem bedzie:

(P—a-\r—192= p2— 2pq +g2-)- 2 (pr —ps — ar + o) -|-
r2— 2rs s2=
= p2-}- gz-j- r2s2-F2pr 2gs — 2ps - 2qr — 2pq — 2rs.

Przypus¢my nakoniec, ze mamy znalez¢ iloczyny — q -(-
+ r—sprzezp —q—r -|-s.

Uczynmy znowuz: p —q = a, i r — s = 6; wtedy:
p—qg-j-r—s= a-f-bap—qgq—r+ s= a—h
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Na zasadzie wzoru (8) otrzymamy:
fb@a—b= a2—b2= (p—q-— (r — 92
a ns"iasadzie wzoru (2) mie¢ bedziemy:
P—S+ »y—s)(p—ff—r + s)=p2—2pg-]~ 22— 02— 2rs-fs) =
= p2-] g —r2— s2— 2pq -]- 2rs.

84. Spos6b uzyty w poprzednim paragrafie jest tatwy, i pe-
wng drogag prowadzi do celu, przeto zawsze takiego sposobu powi-
nien sie trzymac poczatkujacy. Lecz po nabyciu wiekszej wprawy,
i lepszem zaznajomieniu sie z przedmiotem, moze sie uwolni¢ od
niektorych, czesci roboty. | tak np. w ostatnim przyktadzie moze
opusci¢ wprowadzanie ilosci a i b, i wprost postepowaé¢ w ten
sposoéb:

P—<d+ r—9(pP—g—rf9= jp—g+ r—9)jjp—q—
—(r—s)j= (p— 9)2— (r— s)2= p 2— 2pg-\-q2— (r2— 2rs+s2
= p2—2pq -(- 2 —r2-j- 2rs — s2,

. albo jeszcze krocej:
P—2+r—9pP—qg—r+s—(pP—02—(—s)2=
= p2—2pg Q2—r2-)- 2rs — s2

Lecz w poczatkach radzimy uczacemu sie rozwija¢ dziatanie
w zupetnosci, tak jak to byto pokazane w paragrafie poprzednim.

85. W nastepujacym przyktadzie spotkamy uzycie wszyst-
kich trzech wzordw.

Znalez¢ iloczyn z czterech czynnikéw a-\-b-\-¢, a-\- b— ¢,
a— &<, 64— a Wezmy najpierw dwa pierwsze czynniki;
z wzoréw (3) i (1) otrzymamy:

@-(-b-f-cg(@a+ b—c)= (@a-j- b)2—c2= a2-\-2ab b2—c2

Wezmy dalej dwa drugie czynniki; z wzordw (3) i (2) mieé
bedziemy:

m—b{€)bd<€—a)= Jc4&{a—bjlk—(@a—bd=

= c2— (00— b)2= c2— a2¥2ab— b2

Mamy teraz do pomnozenia:

a2-(-2ab + W2— c2przez c2— a2-|-2ab —b2



Otrzymamy:
(@2~ 2ab -|]-b2— c2 (c2—a2 4 2ab — bl =
= 206 + (a2+ b2— c9\\2ab - (a2-f b2—c2 F
= (aft)2— (a2+ 62— cA2e=4ab2— {(a2-|F&)2—2 (a2)- & c24"
4- 4= 4aXB2— (@2 - &8J24- 2 («24- & c2 cir=
= 4a2— a4 — 2adb2— b*4" 2aX24*26Xx2 — c&
= 2a224-26x24-2azx2— «4 — bA— c4
86. Sg jeszcze inne og6lne wzory, odnoszgce sie do mnoze-
nia, mniejszej wagi, anizeli trzy wzory podane w paragrafie 80)
wszakze zastugujace na wzmianke. Umieszczamy niektore z nich
w tym celu, aby czytelnik maégt je odnalez¢ tatwo, gdy zajdzie te-
go potrzeba; wszystkie one moga by¢ z fatwoscia wyprowadzone
przez rzeczywiste wykonanie mnozenia:
(a -+~ b) @2— ab-j-b2 = a3-\- b3,
(@a—b) (a24-a&4-b2) = a3- b3
(@ad4-%*)3= {a+ b) (a2 2ab-j-b2)= a34 dazb-)- 3«&24- b3,
(@—b3= (a—bh) (a2—2ab4-&)= «3— 3«24 3«S2— &
(a-f b4 cf = a34-3a2( + ¢) + 3a (6 4 )24 (6 4 c)3=
= a3+ 3a2(b -fc)4 3a@m2+ 2bc + ¢ + b3+ 3bX-\-3 &2+ e3=
= «3+ b3 mc3+ 3«2(b + c) F362(« -fc)+ 3c2(ad & 4 6«6e.
87. Bardzo pozyteczne déwiczenia na mnozenie wypadajg
z zadan, w ktérych chcemy dowie$¢ réwnosci dwoch wyrazen,
przez pokazanie, ze wyrazenia te prowadzg do tych samych wy-
padkéw ostatecznych.
Naprzyktad, chcemy pokaza¢, ze:
®m—bb—c)(c—a)—a2(c—hb 4 b2(a—c) + c2(b— a).
Jezeli pomnozymy a — b przez b — ¢, otrzymamy:
ab — b2— ac 4- b,
mnozgc dalej ten wypadek przez ¢ — a, znajdziemy:
cab— cb2 ac2f bc2—aXb4- ab2-j- «x — abc,
to jest:
a2(c — b) -f- b2(a — c) 4€2(b— a).
Inne zadanie: dowie$¢, ze:
(« — b)2-j- (b — c)2-f- (c — a)2—
= 2c—6Cc—a)-)-26—«) (i—c)-j-2(@—1i) (a— o).
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Z wzoru (2) paragrafu SO, otrzymujemy:
(@a—b)2+ (b —c)2-j- (c — a)2=
= a2— 2 H4624-&&—2bc+ c2+ c2— 2ac-j- 02=
= 2(a2-)- b2-f c2— a& — ac — 6c).
Lecz skadingd wiemy, ze:
(c—b(c—a= c2—ca—c&+ ab
b—ab—c)= 2—ba—bc+ ac
(@ —6)(a—c)= a2— ab — ac -j- b,
przeto:
c—6Cc—a-j-6—ab—0c)-J(@a—hb@a—c)=
= a2+ 62+ c2— ab — ac — Z¢
skad nakoniec:
(@a— &2-f (6 —c)2+ (c— a)2=
= 2c—28Cc—a+ 2@ —a) @fr —c)-j2@—Db (a—c).

PRZYKELADY X

Zastosowaé¢ wzory paragrafu 80 do nastepujacych 11 przy-
ktadéw na mnozenie:

1 (15*+ 1l4y)2 2. (Tx~—>5y22

3. (*2+ 2*—2)2 4 (2x2— 3x —4)2
5. (x2+ xij + y9 (x' -f xy ij2.

6. (x2+ Xy + y2 (x2— xy + y?J.

7. (XR+ xy 4y (*2— xy —y2.

8. (*2+ *y —y2 (x2— xy + y2.

9. (x—3)2(*2+ 6* - 9).

10. (2* + 3y)2(4x24- 12xy —9y2.
11. (a*+ Sy) (a* — ) (a2 2+ b 2.
Pokaza¢, ze nastepujace wzory sg prawdziwe:
12. (a2+ b2 (c2-f @ = (ac+ bd)2+ (ad — 6¢)2
13. «—&®B—c)(c—a) —6c(c—B)+ ca@a—c)+ ab((— a).
14. (@— by + 63— a3= 3aft(b — a).
15. (a2+ ab+ 622— (a2— ab + 622= 4a6 (a2+ i2.
16. (@a+ b+ ¢)2+ («+ &_ )2+ (a- Z+ )2+ (Z>+c- «)2=
= 4(a2+ &+ o02.
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17 @—hb)3f(b—c)3-]-(c—a)3= 3(@a—hb)(b—c)(c— a).
18. Snx + bij)2-f- (ay — bx)2j j (ax -j- by)2— (ay -j- bx)2]=
- (@4—Dbg (x* —y4).

XI.

Rozktad na czynniki.

88. W poprzednim rozdziale poznaliSmy niektore ogolne
wzory, wypadajace z mnozenia; tez same wzory mogg by¢ uwaza-
ne w zwigzku z dzieleniem, gdyz kazde zadanie na mnozenie daje
jedno, lub kilka zadan na dzielenie. Zastosujemy teraz znalezione
wzory og6lne do rozwigzania pytania: jak znalez¢ dla danego wy-
razenia algebraicznego te wyrazenia, przez ktdre ono dzieli sie bez
reszty, czyli innefni stowy, jak roztozy¢ dane wyrazenie na czyn-
niki, z ktérych sie ono sktada.

89. Tak naprzykiad z wzoru (3), paragrafu 80, mamy:

ad—id4= (a2 b2 (a2— b= (a2-j-bd (a-j-b)(a—h)

a8-- bs=(ad44 bd (ad— b4 = (a4-f- b4 (a2-)- b2 (a-)- b) (a — b).
Stad widzimy, ze as—b8jest iloczynem czterech czynnikéw a4 \-b4
«2-& a-\-b \a—b. Wiec a8— b8 jest podzielne przez kazdy
z tych czynnikéw, lub przez iloczyn ktoérychkolwiek dwaéch z nich,
lub tez przez iloczyn ktérychkolwiek trzech z nich.

Dalej jeszcze:

(a2-f -f-i2 (a2—ab+ &) = («2+ b2+ aft) (a2+ & —ab) =
= («2 b22— (@ab)2= «4+ 2aD2-j- 8 —adb2= «4-j- « B2+ i4

Tym sposobem «4-|~a22-j- b4 jest iloczynem dwoéch czynni-
kow a‘'A- ab -f b2i a2—  -]- b2 jest wiec podzielne przez kazdy
z tychze czynnikdw.

Oprocz tych wzoréw, ktére poprzednio podalismy, umieszcza-
my ponizej jeszcze niektore, czestego w algebrze uzycia.

90. Nastepujace wypadki mozna tatwo sprawdzi¢ przez
dzielenie:

X— ¥ _ i
* ___ V "
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r —ys
x —ij = X2+ xv+ y\
X4—
yA 3 xhj-+ X If if
Xy
tak dale;j.
I réwniez:
xl—if _  ~
X+y Y,
Xx4—y4 .
-= X3— X2 - xy2—y*,
XA -y % -j- xy y
xe—y6 .
= 3 — :
X+ y x0 w4y xby2 =2 3m miy4— yb;
i tak dalej.
Jeszcze:
Y= 1.
%+ vy
3)-y3
x3)-y = x2—xy -f-if,
X-\-y
xb yb
=x4— 2— xy%)- y4
oAy XATXY Xy2—xy%)-y4
i tak dalej.

Dziatania te mozemy posung¢ tak daleko jak zechcemy, a re-
zultaty tych dzialanh mozna opisa¢ za pomocg nastepujacych
twierdzen:

Xn— yn jest podzielne przez x —vy, gdy n oznacza jakgkolwiek
liczbe catkowita.

Xxn— yn jest podzielne przez x-\-y, gdy n jest liczbg parzysta.

xn-A-yn jest podzielne przez x -j-y, gdy n jest liczbg nieparzysta.

Mogliby$my tez wyrazi¢ stowami twierdzenia, wykazujgce
jaka posta¢ ma iloraz w kazdym z powyzszych trzech, przypadkéw;
lecz czytelnik sam tatwo bedzie w stanie zapamietac te postaé, przez
doktadne przyjrzenie sie otrzymanym wypadkom, posuwajgc zreszta
te dziatania dalej jeszcze, jezeli uwazac bedzie to za potrzebno.

Dodamy tu jeszcze, ze xu-j- y" nie jest nigdy podzielne przez
x—2i i nie jest podzielne przez x -j- y, gdy n jest liczbg parzystal.

D) Dla uzupeklnienia tego rozdzialu podajemy kroétki dowdd wyra-
zonych w tekscie twierdzen.

Algebra. 4
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91. Aby fatwo spamieta¢ powyzsze twierdzenia, nalezy
w kazdym z czterech przypadkéw wybra¢ najprostszy i do niego
odnies¢ wszystkie pozostate. Tak naprzykiad przypusémy, ze
chcemy pozna¢ czy x7— y7 jest podzielne przez x — y lub przez
x-\-y\ wyktadnik 7 jest liczba nieparzysta, i najprostszy przypa-
dek tego rodzaju jest x — y; — wyrazenie, ktore jest podzielne
przez x —y, ale nie jest podzielne przez x -y\ stad wnosimy, ze
X 7T— y7dzieli sig bez reszty przez x —y, ale nie przez x =J~y. Po-
dobniez: gdyby dane wyrazenie byto x8 —y8 wykladnik 8 jest
liczbg parzysta, najprostszy zas$ przypadek tego rodzaju jest x 2—y2,
wyrazenie, ktore jest podzielne zarazem przez x-\-y jak i przez
x — W\ stad wypada, ze a8 — y8 jest podzielne i przez x — vy
i przez x -\ y.
92. Dalsze przykiady rozkladu wyrazen algebraicznych na
czynniki:
x6—y8= (x8-fFy% xi—yIF=
= (*+ ) xX2—xv+ ud x —y) ("2+ %y 4- y2)-
8b'—27c3= (26)3— (3c)3= (26— SC) |(2&2-f-2&x3c + (3¢)2j=
= (26 — 3c¢) (462+ 66r + 9e2.

Podzielmy — ij« przez x —y:
an _ yn IX — Yy
— 1® p E»—1y jxn—1-)- 2y -+- ,tn—3 yt )_ .. yn—1
xn—ly — W
— ,J/n—1ly p an—=2y2
2y2— yn
— ,n2yi p xn-3y*
Xn-31B—yn.

Z wykonanego dzielenia widzimy, ze kazda reszta sktada sie z dwoch
wyrazoéw: jednym z nich jest stale —y", w drugim za$, ztozonym z dwdch
czynnikéw, wyktadnik przy x po kazdem dzielenia zmniejsza sie a 1,
wyktadnik przy y powigksza sie o 1. Po wykonaniu wiec n dzielen, x zu-
petnie zniknie z tego wyrazu, a wyktadnik przy y wzrosnie do ii. Odpo-
wiednia reszta po »-em dzieleniu bedzie przeto yn— yn, t. j. zero. Liczba
wyrazoéw w ilorazie réwnac¢ sie bedzie n. Podobnego rodzaju rozumowanie,
zastosowane do kazdego z wymienionych przypadkéw, dowiedzie nam praw-
dziwosci twierdzern wspomnianych.



= (a4- b4-c-
93. Przypus¢my, ze mamy do podzielenia

MoglibySmy pomnozy¢ najprzéd x2— bxy-\-Gxy2 przez x — 4y
i nastepnie iloczyn podzieli¢ przez x2— 7xy
pytania nasuwa nam mysl sprébowania najprzéd, czy x — 4y nie
jest czynnikiem tréjmianu x2— 7c£2/4- 12y2\i w samej rzeczy
znajdujemy, ze cc2— T7ery 4~ 1212= @ — 3y) (x — Ay). Zatem
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4 (ab-f cd)2— («2 b2— c2— d22=
= 2@ -)-cd)-j- (@ b2—c2— d2j
|12 @ -)- cd) — (a2-)- b2— e2— d2 ] =
= J2ab 2cd -[- a2-j- b2— c2— d2j
j2  4-2cd - a2— &4-c24- d2]=
= la+ &2- (c- d2ijC+ d)2- (@- i)2j=

©2—bxy -\-Gy2 (x — 4y) przez c2— 7Xxy 12y2

(Xx2— 5xy 4- 6y2 (x — 4y) — 5xy 6y2
(x — 3y) (x — 4y) 3y

i za pomocg dzielenia znajdujemy, ze:

PO

(2

x2— 5xy % 6y2
x2— 3y

PRZYKLADY X.

Doda¢ do siebie nastepujgce wyrazenia:
a(@@4- b—c), bbb -\-c— a), e(a c— h).
a@— b-\-¢,bb —c-)a,c(c— ad~bh).

@\b)yx\-(a ¢y, (b—c)x (b—o)y, (c—a) xA-(b—a)y.

2@4~ b—c)x 4- (cid~Db)y 4- 2az,
2@4- c—6 cf (ad"c)2 2bz,
26 m c—a)x-\ b-\c)y-\2cz
Uprosci¢ nastepujace wyrazenia:
@4-6)64-¢c)— (c4~d)y(dd~a) —(@a4"c)4 — d.
x+ 3)3- 3(x+ 2*4-3(x+ 1)3— a3
4 4~4 ®4“d — (b - d) (d 4" ¢)

« — d
Podzieli¢:
064-y6— 233 przez (cc —y)2
X*4- ye 4~ 2xc3y3 przez (cc 4~ 1)

d) @4- 64~d—c)(@—64"c+ d)(64~c+ d—a)

1222 Lecz rodzaj



10. a8-)- a%b4-(- bsprzez (a2 — ab A b2 (a24- ab .- H).
11. a8— bs-j- a-i2(a4 — i 4 przez (a2 —ai -)- i2 (a2-f- ai + b2.
Roztozy¢ nastepujace wyrazenia na czynniki:

12. a4— 81. 13. a3+ 125
14. £8— 256. 15. x6— 64.
X11.

Najwiekszy wspdlny dzielnik.

94. W arytmetyce ta liczba catkowita, ktéra dzieli bez reszty
drugg liczbe catkowitg, nazywa sie dzielnikiem, tej ostatniej; liczba
catkowita, ktéra dzieli dwie lub wiecej liczb catkowitych, nazywa
sie ich wspoélnym dzielnikiem.

W algebrze wyrazenie, ktore dzieli bez reszty inne wyrazenie
algebraiczne, nazywa sie dzielnikiem tego ostatniego; wyrazenie
zas, przez ktdre dzieli sie bez reszty dwa lub wiecej wyrazen alge-
braicznych, nazywa sie ich wspdlnym dzielnikiem (lub wspdlng
miarg).

95. W arytmetyce najwiekszym wspélnym dzielnikiem (lub
najwiekszg wspoélng miarg) dwoch lub wiecej liczb jest najwieksza
liczba catkowita, przez ktérg wszystkie dadza sie podzieli¢ bez
reszty.

Wyrazenie: najwiekszy wspolny dzielnik, jest takze uzywane
w algebrze, lecz tutaj nie jest ono zupetnie stosowne, gdyz wyra-
zy: wiekszy i mniejszy rzadko dadzg sie zastosowaé do tych wyra-
zen algebraicznych, w ktérych nie sg dane pewne oznaczone war-
tosci na rozmaite gtoski wchodzace do nich. Lepiej bytoby méwié
0 najwyzszym wspolnym dzielniku-, lecz zgodnie z przyjetym zwy-
czajem zachowamy wyrazenie: najwiekszy wspolny dzielnik (lub
najwieksza wspdlna miara).

Zamiast wyrazow: najwiekszy wspolny dzielnik, czesto uzy-
wac bedziemy dla krétkosci gtosek: N. W. D.

Objasnimy teraz, w jakiem znaczeniu wyrazenie N. W. I).
jest uzywane w algebrze.

96. Mowimy, ze najwiekszy wspdélny dzielnik dwéch lub
wiecej jednomianéw jest to najwieksze wyrazenie algebraiczne,
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przez ktére one wszystkie dadzg sie podzieli¢; okreslenie io stanie sie
zupetnie zrozumiatem po podaniu i objasnieniu przyktadami pra-
widta na wynajdywanie najwiekszego wspdlnego dzielnika dla
jednomiandw.

Prawidto na wynalezienie N. W. D. jednomiandw jest takie:
nalezy znalezé N. W. D. wszystkich wspolczynnikéiu liczebnych za
pomocg prawidet arytmetyki; nastepnie, do tak znalezionej liczby na-
lezy dopisa¢ kazdg gloske, wspdlnag wszystkim wyrazeniom, i dac¢
kazdej glosce najmniejszy odpowiedni wyktadnik, jaki ona ma w tych
wyrazeniach.

97. Naprzyktad: mamy znalez¢ N. W. 1). dla 16«46Z
i 20a3d. Tutaj wspoétczynniki liczebne sg 16 i 20, a ich N. W. D.
jest 4. Gtloski wspolne obu jednomianom sg a i b, najmniejszy wy-
ktadnik przy ajest 3, a najmniejszy wyktadnik przy bjest 2. Tym
sposobem szukany N. W. D. bedzie 4 a32

Szukajmy jeszcze N. W. D. dla 8ax3Xx5/z3 \2ciibcxaj3
11Qaxx % i. Wspdiczynniki liczebne sg 8, 12 i 16; ich N. W. D.
jest 4. Gloski wspoélne wszystkim wyrazeniom sa. a, ¢, X iy, ich
najmniejsze wyktadniki sg odpowiednio: 2, 1, 2 i 1. Tym sposo-
bem szukany N. W. I). bedzie 4 aZxx2y.

98. Nastepujace twierdzenie daje najlepsze praktyczne poje-
cie o tern, co rozumiemy przez najwiekszy wspoélny dzielnik w alge-
brze, gdyz ono pokazuje znaczenie tutaj wyrazu najwiekszy. Ody
dwa lub wiecej wyrazen algebraicznych podzielimy przez ich naj-
wiekszy wspdlny dzielnik, wtedy otrzymane ilorazy nie majg zadne-
go wspdlnego dzielnika.

Wezmy pierwszy przyktad paragrafu 97, i podzielmy podane
tam jednomiany przez ich N. W. D., otrzymamy ilorazy 4ac i 5 bd,
ktére nie majg zadnego wspdélnego dzielnika.

Podobniez, jezeli w drugim przykiadzie paragrafu 97 podzie-
limy dane jednomiany przez ich N. W. D., otrzymamy na ilorazy
2bXxF3 3ady2 i 4acy 3 ktére rédwniez nie majg zadnego wspoélne-
go dzielnika.

99. To, co bylo powiedziane w poprzednim paragrafie, przy
pomocy rozdziatu o roztozeniu na czynniki, daje nam w wielu ra-
zach moznos$¢ oznaczenia N. W. D. wielomianéw. Przypusémy np.,
ze szukamy N. W. D. dla4a2(@-]-b)2i 6ab (a2—b2. Tutaj 2a
jest N. W. D. czynnikéw 4a2i 6ab, a a-j- b jest czynnikiem zara-



zem i (@-[- b)2 i a2— b2i to jedynym czynnikiem wspélnym. llo-
czyn wiec 2a (a-\-b) jest N. W. D. danych wyrazen.

Lecz ten sposob nie moze byé w ogolnosci zastosowany do
jakichkolwiek wielomianéw, gdyz ogdlna teorya rozktadu wielo-
miandéw na czynniki o wiele przechodzi poza granice tych wiado-
mosci, jakie poczatkujacy posiada. Musimy wiec do tego wyszu-
ka¢ innego sposobu; — i nastepujace okreslenia i prawidta zawie-
rajg inne rozwigzanie tego zadania.

100. Najwiekszy wspolny dzielnik wielomianéw mozemy
okresli¢ w nastepujacy sposob. Jezeli dwa lub wiecej wielomiandio
zawiera potegi pewnej gtoski wspoélnej, wtedy ten z czynnikéw, dzie-
lacych wszystkie te wielomiany, w ktérym ta gloska wchodzi z naj-
wyzszym wyktadnikiem, nazywa sie ich najwiekszym wspélnym
dzielnikiem.

101. Na wynalezienie najwiekszego wspolnego dzielnika dla
dwdch wielomianéw mamy takie prawidto:

Niech A i B oznaczajg dwa loielomiany; uporzgdkujmy je po-
dhtug poteg malejacych peiunej wspdlnej gloski. Przypusémy, ze wy-
ktadnik najwyzszej potegi tej gloski w A nie jest mniejszy, anizeli
wyktadnik najwyzszej potegi tejze gtoski w B. Podzielmy A przez B,
nastepnie B przez reszte; potem te reszte pierwszg przez reszte dru-
ga., — i tak dalej postepujmy dotad, dopdki nie pozostanie zadnej
reszty, — wtedy ostatni dzielnik bedzie najwiekszym wsp6lnym dziel-
nikiem szukanym.

102. Naprzyktad szukajmy N. W. D. dla x2— 4x -]- 3
i ix34- 9x2— 15a + 18

4x3— 9a3;2— 15x -(- 18 ! x2— 4P—+3
— 4x%+ 16x2+ 12* |48 -(-7

1x2—27.r -f 18
— 7rc8+ 28;r+21

Xx— 3
X2—4x -j-3 I'x — 3
—x2+ 3X la— 1
— 443
+ xzx 3

0
Wiec x — 3jest szukanym N. W. D.
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103. Prawidlo, podane w paragrafie 101, opiera sie na
dwoch nastepnych zasadach:

() Jezeli P jest dzielnikiem dla A, wtedy bedzie ono dziel-
nikiem i dla mA. Gdyz: jezeli a oznacza iloraz z podzielenia A
przez P, to A — aP, a przeto mA = maP, wiec P jest dzielnikiem
dla mA.

(2) Jezeli P jest dzielnikiem dla A i P, wtedy bedzie ono
dzielnikiem dla mA + nB. W samej rzeczy: skoro P jest dzielni-
kiem dla A i dla P, to mozemy przyja¢, ze A = aP, i P = bP. Za-
tem mA+nB = (ma+ nb) P, czyli P jest dzielnikiem dla mA+nB.

104. Teraz dopiero mozemy uzasadni¢ prawidto, podane
w § 101.

Niech A i P oznaczajg dwa wyrazenia dane. Podzielmy A
przez P i oznaczmy przez p iloraz a przez C reszte. Podzielmy
P przez C i oznaczmy przez qiloraz a przez D reszte. Podzielmy
dalej C przez D, i przypusémy, ze nie pozostaje zadna reszta,
ar jest ilorazem.

Wtedy mamy nastepujgce wyrazenia:

A= pB+ C, B= qC+D, C=rD.

Pokazemy najprzod, ze D jest wspolnym dzielnikiem dla A iB.
Poniewaz C=z rD, przeto D jest dzielnikiem dla C, a zatem, po-
dtug § 103, jest takze dzielnikiem dla qC, a przeto i dla qC -j- D,
czyli dla P.

| dalej: poniewaz D jest dzielnikiem dla Ci P, przeto
pB -)- Cczyli dla A. 1tak D jest dzielnikiem dla A i P.

Poprzednie rozumowanie pokazuje nam, ze D jest wspélnym
dzielnikiem dla A i P; pozostaje teraz dowiesé¢, ze ono jest ich naj-
wiekszym wspolnym dzielnikiem.

Na zasadzie § 103 kazdy wspoélny dzielnik dla i i P jest
dzielnikiem i dla A —pB. to jest dla (77 a zatem kazdy wspoélny
dzielnik dla A i B jest zarazem wspolnym dzielnikiem dla P i C.
Podobniez: kazdy wspdlny dzielnik dla P i C jest zarazem wspol-
nym dzielnikiem dla Ci D. Tym sposobem kazdy wspdélny dziel-
nik dla A i B jest zarazem dzielnikiem i dla D. Lecz zadne wyra-
zenie wyzszego stopnia anizeli D nie moze dzieli¢ D bez reszty.
A zatem D jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem dla A i P.



105. Widoczng jest rzecza, ze kazdy dzielnik wspdlnego dziel-
nika dwdch lub wiecej wyrazen jest zarazem wspélnym dzielnikiem
tychze wyrazen.

106. Dowiedziono w § 101, ze kazdy wspdlny dzielnik dla
A i B jest zarazem dzielnikiem i dla I): to jest: Kazdy u:spoiny
dzielnik dla dwoch imjrazen jest zarazem dzielnikiem i najwiekszego
wspolnego dzielnika tychze wyrazen.

107. Podamy teraz i objasnimy przyktadami prawidto, za
pomocg ktérego mozna unikna¢ utamkéw w ilorazach i wprowa-
dzi¢ uproszczenia w wykonywaniu roboty. Dowodzenie tego pra-
widta mozna znalezé w obszerniejszych dzietach o algebrze.

Zanim napiszemy nowy wyraz w ktérymkolwiek ilorazie, mo-
zemy podzieli¢ dzielnik, lub dzielng przez jakiekolwiek wyrazenie, ale
nie majace zadnego czynnika wspolnego z wyrazeniami, dla ktérych
szukamy najioigkszego wspdlnego dzielnika; albo tez mozemy pomno-
zy¢ dzielng w ktéremkolwiek miejscu roboty przez kazde wyrazenie,
ktére nie zawiera iv sobie czynnika wchodzacego i do dzielnika.

108. Naprzyktad: szukajmy N. W. D. dla 2x2—7 —5
i3g2— 7x -)-4. Wezmy tutaj 2x2— 7X -j- 5 jako dzielnik; dzie-
lac wszakze 3x2przez 2x2, otrzymujemy na iloraz utamek; aby te-
go uniknagé, mnozymy dzielng przez 2 i nastepnie dzielimy.

6x2— 14x -j- 8 2x2— 7xA-b
— 6x2+ 21£+ 15 3
X — 7

Jezeli teraz przyjmiemy 7x — 7 za dzielnik, a 2sc2— 7&#—5

za dzielng, wtedy pierwszy wyraz ilorazu bedzie utamkowym; lecz

czynnik 7 znajduje sie we wszystkich wyrazach tego dzielnika,
opuszczamy go i dopiero wtedy dzielimy.

2x2— 7a-j-5 x—1
—2x2 2X 2x — 5
— 5a? -j- 5
+ 5x + 5
0
Tym sposobem otrzymamy x — 1 jako szukany N. W. D.
Tutaj nalezy zauwazy¢, ze w poczatku dziatania uzyliSmy
drugiej czesSci prawidta, podanego w § 107, a w dalszym ciggu te-



goz dzialania pierwszej czesci prawidta. Nalezy uzywaé zawsze
pierwszej czesci prawidia, jezeli tylko to jest mozliwem; w prze-
ciwnym za$ razie drugiej czesci. W wypowiedzeniu prawidta uzy-
lismy wyrazu wyrazenie, lecz w tych zadaniach, jakie najczesciej
przytrafiajg sie w praktyce i jakie uczacy sie mie¢ tutaj bedzie do
rozwigzania, czynniki, ktére maja by¢ wprowadzone lub opuszczone,
bedg prawie zawsze czynnikami liczebnymi, jak to miato miejsce
i w poprzednim przyktadzie.

Drugi przyktad: chcemy znalez¢ N. W. D. dla 2x4— 7x3—
— 4x2-j-x —4i304— 11x3—2x2 —4x — 16.

Pomnézmy drugi wielomian przez 2, i wezmy go za dzielna.

6x4— 22a3— 482— 8ax — 32 2x4— 73— 4o2-f-x —4

— 6x4+ 21x3+ 12x2+ 3x + 12 (€T~

— x3-j- 8x2— 11* — 20
Mozemy pomnozy¢ kazdy wyraz tej reszty przez — 1, zanim

przyjmiemy jg za nowy dzielnik, to jest mozemy zmieni¢ w niej
wszystkie znaki na przeciwne.

2 cA—703— 4x2-]-x —4 x3— 8x2-j- 11x - 20
— 204+ 16x3+ 22x2+ 40« 2ce -j- 9

9x3— 26¢cc2— 39cc — 4
— 903+ 7202+ 99« + 180
46 x* - 138 - 184

Tutaj 46 jest czynnikiem kazdego wyrazu reszty; mozemy
wiec przez niego podzieli¢ tez reszte, zanim uzyjemy jej jako no-
wego dzielnika.

x3— 82+ 11x -f 20 [x2 —3x - 4
— x3ip 3x2+ 4x ix — 5
— 5x2-)- 15x -j- 20
ip 5x2-+ 15x -f- 20
0
Tym sposobem x2— 3x — 4 jest N. W. D. szukanym.

109. Przypusémy, ze dane wyrazenia zawierajg wspolny
czynnik F, widoczny na pierwszy rzut oka; wtedy mozna uczynic
A —aF i B = bF. W tym razie na zasadzie § 106, F bedzie czyn-
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nikiem N. W. D. Nalezy zatem znalezé N. W. D. dla ai b i po-
mnozy¢ go przez _F otrzymany iloczyn bedzie N. W. D. dla A i B.

110. Przypusémy teraz, ze mamy znalez¢ N. W. D. trzech
wyrazen A, Bi C. W tym celu znajdujemy N. W. D. ktérych-
kolwiek dwoéch z tych wyrazen, np A i niech D oznacza ten
N. W. D., nastepnie wynajdujemy N. W. D. dlal) i C, i ten ostatni
bedzie N. W. D. dla A, Bi C

Gdyz, na zasadzie § 105, kazdy wspdlny dzielnik dlal) i G
jest wspélnym dzielnikiem dla A, B i C; a na zasadzie § 106 kazdy
wspolny dzielnik dla A, B i C jest wspolnym dzielnikiem dla D i C.
Przeto N. W. D. dlaD i Cjest N. W.D. dlaA,Bi G

111. W podobny spos6b mozna wynalez¢ N. W. D. czterech
wyrazen. Albo tez: mozemy znalez¢ N. TIl. D. dwéch ktérychkol-
wiek z danych wyrazen, i takze N. W. D. dwdch pozostatych wy-
razen; wtedy N. W. 1). dwéch tak otrzymanych wypadkéw bedzie
N. W. D. czterech danych wyrazen.

PRZYKLELADY XIL

Znalez¢ najwiekszy wspolny dzielnik nastepujgcych wyrazen:
1. 16aX3 20a32 2. 3ba2x3i, 49a2M L/3

6(x-f1)39 x2— 1).

X2 2x — 120, x2—2x — 80.

x3— 41 x — 30, x3— 11.r2-(- 25x -j- 25.

x3-(- 7x2-f- 17c— 15, x3-]- 8x2+ 19 m+ 12.

4 (x2— &@— 1), 3(x4-)-x2-j-1).

X3— 4x2-)-2x -j- 3, 2x4—9x3-j- 12 ;— 7.

x4 - 1, 3x5-j- 2x4-]-4x3+ 2x2-(- x.

10. x2— 3x — 70, x3— 39x -f 70, x3— 48x-j-7.

© N o U AW

X111

Najmniejsza wspoélna wielokrotna.

112. W arytmetyce ta liczba catkowita, ktora sie da podz

li¢ bez reszty przez inng liczbe catkowita, nazywa sie wielokrotng
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tej ostatniej; ta liczba catkowita, ktéra sie da podzieli¢ przez dwie
lub kilka liczb catkowitych, nazywa sie ich wspélng wielokrotna.

113. W arytmetyce najmniejsza wspdlna wielokrotna dwéch
lub wiecej liczb catkowitych jest najmniejszg z liczb catkowitych,
ktore sie dajg podzieli¢ przez te ostatnie liczby wszystkie. Wyra-
zenie: najmniejsza wspolna wielokrotna, jest takze uzywane i w al-
gebrze, lecz tutaj jest niezupetlnie wiasciwe (patrz § 95). G-tosek
n. W. W. uzywaé bedziemy czesto dla krotkosSci, zamiast tego wy-
razenia.

Objasnimy teraz, w jakiem znaczeniu wyrazenie to jest uzy-
wane w algebrze.

114. Moéwimy, ze najmniejszg wsp6lng wielokrotng dwdch
lub wiecej jednomianéw nazywa sie wyrazenie najnizszego stopnia,
ktére przez wszystkie te jednomiany moze by¢ podzielone; okreslenie
to stanie sie w zupetnosci zrozumiatem po dodaniu prawidta i przy-
ktadéw na wynajdywanie najmniejszej wspélnej wielokrotnej je-
dnomianow.

Prawidlo na wynajdywanie n. W. W. jednomiandéw jest na-
stepne.

Nalezy znalezé za pomocag zasad arytmetyki n. W. W. dla
wspotczynnikéw liczebnych.-, nastepnie za ta liczbg napisac kazda
z glosek, znajdujacych sie w danych jednomianach, i da¢ kazdej gtosce
odpowiednio najwyzszy wyktadnik, jaki ona ma iv tych jednomianach.

115. Przypus¢émy naprzyktad, ze szukamy n. W. W. dla
16a*bc i 20aPB3H. Tutaj wspotczynnikami liczebnymi sg 16 i 20,
aich n. W. W. jest 80. Gloski, ktére sie znajduja w tych wyraze-
niach, sg a, b, ¢ i d; ich najwyzsze wyktadniki sg odpowiednio
4,3,1il Tym sposobem otrzymujemy 80a™dcd jako szukang
n. W. W.

Przypusémy dalej, ze chcemy znalez¢ n. W. W. dla8 azcX iyzi,
na”bcwh/ i 16aV xK Tutaj n. W. W. wspoétczynnikow liczeb-
nych jest 48. Gloski, ktore sie znajdujg w tych wyrazeniach, sg
aib, c x, vy, z, aich najwyzsze wyktadniki sg odpowiednio 4, 3, 3,

4i3. Tym sposobem n. W. W. szukana bedzie: 48 aib3Xiyiz3

116. Nastepujgce twierdzenie daje najlepsze pojecie o tern,
co sie rozumie w algebrze pod wyrazem najmniejsza wspdlna wie-
lokrotna, i pokazuje zarazem znaczenie tutaj wyrazu najmniejsza.
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Gdy najmniejsza wspolna wielokrotna dwoch lub wiecej wyra-
zen bedzie podzielona przez tez wyrazenia, wtedy otrzymane ilorazy
nie bedg miatly zadnego wspdlnego dzielnika.

| tak, jezeli wezmiemy pod uwage pierwszy przykiad § 115
i podzielimy n. W. W. przez dane tam jednomiany, wtedy ilorazy
bedg 5bA i 4ac, ktére nie maja zadnego wspdlnego dzielnika.

Dalej, wezmy pod uwage drugi przyktad § 115 i podzielmy
n. W. W. przez dane jednomiany; ilorazy beda Gazxy3 4bz2hjzi
i 3absxizi, a one nie majg zadnego wspoélnego dzielnika.

117. To, co byto wytozone w poprzednim paragrafie, z po-
mocg rozdziatu o rozkiladzie na czynniki daje w wielu razach, moz-
nos¢ znalezienia n. W. W. dla wielomianéw. Naprzykiad chcemy
znalezé n. W. W. dla 4a2a -]- bj2 i &b (a2 — b2. Najmniejsza
wspolna wielokrotna dla 4a2i 6ab jest 12 a%. Dalej zauwazmy, ze
(@-(- b)2 i «2— 62 maja wspdlny czynnik a -\- B\ wiec (a -j- b)
{a -j- b) (a — b) jest wielokrotne wzgledem (a -j- b)2i a2— b2\dzie-
lac za$ to wyrazenie przez (a -)- b)2i a2— b2 otrzymujemy ilorazy
a — b, i a -j- b, ktére nie maja zadnego wspoélnego dzielnika. Tym
sposobem szukana n. W. W. bedzie 12azdb(a A b)2(a — b).

118. Najmniejsza wspoélng wielokrotng dwoch lub  wiecej
wielomianéw mozna okresli¢ w ten sposob: Przypusémy, ze kilka
wielomianéw zawiera rozmaite potegi pewnej wspoélnej gtoski,
wtedy wyrazenie najnizszego stopnia wzgledem tej wspolnej gtoski;
dajace sie podzieli¢ przez kazdy z danych wielomianéw, nazywa
sie ich najmniejsza wspolna wielokrotna.

119. Pokazemy teraz, jak znalezé n. W. W. dla dwéch wie-
lomianéw. Wszakze zrozumienie zupetne dowodzenia ponizej za-
mieszczonego przedstawia dla poczgtkujacego pewne trudnosci.

Oznaczmy przez A i B dane dwa wyrazenia, i przez D ich
najwiekszy wspolny dzielnik. Wtedy A= aD i B = &D, gdzie
a i b nie maja zadnego czynnika wspoélnego, jak to wypada z samej
natury najwiekszego wspoélnego dzielnika. Przeto najmniejsza
wspélna wielokrotna dla ai bjest ab. A zatem wyrazenie naj-
nizszego stopnia, ktére jest podzielne przez aD i bD, jest abD.
Lecz: abD = Ab = Ba —A’\B.

Stad otrzymujemy nastepujace prawidio na wynalezienie
n. W. W. dwoch wyrazen: Nalezy podzieli¢ iloczyn tych dioéch wy-
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razen przez ich N. W. D. Lub tez, to samo prawidto mozemy wy-
razi¢ tak: Nalezy podzieli¢ jedno z danych wyrazeh przez ich
N. W. D. i iloraz pomnozy¢przez wyrazenie drugie.

120. Naprzyktad, szukamy n. W. W. dla x2— 4x -j- 3
14x3— 9x2— IBac + 18.

N. W. D. jest tutaj x — 3 (§ 102). Podzielmy X2— 4x-\-3
przez x — 3; iloraz jest x — 1. A zatem n. W. W. szukana jest
X — 1) (4xs—9x2— IB @ -j- 18), co po wykonaniu mnozenia da-
je: 4x4— 13r3— 6x24- 33x — 18.

Dogodniejsza jest czesto rzecza przedstawi¢ n. W. W. pod
postacig iloczjmu wskazanego, ztozonego z czynnikéw, anizeli jako
ostateczny wypadek, powstaty przez wykonane mnozenie. Wiemy,
ze N. W. 2).,, wtym przypadku x — 3, dzieli bez reszty 4 x3—9 x2—
— 15&— 18; przez dzielenie znajdujemy na iloraz 4.x2-\x 3x — 6.
Stad n. W. W. jest:

{x —3) (le— 1) (4x2-\- 3x — 6).
Jako inny przykiad, przypusémy, ze szukamy n. W. W. dla
2je2— 7x -j- 5i3x2— 7x -)- 4.
N. W. D. jest x — 1, patrz § 108.
Przeto:
a2— 7x + 5);(x — 1) = 2x — 5,
(Bx2— 7x + 4) : (x —ml) = 3& — 4,
n. W. W. bedzie wiec:
x — 1) (2x — 5) (3x — 4).

121. Widoézng jest rzecza, ze Jcazda wielokrotna tospolnej
wielokrotnej dla pewnej liczby wyrazen jest takze wspolng wielokrot-
ng dla tychze wyrazen.

122. Kazda wspdlna wielokrotna dla dwoch wyrazen jest
wielokrotng najmniejszej wspolnej wielokrotnej tychze wyrazen.

Niech A i B bedg dwa wyrazenia, ktérych n. W. W. jest M,
i niech N oznacza jakgkolwiek inng wspélng wielokrotng. Przy-
pusémy, jezeli to jest mozliwem, ze N, podzielone przez M, daje na
iloraz g i na reszte B. AVtedy R=z N — gM. Lecz A ii? sg dziel-
nikami dla M i N, azatem musza one dzieli¢ bez reszty i R (§ 103).
Ale z natury dzielenia wypada, ze B jest nizszego stopnia anizeli M:
tym sposobem B bytoby wspélng wielokrotng dla A i B, nizszego
stopnia anizeli ich n. W. TL, co podiug okreslenia n. W. W. by¢
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nie moze. Przy dzieleniu wiec N przez M nie moze pozostaé¢ za-
dnej reszty, czyli N jest wielokrotnem wzgledem M.

123. Przypusémy teraz, ze chcemy znalezé n. W. W. wzgle-
dem trzech wielomianéw A, B, C. W tym celu wynajdzmy n. W. W.
dwdch ktérychkolwiekz nich, np. A i R; niech M bedzie tg n. W. W.,
wtedy n. W. W. wzgledem M i C bedzie zgdang n. W. W. wzgle-
dem A, Bi C.

Gdyz kazda wspélna wielokrotna dla M i Cjest zarazem
wspoblng wielokrotng dla A, B i C na zasadzie § 121. Réwniez:
kazda wspolna wielokrotna dla A i B jest wielokrotng wzgledem
M, na zasadzie § 122: stad kazda wspdlna wielokrotna dla M i C
jest wspolng wielokrotng dla A, B i C. Przeto najmniejsza wspol-
na wielokrotna dla M i C bedzie najmniejsza wspo6lna wielokrotng
dlaA, B iC

124, W podobny spos6b mozemy znalez¢ najmniejszg wspol-
na wielokrotng i dla czterech wielomiandw.

125. Teorye najwiekszego wsp6lnego dzielnika i najmniej-
szej wspdlnej wielokrotnej nie sg niezbednie potrzebne do nastep-
nych rozdziatéw niniejszego dzieta; dlatego tez jezeli uczacy sie
znajdzie w rozumieniu tych teoryi jakiekolwiek trudnosci, moze je
odtozy¢ do czasu, gdy studyowac bedzie teorye réwnan. Za to za-
dania dotgczone do poprzedniego ido niniejszego rozdziatu muszg
by¢ starannie przerobione z powodu ¢wiczen, jakie podajg we
wszystkich zasadniczych dziataniach algebry.

PRZYKLADY XIlL

Znalez¢ najmniejszg wspo6lng wielokrotng wzgledem nastepu-
jacych wyrazen:

1 12 adzx, 18abzx3 2. (@a—h2 a2—h2
3. 4a (a-j- h), 6b (a3 + 63 4. a2— 62 a3—b3
5. 12x2-f-5&#— 3, 6x3-j- x2— Xx.

6. x3—7x —6,x3+ 8x2 1/ -} 10

7. x* f- x3-(- 2x2-\-x -j- 1, x* — 1L

8. 4a’dzx, 6ab3x2 18axdhc3
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9. 15 (a% — ab2, 21 (a3 — ab?), 35 (ab2-j- b3.
10. X2 1, xi-(- 1, x8 1.
11. x2+ 3* + 2,x2+ 4da; 3, «2—4ox -(- 6.

XI1V.
Utamki.

126. W tym i nastepnych czterech rozdziatach moéwi¢ be-
dziemy o utamkach: przekonamy sie z nich, ze prawidta na dziata-
nia z utamkami w algebrze zupetnie sg podobne do tych prawidet,
ktére juz znamy z arytmetyki.

127. Przez wyrazenie ”~ oznaczamy, ze pewna jednos$¢ jest
podzielona na b czesci rdwnych i ze takich czesci bierzemy a. Tu-
taj ™ nazywa sie utamkiem; a nazywa sie licznikiem, b zas mia-

nownikiem. Tym sposobem mianownik pokazuje, na ile czesci
réwnych jednos$¢ zostata podzielona, a licznik — ile takich czesci
bierzemy.

Figura zatgczona przedstawia przya= 3, b= 7

0 ﬁl i
Kazda catkowita, lub wyrazenie catkowite moze by¢ uwazane
jako utamek, majgcy za mianownik jednos$¢; tak np.:

b-4c
a= T b+ ¢c= —3—
128. Aby wyrazi¢ ulamek w postaci liczby catkow

z ukamkiem, czyli ilo$ci mieszanej, uzywamy nastepujacego prawi-
dta zaréwno w algebrze, jak i w arytmetyce:

Nalezy podzieli¢ licznik przez mianownik tak daleko, jak tylko
mozna, i doda¢ do ilorazu utamek, majacy za licznik reszte, a za mia-
nownik dzielnik.

Przykiady:

24a _ 4., 3t



a+ b a' a-j-b’
X*  QxJdr 14 _ -a + 2 -2
x2—3x + 4 X ''x2— 349 -f 4 *  Xx2— 3te-)-4

Zwracamy tu uwage uczacego sie na przejscie od przedostat-
niego do ostatniego wyrazenia; przejscie to jest w rzeczywistosci
przyktadem na uzycie nawiasu, mianowicie:

f- (— x -(- 2) = — (x — 2)

129. Prawidto na pomnozenie utamka przez liczbe
kowitg:

Nalezy albo pomnozy¢ licznik albo tez podzieli¢ mianownik
przez tez catkowita.

W rzeczy samej: niech * oznacza jakikolwiek utamek, a cja-
kakolwiek liczbe catkowitg; wtedy bedzie X c— Gdyz w ka-
zdym z utamkéw ~ i jednos¢ jest podzielona na jednakowg
liczbe czesci 5; lecz w utamku , Crazy wiecej tych czesci jest

wzietych, anizeli w 7, stad jestcrazy po
To jest dowodem pierwszego sposobu wyrazenia prawidia.

Dalej: niech §* oznacza jakikolwiek utamek, a c jakagkolwiek
liczbe catkowity; wtedy bedzie~ X c¢= . Gdyz w kazdym
z utamkéw N i N .taz sama liczba czesci jest wzieta, mianowicie
«; lecz w ulamku ~ kazda cze$¢ jest ¢ razy wieksza od kazdej
czesci w utamku albowiem w ~ jednos¢ jest podzielona na cra-

zy wiecej czesci, anizeli w stad-,-jest crazy wiekszeod ©

| to jest dowodem drugiego sposobu wyrazenia prawidia.
Rozumowanie powyzsze mozna sobie utatwi¢ za pomocg rysunku.
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130. Prawidlo na podzielenie utamka przez liczbe
kowitg:

Nalezy albo pomnozyé mianownik przez tg catkowita, albo tez
licznik podzieli¢ przez tez catkowita.

W samej rzeczy: niech ~ oznacza jakikolwiek utamek, ac

. . . . .a a . a

jakakolwiek liczbe catkowitg; wtedy bedziey-:e= y-. Gdyz -y
a

1
jest ¢ razy wieksze od na zasadzie § 129; zatem e jest ~ cze-

$cig utamka ya .
To stanowi dowdd pierwszego sposobu wyrazenia prawidia.

ac
Dalej: niech znowu -y - oznacza pewien utamek, a c liczbe
catkowitg; wtedy bedzie ~ :c = y. Gdyz y—jest c razy wiek-

, 1 .
sze od ?/ na zasadzie § 129; aprzeto & jest— czescia utamka ?C .

| to jest dowodem drugiego sposobu wyrazenia powyzszego
prawidia.

131 Jezeli licznik i mianownik jakiegokoliciek utamka
mnozymy przez jedng i tez samag liczbg catkowita, wtedy wartosé
utamka nie zmieni sie.

Gdyz jezeli licznik utamka pomnozymy przez pewng catkowi-
tg, wtedy utamek bedzie pomnozony przez tez catkowitg; wypadek
ten zostanie podzielony przez tez sama catkowita, gdy mianownik
bedzie przez nig pomnozony. Lecz gdy jakgkolwiek liczbe pomno-
zymy, a hastepnie wypadek podzielimy przez jedng i tez samg
liczbe catkowitg, wtedy wypadek ostateczny mie¢ bedzie takg samag
wartosé, co i dana liczba.

Toz samo moze by¢ wyrazone jeszcze w ten sposob: jezeli
licznik i mianownik utamka podzielimy przez jedng i tez samg
liczbe catkowita, wtedy warto$¢ utamka sie nie zmieni.

Oba te sposoby ustnego wyrazenia powyzszej wiasnosci utam-

kéw sg zawarte w wyrazeniu algebraicznem: y =

Agra o
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Twierdzenie to jest bardzo wielkiej wagi: — wiele dziatan

z utamkami na niern sie opiera, jak to zobaczymy w nastepujgcych
rozdziatach.

PRZYKELADY XIV.

Nastepujace utamki wyrazi¢ w postaci ilosci mieszanych:

1 25x 2 36 ac 4c
c2-f- 3% —+ 2 4 x* -j- 1
X -)-3 Tox—1
Pomnozyc¢:
k 4a2 8@+ V)
5- b2 Przoz 36- " 9 (a2— b2 przez 3 (a —h).
Podzieli¢:

7. 8—2przez 2X.
3y

10 (a3 — bJ)
G0 przez 5 (a2-4- ao -+ 02.
xe—1

przez a2 1.

XV.

Skracanie utamkow i sprowadzanie ich do
wspolnego mianownika.

132. Zastosujemy teraz twierdzenie, wyrazone w § 131 do
dwdch waznych dziatan: do wyrazania utamkoéw w najprostszej

postaci czyli skracania utamkoéw, i do sprowadzania utamkéw do
wspo6lnego mianownika.

133. Prawidlo na skracanie utamkoéw: Nalezy podzieli¢
licznik i mianownik utamka przez ich najwiekszy wspdlny dzielnik.

. 16 aAhZz . . .
Naprzyktad: wyrazi¢ utamek ——ypy w najprostszej postaci.
N. W. D. licznika i mianownika jest 4 a®2\dzielgc tak licznik, jak

4
i mianownik przez 4 a®2 otrzymamy na zadany wypadek _%E. To



G/

. 4ac . . IG a*bzx . .
jest: utamek - | jest réwny lecz jest wyrazony w prost-
szej postaci; a nawet mowimy, ze jest wyrazony w najprostszej
postaci, gdyz juz uproszczony dalej byé nie moze za pomocg za-
sad, wytozonych w § 131.

¥ 4ac 3

Dalszy przyktad: wyrazi¢ ubamek ~ _ 9al» _ 15x + 18
W najprostszej postaci. K. W. D. dla licznika i mianownika jest
X — 3; dzielgc i licznik i mianownik przez x — 3, otrzymamy za-

x — 1
dany wypadek: ~ + 3x _

W niektérych przypadkach mozemy poznaé, ze licznik i mia-
nownik majg wspolny czynnik, nie uzywajac prawidta na wynaj-
dywanie najwiekszego wspdlnego dzielnika. Tak np :

@ —b2—c2 @a—b+cga—b—c) a—b-j-c
a2— (b-j-¢)2 (@-]-b-jrc)@a—b—c) a-f-b-j-c

134. Prawidto na sprowadzanie utamkéw do wspoéin
mianownika. Nalezy pomnozy¢licznik i mianownik kazdego z utam-
kow przez iloczyn mianownikéw pozostatych utamkéw.

Naprzyktad: sprowadzi¢ utamki b ‘ do jednakowego

mianownika.
a adf c cbf _ e __ebd
T =bdf T dbf 5J — Jbd'

Tym sposobem adf — cbf

bdf * dbf fbd 2 utamkami tych samych

odpowiednich wartosci, co i utamki i — i majg tenze sam

1

mianownik bdf.

Prawidto, podane powyzej w tym paragrafie, daje moznos¢
sprowadzenia zawsze utamkéw do wspdlnego mianownika, ale nie
zawsze do najmniejszego wsp6lnego mianownika. Dlatego tez do-
godniejszg jest czesto rzecza uzywac innego prawidta, ktére w tej
chwili podamy, i za pomoca ktérego mozemy utamki sprowadzic¢
do najmniejszego wspo6lnego mianownika.

135. Prawidto na sprowadzanie utamkéw do najmniejsz
(najnizszego, patrz § 95) wspdlnego mianownika.
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Nalezy znalezé najmniejsza wspdlna wielokrotng wzgledem mia-
nownikdw, i pirzyja¢ja za mianownik wspolny, dla wynalezienia za$
nowego licznika kazdego utamka nalezy pomnozy¢ kazdy z licznikéw
przez iloraz, powstaty z podzielenia mianownika wspdlnego przez
mianownik, odpowiadajacy temuz licznikowi w danym utamku.

NaPrzydad: utamki 72 D ox x_y sProwadzié do najjmniejj-
szego wsp6lnego mianownika. Najmniejsza wspolna wielokrotna
wzgledem mianownikoéw jest xyz, i

a ax b by c cz

yz Xxyz ' zx Xyz ' Xy  Xyz

PR ZY KLADY XV.

Nastepujace utamki wyrazi¢ w najprostszej postaci:

12 aAX > a2-f~ ab
18a2y " a2— ab

, 4@\b2 , X2 10x + 21
5@2—hbl" " x2— 2x — 15

6. x2 - (@ + b)x -j- ab 6 x2— [a -\-b) x-\- ab
x2-j- (@ + ©) x -j- ac " x2-]-(c—a x —ac

X2— 2 ax - a2
Xx3— 2ax2-f- 2ax » a3

Nastepujace utamki sprowadzi¢ do najmniejszego wspdélnego
mianownika:

8 3 4 5 9 1
" 4x’ 6x2' 12a3’ Tox-j-1 4x+4 7 x2 1
10. a _a-J-x ax
X—a' x2-j- ax -{- 2’ x3— a3
1 1
11.

x2— (a—6) x-\-ab ' x2— (a—=€) x-\-ac ' x2— (&—=€) x-\-bc *
XVI.

Dodawanie i odejmowanie utamkow.

136. Jezeli mamy do czynienia bezposrednio z pewn
wielkosciami, np. z dtugosciami, wtedy dodawanie i odejmowanie
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wielkosci utamkowych odbywa sie zupetnie tak samo jak catkowi-
tych: dodajemy je lub odejmujemy za pomoca cyrkla lub innego
odpowiedniego przyrzadu. Azeby zastgpi¢ to dziatanie rachun-
kiem, wprowadzamy nastepujgce okreslenie dodawania i odejmo-
wania utamkdéw. Sumag [réznica] dwoch utamkoéw, majacych jedna-
kowe mianowniki, nazywamy utamek, majacy tenze sam mianownik,
a licznik réwny sumie [réznicy] licznikéw utamkéw danych. Wyra-
za sie to za pomocag wzoru a.,c_atc .

Zgodnos¢ obu dziatan tatwo uwidoczni¢ za pomoca rysunku.

Prawidto na dodawanie i odejmowanie utamkéw bedzie wiec:
Nalezy sprowadzi¢ utamki do wspdlnego mianownika, i nastepnie
dodac¢ lub odjaé liczniki, i podpisaépod suma, lub réznicg mianownik
wspolny.

|
Przyktady. Doda¢é =~ do —. Poniewaz te utamki ma-

ja juz jednakowy mianownik, przeto:

a--c a—¢ a-j-c-jra—c 2a
~b ' b~ ~— b~ ~b

Od]? 4a : 36 odjaé

4 a— 36 3u— 46 4a— 36 — (3a— 46)
c c c
i a—36 —3a-j-46_a-j-6
c c
Wszystkie dziatania uczacy sie powinien wykonywaé w zu-
petnosci, tak jak to jest pokazane w ostatnim przyktadzie, w celu
unikniecia pomyiek.

Dodac: a_-F%do a—6
Tutaj mianownikiem wspélnym bedzie iloczyn z a -f- 6 przez
a— 6, to jest «2— 62
c c(a— 6 c c (a—4-9)
a a< 62’ a a2- 62
c@—6-(-c(@-f 96
a--6 a—=6 a'
ca— cb )—ca— cb 2ca
a2— 62 a2— 62

Przeto
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ca{-b ., a—

Od: a— b odjac: a\b

Mianownikiem wspélnym jest a2 — b2
a-f-b_ @€b2_a—b (@a—=6)2

a—b a2—i2' a-j- a2— 2
Przeto:
a-\-b a—b_ (@a-]-bh2— (@a —&2_
a—b a-\-b a2— 62
a2-)-2ab b2— (a2— f-bl__  4ab
a2— 62 ~ a2— &'
*4-1 4%2—3%4-2

0d: x2_ 4x A. 30dMc 4a;3 _ 9*2— 15*+18 *
Na zasadzie § 120, najmniejsza wspdélna wielokrotna mia-

nownikoéw jest:
*— 1) (*— 3) (4x2+ 3* — 6);

X 1 . * 1) (4*2-j- 3* —6)

X2—4%* -j- 3 *—1) (x—3) @x'-j-3*—6)"’
4*2— 3* -}-2 - (4*2—3* -f-2) (* — 1
4*3— 9*2— 15* -f-18 *—0H(*—3) 4*243*— 6)°

Przeto:
*-)-1 4*2— 3* f- 2

*2— 4* (-3 4*3—9*2— 15* -]- 18
(* -I- ) 4*2-j- 3% — 6) — (4*2—3* -)- 2) (* — )2
= (*— 1) (*— 3)(4*2-f 3* — 6)
4*3-f- 7x2—- 3* — 6 — (4*3- 7*2+ 5* - 2)
=1 —23((4*2-]-3* — 6
14*2— 8* — 4
*—1D*—23 @4*2-j-3* 6
137. Niekiedy wypada nam zamieni¢ ilo$¢ mieszang na |
mek] jest to po prostu jeden z przypadkéw dodawania lub odejmo-
wania utamkow.
Przyktady:
ac-(-b

L 2ab  a(@a-j-b) 2ab a2f3ab
a+ 6 a-\-b a-j-b * a-\-b a+ b
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X —2 _ a3 X —2
X x2—3&£34 1 x2—3*-]-4
B—55 12—-(T—2) _ x3- 0B{12 —x 2
c2— 3x-)-4 ai2— 3q -f- 4
— 6x -j- 14

g2— 3a -f- 4°'

138. Moga sie takze przytrafi¢ wyrazenia, w ktérych na
wykona¢ i dodawanie i odejmowanie. Tak naprzyktad, przy-
pus¢my, ze mamy uproscic:

a . ab a2
b2 I-f b2

najmniejsza wspélna wielokrotna dla mianownikéw bedzie:
(a2— b2 (a? - b2, to jest ad — ¥.

a a(a—b) (a2-j- ¥) a4 — a®b -j- ab2— a53
a+ & ad- 54 ad- ¥
ab a& (a2-f- 52  a3b -)- ab3
a2- b2 n4d —y ad—y
a2 a2(@a2— 52 ai—an2
a2-f 52 ad— 54 ad— ¥
Przeto: ab
a—b b2 a2-f-b2 m
_ai— ad -f ab3— ab3-j- aPb -(- ab3 — (a4— a2 _
ad— b4
_ a4 —ad-)- ath2— ab3-]- add + ab3— a4d-f- « 52 2aXk2
ad— ¥ = NMrZT&4 -
139.

W tym rozdziale pokazaliSmy, jakim sposobem mo
kilka utamkéw potaczy¢ w jeden.

Odwrotnie: mozna jeden utamek roztozy¢ na kilka utamkow,
jezeli to uwazamy za potrzebne. Naprzyktad:

3 bc—;4ac-f- 5ab 3bc 4ae . bab 3 .
abc abc abc 1 ab¢ a b ' ¢

PRZYKLELADY XVL

Znalez¢ wartosci nastepujacych wyrazen:
1 3a— 55 (2a—b—c, a-\-b [
' 4 1 3 ' 12
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) 1 b
" a—b” a-j-b’ a 0
4 a i 3a 2ax
a—Xx la+ x a2— x2'
5, e - b —2a 3x (a
x—Db X+ b N x2—
6.
X+ 1~ x-V
7 1 X —Yy . Xy — 2x2
" X—Yy X2-j-xy Fy2' x3—y3
8 1 1 3 3
" x—3a x-j-3a x-\-a x—a'
XVII.
Mnozenie utamkow.
140. P>#ez iloczyn dwoch utamkéw rozumiemy utamek,

rego licznik jest iloczynem licznikéw, a mianownik iloczynem mia-
nownikéw utamkéw danych. Okreslenie to mozna wyrazi¢ za po-
mocg nastepujacego wzoru:

a c ac
b ' d bd
W przypadku szczegélnym, kiedy oba mianowniki sg réwne
jednosci, wzdr ten przedstawia mnozenie liczb catkowitych, gdyz
~=3a —¢ =ac ;jezeli jeden z mianownikéw np. d jest

réwny jednosci, drugi rézny od jednosci, wtedy otrzymamy wzér
8 129 na mnozenie utamka przez liczbe catkowita:

a ac

Okreslenie tutaj podane jest wiec zgodne z tern, co dotad wie-
my o mnozeniu. Spos6b mnozenia wiecej niz dwdch utamkow ta-
two z powyzszego okreslenia wyprowadzié.

141. W 8§ poprzedzajgcym pierwszy raz mieliSmy do czynie-
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nia z mnoznikiem utamkowym. Azeby znaczenie jego zrozumiet,
zauwazmy, ze podtug § 129

ac__ a
bel Td'°’
za$ podiug § 130:
a__a
M ~T

Jezeli wiec-r- podzielimy na d czesci réownych, to kazda
z tych czesci bedzie jezeli czesci takich wezmiemy c, to otrzy-
ac .
mamy -. Innemi stowy:

Jezeli mnoznikiem jest utamek, wtedy dla otrzymania iloczynu
nalezy mnozna podzieli¢ na tyle czeSci rownych, ile jednosci zawiera
mianownik mnoznika, i czesci tych wzigé tyle, ile jednosci zawiera
licznik mnoznika.

Mnozna moze byé przytem réwnie dobrze catkowita jak
utamkowsa.

Jezeli oba czynniki sg dane jako liczby oderwane, wtedy obo-
jetna jest rzeczg, ktory z nich wezZmiemy za mnozng, ktéry za
mnoznik; jezeli jednak jeden z czynnikéw jest dany bezposrednio
jako wielko$¢, wtedy dogodnie jest przyjmowaé go zawsze za
mnozna.

Na zalgczonym rysunku mnozng jest odcinek p, mnoznikiem
utamek 4.

=]

142. Damy teraz kilka przykladéw. Zanim wykona
mnozenie tych czynnikéw, ktérych iloczyn bedzie nowym liczni-
kiem, jako tez i tych czynnikéw, ktorych iloczyn bedzie nowym
mianownikiem, powinnismy najprzéd przekona¢ sie, czy sa jakie-
kolwiek czynniki wspdlne w liczniku i mianowniku, a to w celu
opuszczenia ich, przez co wypadek bedzie uproszczony; patrz § 133.
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Pomnozy¢ a przez

a a b ab
c

11
Stad widzimy, ze a.— i — sagréwnoznaczne, tak np.
X Ex ., 1. .. Oov. 2X — 3
4 e-r-=-e; 1rownie:-j- {2x — 3) = -r—

.o X X
Pomnozyé: — przez —
y

X X X

YT ouxy w1

y
wiec
yi r
. .3 a Sc
Pomnozyé: przez -g-
3a Sc 3aX 8c 2cX 12a 2c
Th X Ta 46 X 9a 3b X 12-a 36

. 3«2 4 («2— 62
P =
omnozy¢ przez 3ab
3a2 " 4 (a2*—62 _ 4a(am-b) X 3a@+r b 4da@—Db
(« + 3ab b(«+ Bx 3a@+ i) b@+ b
Pomnozy¢: — —-f- 1przez -ja Z - 1
a2 b2 . ab az 4~
r+ 7 + 1 ab " ab- ab ab
a? 62 ab a2-f 62_ ah
b*a "1 a ~a a ~Tib '
a2-)- 62-(-ad «2-j-62— ab («3— £2— a& (a2-)- b2— ab)
ab ab a2
(@2-(- 622— « 62 ai -f- 64-j- « B2
a2 a2
Albo tez mozemy tak postgpic:
a . b
+ -+ 1

a 1 T~T
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12 + 24
&"N a \b ' T+T =-*
a przeto:
/a . « 62
o H—~f 1 s g D—pot 2+
bb+1 42 *i.
Oba te wypadki sg jednakowe, gdyz:
2 & o« -f k4+ a2
F+ 72'"f" 1 a22
Pomnozyé¢: I—r 2 rzez i przez ab
ye. 6+ i2 P P 1—a

MoglibySmy pomnozy¢ przez siebie najprzéd dwa pierwsze
czynniki, a nastepnie iloczyn pomnozy¢ oddzielnie przez b i przez

- — i te iloczyny doda¢; lecz dogodniej jest zamieni¢ ilos¢ mie-
a

-

ab
szana: b -j- na utamek.

1
Tym sposobem:
. ab b(l—a)-)-ab
1—a l1—a l—a
Wiec:
I- a\ 1- b\ 1—«2@—b2b 1—0b
b-j-b2”~ a-]-a2n 1 b@+ ba(@-f-«) (1 —«) fl

PRZYKLADY XVil

Znalez¢ wartosci nastepujacych WyraZeﬁ'

. 2a . B2 c2f
1 %Eer‘é !)CX_Xab
3 @+ lvx+2 x—1

Tox—1 x2— 17 {x + 2)2'
r la b c 2\ / 2c \

*lhe ar ab al/ \ a-]-b+ ¢
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XVIII.
Dzielenie utamkéw.

143. llorazem, dwoéch utamkéw nazywamy utamek, ktorego
licznikiem jest licznik dzielnej pomnozony przez mianownik dzielni-
ka, a mianownikiem — mianownik dzielnej pomnozony przez licznik
dzielnika.

Okreslenie to mozna wyrazi¢ za pomocg Wzoru:

a ¢ ad
b'd be’
ktéry przy d — 1 przedstawia znane nam juz wypadki dzielenia

przez liczbe catkowitg. Jezeli utamek < nazwiemy odwrdéconym

wzgledem -j-, to mozemy prawidto na dzielenie utamkéw wyrazi¢

w ten sposob: nalezy dzielng pomnozy¢ przez odwrécony dzielnik.

144. Podobnie jak w § 141 dla mnoznika, tak tutaj dla dziel-
nika utamkowego tatwo dowies¢ nastepujgcego twierdzenia:

Jezeli dzielnikiem jest utamek, wtedy dla otrzymania ilorazu
nalezy dzielng podzieli¢ na tyle czesci rownych, ile jednosci zawiera
licznik dzielnika, i czesci tych wzigé tyle, ile jednosci zawiera mia-
nownik dzielnika.

Rysunek zatgczony przedstawia rezultat z podzielenia odcin-
ka p przez 34

145. Damy teraz kilka przyktadow:
Podzieli¢: a przez ~

a2 a ac
T 1 T:c¢ b

1 T RAYAS ~
Podzieli¢ 26 Przez B e



77

3a 9a 3as 8c_20X 12a 2c
Th :87= Th x 9a~ 3b X 12a= 36"
..., ab — 62 2
Podzieli¢: @-f 62

ab — 62 62 ab — 62 a2— 62

@-j- 62" a2— 62 (a— 62X TT"

6(a 6)(a+ 6)(a— 6 @- 6p

62(a -(- 6)2 6@ 6

Wyrazenia utamkowe ztozone moga by¢ upraszczane przez
zastosowanie prawidet poprzednio podanych, a odnoszacych sie do
utamkéw. Nastepne przyktady objasnig uzycie tych prawidet:

U roécie!a t} a— b\ la-j-b a— 6\

P \a_ ¢ a6/ \a—6 a-f6/

a-)-6 a—6_ (a-f6)2-j-(am-62 2a2+ 262

a—6 "' a-f-6 (a— 6) (a-f- e a2—a62
a-f6 a—6_ (@af6)2—(a—62__ 4ab
a—=6 ad-6 (@a— 6) (a-)-b a2— 62"
2a2-j-262 4ab6 2a2-]-262v/ a2— 62 a2-j- 62
a2— 62 'a2— 62 a2— 62 X 4ab 2ab6
W tym przyktadzie z czynnikami a — 6 i a -j- 6 zostalo wy -
konane mnozenie, i iloczyn a2— 62 byt uzyty zamiast (a + &

(a — 6). W ogolnosci jednak korzystniej jest nie wykonywa¢ mno-
zenia czynnikéw w ciagu dzialania, moze sie bowiem przytrafi¢
sposobnos$¢ opuszczenia czynnikéw wspélnych w liczniku i miano-

wniku. Mnozenie takie nalezy pozostawi¢ na sam koniec w osta-

tecznym wypadku.

Uproscic:



4 4
len N"a= 1v 4
4 1 A 3-)-3a 3+ 3a'’

PRZYKELADY XVIIL.

Podzieli¢:
4 .
1 rags u 2abh2 0 3a2:f_i:4 4 ad6x2
oxzy 15xy2 4x2yizl Przez W /
3. —5—-przez----—----
-y X—Yy
4 a3-1- 3alx -j- 3ax24- x% (A -)- x)2
S T e N
! N = Przez yo___ gy 42
.72 1 Qnh — n .
N
> c2— a2--b2+ 2ab przez6+ c
582 1 rzez x + 1
‘5 p 5 m
7 #a 9r4 rzez X a
" a4 P a X
2 a2 X
8. 1+ -z- przez— - 1 +
ar a X

Uprosci¢ nastepujace wyrazenia:

6
X —6 X —a
9. , 10. (x— b) (x — ©)
* X —6
11. 1
1+ —
1 X
12. 2X y r

+ A +
X+Yy X—y x2— if) \x+y
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XI1X.
Uogodlnienia dziatan arytmetycznych.

Uwaga*). Dotychczas oznaczaliSmy za pomoca li-
ter wytgcznie liczby naturalne, t. j. liczby catkowite dodatnie;
teraz nadamy literom znaczenie ogdlniejsze, a mianowicie
oznacza¢ bedziemy literami wszelkie liczby, jakie dotad po-
znalismy: catkowite | utamkowe, dodatnie i ujemne oraz O.
Tak np. gltoska p oznacza¢ moze % — 7, —*IF— ,0, i1t d.

Wszystkie takie liczby nazywamy liczbami wymiernemi .
Na podstawie rozdziatow poprzedzajacych mozna wy-
prowadzi¢ nastepujace twierdzenie: Cztery dziatania arytme-
tyczne, t. j. dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie,

z wyjatkiem dzielenia przez 0, mozna wykonywaé¢ nad wszel-

kiemu liczbami wymiernemi, i rezultatem dziatan jest pewna

oznaczona liczba wymierna.

Przy dowodzeniu tego twierdzenia przyjmuje sie naste-
pujace zasady:

Wartos$¢ iloczynu pozostaje bez zmiany, jezeli zastapi-
my mnozng przez mnoznik, amnoznik przez mjiozna {jpg= gp)-

Jezeli iloczyn jest réwny O, to przynajmniej jeden z czyn-
nikéow musi by¢ takze = 0, (jezeli ab= 0, to albo a = 0, albo

b= 0,alboa= b= 0).

MIli*. W 88 141 i 144 oznaczaliSmy odcinek linii prostej za
pomocg jednej gtoski (p), zastrzegajgc przytem, Zze obojetnem jest,
czy odcinek ten mierzy sie catkowitg liczbg jednostek dtugosci, czy
utamkowa. Taki sposéb oznaczania wielkosci jest w praktyce bar-
dzo dogodny, choéby z tego wzgledu, ze jest znacznie prostszy,
anizeli wyrazenie utamkowe. Po6zZniej, zwlaszcza w nauce o réwna-
niach, przekonamy sie o pozytecznosci tego uogoélnienia.

Odtad wiec gtoski oznaczaé bedag zardicno wielkosci catkowite
jak i utamkowe', gdyby w danym wypadku pewnej gtosce nalezato
nada¢ znaczenie wylgcznie liczby catkowitej, zrobimy o tern
osobne zastrzezenie.

*) Uwaga ta moze zastgpi¢ 88§ 146 — 153, ktére dla poczatkujacego
sa zbyt trudne.
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Poniewaz przy rozwigzywaniu zadan sposobem algebraicznym
okaze sie potrzeba oznaczania za pomoca gtosek wielkosci, ktére
dopiero znalez¢ mamy, a wiec o ktérych nie wiemy, czy okazg sie
dodatniemi czy ujemnemi, przeto gtoska bedzie odtgd mogta ozna-
czac zaréwno loielkos¢ dodatnig jak ujemna, lub w przypadku szcze-
gélnym 0. Nieraz jednak wypadnie czyni¢ ograniczenia pod tym
wzgledem; nie kazdy rodzaj wielkosci moze przyjmowac wartosci
ujemne.

147*. NauczyliSmy sie juz czterech dziatan arytmetycznych
nad iloSciami utamkowemi i ujemnemi, co daje nam mozno$¢ uzu-
petnienia tabliczek, podanych na poczatku ksigzki. Przedewszyst-
kiem jednak opiszemy w sposéb mozliwie Scisty te uogodlnienia
dzialan arytmetycznych, ktére juz poznaliSmy, oraz wprowadzimy
niektére nowe uogodlnienia.

Dodawanie i odejmowanie liczb ujemnych i utamkowych nie
przedstawia zadnych trudnosci po tern, co sie méwito w rozdzia-
tach poprzednich. Roéwniez tatwo jest wprowadzi¢ do rachunku
liczbe 0. W tym celu damy nastepujace okres$lenie tej liczby, zgo-
dne z tern, co bylo powiedziane we wstepie, ale Scislejsze: zerem
nazywamy réznice dwoch wielkosci rownych. Wyraza sie to nastepu-
jacym wzorem:

a—a—b—b= O (@)
Z tego wypada:
a+ 0= a-f6 — b—a. i 2
a—0=a—(b—b= a—b + b= a.
0+ 0= 0—0 = 0 .rrrrrrrieeneeen 4)
+ 0= - 0 (5)

Liczby, jakie dotad poznalismy, t. j. liczby dodatnie, ujemne,
catkowite i utamkowe oraz zero, nazywamy ogdlnie liczbami wy-
miernemi. Jak to wyzej widzieliSmy, dziatania dodawania i odej-
mowania mozna wykonyioa¢ nad wszystlciemi liczbami wymiernemi.

148*. Mnozenie okresliliSmy we wstepie, zgodnie z tern, co
wiemy z arytmetyki, jako szczegélny przypadek dodawania, wkté-
rem wszystkie sktadniki sg sobie rowne. Skiadniki te sg réowne mno-
znej, liczba sktadnikéw — mnoznikowi. Poniewaz w § poprzednim
rozszerzyliSmy juz dodawanie na wszelkie liczby wymierne, wiec
mozna na tej zasadzie wykonywaé mnozenie, o ile tylko mnoznik jest
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liczbg naturalng, bo taka tylko moze by¢ liczba sktadnikéw. Piszac
mnoznik na pierwszem miejscu, mnozng na drugiem, otrzymamy:

Q. (—D) = — D e, )
a ca
CT=T oo, @
N.0 = 0 oo, @)

Wzory (1) i (2) znamy juz z poprzednich rozdziatow, wzor (3)
wypada z § 147 (4). Dla iloczynu, w ktérym mnoznik nie jest
liczbg naturalng, okreslenie pierwotne mnozenia nie daje zadnego
znaczenia. lloczyn taki otrzyma jednak catkiem okreslong wartos¢,
jezeli wprowadzimy nastepujgce okreslenie uzupetniajace: wartosé
iloczynu pozostaje bez zmiany, jezeli zastgpimy mnoznik przez mno-
Zng a mnozna przez mnoznik, czyli, jezelip i g oznaczajg jakiekol-
wiek liczby wymierne

Okreslenie to jest dopuszczalne, poniewaz zalezno$¢ w niern wy-
mieniona ma rzeczywiscie miejsce w przypadku szczegdlnym, Kkie-
dy oba czynniki p i g sg liczbami naturalnemi, a wiec kiedy oba ilo-
czyny pqg i gp mozna utworzy¢ niezaleznie od siebie.

W ten spos6b dostaniemy:

(—b).a= —ab
a ac
0.n = 0.

Wzory te nie wyczerpuja jeszcze wszystkich wypadkéw mo-
zliwych, wskutek czego okazata sie potrzeba wprowadzenia jeszcze
dwoch okreslen

(—a(—b= ab(§61)i

a ¢

y ul u (§ 140)
ktére zresztg mozna zastgpi¢ zadaniem ogélnem, azeby wzory (1)
* (2) zachowaty swoje znaczenie i w tym icypadku, kiedy litery ivnich
zawarte oznaczaja jakiekolwiek liczby wymierne. W rzeczy samej,
jezeli tak jest, to podstawiwszy we wzorze (1) — a zamiast a, otrzy-
mamy:

(—a)(—=b= —[(—=«9&] = —( ab)= ab(§49).

Algebra. 6
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£
Podobniez, przyjmujac we wzorze (2) zamiast ¢, dostaniemy:

Ta o2
¢c a_a _ d_ d_ac
d'b b b ~~ bd bd 19

Jezeli wreszcie zazgdamy, azeby i wzor (3) byt prawdziwym
dla kazdej liczby wymiernej, to otrzymamy rezultat, ze jezeli w ilo-
czynie liczb wymiernych przynajmniej jeden z czynnikéw jest zerem,
to i wartos¢ iloczynu jest réwna 0.

| odwrotnie: jezeli iloczyn jest rowny 0, to przynajmniej je
z czynnikdio musi by¢ takze rowny 0. Bo w przeciwnym razie oba
czynniki miatyby albo znaki jednakowe, albo rézne; w pierwszym
przypadku iloczyn bytby dodatni, w drugim ujemny, awiec w ka-
zdym razie rézny od zera, co sie sprzeciwia zatozeniu.

Uogo6lnienia wymienione w tym § pozwalajg nam wykony-
waé dziatanie mnozenia nad wszelkiemi liczbami wymiernemi.

149 *.  Jezeli dwa iloczyny dwuczynnikowe, zawierajace po
jednym czynniku wspélnym réznym od zera, sag sobie réwne — to
i pozostate czynniki sg takze réwne.

Twierdzenie to wyraza sie za pomocg wzoru: jezeli ac = b,
crézneod 0, to a = h.

Prawdziwo$¢ tego twierdzenia dla liczb dodatnich wyptywa
stad, ze jezeli a jest wieksze od b, to i ac jest wieksze od bc, jezeli
za$ a mniejsze od b, to ac mniejsze od b\ moze wiec by¢ tylko wte-
dy ac = bc, jezelia = h.

Jezeli c jest ujemne, a dodatnie, to i bmusi by¢ dodatnie,
gdyz inaczej ilos¢ ujemna ac bytaby réwna ilosci dodatniej bc, co

jest niemozliwe. Przyjmijmy ¢ = — c', gdzie c¢' jest dodatnie.
Bedzie:

ac= a.(—¢c¢)— —a-, bc= — bcs
jezeli ac = bc, to — ac' = — bc', ac' = bc' a wiec, na zasadzie te-

go, coSmy poprzednio dowiedli, a = b.

Jezeli c¢ jest dodatnie, a ujemne, to i b musi by¢ ujemne.
Przyjmijmy a — — b= — b', bedzie ac —— a'c, bc = — bc\
jezeli ac — bc, to — a'c — — b'c, a'c = b'c, azatem a' = b', wiec
tezia—b.



Jezeli wreszcie c jest ujemne, a ujemne, to i b musi by¢ uje-
mne: ac — (— a') (—c¢') = ac\bc= bc
jezeli ac = bc, to a'c' = b'c, a' = b, awieca=b.

Gdyby jednak byto ¢ = 0, to zawsze bedzie ac — bc — 0, ja-
kiekolwiek wartosci przyjelibysmy dla ai b [§ 148 (3) ].

150*. Dzielenie okresliliSmy pierwotnie jako rozktad na skta-
dniki réwne. Okre$lenie to moznaby byto stopniowo uogoélniac,
podobnie jak to zrobiliSmy przy mnozeniu. Predzej jednak dojdzie-
my do celu za pomocg nastepujacego okre$lenia, zawierajacego
pierwotne jako przypadek szczegolny: Podzieli¢ liczbe A przez B
znaczy znalez¢ taka liczbe, ktéra pomnozona przez B daje A.

Jezeli wiec A :B = C, to BC = A

Zastanéwmy sie, czy zawsze mozna znalez¢ zadang liczbe C.

Jezeli B nie jest zerem ale jakgkolwiek inng liczbg wymierna,
wtedy istnieje tylko jedna liczba C, czynigca zado$¢ temu warun-
kowi. Bo gdyby byto A :B = D, to

BD = A = BC,
a wiec na zasadzie § poprzedzajacego D = C. Gdyby jednak by-
to B = 0,toi BC = 0, jakakolwiek wartos¢ przyjelibysmy dla C,
a wiec niema takiej liczby C, ktéra pomnozona przez O databy A.
Dzielenie przez 0 jest niemozliwe, poniewaz jest w sprzecznosci
z wzorem (3) § 148,

W szczeg6lnym wypadku, jezeli i A = 0, kazda liczba C czy-

ni zado$¢ warunkowi

0.C= 0
dzielenie O przez zero nie jest wiec sprzeczne z naszemi wiado-
mosciami dotychczasowemi, ale tez nie prowadzi do okreslonego
rezultatu. Pozatem A i U-zadnym ograniczeniom nie podlegaja,
moga wiec by¢ jakiemikolwiek liczbami wymiernemi.

Wypada z tego, ze dzielenie jest zawsze mozliwe i daje iloraz
oznaczony, o ile tylko dzielnik jest rézny od zera.

Jak znalez¢ iloraz w kazdym przypadku poszczeg6lnym, wie-
my juz z rozdziatéw I X i XVIII.

151*. taczgc to, codSmy dotychczas mowili w tym rozdziale,
mozemy wypowiedzie¢ nastepujgce twierdzenie.

Cztery dziatania arytmetyczne, t j. dodawanie, odejmowanie,
mnozenie i dzielenie, z wyjgtkiem dzielenia przez 0, mozna wykony-
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wac nad wszelTciemi liczbami wymiernemi, i rezultatem dziatania lub
szeregu dziatan jest pewna oznaczona liczba wymierna.

Poniewaz jednak odejmowanie mozna zastgpi¢ przez doda-
wanie tejze samej ilosci wzietej ze znakiem przeciwnym, a dziele-
nie przez mnozenie przez wielko$¢ odwrotng, przeto cztery dziata-
nia arytmetyczne mozna w algebrze sprowadzi¢ do dwoéch: doda-
wania i mnozenia.

152*.  Okreslenie ntamka, jakie byto podane w § 127, wymaga,
azeby zaréwno licznik jak i mianownik byty liczbami naturalnemi.
Okazato sie jednak dogodnem, kazde dzielenie algebraiczne przed-
stawia¢ pod postacig utamka. W tym celu trzeba utamkowi nada¢
odpowiednie znaczenie we wszystkich wypadkach, kiedy licznik
i mianownik sg liczbami, mogacemi by¢ dzielng i dzielnikiem. Mu-
simy wiec znalez¢ odpowiednig warto$¢ dla kazdego utamka, w kto-
rym licznik jest jakgkolwiek liczbg wymierna, zas mianownik ja-
kakolwiek liczbg wymierng rézng od zera.

Azeby to osiggna¢, przyjmujemy:

~y~- — -——-y zgodnie Zz§ 6 8 ......cceeue.nnn. D
-j- = 0 zgodnie z § 148 (3 ) ceeverrivveneennn. 2
_pf) = E zgodnie z 8 131 ...ccccvvieneennnen, (3)

z tern uogo6lnieniem, ze a moze przyjac¢ wartos¢ jakgkolwiek, zas b
i p jakiekolwiek wartosci rézne od zera. Wzor (3) jest wiec wazny
i przy p= — 1, na tej zasadzie otrzymamy znaczenie ulamka
z mianownikiem ujemnym:

a (—1a —a a

:rj:(TT)(’\j):/\__ r e o o o < (
—a_(—Dh(—a_ a
—&—(—Db- b ®

Jezeli wreszcie licznik i mianownik sg utamkami a - JC,toprzyj-
mujac p = bd, bedzie:

bd . ad

bd . be

0 o oo
Q_o"m

zgodnie z § 143.
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WyczerpaliSmy tu wszelkie mozliwe przypadki utamkow,
gdyz utamek z mianownikiem 0O, jako nieodpowiadajgcy zadnemu
przypadkowi dzielenia, nie ma zadnego znaczenia.

Okreslenia mnozenia i dzielenia utamkéw, podane w 8§ 140
i 143, rozciggamy na tak uogo6lnione utamki.

Kazdy utamek mozna przedstawic¢pod postacig utamka, ktére-
go licznik i mianownik sg liczbami naiuralnemi.

153*. WidzieliSmy w § 58, ze jezeli d, b, ¢ sg liczbami natu-
ralnemi, to

c@-]-b)— ac-j- b € cooeeririiis (D).

Jest to whasnos¢ zasadnicza mnozenia, na zasadzie ktérej mozna
mnozy¢ wielomiany. Przekonamy sie teraz, ze przy uogoélnieniach
mnozenia, jakie w tym rozdziale wprowadziliSmy, wklasno$¢ ta jest
takze zachowana. Widzimy to odrazu, jezeli samo tylko c nie jest
liczbg naturalna. Rzeczywiscie, powtoérzy¢ (a -j- b) razy liczbe ¢
jest to to samo, co doda¢ c najprzéd arazy, potem b razy. Réwniez
nie sprawia zadnych trudnosci ten wypadek, w ktérym dane liczby
sa ujemne.

Przypusé¢my jednak, ze a, 5, ¢ sg utamkami, przekonamy sig,
ze i w tym wypadku wzor (1) jest prawdziwym, tworzac oba wy-
razenia tego wzoru niezaleznie jedno od drugiego.

Mech bedzie a = , b= --; wtedy

é(a+lb)= C{A+M =C + = C(M 2+ M j).
a2 b2l a2p2 a2b2
W liczniku ostatniego utamka w nawiasie jest suma dwdch liczb
naturalnych, utamek ten jest wiec rowny
alb2c -j- a2blc
azb2

Podobnie znajdziemy:

ac 4-be = 1; 04 ,(\]20 __agz _,49\?2_ abeCCi-ZJl;zaZblc
Oba wyrazenia sg wiec i w tym wypadku réwne.

154. Dziatania nad utamkami, w ktérych licznik i n
nownik nie sg liczbami naturalnemi, objasnimy za pomocg dwoéch

nastepujacych przyktadow:
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Upi'oscic:
a . b . c
@—b@—c ' b—c)b—a = (c—a (c— b
Drugi utamek zawiera czynnik b — a w mianowniku; czynnik
ten rdzni sie od czynnika a — b, znajdujacego sie w mianowniku
utamka pierwszego, tylko znakiem kazdego wyrazu; na zasadzie
zas$ § 152 (4) mamy:
b - b -
b—2c){b— a b—c(@a—b

Réwniez i mianownik trzeciego utamka moze by¢ przedsta-
wiony pod postaciag, ktora jest dogodniejszg dla nas, gdyz na zasa-
dzie prawidta znakéw mamy:

e—ac—b= (a—c)b—o.

Tym sposobem dane wyrazenie moze by¢é przedstawione pod
postacia:

a b \ c
(a—b@—0 b—c@—b " @—cgb—rc

i pod tg postacig widzimy odrazu, ze n. W. W. wzgledem mia-
nownikoéw jest: (@a— b) (@ — c¢) (b — o).

Sprowadzajgc utamki do najmniejszego wspélnego mianowni-
ka, zamienimy dane wyrazenie na nastepujace:
a(b—mc) —b@a—c)-]-c(a—bh)
@—b(@a—rc (b—r0
ab — ac — ab -j- bc -j- ac — bc

jest: czyli O.
to jest: @—b@—ob—o y

Uproscic:

11 —X

ax

|
Pierwszy wyraz mozna tak przeksztakcic:
ax-

ax
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Drugi wyraz:

— X X X
x2—a2
~a2—x2"’
a zatem ich suma bedzie:
a: Xz ax — X%-4- x3 ax
a2—x2

155. Urzadzenie tabliczek czterech dziatan arytmetycznych
nad liczbami catkowitemi (ujemnemi i dodatniemi), podanych na
poczatku ksigzki, jest tak proste, ze objasnien blizszych nie wyma-
ga. ' Uczacy sie powinien sam podobne tablice wykonaé. Najlepiej
nadaje sie do tego, jak i wogole do rysunkéw pomocniczych przy
nauce algebry, papier milimetrowy. Jest to papier pokryty dwo-
ma uktadami linii réwnolegtych, poprowadzonych w odlegtosci
1 mm jedna od drugiej; linie jednego ukfadu sg prostopadte do linii
drugiego. Kazda dziesigta linia wyr6znia sie wiekszg gruboscia.

Przygladajac sie uwaznie, mozemy wykry¢ caty szereg praw,
wedtug ktérych liczby sa roztozone na tych tabliczkach, np.:

I. Linie, wzdluz ktérych lezg liczby 0, odgraniczajg
zawsze liczby dodatnie od ujemnych.

Il. Im wieksza jest roznica miedzy dwiema liczbami,
tern wiecej lezy miedzy niemi linii, tgczacych liczby réwne;

w tabliczce dzielenia z tern zastrzezeniem, Zze obie liczby po-

winny leze¢ z tej samej strony linii wolnej od liczb.

156. Azeby wprowadzi¢ do tabliczek rezultaty dziatan nad
liczbami utamkowemi, trzeba w nich rozsung¢ liczby dotychczas
znalezione i utamki, nad ktérymi dziatania majg by¢ wykonywane,
umieszcza¢ stosownie do ich wielkosci, pomiedzy odpowiedniemi
liczbami catkowitemi.

W tym celu poprowadzmy dwie linie proste O X i O T, prze-
cinajace sie w punkcie O pod katem prostym. Wzdtuz tych pro-
stych wypisujemy liczby catkowite, pozostawiajgc miedzy niemi
odlegtosci réwne dowolnie obranej jednostce dtugosci.

Jezeli teraz chcemy zanotowaé rezultat jednego z dziatan
arytmetycznych nad ktéremikolwiek dwiema liczbami, np. 1i 2, to
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prowadzimy z punktu 1 na prostej O Y linie prostopadig do 0 Y
i z punktu 2 na 0X linie prostopadtg do 0X; przy punkcie przecie-
cia tych dwoch liniizapisujemy otrzymany rezultat dziatania, kté-
ry na rysunku jest oznaczony literg c. Bedzie wigec w razie doda-
waniac= 1-j-2= 8, wrazieodejmowaniac=1—2= — 1lit. d.
Postepowanie to jest zupetnie podobne jak przy ukfadaniu tabliczek.

W takiz sam spos6b mozemy zanotowac¢ rezultat dziatania
nad jakiemikolwiek liczbami x,y, bez wzgledu na to, czy one sg

Yh

catkowite czy utamkowe. Z punktu lezgcego na O fw odlegtoscig
od O wyprowadzamy prostopadig do OY, z punktu lezgcego na 0X
w odlegtosci x od O prostopadig do 0X, i obok punktu przeciecia
tych prostych piszemy rezultat dziatania z.

Jezeli dziataniem, jakie wykonaé mamy, jest dodawanie, be-

dzie z— x -j-y, a poniewaz na zalgczonym rysunku Xx = i{' }

y = 1-E-, wiec z = 1-7~; jezeli wykonywamy dzielenie, to z =

= 2p it d



89

PRZYKELADY XIX

Znalez¢ wartosci nastepujacych wyrazen:

1 a—x ab
' T X g \-b
> a , azb — a
" a i—a a+6’'gdy* = X(~+ qT
ax £ by 2 . 2
3. ? ’
xJrV i.dya 316= 8-
X 3x
4. y _
x\-y T x Zij xo—yP 8 Y= 4
5 * 4+ 7.1 , o 41 . ob +—0 .
' Sbfi = * a-+T lv~- atl e
XX.

Réwnania stopnia pierwszego.

157. Grdy dwa wyrazenia algebraiczne sg potgczone znakiem
rownosci, wtedy cato$¢ taka nazywa sie rownoscia. Wyrazenia sa-
me, w ten sposdb potgczone, nazywajg sie stronami rownosci. Wy-
razenie, znajdujgce sie z lewej strony znaku réwnosci, nazywa sie
pierwsza, wyrazenie za$, bedace na prawej stronie znaku réwnosci,
nazywa sie druga stronag réwnosci.

158. Ro6wnos¢ nazywa sie tozsamosciowa, lub krécej tozsa-
moscig, gdy obie jej strony sa réwne, jakiekolwiekby wartosci
liczebne miaty gtoski, ktére do niej wchodzg. Tak np. nastepujace
réwnosci sa tozsamosciami:

(X -j- @) (x — a) — x2— a2

x -(- 2= x2 2ax az,

(x-)- a (x2—ax -)- ald = x2-f- a3

to jest: twierdzenia powyzsze algebraiczne majg zawsze miejsce
przy wszystkich znaczeniach. gtosek & i a. Czytelnik powinien
zwroci¢ uwage na to, ze prawie wszystkie réwnosci, z jakiemimiat
dotad do czynienia, byty wylgcznie tego wiasnie rodzaju, to jest
byty tozsamosciami.
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159. Roéwnoscig warunkowa lub krocej réwnaniem nazywa
sie taka réwnosé, ktoéra ma miejsce nie przy wszystkich znacze-
niach na gtoski do niej wchodzace, ale tylko wtedy, gdy tez gtoski
przedstawiajg pewna szczegoélng liczbe, lub pewne szczegoélne liczby.
Naprzyktad: réwnos¢ x -(- 1 = 7 jest prawdziwg tylko wtedy,
gdy x = 6.

160. Ta gloska, na miejsce ktdrej ma by¢ podstawiona pe-
wna szczeg6lna wartos¢, lub pewne szczegblne wartosci, aby ro-
wnos$¢ miata istotnie miejsce, nazywa sie iloscig nieznang lub nie-
wiadomg. Méwimy, ze ta warto$¢, ktéra podstawiona w miejsce nie-
wiadomej, czyni w samej rzeczy pierwsza strone réwnania rowna
drugiej, zadosy¢ czyni réwnaniu. Sama za$ ta warto$¢ nazywa sie
pierwiastkiem réwnania. Rozwigza¢ rownanie, jest to znalez¢ jego
pierwiastek lub pierwiastki.

161. Roéwnanie, zawierajace jedng niewiadomg, nazywa sie
rownaniem takiego stopnia, jaki jest najwyzszy wyktadnik przy
niewiadomej. | tak, jezeli x oznacza niewiadomg, réwnanie nazy-
wa sie rownaniem stopnia pierwszego, gdy x wchodzi tylko w po-
tedze pierwszej. Jezeli wchodzi do rownania x2 i wyzszej potegi
nad te niema w réwnaniu, wtedy réwnanie nazywa sie rGwnaniem
stopnia drugiego lub kwadratowem. Jezeli wchodzi do réwnania x 3
bez zadnej wyzszej potegi, wtedy nazywa sie ono réwnaniem sto-
pnia trzeciego, lub szeSciennem i t. d.

Nalezy tu zauwazy¢, ze w powyzszych okresleniach przy-
puszcza sie, ze obie strony réwnania sg wyrazeniami catkowitemi
wzgladem x, to znaczy, ze mianowniki utamkoéw, wystepujacych
w réwnaniu, nie zawieraja gtoski x.&

162. W tym rozdziale pokazemy, w jaki sposob rozwigzujg
sie rownania stopnia pierwszego. Zaczniemy najprzéd od wykaza-
nia pewnych dziatan, ktére moga by¢ wykonane nad réwnaniem,
bez nadwerezenia tej rownosci, jaka ono wyraza.

163. 'Jezeli obie strony réwnania badg pomnozone przez jec
i tez samg ilos¢, wtedy wypadki stad otrzymane bada réwne.

Wypada to z widocznej samo przez sie zasady, ze jezeli réwne
iloSci bedg pomnozone przez jedng i tez samg ilos¢, wtedy otrzy-
mane iloczyny beda réwne; uzycie tej zasady zaraz wykazemy.
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~3 Podobniez: jezeli obie strony réwnania beda podzielone przez
jedng i tez sama liczbe, wtedy otrzymane ilorazy beda réwne.

164. Zasada wyrazona w § 163 gtdwne znajduje zastoso
nie przy znoszeniu mianownikéw w réwnaniu. W tym celu nalezy
pomnozyé wszystkie wyrazy obu stron réwnania przez iloczyn
wszystkich mianownikéw, znajdujacych sie w réwnaniu, albo tez
przez najmniejsza wspo6lng wielokrotna tychze mianownikéw. Na-
przykiad: przypusémy, ze mamy réwnanie:

Pomnoézmy kazdy wyraz przez 3 X N~ X 6 ; otrzymamy:
4X6XX + 3X6XN+ 3X4X* = 9X3X4:X6,
to jest: 24x -(- 18x -j- 12x = 648;
podzielmy wszystkie wyrazy przez 6, otrzymamy:
3x 2x = 108.

Zamiast mnozy¢ wszystkie wyrazy przez 3 X 4 X 6 , mozemy
je pomnozy¢ przez 12, ktére jest n. W. W. wzgledem mianowni-
kéw 3, 41 6. Tym sposobem otrzymaliby$my odrazu:

4:X 3X 2x = 108;
stad: 9x = 108;
a dzielgc obie strony przez 9, bedzie:
108 io
* = N = 12-

12 wiec jest pierwiastkiem danego réwnania. Mozemy to sprawdzi¢,
podstawiajac 12 zamiast £ w to poczatkowe réwnanie. Pierwsza
strona stanie sie:

12 12 12 . . .
G i P -J-D-S, to jest 443 2 czyli 9, ato jest zgodne z drugg

strona.

165. Kazdy wyraz w réwnaniu moze by¢ przeniesiony :
dnej strony réwnania na druga, ale ze zmienionym znakiem.
Przypus¢my np., ze:
X —a—b—y.



92

Dodajmy do obu stron réwnania po a, otrzymamy:
X —a-)-a= b—y-\ag

to jest: X=b—y-)-a
Odejmijmy po b od kazdej strony, bedzie:

X—b= b-jra—y—b= a—y.
Widzimy stad, ze najprzéd — a znikto na pierwszej stronie rowna-
nia, a wystgpito jako -j- a na drugiej stronie; i dalej, ze -\- b znikto
najednej stronie, awystgpitojako m—b nadrugiej stronie réwnanial).

Y Scisle méwigc, zasady wyrazone w tekécie, w §§ 163 i 165, nie
sa widocznemi same przez sie; — jakkolwiek bowiem jest widoczng prawda,
ze do ilosci réwnych mozna dodac réwne, i sumy stad wypadng réwne, it. d.
z tern wszystkiem rozumowanie dopiero pokazuje nam, ze przez wprowadze-
nie w postaci réwnania takich zmian, o jakich w tych dwoéch 88 mowa,
zwigzek pomiedzy ilosciami niewiadomemi i wiadomemi pozostaje bez
zmiany.

Zasada, na ktérej polega przenoszenie wyrazéw, moze by¢ tak wy-
razong:

7 Jezeli do obu stron réwnania dodamy ilosci réwne, lub od obu stron
réwnania odejmiemy ilosci réwne, réwnanie nie zmieni sie, to jest jego pier-
wiastki pozostang tez same.

W rzeczy samej: oznaczmy przez A i 1i dwie strony pewnego réwna-
nia, ktére tym sposobem bedzie takie:
A= B . . . (D

Przypusémy nadto, ze réwnanie zawiera tylko jedna niewiadomag x.

Dodajmy do obu stron po tej samej ilosci n1 bedzie:
A m= B m . . . (2)

Oczywistg jest rzeczg, ze jezeli pewna warto$¢ x — a zadosy6é czyni réwna-
niu (1), to taz sama warto$¢ czyni zadosy6 i réwnaniu drugiemu, gdyz do
ilosci A i B, ktore, podtug przypuszczenia, sg réwne przy x = a, dodana
jest jedna i taz sama iloS¢ m Odwrotnie, jezeli réwnaniu (2) zadosy6 czy-
ni pewna warto$¢ x = b, to znaczy sig, ze przy tej wartosci na X, A-+~m
jest rowne B -+ m Odejmujac wtedy od tych ilosci rownych jedng i tez
samg ilos¢ m, otrzymamy reszty réwne, t. j. bedzie i A—B przy x — b
Kazdy wiec pierwiastek réwnania A = B jest zarazem pierwiastkiem réwna-
nia A -t-m= B H-mr, i odwrotnie.

Jest to zasada, na ktérej polega przenoszenie wyrazéw z jednej stro-
ny réwnania na druga.

Druga zasade mozemy w ten sposéb wypowiedziec:
t+j Jezeli obie strony réwnania pomnozymy, lub podzielimy przez jedna i tez
samg ilo$¢, nie zawierajgca niewiadomej, ictcdy réwnanie pozostanie bez zmiany.
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166. Mozna zmieni¢ znaki we wszystkich wyrazach réwnar
na przeciwne, i réwnanie sie nie zmieni. »
Wypada to z § 165 przez przeniesienie wszystkich wyrazow.
Tak naprzyktad, w réwnaniu:
X —a—b—y,
przenoszac wszystkie wyrazy z pierwszej na druga i z drugiej na
pierwszg strone, bedzie:
y —b= a—x,
czyli: a—x=y —0n
do tegoz samego wypadku dochodzimy, zmieniajgc znaki na prze-
ciwne we wszystkich wyrazach poczatkowego réwnania. Tenze
sam rezultat otrzymamy, mnozgc obie strony réwnania przez — 1.

Wystawmy sobie, ze wszystkie wyrazy w réwnaniu sg przeniesione

na strone pierwsza, tak, ze réwnanie jest sprowadzone do postaci:
A= 0.

Pierwiastkiem réwnania bedzie wiec ta warto$¢ na x, ktéra czyni A
rownem 0. Przypusémy, ze takg wartoscig bedzie 'X= a

Pomnézmy obie strony réwnania przez pewng ilos¢ nr, otrzymamy
réwnanie:

mA = 0,
ktérego pierwiastki beda tez same, co i pierwiastki réwnania A —0. W rze-
czy samej: przy kazdej wartosci x = a zadosy¢ czyniacej danemu réwna-
niu, czynnik A jest réwny zero, wiec i mA bedzie takze zerem. A zatem
kazdy pierwiastek réwnania A — 0 bedzie zarazem i pierwiastkiem réwna-
nia mA = 0. | odwrotnie: kazda warto$¢ na x, zadosy¢ czynigca réwna-
niu mA = 0, powinna jeden z czynnikéw m lub A czyni¢ réwnym zero
(8 148). Lecz jezeli m nie zawiera x, wtedy sta¢ sie¢ zerem nie moze; prze-
to drugi czynnik A powinien by¢ réwnym zero; czyli ze pierwiastki réwna-
nia mA = 0 sa zarazem i pierwiastkami réwnania .1= 0. Rozumowanie
to jednak nie stosuje sie do tego przypadku, gdy czynnik m zawiera X\
moze sie bowiem wtedy przytrafi¢, ze réwnaniu mA = 0 wskutek tego za-
dosy¢ sie czyni, ze czynnik m staje si¢ zerem, ze zatem przy tej wartosci
na x, A nie jest koniecznie réwnem zero. Np. gdybysmy obie strony
réwnania .4 = 0 pomnozyli przez x — 5, otrzymalibysmy:
x—5 A= 0.

To réwnanie sprawdza sie wartoscig x = 5; a jednak x — 5 moze nie by¢
pierwiastkiem réwnania .4 = 0.

Rozumowanie to jest wszakze dla poczatkujgcego zbyt trudnem, i dla-
tego, przy pierwszem uczeniu si¢ o réwnaniach, nalezy wylacznie trzymac
sie tekstu, odkladajac caly ten rozbiér przynajmniej do czasu nauki 0 ro-
wnaniach stopnia drugiego.
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167. Mozemy teraz podac prawidio na rozwigzywanie jakie-
gokolwiek réwnania stopnia pierwszego z jedng niewiadoma;:
Nalezy najprzéd znie$¢ mianowniki, jezeli to jest potrzebnej;
nastepnie przenie$¢ wszystkie wyrazy zawierajgce niewiadomag na
jedna strone réwnania, a wszystkie wyrazy wiadome na druga, po-
czern nalezy podzieli¢ obie strony réwnania przez wspétczynnik, lub
przez sume wspotczynnikéw przy ilosci niewiadomej, i tym sposobem
otrzymamy szukany pierwiastek.
168. Podajemy teraz na zastosowanie powyzszych prawidet
przykiady.
Rozwigzac:
7a -f 25 = 35 -f 5cc.
W réwnaniu tem niema wcale utamkoéw: przez przeniesienie
wyrazéw mamy:
7 c— 5ax= 35— 25,
to jest: 2ac= 10;
dzielimy obie strony przez 2; otrzymamy:

Dla sprawdzenia nalezy podstawi¢ B zamiast @ w poczatkowe
rownanie; wtedy znajdziemy, ze kazda stronaréwnaniajest rowna 60.

169. Rozwigzac:

4 Be—2)—2(@4c—3) —3@4—xo=0.
Nalezy najprzéd wykona¢ wskazane mnozenia; wtedy otrzymamy:
12x — 8 — (8x — 6) — (12 — 3m = 0.
Znoszac nawiasy, bedzie:
12— 8 — 8cc -j- 6 — 12 - 3cc = 0;
taczac wyrazy podobne:
7c— 14 = 0O;
przenoszac wyraz wiadomy na drugg strone:
7Ta@c= 14;

dzielac obie strony réwnania przez 7, otrzymamy:
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Czytelnik powinien zawsze sprawdzi¢ otrzymane wypadki. W po-
wyzszym przykiadzie podstawiajac 2 zamiast x w réwnanie po-
czatkowe, znajdziemy: 16 — 10 — 6, to jest 0, jak by¢ powinno.

170. Rozwigzad:

5x -j- 4 7x b__ 3 x —1
~2 To —°" 2

5 3 o -; najmniejsza wspolna wielokrotna wzgledem mianowni-
kéw jest 10; mnozac cate rdwnanie przez 10, bedzie:

5 (5* (-4 — (7x + 5)= 28 X 2 — 5 (x — 1
to jest: 25a:-)- 20 — 7x — 5= 56 — 545,
przenoszac: 25a— 7x -(-5x = 56-)-5—20 -(- 5,
to jest: 23X = 46;
skad: = 2

Uczacy sie powinien z poczatku wykonywaé catkowitg robo-
te w zupetnosci tak, jak to jest pokazane w obecnym przyktadzie,
nie uzywajac uproszczen. Bardzo czesto bywajg popetniane omyiki
w znakach, przy znoszeniu mianownikéw. W powyzszem réwna-

7 1
niu utamek------- Ex:ma %yé pomnozony przez 10; radzimy

wypadek otrzymany przedstawi¢ najprzéd pod postacig — (7 x -f- 5),
a nastepnie pod postaciag — 7x — 5 w tym celu, aby zwréci¢ nale-
zytg uwage na znaki.

171. Rozwiazac:

45 (5% + 3) - 4- (16 —bx) = 37 — 4.

Na zasadzie § 149, powyzsze réwnanie moze by¢ tak napisane:
5x -j- 3 16 — 53
~ 3 7
Pomnézmy przez 21, bedzie:

7(3* — 3) —3 (16 — 6x) = 21 (37 — 4%*),
to jest: 35* + 21 — 48 + 15a= 777 - 84~
przez przeniesienie, otrzymamy:

3B5x 4-15%4-84* = 777 — 21 -f 48;

= 37 —4x.
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to jest: 134* = 804;
skad: 804
Il = m = 6

172. Rozwigza¢ réwnanie:
6* + 15 8* — 10 4* — 7
11 7 = 5 ‘
Nalezy najprzéd pomnozy¢ obie strony réwnania przez iloczyn
z 11, 7 i 5; tym sposobem bedzie:
35 (6* + 15) — 55 8* — 10) = 77 (4* — 7),
to jest:
210* -f 525 — 440* -f 550 = 308* — 539;
przez przeniesienie wyrazow:
210* — 440* — 308* = — 539 — 525 — 550.
Zmieniajgc wszystkie znaki na przeciwne:
440* + 308* — 210* = -f 539 -f- 525 -f 550,
to jest: 538* = 1614,

skad: * = _W = 3-

PRZYKELADY XX

1. 5% .-50= 4% -j- 56 2. 16* — 11- 7*. 70
3. 7( —18) = 3(* — 14); 4, 16+ - 38 — 3 (4 — .
Q 72+ —5) - 63(5—=).
6_ X X X L * * | * | I
+ 2= + 3~ = n 3 4 . T - 8 + |2
* __A*
8. — 4—24  — 0 2 176 — 4
6 y 3 5
7* 9*
10. 1. 2 ¢+ j = - 2
T 5 = io

12. 4¢» —3) — 7 —4) = 6- x
* 1 «~ 1 * 1 * 1
3 aT 4. 1 - 5y _ 6+ y -
* 2+ 3* .1

13.

14.
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15. +
X -3 "x44 ix45_
16. 5 . 3 . 4 - 16.
17 2x =5 |, 6# + 3 _ bx 17
' 6 1 T~ '
18 X bx -j- 8 2x — 9
¥ 6 3
385 2x 7 .- 3x
19. 7 3 . 5 = 0.

20 2 @7-2*)= ~-1(7* 54).

21, 5c— [Ba —3j16 — 6ac— (4 — 5a?}] = 6.
3cc— 1 13 — x 7X 11

22. c 5 e X 93
2—x , 3 4 —a . 5—x 3

23. -
-t 5 6 +4 -

XXI1
Rownania stopnia pierwszego (cigg dalszy).

173. Podamy teraz niektére przyktady rozwiazywania row-
nan stopnia pierwszego, cokolwiek trudniejsze, anizeli zadania po-
przedniego rozdziatu. Czytelnik przekona sie, ze niekiedy ko-
rzystng jest rzeczg uwalnia¢ réwnanie od mianownikéw tylko
w czesci, i nastepnie zrobi¢ pewne uproszczenia, zanim przystapi-
my do zniesienia pozostatych mianownikow.

174. Rozwigzac¢ réwnanie:

c4-6 2cc— 18 , 2cc-4 3 _ 1 , 38— &

~U=————— 3--+ -4 =63+ - n
Pomnézmy najprzéd obie strony réwnania przez 12; bedzie:
12 te-4-6)

16
----- - 4(2x - 18+ 3(2x+ 3)= g X 12+ 3cc+ 4,
czyli:
6) _ 8x-f72+ 6*+ 9= 64-f 3c+ 4

Algebra. 7
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Przez stosowne przeniesienie wyrazéw na drugg strone i polgcze-
nie wyrazéw podobnych, otrzymamy:

12(* - 6)
11

Mnozgc obie strony przez 11, wypadnie:

12te -j- 6) = 11 (5* — 13),
czyli: 12x -(- 72 = 55a — 143;
skad, przez przeniesienie:

72 + 143 = 55x — 12%*,
to jest: 43x = 215,
skad nakoniec:

5* — 13.

215
X= — = b5

175. Rozwigzac réwnanie:

ox —135 g 16F 15 20-5—8x
15— 2* 24 12
Pomnézmy obie strony réwnania przez 24, bedzie:
40\
24 H _ .I:)
15 —2*
czyli:
144* — 320
15 — 2*
Przez przeniesienie wszystkich wyrazoéw catkowitych z pierwszej
strony réwnania na druga, i nastepnie uproszczenie:
144* — 320 _
15 — * !

65
v 48%+ 16— 15= 24X ~ —8 [ 8+

-p 48* + 16* — 15 = 154 —a165 + 64*.

Mnozac teraz przez 15 — 2* obie strony, wypadnie:
144* — 320 = 4 (15 — 2*) = 60 — 8%,

przeto: 144* + 8* = 320 + 60,
czyli: 152* = 380,
v 380 76 1

sk' d: *=162" 2T62=2¥%"
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17G. Rozwigzaé réwnanie:
X —5 x-(-3
X —7 x-)-9
Pomnézmy obie strony tego réwnania przez

x—D X+ 9,
bedzie: X -)-9) (x —5 = (x—na7) (X-)- 3),
to jest: x2-(-4x — 46 = g2— 4djc— 21;
odejmijmy po x2od kazdej strony réwnania:
4x — 45 = — Ax — 21;

przenieSmy wyrazy niewiadome na pierwszg, wiadome na druga
strong réwnania, otrzymamy:

4x -f-4x = 45 — 21
czyli: 8= 24

W tym przyktadzie, po zniesieniu mianownikéw, x 2 znalazto sie na
obu stronach réwnania; przez odejmowanie mozna byto uwolni¢ sie
od niego i otrzymac¢ tym sposobem réwnanie stopnia pierwszego.

177. Rozwiaza¢ réwnanie:

Tutaj najprzéd pomnozymy obie strony réwnania przez 4.r -- 4, to
jest przez 4 (x + 1), bedzie:

4(2x + 3) -
przeto: 8x |~

czyli:
Pomnoézmy teraz przez 3x -)- 1; otrzymamy:

(Bx + 1) [ix -f 7) = 12 (x -f- 1)2
czyli: 12x2-(- 25a-f 7 - 12z2+ 2ix -f- 12.

Odejmujac po 12x2od kazdej strony réwnania i przenoszac wyra-
zy niewiadome na pierwszg, a wiadome na drugg strone, wypadnie:

to jest:
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178. Rozwigza¢ réwnanie:
X—1 x —2 x—4 X —5
X—2 x —3 x—5 X — 6"
Mamy najprzéd:
x—1 x—2 @@B— D@ —3) — @@d— 2)2_

X — 2 X — 3 *xX— 2) (x —3)
—tx+ 3 — @2— 4x € 4) _ 1
x—2 &x—3 x—2) x—73

Dalej:
X—4 x—5 X— 4 (@—6)— (x— 0)2
x—5 x—6 @B —5) (x — 6)

(x — 5) — 6)
Wiec réwnanie dane zamieni sie na takie:
1 1
x—2) — 3 tE—9*—6)"
Zmieniajac znaki na przeciwne, otrzymamy:
1 1 _
x—12) @m— 23 (x—05 (E@B—6)"
znoszac za$ mianowniki, bedzie:
X —5 (@—6)= @E—2) @B—23)
czyli, wykonywajac wskazane mnozenia:
a2 — 11x -]- 30 = x2 — 5as 56;

a przeto:

— 11las4+5as = 6— 30,
to jest: — 6> = — 24;
skad: 6 = 24;
i nakoniec: X = 4.

179. Rozwigzac¢ réwnanie:
0,46 — 0,75 12 0,3as— 0,6
(S — W e e W - 09 - =

Aby unikna¢ pomytek, wyrazimy tutaj wszystkie utamki dziesietne
pod postacig utamkéw zwyczajnych. Tym sposobem réwnanie
powyzsze przedstawi sie tak:

Sas 10/45& 75\ 10 12 10 13x 6\
10+ 6\100 ~ TOO)= 2 X 10— 9 \10 ~ 10/°’
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czyli, upraszczajgc utamki:
X , 5 /9x 3\ I x
2 "3\ 4)=Db-~ [a
to jest:
X , 3X 5 . X . 2
2+ 4% 4=6"“ 3+ 3
Mnozac obie strony réwnania przez 12, bedzie:
6x - 9a;-- 15 = 72 — 4# + 8;
przenoszac wyrazy niewiadome na pierwsza, a wiadome na druga
stroneg:
19 =72 + 8-)- 15= 95,
skad: X = % _ 5.
180. Moga by¢ réwnania dane do rozwigzania takie, ze
w nich gtoski przedstawiajg ilosci wiadome; w takim razie ilo$¢ nie-
wiadomg przedstawia¢ zawsze bedziemy gloska x a kazda inna
gtoska przedstawiac bedzie ilos¢ wiadoma.
Rozwigzemy tutaj trzy takie réwnania.

181. Rozwigza¢ réwnanie:

Pomnézmy obie strony réwnania przez ab; otrzymamy:
bx -]- ax = abc,
czyli, wylgczajac x za nawias:
(a-j- b) x = abc]
dzielac zas$ obie strony réwnania przez a -(- b, bedzie:
_ a
a+ b’
182. Rozwigzaé réwnanie:
(« -f-x) b-j-x) = a(b-)-c) -(- a™ X-.
Wykonywajge mnozenia wskazane, otrzymujemy:
ab -j- ax bx -j- x2= ab -j—~«c )—®BC-Fx2,

n2r
skad : ax -(-bx = ac -f ;
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skad, dzielac obie strony réwnania przez a -(- b, wypada:
ac

183. Rozwigzac:
Xx —a (2x —a)2
X —b (2x — b)2
ZnieSmy najprzéd mianowniki; bedzie:
(x — a) 2x — b)2— (x — b) (2x —=«)2;
czyli:
(X — a) (4x2— 4bx -j- b — (X — b) (4x2— 4ax -\- a2.
Wykonywajgc mnozenie, otrzymamy:
4xs— 4x2(a-j- b) -(- x (4ab b2 — ab2= 4x2— 4x2(a-(- b) --
-(- X (4ab -f- a2 — a.

Stad: xb2— alf2= xa2 — a,
czyli: X (22— b2 — aZ —mab2= ab (a— b)
i dalej:

_ab(@a—bh ab
~ a2- bh2 a-f-b
184. Jakkolwiek nastepujgce réwnanie, Scisle biorgc, nie

lezy do obecnego rozdziatu, z tem wszystkiem podajemy je tutaj,
gdyz czytelnik nie znajdzie trudnosci w zrozumieniu pojedynczych
dziatan przy rozwigzaniu, i moze ono stuzy¢ za wz6r postepowania
w podobnych przypadkach. Jest ono podobne do réwnan poprze-
dnio rozwigzanych w tem, ze daje takze tylko jedng warto$¢ na
niewiadoma.

Rozwigzad:
IYx —/x — 16 = 8.
Przenoszac pierwszy wyraz na druga strone, otrzymamy:
yx —16= 8— 1 x;
podnoszac obie strony do kwadratu:
X —16 —(8 —1x)2—64 — 16 x
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przez nowe przeniesienie wyrazéw bedzie:
16//* = 64+ 16 = 80;
skad: j/x = 5

i nakoniec x = 25.

PRZYKLADY XX

1. 12 I _ =% 2. 42 %
X'1% x 24 XxX—2 x—3
s 3*—1 2* —5 . x—3 X .
3 2 -- 3— + — ®m—6=*+ L
- 10 mx 10— x
o 6
5 x+1-fr?=2
6. x—3—@B—x)(x+1)= x(*—23 + 8.
7. 3—x—2xX—1{x-f2)= (x—3) 65— 2x).
8. (X4-T7)(cd-1) = (@4a-3)2
9 3x —1 4* — 2 1
To2r —1 3x 2= -6
* * 4*2
10. 2 2

2= 2~ . 7 —1 T 16* 4- 4*2
34-~ 24-% 14~* 4
3 —Xx 2—X 1—x
12. 05&#— 2= 0,25x 4- 0,2* — 1
13. 0,5* 4-0,6* — 0,8 = 0,75* 4- 0,25.
0,135* — 0,225 0,36 0,09* — 0,18

14. 0,15*-
' 0,6 “ = 02 0,9
15, a. iy P47
a
*—a,l, *—b_ _
Ib. a b 4-0'. — o=

17 (* —«) (* —6) (*4- 2a4- 29=(*+ 2a)(* + 2b) (* —a—b).
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8. @a—b(x—c—@b—c)(x—a—(Cc=—a x—bhb = 0.
9. @=—xb—x)—{p x@ x.

20. 14* f-Fbx —7= 7.

2. laT+li-f/» 14 = 14.

22. Ix-j-d4ab= 2« — jlr.

23. Ix—a-(-f/x—b= J/a—h

XXI1.
Zagadnienia.

185. Zastosujemy teraz sposoby, wytozone w dwoch
przednich rozdziatach, do rozwigzania niektérych zagadnien, i tym
sposobem przedstawimy czytelnikowi przykiady uzycia zasad
algebry.

W tych zadaniach pewne ilosci sg dane, —einne za$, majace
pewne oznaczone zwigzki z temi danemi, nalezy wynalez¢; — ilosé,
ktorg nalezy wynalez¢, nazywa sie niewiadoma, lub nieznana.
Zwigzki wspomniane powyzej sg zazwyczaj wyrazone nie umowio-
nymi znakami, lecz zwyktymi sposobami méwienia, w samem wy-
powiedzeniu zagadnienia.

Sposo6b rozwigzania zagadnienia moze by¢ w najogélniejszych
wyrazach tak opisany: Nalezij oznaczyc¢ ilo$¢ niewiadoma gtoskg x,
i wyrazi¢ nastepnie jezykiem algebraicznym zwiazki, jakie zachodzg
pomiedzy taz niewiadoma i ilosciami danemi; w ten sposéb otrzyma-
my pewne roéionanie, z ktdrego mozna znalez¢ ilos¢ niewiadoma.

1855. Suma dwach liczb jest 85, a ich rdéznica 27; — znalez¢
te liczby.

Niech x oznacza mniejsza liczbe, wtedy, poniewaz rdéznica
pomiedzy temi liczbami jest 27, liczba wieksza bedzie x -)- 27; a ze
suma obu liczb jest 85, przeto bedzie:

X -\-x -(- 27 = 85;

czyli: 2x -j- 27 = 85;
stad: 2 x = 85 — 27 = 58§;
nakoniec:

1ltak wiec liczba mniejsza jest 29, wieksza za$ 29 -)- 27, czyli 56.
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187. Podzieli¢ 50 rubli pomiedzy trzy osoby A, Bi Ct
aby B miata o 5 rb. wiecej niz A. a C aby otrzymata tyle, ile oso-
by A i B razem.

Niech x oznacza liczbe rubli, zawartych w dziale osoby A,
wtedy x -\- b oznacza¢ bedzie to, co sie dostato osobie B. a 2a:-j-5
to, co sie dostato osobie C. Catkowita liczba rubli jest 50; przeto:

By )5 F2#)5 = 50

to jest: 4410 = 50;
czyli: 4x = 50 — 10 = 40;
skad: x = 10.

Wiec osoba A dostata 10 rubli, osoba B —15 rubli,

a o0soba
C — 25 rubli.

188. Pewng kwote pieniedzy rozdzielono pomiedzy osoby A,
3
B i C; osoby A i B dostaty razem 17 g rub., osoby Ci A dostaty

3 t 1
razem 15 ~ rb.; osoby za$ B i G dostaly razem 12— rb.

Znalez¢, ile kazda z tych oso6b dostata?

Niech x oznacza liczbe rubli, jaka otrzymata osoba A; wte-

dy B otrzymata 17 4-----x rubli, gdyz obie one razem dostaty 17 %ru-

bli; podobniez osoba C dostata 15 3 — X rubli; gdyz Ai C razem

otrzymaty 15 4 rubli. A poniewaz Bi Grazem otrzymaty 12 "2 ru-

bli, przeto mie¢ bedziemy réwnanie:

12 --= 17 3 + —
5 3 X 15 3 x\

to jest: 12 * =33 J —2.7%,
czyli: 2x= 33 , 12 9 = 21;
_ 21 1

skad: ®=100
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Stad widzimy, ze osoba *1 dostata 10 ~ rb., B otrzymata 7-jj- rb.,
C za$ 5

189. Kupiec ma dwa gatunki herbaty; funt jednego gat
ku kosztuje 2 rb., funt drugiego gatunku kosztuje 3 ,, rb. lle fun-
téw powinien wzig¢ kazdego gatunku, aby, po zmieszaniu, otrzy-

mac¢ 100 funtéw herbaty po 2 rubli funt?

Niech x oznacza liczbe funtéw pierwszego gatunku; — wte-
dy 100 — x badzie liczbg funtéow drugiego gatunku. Wartos¢ x
funtéw pierwszego gatunku jest 2 cc rubli; wartos¢ zas 100 — x fun-

tow drugiego gatunku jest — (100 m m) rubli.

Lecz catkowita wartos¢ mieszaniny ma by¢ -= X 100 rubli,
przeto:
~ X 100 = 2.c + (100 - ..

Znoszgc mianownik 2, bedzie:
500 = dcc -)- 700 — 7,

czyli: Tc —4c = 700 — 500;
to jest: 3o = 200,
200
skad: 66
a 3 : 3"

Wiec pierwszego gatunku powinien wziaé¢ 66 =é-3funt., drugiego zas
33 é funtow.

190. Linie, dlugg na 2 stopy i 4 cale, podzieli¢ na takie c
czesci, aby jedna stanowita trzy czwarte drugiej czesci.

Niech x oznacza liczbe cali zawartych w czesci wiekszej; wte-

3@
dy— oznacza¢ bedzie liczbe cali drugiej czesci.
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Poniewaz cata linia zawiera 28 cali, przeto otrzymamy
réwnanie:

x-f-~4x: 28;

skad: 4x -]- 3B= 112,
czyli: 7x = 112,
i nakoniec: a = 16.

Jedna cze$¢ mie¢ wiec bedzie 16 cali, druga zas 12 cali.

191. Pewna osoba ma 1000 rb.; wypozyczywszy czes¢ t
pieniedzy po 4 od sta na rok, pozostato$¢ zas po 5 od sta na rok,
otrzymata catkowitego procentu rocznego 44 rb.; ilez wypozyczyta
na procent po 4$, a ile po &%

Niech x oznacza liczbe rubli wypozyczonych po 4 od sta, wte-
dy 1000 — x oznaczaé bedzie liczbe rubli, wypozyczonych po 5 od

sta. Procent roczny od pierwszej sumy bedz 140)5 ,0d drugiej zas:
5 (1000 — x)
100
: 5 (1000 — x)
. 4x 1
przeto: 44~1loo0 + 100
skad: 4400 = 4x -j- 5 (1000 —=x);
czyli: 4400 = 4x + 5000 — 5x;
a nastepnie: x = 5000 — 4400 = 600.

Wiec po 4 od sta wypozyczyta 600 rb., pozostate zas 400 po 5
od sta.

192. Gtéwna trudnosé przy rozwigzywaniu zagadnienia
lega w przeksztatceniu warunkéw zagadnienia, wyrazonych jezy-
kiem zwyczajnym, na jezyk algebraiczny; — poczatkujgcy nie po-
winien sie zniecheca¢, jezeli nieraz znajdzie sie pod tym wzgledem
w kitopocie, gdyz tylko przez wprawe i praktyke moze nabrac
w tern biegtosci i pewnosci. Zrobimy tu jedng uwage, bardzo
wazng dla poczynajacych: to, co sie nazywa iloScig niewiadoma,
jest whasciwie liczbg niewiadoma; i to powinno byé wyraznie za-
znaczone przy uktadaniu réwnania.

Tak np. w drugiem zadaniu, ktére rozwigzywalismy, zaczy-
namy w ten spos6b: niech x oznacza liczbe rubli zawartych w dzia-
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le osoby A; — poczatkujacy czesto mowi: niech x oznacza pienig-
dze osoby A, lub: to, co dostata osoba A; wyrazenie takie jest nie-
oznaczone, gdyz pienigdze osoby A moga by¢ wyrazone w rublach
lub kopiejkach, lub tez w utamku catkowitej sumy. Podobniez
w pigtem z tych zadan, ktére rozwigzaliSmy, zaczynamy od wyra-
zenia: niech x oznacza liczbe cali zawartych w czesci diuzszej....;
tymczasem poczatkujacy czesto moéwi: niech x oznacza diuzszg
czes¢, lub: niech x — jednej czeSci; — tym sposcbom wyrazania
sie mozna zrobi¢ tez same zarzuty, ktére byty wyzej zaznaczone.

193. Bardzo czesto poczatkujacy znajduja dlatego trudnosé
w przeksztatceniu zagadnienia z jezyka zwyczajnego na jezyk
algebraiczny, ze nie mogg zrozumie¢ warunkéw, wyrazonych jezy-
kiem zwyczajnym. Jezeli wyrazom, uzytym do w*ypowiedzenia
zagadnienia, nie mozna nada¢ zadnego logicznego znaczenia, wte-
dy oczywiscie nie mozna ich przeksztatci¢; lecz czesto sie przytra-
fia, ze wyrazy nie sg same przez sie niezrozumiate, ale zdaje sie, ze
majg wiecej niz jedno znaczenie. Wtedy czytelnik powinien wy-
bra¢ jedno z tych znaczen, wyrazi¢ je znakami algebraicznymi,
i wynalez¢ odpowiedni wypadek. Jezeli wypadek ten jest niemo-
zliwy, lub niedorzeczny, wtedy nalezy sprébowa¢ innego znacze-
nia tychze wyrazéw. Lecz jezeli wypadek jest mozliwy, wtedy
czytelnik moze z tego wnies¢, ze zrozumiat prawdopodobnie wyra-
zy nalezycie; w kazdym razie interesujaca jest rzecza sprébowac
jeszcze innych znaczen wyrazéw, w celu przekonania sie, czy spo-
s6b, w jaki zadanie wyrazono, rzeczywiscie pozwala na wiecej niz
jedno rozwigzanie.

194. Czytelnik przy rozwiazywaniu zagadniehn, podanych
nizej dla ¢wiczenia, znajdzie bez watpienia znaczng liczbe takich,
ktére mozna tatwo rozwigzaé¢ za pomocg arytmetyki, lub tez przez
proste odgadniecie i nastepng préobe. To moze go doprowadzi¢ do
lekcewazenia sity i znaczenia algebry; — a nawet do takiego sadu
Ze pomoc jej jest zbyteczng i niepotrzebng. Lecz musimy tu na
to odpowiedzieé, ze za pomocag algebry czytelnik bedzie w moznosci
rozwigzania wszystkich tych zagadnienn, bez zadnego wahania sie
lub niepewnosci, a nadto przekona sie w dalszym ciggu, ze za po-
mocg algebry bedzie w stanie rozwigzywaé¢ takie zadania, ktére
bytyby niezmiernie trudne, lub zupeinie niemozliwe do rozwiaza-
nia, gdyby uciekat sie do pomocy tylko samej arytmetyki.
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PRZYKLELADY XXII

1. Znalez¢ liczbe, ktdéra bytaby wiekszg od swojej piagtej
czesci o 24.

«2 Ojciec ma dzi$ 30 lat, a syn 2 lata; po ilu latach ojciec
bedzie 8 razy starszy od syna?

3. Roznica dwéch liczb jest 14, aich suma 48; znalez¢ te
liczby.

4. Dziecko urodzito sie w Listopadzie, i 10 Grudnia miato
tyle dni wieku, ile dni Listopada przeszto od poczatku tegoz mie-
sigca do dnia jego wurodzenia. Ktéregoz dnia Listopada uro-
dzito sie?

N5, Jezeli do podwojonej pewnej liczby dodamy 24, to otrzy-
mamy sume, ktora o tyle bedzie wiekszg od 80, o ile sama ta liczba
jest mniejszg od 100. Znalez¢ te liczbe.

Jir. Pewna ryba ma gtowe dtuga na 9 cali, jej ogon jest tak
dtugi, jak gtowa i potowa tutowia, tutdow za$ tak diugi, jak gtowa
i ogon razem wziete. Jakaz jest dtugos¢ tutowia i ogona?

Liczbe 60 podzieli¢ na takie dwie czesci, aby si6dma czesé
jednej réwnata sie smej czesci drugiej.

Ji:  Z dwoch réownych beczek piwa wytoczono: z pierwszej
34 garnce a z drugiej 80 garncy. Wtedy w pierwszej pozostato trzy
razy tyle piwa, ile w drugiej. llez kazda z tych beczek zawierata
piwa, gdy byta peing?

Pewna osoba rozdata 20 ubogim 2 rb. 40 kop., przyczem
pewnej liczbie ubogich data po 6 kopiejek, a pozostatym po 16 ko-
piejek. lluz ubogim data po 6, a ilu po 16 kopiejek?

10. Ojciec jest dzi$ trzy razy starszy od syna; przed cztere-
ma zas$ laty, ojciec byt cztery razy starszy od swego syna. llez lat
ma dzisiaj ojciec, a ile syn?

11. Liczbe 100 podzieli¢ na takie dwie czeSci, aby po odje-
ciu trzeciej czesci jednej, od czwartej czesci drugiej, na reszte po-
zostato 11.

12. Dwie osoby A i B, grajace z sobg, miaty przy rozpoc
ciugry: A —72rb; B za§ — 52 rb. Po przegraniu pewnej liczby
partyi, okazato sie, ze osoba A ma trzy razy wiecej pieniedzy, ani-
zeli osoba B. llez wygrata osoba A?
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13. Znalez¢ taka liczbe, azeby jej piata czes¢, wiecej siodma
cze$¢, przewyzszata sume jej 6smej i dwunastej czesci o 113.

14. Armia przegrata bitwe, i wskutek tego utracita jedng
szbsta czes¢ swoich zotnierzy w zabitych i rannych, i 4000 wzie-
tych do niewoli. Zostata nastepnie wzmocniona o 3000 ludzi; —
lecz bedac zmuszong do cofania sie, znowu przytem stracita jedng
czwarta cze$¢ swego nowego skladu. Poczem okazato sig, ze po-
zostato w niej 18000 ludzi. lluz zoinierzy byto z poczatku?

15. Pewna partya robotnikdw otrzymata zaptaty 5 rb.
28 kop.; potowa catkowitej liczby robotnikéw dostata po 18 kop.,
jedna trzecia czes$¢ tejze catkowitej liczby robotnikéw dostata po
24 kop.; reszta za$ po 30 kop. luz byto wszystkich robotnikéw?

16. Gospodarz, umierajac, pozostawit 550 rubli do rozdzie-
lenia pomiedzy czterema stuzacymi A, B, Ci D w ten sposob,
aby B dostat dwa razy tyle, co A, — Gtyle, co U i A razem, —
a za$ D tyle, ile Gi B razem. llez kazdy z nich dostat?

17. Znalez¢ dwie po sobie nastepujace liczby catkowite, ta-
kie: aby potowa pierwszej liczby, dodana do piatej czesci tej pierw-
szej liczby, data sume rowng sumie trzeciej i czwartej czesci dru-
giej liczby.

18. Kupiec ma dwa gatunki wina kaukaskiego: jeden gatu-
nek po 48 kop. kwarta; drugi — po 80 kop. kwarta; z tych dwoéch
gatunkoéw chce zrobi¢ sto kwart mieszaniny po 56 kop. kwarta.
Po ilez kwart ma wzig¢ kazdego gatunku?

19. W pewne;j ilosci prochu strzelniczego saletry jest o 6fun-
téw wiecej, anizeli wynosi potowa catej ilosci prochu, siarki o5 fun-
tow mniej, anizeli trzecia cze$¢, a wegla o 3 funty raniej, anizeli
czwarta czes$¢ catej ilosci prochu. llez funtéw kazdego z tych ciat
znajduje sie w tym prochu?

20. Dowodzacy armig, po przegranej bitwie, przekonat sie,
ze pozostato mu zdatnych do boju o 3600 ludzi wiecej, anizeli byto
w potowie catej armii, rannych byto o 600 wiecej, anizeli 6sma
cze$¢ calej armii, pozostato$¢ zas, stanowigca pigta czes¢ armii, by-
ta zabitych, wzietych do niewoli lub zbiegtych. 1uz ludzi byto
w catej armii?
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XXI111.

Zagadnienia (ciag dalszy).

195. Podamy teraz kilka przyktadéw, w ktérych przeks:
cenie z jezyka zwyczajnego na algebraiczny jest cokolwiek trudniej-
sze, anizeli w przyktadach rozdziatu poprzedniego.

196, Liczbe 80 podzieli¢ na takie cztery czesci, aby pierw
powiekszona o 3, druga zmniejszona o 3, trzecia pomnozona przez 3;

a czwarta podzielona przez 3, daly na wypadki ilosci rowne?

Niech x oznacza pierwsza czes$¢; wtedy, jezeli ja powiekszy-
my o 3, otrzymamy x -)- 3, i to ma by¢ réwne drugiej czesci,
zmniejszonej o 3; wiec cze$¢ druga musi by¢ rowng x -(- 6. Dalej:
czes¢ pierwsza powiekszona o 3, czyli x -]- 3, ma by¢ réowne czesci
trzeciej, pomnozonej przez 3; przeto ta cze$¢ trzecia musi by¢
I nakoniec, poniewaz * -f- 3 ma by¢ réwne czesci czwartej, podzie-
lonej przez 3, przeto cze$¢ czwarta bedzie 3 (x -(- 8). Suma tych
wszystkich czesci ma by¢ réwng 80; zatem:

X-j-x  6-)-" o——43@43) = 80,

czyli: 2X G o -I- 3x -j- 9= 80,

x i3
to jest: 5x -\------C-)-— = 80 — 15 = 65.
Mnozac przez 3:
15x  x 3= 195.

czyli: 16»=192;
i, 192
Ib
Przeto szukane czesci sa:
12, 18, 5, 45.
197. Robotnik A moze wykona¢ pewng robote w 9 dni

pracujgc sam, robotnik za$ B mogtby jg wykona¢ w 12 dniach:
w jakim przeciggu czasu mogliby wykona¢ tez sama robote, pra-
cujac razem?
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Niech x oznacza szukang liczbe dni. W jednym dniu A wy-

konywa — cze$¢ roboty, przeto w x dniach moze wykonag¢ X czesci
roboty. W jednym dniu B wykonywa ™ cze$¢ roboty, przeto w x

. . , @ SV . . .
dniach moze wykonac¢ Iaczesm tejze roboty. A poniewaz w x dniach

A i B razem wykonywaja catg robote, przeto suma tych utamkéw
roboty musi by¢ réwna jednosci; to jest:

9+ 1! = L
Mnozac przez 36:
4x -]- 3x = 36,
czyli: 7x = 36,

skad:

198. Zbiornik wody moze by¢ napetniony woda, wptyw
ca jedng tylko rura, w ciggu 6 godzin; za pomocg za$ drugiej rury
moze by¢ napetniony w 8 godzinach. Lecz tenze sam wodozbidr,
gdy jest pelny, a obie rury sa zamkniete, moze by¢ wyproézniony
przez klape, umieszczong w dnie, w ciggu 12 godzin. W iluz go-
dzinach wodozbidr napetni sie, gdy obie rury i klapa sg otwarte
jednoczesnie?

Niech x oznacza szukang liczbe godzin. W ciagu jednej go-

dziny przez pierwsza rure napetni sie —czes$¢ wodozbioru, wiec wx
godzinach zostanie napetnionych ”~ czesci zbiornika. Przez dru-
ga rure w jednej godzinie napetnia sie 6 czes¢ zbiornika, wiec w x
godzin: x czesci tegoz zbiornika. W ciggu jednej godziny przez
klape wyptywa . czes$¢ zbiornika, przeto w x godzinach wypty-

Li

wa 10 czesci tegoz wodozbioru. A ze w « godzinach caly zbiornik
L.

bedzie napetniony, przeto mieé¢ bedziemy:

X . X X
6+ 8 ~—~12= 1
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Pomnoézmy obie strony réwnania przez 24, otrzymamy:
4x -]-3x — 2x = 24,
czyli: 5@ = 24

199. Niekiedy pozyteczng jest rzeczg oznaczy¢ przez x nie
samg ilos¢ niewiadoma, ktoérej bezposrednio szukamy, ale inng ilos¢,
z ktorej wszakze ilo$¢ szukana tatwo daje sie oznaczyc.

Przyktad tego przedstawiajg nam dwa nastepne zadania:

200. Dowodca putku chce ustawi¢ swoich ludzi w kwadrat
petny; lecz pokazuje sie, ze po ustawieniu ich w ten sposéb, pozo-
staje mu jeszcze 31 zoinierzy zbywajacych; aby za$ ustawic ich tak,
azeby bok kwadratu zawieral o jednego cztowieka wiecej, potrze-
baby putk powiekszy¢ o 24 ludzi. lluz ludzi jest w putku?

Niech x oznacza liczbe Zotnierzy w boku pierwszego kwadra-
tu; wtedy liczba ludzi w catym kwadracie bedzie x2 a liczba ludzi
w putku bedzie cc2-f- 31. Gdyby w kazdym boku kwadratu byto
-1 ludzi, wtedy liczba zZotnierzy w caltym kwadracie bytaby
(x -(- N2 przeto liczba ludzi w putku moze by¢ i tak wyrazona:
x+ 22— 24.

Wiec:

x-)-1N2—24 = x2-j- 31.
skad: a2-f 2x + 1 —24 = x2-f 31
Od obu stron réwnania odejmijmy po x2 bedzie:
2x -f 1— 24 = 31,
czyli: 2x = 31-)- 24 — 1= 54,

kad: — ~ = 27.
ska X 2

Przeto liczba zotnierzy w putku jest (27)2-(- 31, czyli 729 31, to
jest 760.

201. Osoba A wyjezdza z pewnego miasta i jedzie z taka
predkoscia, ze co 5 godzin ujezdza 7 mil. W osiem godzin pdzniej,
Z tego samego miasta wyjezdza osoba B w tym samym Kkierunku
i jedzie tak predko, ze co 3 godziny ujezdza 5 mil. W jakiej odle-
gtosci od miasta osoba B dogoni osobe .4?

Algebra. 8
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Oznaczmy przez * liczbe godzin, przez ktorg osoba A jedzie,
zanim zostanie dognana przez B, wtedy x — 8 bedzie liczbg go-
dzin, przez ktorg jedzie osoba B az do chwili spotkania. Ponie-

7
mez A przejezdza 7 mil w ciggu 5 godzin, przeto jedzie ona —Otnili

na godzine, a w ciggu x godzin przejedzie AO . Podobniez: B prze-

5
jezdza 3 mili na godzine, wiec wciggu x — 8 godzin przejedzie

%(a; — 8) mil. Gdy zas$ B dogoni A, wtedy jeden i drugi przeje-

dzie jednakowag liczbe mil. Przeto:
b 7*

MR- BRI

mnozgc przez 15, bedzie:
25(* — 8) = 21%,

czyli: 25* — 200 = 21%;
skad: 25* — 21* = 200,
czyli: 4* = 200,

i nakoniec: = 50.

5 60 70, przeto B dogonit A na odlegtosci 70 mil

od miejsca wyjazdu.

202. Niekiedy zadania sg tej natury, ze wymagaja znajo-
mosci nauki o proporcyi, tak jak jest ona wyktadana w arytmetyce;
dwa nastepne przyktady sa wiasnie tego rodzaju. Po przerobieniu
ich, zakonczymy rozdziat zadaniami cokolwiek trudniejszemi, ani-
zeli te, ktére byty rozwigzane dotad.

203. Liczbe 56 podzieli¢ na takie dwie czesci, azeby stosu-
nek pierwszej do drugiej byt réwny stosunkowi 3 do 4.

Niech * oznacza pierwszg cze$¢, wtedy druga bedzie 56 — *;
a poniewaz * ma by¢ w takim stosunku do 56 — *, w jakim jest 3
do 4, przeto bedzie:
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Znoszac mianowniki, otrzymamy:
4x = 3(56 — *),

czyli: 4* = 16S — 3*;
skad: 7x = 168,

. 168
a nastepnie: = = 24.

Pierwsza czes¢ jest wiec 24, a druga 56 — 24, czyli 32.

Powyzszy spos6b rozwigzania jest najbardziej naturalny; na-
stepujacy jednak jest o wiele krotszy:

Oznaczmy cze$¢ pierwsza przez 3a; wtedy cze$¢ druga be-
dzie 4 x, gdyz pierwsza tak sie ma do drugiej, jak 3 do 4. Suma
tych dwdch czesci jest rowng 56, przeto:

3a-j- 4x = 56,
czyli: 7x = 56;

56
skad: * = Y = &

Zatem czes¢ pierwsza jest 3 X 8, czyli 24, druga zas 4 X 8, czyli 32.

204. Jedna beczka, A, zawiera 12 garncy wina i 18 gar
wody; druga beczka, B, zawiera 9 garncy wina i 3 garnce wody;
ilez nalezy wzia¢ garncy z kazdej beczki, azeby utworzy¢ miesza-
nine, ztozong z 7 garncy wina i 7 garncy wody?

Niech x oznacza liczbe garncy, jaka nalezy wzigé¢ z A\ wtedy,
poniewaz mieszanina ma zawiera¢ 14 garncy, przeto 14 — x ozna-
cza¢ bedzie liczbe garncy, jaka nalezy wzigé¢ z B. Liczba wszyst-
kich garncy, zawartych w A, jest 30, — z nich 12 jest winem: prze-

. ) .12 .
to wino w tej beczce stanowi N cafoéci. A zatem w x garncach,

12+
zaczerpnietych z A, znajdowac sie bedzie ,n garncy wina. Podo-

bniez w 14 — x garncach, zaczerpnietych z B, znajduje sie czyste-

9(14 — x)

go wina 1

garncy. Lecz mieszanina ma zawiera¢ 7 garncy

wina; przeto:

12* 9(14 - *) =7
30 12 !
2* 3(14 . *)

czyli: 0 p
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skad: 8x -f 15(14 — x) = 140;
i dalej: 8* -f- 210 — 15a; = 140;
nastepnie: Ix = 70,

i nakoniec: x = 10."

Przeto z A nalezy wzig¢ 10 garncy, az B — 4 garnce.

205. O jakim czasie, miedzy godzing 2-gg i 3-ig, jedna ¢
z6wka zegarka doktadnie przykrywa drugg?

Niech x oznacza szukang liczbe minut po 2-giej. W przecig-

gu x minut dtuga skazéwka przesunie sie przez x podziatek cyfer-
blatu; a ze dtuga skazoéwka porusza sie 12 razy predzej niz krétka,

przeto kréotka przesunie sie w tymze samym czasie 0 0% podziatek.

O godzinie drugiej, krotka skazéwka jest o 10 podziatek przed dtu-
ga; — ta ostatnia wiec, w ciggu x minut, musi przejs¢ o 10 podzia-
tek wiecej anizeli krotka; mie¢ bedziemy przeto réwnanie:

X = -j~ 10;
czyli: 12x — x -j- 120,
stad: 11a = 120
. . 120 10
i nakoniec .. 1 10 11.
206. Zajac robi cztery skoki w tym czasie, w ktérym cl

robi ich trzy; lecz dwa skoki charta stanowig takg dtugos¢, jak trzy
skoki zajgca. Zajac ten byt oddalony na 50 swoich skokéw od
charta w chwili, gdy ten ostatni zaczat go Scigac; ilez skokéw zro-
bi chart, zanim dogoni zajgca?

Przypusémy, ze 3x oznacza liczbe skokéw charcich; wtedy 4 @
oznacza¢ bedzie liczbe skokoéw, zrobionych przez zajaca w tym sa-
mym czasie. Niech a oznacza w calach dtugo$¢ skoku zajaca, wte-
dy 3a oznaczac bedzie liczbe cali zawartg w trzech skokach zaja-
ca; m— a zatem takze i liczbe cali w dwdch skokach charta. Dtu-

gos¢ skoku charta w calach bedzie wiec 3u Dalej: liczba cali,

zawartych w 3x skokach charta, bedzie: 3x X <y; liczba za$ cali,
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zawartych w 50 -(- 4x skokach zajgca bedzie (50 -(- 4x)a. Stad
otrzymujemy réwnanie:
Taa_': (50 -j- 4:x)a.
Dzielgc obie strony przez a, bedzie:
% = 50-t 4x,

skad: 9x = 100 -j- 8%,
i nakon:ec: x = 100.
Chart przeto musi zrobi¢ 300 skokow.

Zwracamy tu uwage czytelnika na to, zeSmy wprowadzili do
zadania pomocniczy znak a, aby tatwiej utozy¢ réwnanie; znak ten
znik} nastepnie przez dzielenie z réwnania.

207. Czterech graczy .4, 22, G i D zasiadto do gry, ka
z inng sumg pieniedzy. Po skonhczonej grze A wygrat potowe tego,
co B miat z poczatku, zasiadajac do gry; B wygrat trzecig czes¢
tego, co miat C\ C wygrat czwartg cze$¢ tego, co miat D, a D wy-
grat pigta czes¢ tego, co miat A; poczem okazato sie, ze kazdy
z nich ma 23 ruble. llez kazdy z nich miat, siadajac do gry?

Niech x oznacza liczbe rubli, ktérg D wygrat od A, wtedy A
miat z poczatku 5a; a po przegraniu do D pigtej czesci pozostato
mu 4x. Ta ostatnia ilos¢, wraz z tem, co A wygrat od H, sta-
nowi 23; przeto 23 — 4x oznacza¢ bedzie liczbe rubli, ktérg A wy-
grat od B. A ze A wygrat potowe tego, co miat I, wiec 23 — 4x
oznacza¢ takze bedzie to, co zostato B po przegraniu partyi.

| dalej: 23 —4x razem z tem, co B wygrat od C, stanowi 23;
przeto 4x oznacza liczbe rubli, jaka B wygrat od C. A poniewaz B
wygrat trzecig czes¢ tego, co miat C, zatem C miat z poczatku 12 x,
a po przegraniu 8*.

Dalej jeszcze: 8* razem z tem, co G wygrat od D, powinno
stanowi¢ 23; przeto 23 — 8 a oznacza liczbe rubli, jakg C wygrat
od D. A ze Cwygrat czwartg czes¢ tego, co miat D, wiec 4(23—8x)
oznacza¢ bedzie sume, jaka miat J) z poczatku, a 3(23 — 8*) to, co
mu po przegraniu do C pozostato.

Ostatecznie wiec 3(23 — 8*) razem z x, to jest liczbag rubli,
jaka D wygi'at od A, stanowi¢ bedzie 23 rubli; otrzymamy przeto
réwnanie:

23 - 3(23 — 8x) -I- x,
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skad: 23X = 46,
X = 2.
Wiec gracze z poczgtku mieli 10, 30, 24 i 28 rubli.

208. Ojciec, umierajac, pozostawia pewng liczbe dzi
i majatek, ktory testamentem poleca rozdzieli€ pomiedzy nie
W nastepujacy sposéb:

Najstarsze dostaje 100 rb. i dziesiatg cze$¢ tego, co pozosta-
nie, po wzieciu tych. stu rubli;

Drugie dostaje 200 rubli i znowu dziesigtg czes¢ tego, co po-
zostanie;

Trzecie dostaje 300 rubli i dziesigta czes¢ tego, co pozostanie;

Czwarte podobniez dostaje 400 rubli i dziesigtg czes¢ tego, co
pozostanie;

| tak dalej.

Po wykonaniu woli zmartego, pokazato sie, ze caly majatek
zostat rowno podzielony pomiedzy wszystkie dzieci.

llez byto dzieci i ile rubli wynosit majatek?

To zagadnienie jest catkiem szczegdlnej natury, i przez to sa-
mo zastuguje na staranny rozbiér. Aby je tatwiej rozwigza¢é, przy-
pus¢émy, ze caly majatek wynosit z rubli; a poniewaz wszystkie
dzieci otrzymujg jednakowg sume, oznaczmy dziat kazdego dziecka

g
przez §. Tym sposobem liczba dzieci bedzie — . Wprowadziwszy

te oznaczenia, utozymy nastepujaca tablice, w celu rozwigzania za-
dania:

Suma do

podziatu  DZiecko Dziat kazdego dziecka Réznice
V4 1-sze
2-gie X -f 100
9 100 o -
-Ci , 300-\-z 2e—300 X+ 100 _
3-cie dUU+ 10 100 1 0
t—3X  4-te = 400+ - 3~ - 400 o XT M0,
Z — 4c — 500
5-te = 500 4
§ 10 “0 -T = °

i tak dalej.
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W ostatniej kolumnie pomiesciliSmy réznice, otrzymane przez
odjecie kazdego dzialu od nastepujgcego. Poniewaz wszystkie
dziaty sg réwne, przeto roéznice powinny by¢ réwne 0. A ponie-
waz nadto, szczesliwym trafem, jedno i toz samo wyrazenie przed-
stawia wszystkie te réznice, wiec dostateczna bedzie rzecza do ozna-
czenia x, przyréwnac ktorgkolwiek z tychze réznic do zera. Tym
sposobem otrzymamy réwnanie:

x -f-100
10
mnozac obie strony przez 10, znajdziemy:
1000 — x — 100 =- 0;
czyli: 900 — x = O
skad: x — 900.
Dziat wiec kazdego dziecka wynosi 900 rubli.

100

Podstawiajgc te warto$¢ znaleziong na x w ktdrekolwiek
z réwnan trzeciej kolumny, naprzyktad w pierwsze, otrzymamy:

900 = 100+ ~ ™ °°

skad odrazu znajdziemy warto$¢ na z, gdyz:
9000 = 1000 -f- z — 100,

czyli: 9000 — 1000 -]~ 100 = z
albo: z = 8100.
Nakoniec liczba dzieci otrzyma sie z wyrazenia — ; liczba ta bedzie

wiec réowng 9.

ZnalezliSmy zatem odpowiedZ zupeing na zadane pytanie ta-
ka: dzieci byto 9, majatek pozostawiony byt 8100 rb., a dziat kazde-
go wynosit 900 rb.

PRZYKLELADY XXIL

1. Statek korsarski, ptynacy z predkoscig 10 wiorst na go-
dzine, spostrzega okret w oddaleniu 18 wiorst i ptynacy z predko-
Scig 8 wiorst na godzine. llez wiorst okret przeptynie, zanim zo-
stanie dognany przez korsarza?

2. Znalez¢ dwie liczby, ktorych réznica wynosi 4, a réznica
kwadratéw tych liczb wynosi 112.
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3. 24 osoby ztozyly sume 24 rubli; niektére z tych osob skia-

daty po | rb., pozostate zas po 1-i- rb. llez byto oséb, ktére daty

po-%, a ile, ktore daty po 1} rb.?

4. Wodozbiér moze by¢ napetniony w 12 minutach woda,
wplywajacg przez 2 rury; jednag rurg woda wplywajaca moze go
napetni¢ w 20 minut; — w iluz minutach moze on by¢ napetniony
przez sama druga rure?

5. Liczbe 100 podzieli¢ na takie dwie czesci, aby rdznica
kwadratéw tychze czesci wynosita 1000?

6. Z dwdch miast, znajdujacych sie w odlegtosci 154 wiorst,
wychodzg dwie osoby w jednym i tym samym czasie, i idg naprze-
ciwko siebie. Pierwsza przechodzi 9 wiorst w 2 godziny; druga
za$ 15 wiorst w 4 godz.; kiedy one sie spotkajg?

7. Kupit kto$ pewna liczbe jajek; potowe tych jajek kupo-
wat po 2 jajka za dziesigtke, a druga potowe po 3 jajka za dzie-
sigtke; sprzedat je nastepnie w ten sposob, ze dawat 5 jajek za dwie
dziesigtki i stracit na tym handlu jedng dziesigtke. llez jajek kupit?

8. Sume 2000 rb. rozdzielono pomiedzy dwie osoby tak, ze
czesci otrzymane przez te osoby tak sie mialy do siebie, jak 7 do 9;
ilez otrzymata kazda z tych osob?

9. Liczbe 100 podzieli¢ na takie dwie czesci, aby kwadrat
ich réznicy przewyzszat kwadrat podwojonej mniejszej czesci 0 2000?

10. Do wodozbioru prowadzg dwde rury; pierwszg z nich wo-

dozbior moze by¢ napetniony w 4 _ godzinach; drugg w 6-ciu go-

dzinach; u spodu wodozbioru znajduje sie klapa, ktéra moze go
wyprézni¢ w 5-ciu godzinach. W iluz godzinach bedzie napetnio-
ny wodozbior, jezeli otworzymy obie rury i klape?

11. Przekupka kupita pewng liczbe jajek po 4 grosze; sprze-
data zas potowe tych jajek po 5 groszy sztuka, a pozostatg potowe
po 3 sztuki za 10 groszy i na wszystkiem zyskata 40 groszy. llez
byto jajek?

12. Dwie osoby A i B strzelajg kolejno do celu. Na kazde
12 danych strzaléw, osoba A trafia w sam $rodek 7 razy, osoba
za$ B, na tez sama liczbe strzatow — 9 razy. Strzelajgc tak przez
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pewien przecigg czasu, daty razem 32 celne strzaty. llez razy ka-
zda z nich data ognia?

13. Dwie beczki A i B zawierajg mieszaniny wina i wody;
w A ilo$¢ wina jest w takim stosunku do ilosci wody, w jakim jest
4 do 3; w B ten sam stosunek jest 2 do 3. Beczka A zawiera 84
garnce; ilez B musi zawiera¢, aby, po zlaniu zawartosci obu beczek
w trzecig beczke, w tej ostatniej mieszanina byta ztozona z réwnych
ilosci wina i wody?

14. llez minut brakuje do czwartej, jezeli przed trzema kwa-
dransami byto dwa razy tylez minut po drugiej?

15. 0 ktoérej godzinie miedzy 3-cig i 4-tg jedna skazéwka
zegarka bedzie scisle na przedtuzeniu drugiej skazéwki?

16. Skazowki zegarka tworza kat prosty o godzinie 3-ciej;
0 jakim czasie beda nastepnie znowu tworzy¢ kat prosty?

17. Ma kto$ dwa kubki srebrne i jedng do nich pokrywke.
Pierwszy kubek wazy 12 tutéw; a jezeli na niego natozy¢ pokryw-
ke, wtedy razem z nig wazy¢ bedzie dwa razy wiecej, anizeli drugi
kubek. Jezeli za$ nakry¢ drugi kubek, wtedy on razem z pokryw-
ka wazy¢ bedzie trzy razy tyle, co pierwszy. Znalez¢é wage dru-
giego kubka i pokrywki.

18. Powietrze atmosferyczne skiada sie z 2-ch gazow: tlenu
1azotu, pomieszanych z sobg w takim stosunku, ze na 21 czesci, co
do objetosci, tlenu idzie 79 czesSci azotu. llez kazdego z tych ga-
z6w znajduje sie w pokoju dtugim na 4 metry, szerokim na 3 me-
try i wysokim na 2,5 metra?

19. Gospodarz wiejski ma gesi i owce — razem 432 sztuki.
Poniewaz nie chce sie dalej zajmowac¢ hodowlg gesi, przeto wymie-
nia wszystkie swoje gesi na owce i dostaje przy tej wymianie
3 owce za kazde 32 gesi. Po tej wymianie okazato sie, ze jest po-
siadaczem stada owiec, liczacego 200 sztuk. llez gesi on wymienit
na owce?'

20. Pewien prézniak od 18 roku zycia az do $mierci prze-

spa’fi czasu, j%; czes$¢ zuzyt na jedzenie i picie, A przepedzit na

przechadzkach, stracit nagre w karty, ™ spedzit siedzac w fo-

telu i nie myslac o niczem, a przez caly ten czas tylko dwa lata
pracowat. llez lat on zy#?
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21. Gracz przegrat z poczatku cze$¢ swoich pieniedzy,

a potem 247 rubli, i pozostato mu tyle kopiejek, ile przed gra miat
rubli. llez miat pieniedzy, siadajgc do gry?

22. Wiesniaczka przyniosta na targ pewng liczbe jajek.
Pierwszemu kupujacemu sprzedata potowe wszystkich jajek i je-
szcze potowe jednego jajka (nie thukac i nie dzielac wszakze Zzadnego);
drugiemu kupujacemu — potowe tego, co jej zostato, i jeszcze poto-
we jajka; trzeciemu — znowu potowe tego, co jej zostato, i potjaj-
ka, i tak samo czwartemu i pigtemu. Po tern wszystkiem pozosta-
to jej jedno jajko. llez jajek przyniosta na targ?

23. Na grobie stawnego matematyka greckiego Diophantes'a
(jednego z tworcéw algebry) znajduje sie napis, oznaczajacy w na-
stepny sposéb liczbe lat, jakg on zyk:

Diophantes byt dzieckiem 6 cze$¢ swego zycia, Tz czes¢ byt
miodziencem, nastepnie ozenit sie i przezyt w zwiazku matzen-

skim ”~ cze$¢ swego zycia, powiekszong o 5 lat, zanim narodzit

mu sie syn, ktory wszakze o 4 lata wczesniej umart, anizeli Diophan-
tes, i zyt tylko potowe tej liczby lat, jaka zyt ojciec. llez lat zyt
Diophantes?

24. Rok $mierci krola Jana Sobieskiego wyraza sie liczba
czterocyfrowa, w ktorej pierwszg cyfra z lewej strony jest 1. Je-
zeli te jednos¢ przeniesiemy z pierwszego miejsca na ostatnie miej-
sce, wtedy otrzymamy nowa liczbe, ktéra bedzie o 177 wiekszg od
cztery razy wzietej liczby, wyrazajacej rok $mierci Jana lii-go.
W ktorym roku umart krél Jan Sobieski?

25. W dawnych ksigzkach znajdujemy takie zadanie:

Pewna Greczynka weszta do $wigtyni Zeusa i prosita go, aze-
by podwoit te sume pieniedzy, jaka miata przy sobie. Zeus uczy-
nit to. Wtedy, na znak podziekowania, ztozyta w Swigtyni dwie
drachmy. Z tem, co jej pozostato, weszta do Swigtyni Apollina
i prosita o0 toz samo. | Apollo przychylit sie do jej prosby, za co
znowu w jego Swiagtyni ofiarowata dwie drachmy. Porachowata
teraz pienigdze, — i okazato sie, ze ma dwa razy tyle, ile miala
z poczatku. llez miata, wchodzac, do Swiatyni Zeusa?
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26. Okret zaglowy piynat od pewnego miejsca A do miej-
sca B, lezacego na zachéd. Gdy juz sie znajdowat oddalony tyl-
ko na 4 mile od miejsca swego przeznaczenia, zostat cofniety przez

wiatr przeciwny o ~ cze$¢ tej drogi, jaka przebyt. Nastepnie, po

ustaniu wiatru, dalej ptynat ku zachodowi; lecz przebywszy ~ czes¢
tej odlegtosci, w jakiej sie znajdowat od A, wskutek dziatania no-
wego wiatru przeciwnego, znowu zostat cofniety o ~ cze$¢ tera-
zniejszej odlegtosci od A. Gdy wiatr powtdrnie ustat, okret, prze-
ptynawszy g cze$¢ ostatniej odlegtosci od A, przybyt do portu. Ja-
ka jest odlegto$¢ miasta A od B, i ile mil okret przeptynat?

27. Z czterech miasteczek A, B, Ci D, lezacych na jednej
drodze, wyjezdzajg dylizansem pocztowym cztery osoby ijada do
jednego miasta E. Odlegto$¢ A od B wynosi 19 mil; B od C wy-
nosi 3 mile, a Cod D 6 mil. Przy oplacie naleznosci pocztowej
okazato sie, ze osoba, wyjezdzajaca z A, zaptacita za droge tyle, ile
trzy pozostate osoby razem. Jak z tego obliczy¢ odlegtos¢ mia-
stal) od E?

28. Dwa ciala poruszajg sie, zaczynajac od dwéch punktow
A i B, ktorych odlegtos¢ wynosi d metréw, w tym samym kierunku.
Jedno z tych ciat przebywa w kazdej jednostce czasu (np. sekun-
dzie) ¢ metréw, drugie zas e' metrow. Kiedy i gdzie te dwa ciata
spotkajg sie? W jakim przypadku rozwigzanie zadania jest nie-
mozliwe?

29. Dwa ciata wyruszajg w jednej i tej samej chwili z dwdch
punktéow A i B, ktérych odlegto$¢ wynosi d metréw, iidg w Kie-
runkach przeciwnych. Pierwsze przechodzi ¢ metréw, drugie za$ c'
metrow w kazdej jednostce czasu. W jakim czasie, i w jakiej odle-
gtosci od punktow A i B te dwa ciatla spotkajg sie?

30. Dwa ciata wychodzg z tego samego punktu Si oba po-
ruszajg sie w tym samym kierunku. Pierwsze przebiega w kazdej
jednostce czasu ¢ metrow; drugie za$, ktére wyszto w n jednostek
czasu pozniej z S, przebiega w kazdej jednostce czasu c' metrow.
Po uptywie jakiego czasu, liczac od wyjscia drugiego ciata z pun-
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ktu S, oba te ciala spotkajg sie? Jaki zwigzek powinien istnie¢
pomiedzy ilosciami e, c'i n, aby rozwigzanie zadania byto mo-
zliwem?

31. Dwa ciata wyruszajg w jednym czasie z dwéch punktow,
odlegtych na 243 metréw w kierunkach przeciwnych; pierwsze prze-
biega na minute 5, drugie za$ 7 metréw. Po uptywie jakiego cza-
su odlegtos¢ pomiedzy niemi wynosié¢ bedzie 39 metréow?

32. Na samym S$rodku stawu kwadratowego, majgcego diu-
gosci i szerokosci 10 stop, wyrasta trzcina, wznoszgca sie na jedng
stope nad wode. Jezeli te trzcine przyciagniemy do $rodka jedne-
go z bokéw stawu, wtedy ona swoim wierzchotkiem dosiegnie sa-
mego brzegu. Jak gieboki jest staw?

33. Mioda topola, wysoka na 10 stép, zostata przez wiatr
zlamana w takiej wysokosci, ze jej wierzchotek, oparty teraz na
ziemi, znajduje sie w odlegtosci 3 stop od podstawy pnia. W ja-
kiejze wysokosci zostata ona ztamana?*).

34. take, majacg 40 morgéw, 8 koni objadto w ciggu 7 ty-
godni tak, ze zostata zjedzona nie tylko trawa, jaka sie z poczatku
na niej znajdowata, ale takze i ta, ktéra w ciggu tego czasu przyro-
sta. Inng tgke, majacg 50 morgbéw, tej samej wartosci gruntu,
9 koni objadto w podobny sposéb w ciagu 8 tygodni. llez koni mo-
ze by¢ utrzymywanych na takiejze samej tgce, liczacej 60 morgéw,
przez przecigg 12 tygodni? Jak wyrazi¢ i rozwigza¢ podobne za-
danie w sposéb og6lny?

XXI1V.

Réwnania jednoczesne stopnia pierwszego
z dwiema niewiadomemi.

209. Przypusé¢my, ze mamy réwnanie zawierajace dwie ilo:
niewiadome x iy, np. 3. — 7y = 8. Nadajac jakakolwiek war-
tos¢ dowolng na jedng z tych niewiadomych, mozemy znalez¢ z te-
goz réwnania odpowiednig warto$¢ na drugg. Tym sposobem mo-
zemy znalez¢ tyle par wartosci, zadosy¢ czynigcych danemu réwna-

*) Do dwbéch ostatnich zagadnienn trzeba uzy¢ twierdzenia Pita-
gorasa.
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niu, ile tylko chcemy. Tak naprzykitad, jezeli y = 1 bedzie 3x=15,
a przeto 35=5; rowniez jezeli y—2, bedzie 335=22, skad = 7—;—

i tak dalej.

Podobniez, jezelibySmy mieli inne réwnanie tego samego ro-
dzaju, np. 235 -j- 5«/=44, i z niego mozemy oznaczy¢ tyle wartosci,
ile nam sie spodoba, zadosyd mu czynigcych.

Lecz jezelibySmy chcieli wynalez¢ te wartosci, ktdre zadosyo
czyniag jednoczesnie obu réwnaniom, wtedy znalezlibysmy, ze tylko
jedna jest taka warto$¢ na x i jedna nay. Gdyz: pomnézmy pierw-
sze réwnanie przez 5, bedzie:

15x — 35y = 40;
drugie zas réwnanie przez 7, otrzymamy:
1l4a: + 35y = 308.
Zatem, przez dodanie odpowiedniemi stronami tych réwnan:
1535 — 35y -]- 143H-j- 35y = 40 -j- 308,
to jest: 29 x — 348,

skad:

Widzimy stad, ze jezeli warto$¢ na x ma zadosyd uczyni¢ obu

réwnaniom, wtedy musi by¢ ona réwng 12. Podstawmy te wartos¢

w ktérekolwiek z danych réwnan, np. w drugie, wtedy otrzymamy:
24+57?/= 44,

czyli: oy = 20,

skad: V= 4

210. Dwa, lub wiecej réwnan, ktérym majg zadosy6 czynié
tez same wartosci na niewiadome, nazywajg sie réwnaniami jedno-
czesnemi. W obecnym rozdziale zajmiemy sie réwnaniami jedno-
czesnemi, zawierajgcemi tylko dwie iloSci niewiadome, i w ktérych
kazda niewiadoma wchodzi tylko w stopniu pierwszym, i nadto je-
dna niewiadoma nie jest mnozong przez druga niewiadoma.

211. Do rozwigzywania tych réwnan uzywa sie zwykle je-
dnego z trzech sposobow, ktére zaraz wytozymy. Wszystkie te
trzy sposoby maja jedng zasade wspo6lng — mianowicie: z dwoch
rownan danych, zawierajacych dwie niewiadome, wyprowadza sie
jedno réwnanie, zawierajace tylko jedng niewiadomag. Gdy tak po-
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stepujemy, wtedy méwimy, ze z tych. dwdéch réwnan rugujemy jedng
niewiadoma; te mianowicie, ktéra do ostatecznego, jednego réwna-
nia nie wchodzi. To ostateczne réwnanie, zawierajgce tylko jedng
niewiadoma, moze by¢ rozwigzane sposobem podanym w rozdzia-
le XX; i gdy warto$¢ na te niewiadoma zostata tym sposobem
oznaczona, wtedy mozemy ja podstawi¢ w ktérekolwiek z réwnan
danych i oznaczy¢ w koncu wartos$¢ drugiej niewiadome;j.

212. Sposdb pierwszy*). Nalezy pomnozy¢ kazde z dar
rownan przez liczbg tak wybrana, aby, po pomnozeniu, wspoétczynni-
ki przy jednej z niewiadomych staty sie rownymi; — wtedy przez do-

danie lub odjecie tychze réwnan, otrzymamy réwnanie, zawierajace
tylko jedng niewiadoma.
Tego wlasnie sposobu uzyliSmy w artykule 209; jako inny
przyktad wezmy réwnania:
8# — 72 = 100,
12— 5y = 88.
Aby wyrugowac y, pomno6zmy pierwsze réwnanie przez 5, t. j. przez
wspoétczynnik przy y w drugiem réwnaniu; drugie za$ réwnanie
przez 7, t.j. przez wspoétczynnik przy?/ w réwnaniu pierwszem.
Tym sposobem otrzymamy:
40 < -j—35y
84x — 35y

500,
616.

Dodajac te réwnania, bedzie:

40 84* = 500 -|]- 616,
czyli: 124 = 1116,
skad: <= 0.

Podstawiajgc te wartos¢ w ktorekolwiek z danych réwnan, naprzy-
ktad w drugie, otrzymamy:

108 — 5y = 88,
to jest: 20 = by,
skad: y = 4

Przypusémy teraz, ze dla rozwigzania tych réwnan chcemy z poczatku

) Sposéb ten nazywaja niekiedy ,angielskim'l
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wyrugowac z nicli *. Jezeli pomnozymy pierwsze réwnanie przez 12
a drugie przez 8, otrzymamy:
9% x -f 84y = 1200,
96* — 40y = 704.
Odejmujac nastepnie od pierwszego réwnania drugie, mie¢ bedziemy:
84/l -f 40y = 1200 — 704;
czyli: 124y — 496,
skad: y = 4
Do tegoz samego wypadku moglibysmy doj$¢ prosciej, mnozac
pierwsze réwnanie przez 3, a drugie przez 2; wtedy:
24* + 21y = 300,
24* — 10y = 176.

Po odjeciu:

21y -f 10y — 300 176;
czyli: 3ly — 124,
skad: y = 4

213. Drugi sposo6b (przez podstawienie).

Nalezy wyrazi¢ jedng niewiadomag z jednego z dwoéch réwnan
za pomocg drugiej niewiadomej, i tak znaleziong warto$¢ 'podstawic
w drugie réwnanie.

Tak naprzyktad, biorgc tez same réwnania, co w poprzednim
artykule, mamy z pierwszego réwnania:

8* = 100 — 7/,

100 — 7
skad: X = y
8
Podstawiajac te wartos¢ na x w réwnanie drugie, otrzymamy:
12 (100 — 7
( V' _by = es,
8
. 3(100 - 7
czyli: ( y) —5y — S§;

znoszac mianownik:

3 (100 — Ty) - 10y = 176;
czyli: 300 21y — 10/ = 176;
skad: 300 -- 176 = 21y -}- 10/,
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dalej: 3ly = 124,
i nakoniec: y = 4.
Podstawiajac nastepnie tez wartos¢ nay w ktérekolwiek z danycli
réwnan, otrzymamy:
x = 0.

Albo jeszcze mozemy tak postepowac: z pierwszego réwna-
nia mamy:
7y — 100 - Sx,

skad: y = el )

Podstawiajac te wartos¢ w réwnanie drugie, otrzymamy:

12*_ 5(i00;— M = 88;
i dalej: 84x - 5 (100 — 8x) = 616;
czyli: 84x — 500 + 40x = 616,
skad: 124x = 500 + 616 = 1116,
i nakoniec: X = 9
214. Trzeci spos6b (przez poréwnanie niewiadomych):

Nalezy jedng i tez samg niewiadomg wyrazi¢ za pomocg dru-
giej niewiadomej z kazdego z danych réwnan i tak otrzymane wyra-
zenia uczyni¢ réwnemi.

Wezmy, jako przykiad, tez same dwa réwnania. Z pierwsze-
go réwnania otrzymujemy:

100 — 7y
z drugiego zas:
88 -f 5y
12
. 100 — 7y _ 88-1-5y
Wiec: 8 ) 12

ZnieSmy mianowniki, przez pomnozenie obu stron réwnania
przez 24; otrzymamy:

3 (100 — 7y) = 2(88 -J by),
skad: 300 — 21y = 176 -f 10vy;
i dalej: 300 — 176 = 21y -j- 10y,



to jest: 3ly — 124,
i nakoniec: y — 4.

Nastepnie, w podobny sposéb jak pokazano poprzednio, mo-
zemy wyprowadzi¢, ze x = 9.

Albo tez mozna postepowa¢ w ten sposob: z pierwszego ro-
wnania wynajdujemy:

100 — 84&
y — 7
z drugiego zas:
12@c — 88
"= 5 '
stad: 100 — 8x — 12x — 88
7 5

Z tego réwnania znajdziemy, ze: x = 9, a nastepnie tak samo jak
wyzej:y = L
215. Rozwiagza¢ réwnania:
199 -21 7%= 100;
2 la: — 19y = 110.
Réwnania te moga by¢ rozwigzane sposobami podanymi wyzej;

lecz umysinie wybralisSmy je tutaj, aby pokaza¢, ze sposoby te mo-
ga by¢ niekiedy uproszczone.

Dodajac te rownania, otrzymujemy:

19a) — 21y -f 21a — 19y — 100 -f 140,

czyli: 40x — 40y — 240,

skad: X —y = 6.

| znowu, przez odjecie poczgtkowych réwnan, mie¢ bedziemy:
21 - 19?2/ — 19a + 21y = 140 — 100,

to jest: 2x 2y == 40,

skad: X -j-y = 20.

Poniewaz wiec: x —y = 6, ix -J-y= 20, przeto, przez dodanie
tych ostatnich réwnan, bedzie:

2x = 26,
a przez odjecie: 2y = 14
M Xx = 13,y = 7.

Algebra. 9
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216. We wszystkich czesciach algebry mozna znalezé szcze-
gbélne przyktady, ktére moga by¢ traktowane sposobami krétszymi,
anizeli sposoby podane przez prawidta ogdlne, lecz do tych skré-
cen uczacy Sie moze dojs¢ tylko przez wprawe i dtugie ¢wiczenia;
i z tego powodu w samych poczatkach nauki nie powinien naprézno
traci¢ wiele czasu na ich wynajdywanie.

217. Rozwigzat réwnania:

27 12

X y
Gdybysmy zniesli mianowniki w powyzszych réwnaniach, wtedy
wystgpitby w nich iloczyn xy ilosci niewiadomych. Roéwnania ta-
kie, $cisle biorac, nie nalezg do obecnego rozdzialu. Lecz moga
one by¢ rozwigzane podanymi sposobami, jak to zobaczymy zaraz.
Pomnézmy bowiem pierwsze réwnanie przez 3 a drugie przez 2
i dodajmy tak otrzymane réwnania; znajdziemy:

36 ,24 ,54 24

czyli:
to jest:
skad: 90 = 30X\
a nastepnie: X = 3

Podstawmy te warto$¢ w réwnanie pierwsze, bedzie:
skad: 8 = 8—4= 4

y

a nastepnie:
i nakoniec:

218. Rozwiagza¢ réwnania:
ax -f- by = c2
ax -f-by = ¢
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Tutaj x i y oznaczaja ilosci niewiadome, inne za$ gloski oznaczajg
ilosci wiadome.
Pomno6zmy drugie réwnanie przez b i odejmijmy je nastepnie
od pierwszego. Otrzymamy:
axX -j- by — abx — bhj = 02 — be,

czyli: a@—bx—c(c—6);
c(c— b
kad:
o ©CoalE=1-
Podstawmy te warto$é¢ na x w réwnanie drugie; bedzie:
ac (c— b

a@—b) ' by
c(c—Db e(a—b) —c(c- -b ca -o
skad: bu—c— ;—b)_( )a—(b ) (a- b)’
i nakoniec:
c(a—c) c(c— a)

y b(@a — b) bb—a)
Albo tez warto$¢ nay moze by¢ znaleziona w podobny sposob,
jak byta znaleziona warto$¢ na x*).

*) Sposoby rugowania niewiadomych z dwoch réwnan, podane
w tekscie, i nastepnie rozwigzanie tychze réwnan opierajg sie na nastepu-
jacem twierdzeniu:

Gdy dwa réwnania majgtez same pierwiastki, wtedy réwnanie, otrzyma-
ne przez dodanie lub odjecie ich, moze zastapie jedno, ktérekolwiek z danych
réwnan.

W samej rzeczy: uwazmy dwa réwnania:

A =

C— D
zawierajgce tez same niewiadome X i y. Te pary wartosci na i iy, ktore
czynig jednocze$snie A — B i C= D, uczyniag réwniez i A -(- C= B -f- D.
I odwrotnie: te pary wartosci na a i y, ktére zadosy¢ czynia réwnaniu:

A-hC= B+ 1),

i jednemu z réownan A = B\ lub C= D, zadosy¢ muszg czyni¢ i drugiemu
réwnaniu.

Réwnania dane mogg by¢ podiug tego zastgpione innemi parami
réwnan, dogodniejszemi do rozwigzania. Mianowicie: zamiast pary réwnan:
A= BiC= D,

mozemy uzy¢ do rozwigzania takie pary:
A= Bi A+ C= B+1)
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219. Oproécz powyzej wytozonych trzech sposobéw rozw
zywania réwnan z dwiema niewiadomemi, jest jeszcze czwarty spo-
s6b, zwany sposobem Bezoufa lub francuskim. Sposéb ten polega
na wprowadzeniu w réwnania mnoznika dowolnego, nieoznaczone-
go, to jest mogacego przyjmowac wszelkie wartosci, jakie tylko na-
da¢ mu zechcemy. Pokazemy na réwnaniach, ktére juz wyzej roz-
wigzalismy, uzycie tegoz sposobu.

Niech wiec beda dane réwnania do rozwigzania:

8a f- 7y = 100,
12a — by = 88.
Pomnézmy jedno z tych réwnan, np. pierwsze, przez ilos¢ do-
wolng m, to jest taka, jakiej mozemy nadawac takie wartosci, ja-
kie tylko chcemy. Otrzymamy:
8mx -)- 7my = 100 m,
12x — by = 88.

Dodajmy tak otrzymane réwnania odpowiedniemi stronami; bedzie
8mx |+12&—4—7my — by — 100w -|- 88.
Wytaczajac z pierwszych dwoéch wyrazéw pierwszej strony x,

a z drugich dwéch wyrazéw y, za nawias, otrzymamy:

B8m+ 12) x -j- (7m — 5)y — 100m -j- 88.

Réwnanie to bez watpienia jest wiecej ztozone, anizeli kazde z ré-
wnan danych; lecz poniewaz do niego wchodzi ilos¢ dowolna m,
przeto mozemy jg tak wybra¢, aby po podstawieniu odpowiedniegj
na nig wartosci, jedna z niewiadomych znikia z réwnania, czyli zo-
stata wyrugowana. W tym celu nalezy tylko na ni wybra¢ taka
wartos¢, aby wspdtczynnik przy tej niewiadomej, ktérg chcemy
wyrugowac, stat sie rownym zero. Przypusémy np., ze chcemy
znalez¢ wartos$¢ na X\ wtedy nalezy z réwnania wyrugowac y. Pod-

tub: C=DiAf (= B-+1T)

lub: A—Bi.l—C—B—) it d
Oczywiscie obie strony kazdego z réwnan przed dodaniem Ilub odjeciem
moga byé pomnozone lub podzielone przez jedng i tez samg ilos¢, skad
mozemy otrzyma¢ skombiuowane réwnania przeksztatlcone w taki sposoéb,
jaki w danym przypadku uwaza¢ bedziemy za najdogodniejszy do rozwia-
zania. Toz samo daje sie zastosowa¢ i do wiekszej liczby réwnan: trzy
réwnania moga by¢ zastgpione dwoma ktéremikolwiek z nich i trzeciem,
powstatem z dodania lub odjecia danych réwnan i t. d
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stawmy na m takg warto$¢, aby wspoétczynnik 7m — 5 stat sie ze-
rem. Jezelii 7Tm — 5= 0, to
7m = 5,
5
a m = -

Podstawiajgc te warto$¢ na m w powyzsze réwnanie, otrzymamy:

I8. 12)x+ (7.~ - 5)y = 100. ~ + 88,
czyli:
A ze: 0.y —0,
500
przeto: X - T -f 88.

Znoszac tutaj mianownik, bedzie:
(40 -f 84) a = 500 -f 616,
czyli: 124x = 1116,
skad: X = 9.
Chcac znalez¢ y, nalezy w réwnaniu:
B8m+ 12) x -)- (m — 5y = 100 m + 88,
podstawi¢ zamiast m takg wartosé, ktéraby uczynita wspotczynnik

przy x rownym zero. Taka warto$¢ znajdziemy, rozwigzujac ro-
whnanie:

8m+ 12 = 0,

12 3

8 2"
Podstawiajac te warto$¢ w powyzsze réwnanie, bedzie:

skad: m

(-11 - 5y = - 150 + 88,

czyli: —(y + 6 = — 62

albo, znoszac mianownik i wykonywajac dodawanie:

— 3ly = — 124,
Lecz w tern réwnaniu mozemy znaki w obu stronach zmieni¢ na
przeciwne, gdyz to jest réwnoznaczne z przeniesieniem wyrazu
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— 31y z pierwszej strony na drugg, a wyrazu — 124 z drugiej
strony na pierwsza i zmienieniem nastepnie porzadku stron réwna-
nia; bedzie:

3ly = 124;
skad: y = 4
220. Moglibysmy jeszcze kazde szczeg6lne zadanie rozv

za¢ za pomocg og6lnych wzoréw, pokazujgcych wartosci na nie-
wiadome z dwoéch réwnan takich, w ktérych wspétczynniki tychze
niewiadomych i ilosci wiadome sg oznatzone gloskami. Roéwnania
dwa z dwiema niewiadomemi moga by¢ w ogdlnosci przedstawio-
ne w tej postaci:

a™x bxy = lci,

ax + by = f2
gdzie av a2 bv b2 Icl i k2 oznaczajg pewne dane liczby, rézne w ka-
zdym szczegbélnym przypadku. Aby z tych réwnan znalez¢é war-
tos¢ na x, wyrugujemy z nich y. W tym celu pomnézmy pierwsze
przez b2 drugie zas$ przez 5,; otrzymamy:

albx - = &&A
+ b2y = k2ol ;
Odjawszy odpowiednie strony tych dwoch réwnan, wypadnie:
aJjxX — a28J* = kb2  y i
wytaczajgc na pierwszej stronie x za nawias, bedzie:
W2 — dDjj x — b2 ~ons

Nb2 wmfDhl
aA ad,
Podobniez: rugujgc z tych réwnan x, otrzymamy warto$¢ nay,
ktéra bedzie taka:

skad: X -

alk2 — axk1l
V~ axh2—adl'’

Jakkolwiek, na pierwszy rzut oka, te wartosci na x iy wy-
daja sie dosy¢ ztozonemi, wszakze nietrudno je sobie w kazdym
przypadku przypomnie¢, przyjrzawszy sie tylko sposobowi, w jaki
sg one z wspotczynnikow i ilosci wiadomych utworzone. W samej
rzeczy: zwrd¢my uwage najprzod na to, ze obie wartosci przedsta-
wiajg sie w postaci utamkdéw, majgcych mianownik wspélny i ta-
twy do zapamietania ax& — aj)v ztozony tylko z wspdtczynnikdw
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przy x i y. Powtére: licznik wartosci na x otrzyma sie z miano-
wnika wspdlnego, przez podstawienie w nim zamiast wspotczynni-
kéw axi «2przy x w dwéch danych réwnaniach, odpowiednio dru-
gich stron tychze réwnan XIli Ic, Podobniez i licznik wartosci nay
jest w ten sam sposéb utworzony z mianownika, to jest przez pod-
stawienie w nim zamiast wspoétczynnikéw przy y w obu réwna-
niach b{ i b2 odpowiednio drugich stron Id i k2

Skoro sg znalezione og6lne wzory, wyrazajace wartosci na
niewiadome z dwoch réwnan ogélnych stopnia pierwszego z dwie-
ma niewiadomemi, wtedy mozemy kazdy szczegélny przypadek
tychze réwnan rozwigzac przez proste podstawienie odpowiednich
wartosci w powyzsze wzory. Tak np. wezmy przyktad juz rozwig-
zywany poprzednio kilkakrotnie. Dane réwnania sa:

8x-\-7y = 100,

12x — by = 8S.
Tutaj: a, = 8; b{= 7, hx= 100; «2= 12; b2= — 5; 32= 88.
Podstawiajac te wartosci w znalezione wyzej wzory, bedzie:

100 X 5—88 X 7

8 X —5- 12X 7 7

8 X 88 — 12 X 100 _

8 X —5—12X 7’

skad:
« = 500 — 616 -H 16
-40 — 84 -124
i 704 -- 1200 _ - 496
- 40—84" 124"
y= 4.

PRZYKLADY XXIV.

3x —4t/=2, 7Tx—9y = T7.
10x-f9y = 290, 12m- 11y = 130.
3x —4?/= 18, 3x -\-2y — 0.

4. *x =11, 2x—3y= 0.

\- —
X—gy-j-lx—lo, X y—j—2l: 6.
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2/\+0 3y: 10 é iy—63x _3:_]_1
2(2*4-3 2)= 3(2* —3y)-f 10,
4% —3%7= 46/ —2%) -f 3.

8. 3*]-9y =24 021* —0,06y= 0,03.

) 4=1. 18+ 2°= 16

* 1u 4* — 5y

100 * —42-=
© 3l 10 by
* _f. .. 1 6
11 L _—
Y_I y v
12 —4-—= bx —ay = 0.
i ii . A =
13 « + b=20C 46 a 0.
14 a(*-j-2)+ —2)= 1 ax—y)b{x -\y=1
13 B 3
* (-2y 4~ 3 4% —5y -j-6"
3 19
6* —52/4-4 3*4-22/4-1
16. ax—by+ - -t—, (« 6 *= (a4~6)y-
x-\-y. 1 y_4+_i - an
*—2+ 1 * Y+ 1
XXV.

Rownania jednoczesne stopnia pierwszego, zawie-
rajace wiecej niz dwie niewiadome.

221. G-dy sg dane trzy réwnania, zawierajace trzy niewi:
dome, wtedy z dwoéch z tych réwnan mozemy wyprowadzi¢ jedno,
zawierajgce tylko dwie niewiadome, za pomocg sposobdéw, poda-
nych w poprzednim rozdziale. Nastepnie z trzeciego z danych
rownan ijednego z dwoéch pierwszych, mozemy otrzymaé nowe
rownanie, zawierajace tylko dwie tez same niewiadome. Tym spo-
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sobem mie¢ bedziemy dwa réwnania zawierajace dwie niewiadome,

ktorych wartosci moga by¢ oznaczone sposobami podanymi w po-

przednim rozdziale. Podstawiajgc tak znalezione wartosci w jedno

z danych réwnan, znajdziemy wartos¢ i trzeciej niewiadome;j.

222. Rozwigza¢ réwnania:

7* -f3y —2z=16
2* -)- by -f- 3z
5* — y -j-bz = 3 1 3).

Aby mozna byto tatwo wskazywaé te réwnania, o ktérych mowa,
oznaczamy je liczbami (1), (2), (3); i rownania w dalszym ciggu
otrzymywane oznacza¢ bedziemy w podobny sposob.

Pomnézmy (1) réwnanie przez 3, (2) przez 2; otrzymamy:
21* -f 9y — 6z = 48,
4* -j- 10y -f- 6z — 78;
dodajgc te rownania, bedzie:
25x + 19y = 126 . . . (4.
Pomnoézmy nastepnie (1) przez 5, i (3) przez 2, bedzie:
35* -j- 15y — 10z = 80,
10* — 2y -j- 100 = 62

1
w
©

przez dodanie zas:
45* -|- 13y = 142 . . . (5.
Nalezy nam teraz znalez¢ wartosci * i y z rownan (4) i (5).
Pomnoézmy (4) przez 9, a (5) przez 5; bedzie:
225* -j- 1712 = 1134,
225* -j- 65y= 710;
odejmujac te dwa réwnania, otrzymamy:
1062 = 424,
skad: y= 4
Podstawmy znaleziong warto$¢ na y w réwnanie (4); mie¢ be-
dziemy:
25* + 76 = 126;
skad: 25* = 126 — 76 = 50.
a nastepnie: X — 2.



138

Podstawiajac nakoniec wartosci na x i na y w réwnanie (1), bedzie:
14+ 12 — 22 = 16,
skad: 10 = 2z
i nastepnie: £ —5.
223. Rozwigza¢:

1+ 2--A b e i
x g , - ()
o 4 2
Tyt To% @
l-A +A=i4 . . . 0.
X oy z

Pomnézmy réwnanie (1) przez 2, i dodajmy wypadek otrzymany
do réwnania (2); — znajdziemy:
*
+4—1+1+1+1:2+24
x 1y z 1x 1y 17z
li: - = 26
Czyll: X ; = (4)
Pomnézmy réwnanie (1) przez 3 i dodajmy otrzymany iloczyn do
rownania (3); bedzie:
3'§‘9,7 8+ —= 3 ' 14
y z X y z
. 10__ 2
czyli: -— = 17
y x y )
Pomnézmy (5) przez 4 i dodajmy otrzymane réwnanie do réwna-
nia (4); — bedzie:

40 & — + § 168 + 26;
X X
47
czyli: = ;
y X 94,
skad: 47 = 94,
 akoniec. 47 1
i nakoniec: ‘g4 T *
Podstawiajgc tak znaleziong wartos¢ na x w réwnanie (5), bedzie;
20 - 2 17,

\%
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skad: = 20— 17= 3,

a samo

Podstawmy nareszcie te wartosci na

3
mamy: 2+ 3 R
czyli: : -
skad: 0—-'?

224. Rozwiagza¢ réwnania:

a + b - (1)1
)E)_’\’ [+ 5 (2)
X z

=
a 'c ©).

Odejmijmy réwnanie (1) od (2); — bedzie:

= 5—3
b ' ¢ a b '
li: ——~= 2
czyh c a 4.
Odejmujac (4) od (3), otrzymamy:
_ - 2.
a
czyli: = 1: skad: X = a

Dodajac réwnanie. (4) do réwnania (3), otrzymamy:
2z

= 6’

c
skad: — = 3
a nastepnie: z= 3¢

Przez podstawienie wartosci na x w réwnanie (1) znajdziemy
nakoniec: y = 2h.
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225. W podobny sposéb mozemy postepowaé, jezeli liczba
réwnan i ilosci niewiadomych jest wieksza od trzech.

22(>. G-dybysmy chcieli rozwigza¢ trzy réwnania z trzema
niewiadomemi sposobem Bezoufa (§ 219), wtedy nalezatoby wpro-
wadzi¢ do danych réwnan dwa mnozniki nieoznaczone. Nastepu-
jacy przyktad najlepiej objasni spos6b postepowania:
Przypusé¢émy, ze chcemy rozwigza¢ rownania:
5¢c42%-f3 = 2§
8a— 37 4=27"= 15
Qx— y—22= 1
W tym celu pomnézmy pierwsze z nich przez czynnik nieoznaczo-
ny m, — drugie przez drugi czynnik nieoznaczony n, atrzecie zo-
stawmy bez zmiany. Bedzie:
5mx-|~2my -j~3mz = 28 m,
8 NnX — Sny -j- 2nz — 15w,
6 x—y—22=1
Dodajmy teraz te trzy réwnania, wyltaczajac jednoczes$nie x, y i z
za nawiasy z tych wyrazéw, do ktérych one wchodzg jako wspélne
czynniki. Otrzymamy réwnanie:
Gm 8n-)-6)x-(-2m—3n—1) ¢+
-j-Bm-j-2n—2)z = 28m-f- 15n-j-1 . . . (1
Do réwnania tego wchodza oprécz wszystkich trzech niewiado-
mych, jeszcze dwie ilosci dowolne m, n. Poniewaz te ostatnie mo-
ga przyjmowacé wszystkie wartosci, jakie tylko uwazamy za sto-
sowne im nadaé, przeto mozemy w ich miejsce podstawic¢ takie
wartosci, przy ktérych dwa wspétczynniki przy dwoch niewiado-
mych w réwnaniu (1) statyby sie zerami. Podstawiajagc wiec za-
miast m in stosownie dobrane wartosci w réwnanie (1), otrzyma-
my z tegoz réwnania réwnanie, zawierajgce tylko jedng niewiado-
ma, z ktoérego taz niewiadoma moze by¢ nastepnie oznaczong. ltak
przypus¢émy, ze chcemy najprzéd znalezé warto$¢ na x. Wtedy
za m in podstawiamy w réwnaniu (1) takie wartosci, przy ktérych
wspotczynniki przy y i z statyby sie zerami, to jest przy ktorych
bytoby:
2w —3n—1=0.
3m42n—2=0.
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Te wartosci otrzymajg sie przez rozwigzanie réwnan:

2m —3n —1,
3m-f2n= 2

Mnozac pierwsze z nich przez 2 a drugie przez 3, wypada:
4»i — 6N — 2,

9 »-j-6 = 6
dodajac je, otrzymamy:

13m = 8,
skad: m= — .
Podobnie znajdziemy, ze:
1
H~ 13"
Podstawiajgc te wartosci na mi na n w réwnanie (1), znajdziemy:
1
= _f- 0.2/ = i ~n
(5X Il + 8 X 13 f- & —4+90.2/40.0=28Xjg 15X
i B 18 j6u 204+ 15+ i
czyli @13 L3 -ls 43 s o

Znoszac tutaj mianownik 13, otrzymamy:
40+ 8+ 78)x 224 =15—}-13,

czyli: 126 x = 252;
skad nakoniec X = 126: 2.
Chcac znalez¢ wartos¢ na i/, nalezy zamiast m i n podstawi¢ w ré-
wnanie (1) takie wartosci, przy ktorych bytoby:

5m 8n--6= 0.

3 m-)-2n—2=0.
Postepujac podobnie, jak to byto pokazane przy wynajdywaniu
wartosci na x, znajdziemy, ze:

V— 3
Nakoniec na z znajdziemy warto$¢ nastepna:
z= 4

Gdyby byto danych do rozwigzania cztery réwnania z czterema
niewiadomemi, wtedy nalezaloby wprowadzi¢ do tychze réwnan
trzy ilosci dowolne; i t. d.
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PRZYKLADY XXV.

£LA324=22= 11, 2. bx —6y-f-42= 15,
2a?-)-il-]-3z = 14, 7x-\-4y — 32 = 19,
3x -\-2y z= 11 2X -j- y~\6z ~ 46.
3. 38 —y-j-z= 17, 4, X+ i/l+ 2= 5,
5x-)-3i/ — 22 = 10, 3P — 5« 3T72= 75,
7X \-4y — 52 = 3. 9* — 112-j- 10 = 0.
1 1 1 6. y-\-z= a%),
X 6’ +
1 .1 _ 35 X+ y—c
y + » 6’
4 8 4
x "y z
7 y-\-z - x = g, S X y z
z-(-x —y —b T+ T+ T =1;
X-j-y—z==c
at ttHp = 1-
b a 1c
9. a N _ 3 10. v-)-X-)-y-)-z= 14,
X v oox 7 2v-d&= 2jl{a—S
a b C _ 1 3y — x -f-22 -(- 22 = 19,
X 1ly VAR v
2a b_c_ ¥+/\+X_|JL:4.
X oz T

*) RoOwnania te i podobne do nich najprosciej rozwigzujg sie przez
dodanie ich wszystkich, podzielenie sumy przez wspétczynnik wspdlny przy
wszystkich niewiadomych i nastepnie odjecie kolejne kazdego z danych
réwnan od réwnania otrzymanego z poprzednich dziatan. W uwazanych
réwnaniach np. bedzie z dodania ich:

2X 4+ 2y +2z= o+ J+ f,

t ie:
nastepnie 2
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J1. x4y — 107 12 X .\ Yy g
Z_l_ *= 28 b-\-c C a
z-\-x —22. Cy . - b+
z = c+H a
a\b* p_—c ‘T?

13. a?-]-yz-]-zx = 9xyz, *)
yz -\-2zx — 3Xxy = — 4xyz
>yz — 2zx-\- Xy = £Xyz.

14. X -]-y-[-z= 3a-j-b ¢
X4y +t— —d43b—=,
X—z—1t= a-\-b — g
4z —t= 3a—b—c

XXVI.

Zagadnienia, prowadzace do rownan jednoczesnych
stopnia pierwszego, zawierajgcych wiecej niz
jedng niewiadoma.

227. Rozwigzemy teraz kilka zagadnien, prowadzacych

réwnan jednoczesnych stopnia pierwszego, o wiecej niz jednej nie-
wiadomej.

2
Znalez¢ utamek, ktory staje sie réwnym 5 gdy licznik zo-

. . ] 4 . . .
stanie powiekszony o 2, aréwnym , , gdy mianownik zostanie

powiekszony o 4.

Odejmujac pierwsze réwnanie:
y+ z= ti
od powyzszego, otrzymamy:

a bH-c b-ttc—a ., ,
R «= g el d-

*) Nalezy najprzéd kazde z tych réwnan podzieli¢ przez xyz i t. d.
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Niech x oznacza licznik, ay mianosvnik szukanego utamka;
wtedy z zatozenia mamy:

X -)-2 2 x _ 4
~Y~ = 3 ;,y+4~ 7"
Znoszac mianowniki, bedzie:
X — 2y = — 6 v, ()]
7 X—4y = 16 2.

Mnozac (1) przez 2 i odejmujgc nastepnie od (2), otrzymamy:
Ix — 4y — 6x-\-47% = 16 ",

czyli: X = 28.

Podstawiajac wartos¢ na x w (1), znajdziemy:
84 —2y= —6,

skad: 2:/= 90,

i nakoniec: y = 45

28
Szukany zatem utamek jest: — .

228. Pewna suma pieniedzy byta podzielona réwno por
dzy pewng liczbe os6b; gdyby oséb byto o szes¢ wiecej, wtedy ka-
zda otrzymataby o dwa ruble mniej, anizeli teraz rzeczywiscie do-
stata; — gdyby znowu o0s6b byto o trzy mniej, wtedy kazda otrzy-
mataby o dwa ruble wiecej. Znalezé, ile bylo osob i ile kazda
otrzymata?

Niech x oznacza liczbe os6b, a y liczbe rubli, jakg kazda
otrzymata. Wtedy xy bedzie liczbg rubli, ktéra zostata podzielona.
Z warunkéw” zadania wypada, ze:

N6 - 2)=xy . . . . D
(x-3)(y-\-2)=xy. . . . .
Z réwnania (1) otrzymujemy:
Xy -j- 6y — 2x — 12 = xy
skad: By —2X = 12 3).
Z réwnania (2) bedzie:
XYy -j-2x — 3y — 6 = xy\
zatem: 2x —3y= 6 . - (4.



145

Z réwnan (3) i (4) otrzymamy przez dodanie:

3y = 18,
skad: y= 6.
Podstawiajac warto$¢ na y w (4), bedzie:
2x — 18 = 6,
przeto: 2* = 24
i nakoniec: X — 12.

Wiec byto 12 oséb i kazda dostata po 6 rubli.

229. Pewna liczba dwucyfrowa jest réwna pie¢ razy wzietej
sumie jej cyfr; dodajac do tej liczby 9, otrzymamy nowa liczbe
dwucyfrowa, ztozong z tych samych cyfr, ale napisanych w od-
wrotnym porzadku. Znalez¢ te liczbe.

Niech x oznacza cyfre, stojaca namiejscu dziesigtkéw, ay cy-
fre, stojgca na miejscu jednosci. Wtedy sama liczba bedzie 10.r-f yj
i podtug zatozenia jest ona pie¢ razy wieksza od sumy jej cyfr,
przeto:

0x-fy 5x-+/) =m- . . (D
Jezeli, dalej, do tejze liczby dodamy 9, wtedy otrzymamy liczbe,
ztozong z tychze samych cyfr, ale napisanych wodwrotnym porzad-
ku, to jest 10y -(- x, wiec:
10c 4y 9= 10/ F-x . . . . ).

Z réwnania (1) znajdujemy:

z réwnania zas (2) otrzymamy:
9x -)- 9= 9y,
czyli: Xx-(-1=y.
Podstawiajac to znaczenie na y w roéwnanie (3), znajdziarny:
bx = 4x -(- 4,
skad: X = 4.
Z réwnania zas (3) otrzymamy:
y= 5.
Szukana zatem liczba jest 45.
230. Pociag kolei zelaznej, po godzinnej podrézy, zostat
w drodze wskutek wypadku zatrzymany przez 24 minut, poc

Algebra, 10
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wyruszywszy z'predkoscig o wiekszg od poprzedniej, przybyt

na miejsce przeznaczenia o 15 minut za p6zno. Gdyby wypadek
zdarzyt sie o 5 wiorst dalej, wtedy pociag op6znitby sie jeszcze
0 2 minuty wiecej. Znalez¢ poczatkowag predko$¢ pociggu i od-
legto$é, jaka pociag przejechat.

Oznaczmy przez bx liczbe wiorst, jakg pocigg poczatkowo
przejezdzat na godzine, a przez y oznaczmy liczbe wiorst, zawartg
w calej odlegtosci, jaka catkowicie przebyt. Wtedy y — 5cc ozna-
cza¢ bedzie te odlegtos¢ w wiorstach, jaka pociag jeszcze ma prze-

jechac¢ po zatrzymaniu. Te odlegto$¢ pociag przebytby w - ~X go-
oc

dzin, jadac z predkoscig poczgtkowa; z predkoscig zas powiekszona,

« NE

pocigg przebedzie jg w - = - -mgodzin. Poniewaz pociag stat przez

minut 24, a spoéznit sie tylko o 15 minut, przeto pozostata czes¢

drogi zostata przebyta w czasie 0 9 minut krétszym od tego, w ja-

kim bylaby przebyta, gdyby pociag predkosci nie powiekszyt. A ze
9

9 minut stanowi 50 %Lodzmy, przeto:
y—5ax y — bx 9
6 5cc 60 O

Gdyby wypadek zaszedt o 5 wiorst dalej, wtedy pocigg miatby do
przebycia jeszcze y — 5a — 5 wiorst. Wtedy mieliby$smy:
y —5cc—o0 _y —5cr—5 7

6 bx 60 o ‘
Odejmijmy réwnanie (2) od (1); bedzie:
5 5 2
6x bx 60 ’
skad: 50 = 60 — 2Xx;
a nastepnie: 2cc= 10, isamox — 5.

Podstawiajgc te warto$¢ na oo w réwnanie (1), znajdziemy
przez rozwigzanie tegoz réwnania:

fim 47-

231. Trzy osoby A, B i G mogg razem wykonac¢ pewng
bote w 30 dniach; A \B wykonaliby razem tez robote w 32 dniach,
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zas B i C wykonaliby ja, razem pracujac, w 120 dniach. Znalez¢,
w jakim czasie mogtaby wykona¢ tez samag robote kazda z tych
0s6b, pracujac oddzielnie.

Oznaczmy gloska x liczbe dni, przez ktérg sama osoba A wy-
konataby te robote, gloska y liczbe dni, przez ktérg wykonata-
by ja osoba J3, i gtoskg z liczbe dni, przez ktérg sama osoba C mo-
gtaby ja wykonac.

Wtedy bedzie:

Odejmujac réwnanie (2) od réownania (1), otrzymamy:
11 1
z” 30 32 480
Odejmujac dalej réwnanie (3) od (1), otrzymamy:
1_1_ 1 _ 1
X 30 120 — 40'
Przeto x = 40, a z = 480; przez podstawienie za$ tych wartosci
w ktorekolwiek z danych réwnan, znajdziemy, ze y — 160.

232. Nalezy tu zwro6ci¢ uwage, ze dane zadanie moze
czesto rozwigzane rozmaitymi sposobami, z uzyciem wiekszej lub
mniejszej liczby glosek, stuzacych do przedstawienia iloSci niewia-
domych. Aby to objasni¢ przykltadem, wezmy bardzo proste za-
gadnienie: Znalez¢ takie dwie liczby, aby ich suma byta réwng 100,

i aby jedna z nich stanowita dwie trzecie czesci drugie;j.

Aby je rozwiaza¢, mozemy tak rozumowacé: Niech x oznacza

wiekszg a y mniejsza liczbe; wtedy mieé bedziemy:

2 .
y— 3 ;*+ /= ioo.

Albo tez mozemy postepowac w taki sposdb: Jezeli przez x ozna-
czymy wiekszg liczbe, wtedy 100 — x oznacza¢ bedzie mniejsza;
zatem:
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Albo wreszcie mozemy rozumowac i wten sposob: Oznaczamy przez
3.z liczbe wiekszg; wtedy 2,r oznacza¢ bedzie liczbe mniejsza,
i rownanie do rozwigzania bedzie:

3.r-)- 2x = 100.
Rozwigzujgc w zupetnosci zadanie ktéorymkolwiek z tych sposobow,
znajdziemy, ze szukane liczby sg 60 i 40.

Z tego powodu czytelnik bedzie prawdopodobnie w stanie
rozwigza¢ niektore z zadan, podanych na konhcu tego rozdziatu,
uzywajac tylko jednej gtoski do oznaczenia ilosci niewiadomeyj;
jak réwniez z drugiej strony, moze mu sie wydac¢ naturalniejszem
uzycie do rozwigzania niektérych zadan rozdziatu X X111 dwéch
gtosek, zamiast jednej. Jako ogélne prawidto mozna powiedzieé,
ze uzycie wiekszej liczby niewiadomych czyni rachunki dtuzszymi,
lecz za to ulatwia ulozenie réwnan i daje moznos¢ tatwiejszego
Sledzenia biegu roboty. Z tego to wlasnie powodu jestdla poczat-
kujacych korzystniejszem i odpowiedniejszem.

Dla uczacego sie zalecamy, jako dobre éwiczenie, rozwigzanie
zagadnienia § 207 za pomoca uzycia czterech gtosek do oznaczenia
czterech niewiadomych, tam wchodzacych.

PRZYKELADY XXVIL

1. Znalez¢ dwie liczby, majace takie wiasnosci: potowa
pierwszej liczby dodana do trzeciej czesci drugiej liczby stanowi
sume roéwng 32; i nadto: czwarta czes$¢ pierwszej liczby dodana do
piatej czesci drugiej stanowi 18.

2. Kij od wedki sktada sie z dwdch czesci: stosunek diugo-
Sci gornej czesci do dtugosci dolnej czesci jest rowny stosunkowi
5:7; 9 razy za$ wzieta gorna czes¢, wraz z 13 razy wzietg dolng
czeScig, przewyzsza 11 razy wzietg dtugosc catego kija o 36 cali.
Znalez¢ dtugosci obu czesci kija.

3. Dwaj chtopcy mieli po pewnej liczbie orzechéw. Jeden
z nich rzekt do drugiego: daj mi 5 twoich orzechéw, to mie¢ bede
trzy razy tyle co ty. Nie, odpowiedziat drugi, daj mi ty raczej
2 orzechy, to mie¢ bede pie¢ razy wiecej, niz ty. lle miat kazdy?
Toz samo zadanie wyrazi¢ i rozwigza¢ w sposéb ogoélny.

4. Pewna liczba stupéw jest ustawiona na linii prostej,
w rownych od siebie odlegtosciach. Jezeli do podwojonej liczby
stupéw dodamy odlegtos¢ dwdch po sobie nastepujgcych stupow,
wyrazong w stopach, otrzymamy na sume 68. Jezeli od cztery
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razy wzietej odlegtosci pomiedzy dwoma po sobie nastepujgcymi
stupami odejmiemy potowe liczby stupéw, otrzymamy na reszte 68.
Znalez¢ odlegtos¢ pomiedzy skrajnymi stupami.

5. Podtoga prostokgtna jest takich wymiaréw, ze gdyby jej
szerokos¢ powiekszy¢ o dwie stopy a dtugosé o trzy stopy, wtedy
powierzchnia calej podiogi powiekszytaby sie o 64 stopy kwadra-
towe; gdyby za$ szerokos$¢ jej powiekszyta sie o trzy stopy a dtu-
gos¢ o dwie, wtedy jej powierzchnia powiekszytaby sie o 68 stop
kwadratowych. Znalez¢ dtugosé i szerokosé podtogi.

6. Dwie liczby dodane do siebie daja na sume s, podzielone
przez siebie —dajg na iloraz q i na reszte r. Znalez¢ te liczby.

7. Kapital, oddany na pewien procent, zamienit sie po upty-
wie 8 lat wraz z procentem na sume 6486 rb. Tenze sam kapitat,
gdyby byt oddany na procent, przy stopie procentu o 1 wiekszej,
zamienitby sie po uptywie lat 5 na sume 6051 * rb. Znalez¢ ka-
pitat i stope procentu.

8. A i B sgto dwa miasta, lezace nad brzegiem tej samej
rzeki, w odlegtosci 24 wiorst od siebie. Podrézny, ktéry wy-
ruszyt z A, przebyt odlegto$¢ do 22w 7 godzin, ptynac potowe dro-
gi t6dka w goére rzeki, i drugg potowe idac pieszo. Z powrotem
najprzéd przeszedt pierwszg potowe drogi pieszo z predkoscig, wy-
noszaca tylko trzy czwarte tej predkosci, z jaka szedt poprzednio
ku B, a druga potowe przeptynat t6dkg w dot rzeki z predkoscia
dwa razy wieksza od predkosci, z jaka ptynat w gére rzeki, i tym
sposobem przebyt catg odlegtos¢ w 6 godzin. Znalez¢, z jaka pred-
koscia ptynat i szedt poczatkowo od A do B.

9. Dwa pociggi kolei zelaznej, jeden dtugi na 32 metry, dru-
gi za$ na 28 metréow, jada po dwoch torach réwnolegtych. Jezeli
jadg w przeciwne strony, wtedy potrzebujg D/j sekundy na to, aby
sie ming¢; jezeli zas$ jada w tym samym kierunku, wtedy predszy
potrzebuje 6 sekund na to, aby wymina¢ wolniejszy. Znalezé, z ja-
kiemi predkosciami te pociagi jada.

10. Ma kto$ dwa gatunki srebra: jezeli zmiesza 10 kilogra-
mow pierwszego gatunku z 5 kilogramami drugiego, wtedy otrzyma

srebro proby 687-"*); jezeli za$ zmiesza 7-~ kilogramoéw pierw-
*) Proba tak wyrazona odnosi sie do ukfadu metrycznego miar

i oznacza, ze w 1 kilogramie, czyli 1000 gramach aliazu znajduje sie G371
. graméw czystego srebra.
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szego gatunku z 19 kilogramem drugiego gatunku, wtedy otrzy-

ma srebro 625 proby. Jakiej préby sg te dwa gatunki srebra?

11. Trzy miasta A, B i <7lezg w trzech wierzchotkach troj-
kata. Z miasta A do miasta C przez miasto B jest 82 wiorsty; —
z B do A przez (7—97 wiorst i z miasta Gdo B przez A—=89 wiorst.
Znalez¢ odlegtosci od siebie tych trzech miast.

12. Czterej gracze A, B, Ci D grali z sobg cztery partye
wista. Po pierwszej partyi wygrali A, B i C — kazdy po tyle, ile
miat przy sobie; po drugiej partyi wygrali A, B i D znowu tyle,
ile kazdy z nich teraz miat przy sobie. Tak samo po trzeciej par-
tyi wygrali A, Ci Z); a po czwartej B, Ci D. Okazato sig, ze po
tem wszystkiem kazdy z nich miat po 6 rb. 40 kop. llez kazdy
z nich miat, siadajgc do gry?

13. Trzy osoby A, B i C moga wypi¢ beczke piwa w 15 dni;
A i B razem wypijajg cztery trzecie tego, co wypija (7; osoba C za$
wypija dwa razy tyle co A. Znalez¢, wjakim przeciggu czasu ka-
zda osoba sama mogtaby wypi¢ beczke piwa.

14. Dwa ciata znajdujg sie w odlegtosci d metréow. Jezeli
porusza¢ sie beda ruchem jednostajnym Ju sobie, wtedy spotkajg
sie po m sekundach. Jezeli za$ porusza¢ sie beda z temiz samemi
predkosciami jedno za drugiem (w jedna strone), wtedy spotkaja
sie po n sekundach. Znalez¢ predkosci, z jakiemi sie poruszaja.

15. Znalez¢ utamek, ktory statby sie réwnym gdyby-
smy jego licznik powiekszyli o jednos$é, i ktéry statby sie rownym
A, gdybysmy podobnie postagpili zmianownikiem.

16. Ditug 1230 rb. zostat zaptacony papierkami 25 rublowy-
mi i 10 rublowymi; pierwszych byto o 17 wiecej niz drugich. llez
byto papierkéw 25, aile 10 rublowych?

17. Dwoch kupcow miato razem 10000 rb.; kapitat jednego
i drugiego procentuje sie jednakowo (to jest zysk obu od sta na rok
jest jednakowy). Pierwszy z nich po uptywie trzech lat ma kapi-
talu wraz z procentem 9900 rb.; drugi zas juz po uptywie dwoéch
lat ma kapitatu wraz z procentem 9900 rb. Pytanie: Jakiz byt po-
czatkowy kapitat kazdego z tych kupcéw?
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18. W liczbie dwucyfrowej cyfra, stojgca na miejscu dzie
sigtkow, jest o 2 wieksza od cyfry, stojacej na miejscu jednosci; je-
zeli za$ cyfry odwrécimy, wtedy nowa liczba bedzie w takim sto-
sunku do liczby danej, w jakim jest 7 do 4. Znalez¢ te liczbe.

19. Czlowiek, ktory idac zwyktym krokiem, przechodzi na
godzine 3-~ wiorsty, wyszedt na przechadzke; i, uszediszy pewng

odlegtosé, przypomniat sobie, ze miat zatatwi¢ w domu pilny inte-
res. Wraca wiec, biegnac z poczatku z predkoscig 7 wiorst na
godzing, a nastepnie pozostalg cze$¢ drogi przechodzi zwykiym
swoim krokiem w ciggu pieciu minut. Pokazato sie, ze od chwili
jego wyjscia z domu az do powrotu uptyneto 25 minut. Pytanie:
ilez wiorst on przebiegt.

20. Zbiornik, zawierajacy 1200 garncy, zostaje napetniony
wodg, wptywajgcag do niego trzema rurami razem A, B i G w cia-
gu 24 minut. Rura A potrzebowataby sama o 30 minut wiecej do
napetnienia zbiornika, anizeli rura (7; a przez rure C wplywa o 10
garncy mniej na minute, anizeli w tym samym czasie przez rury
A i B razem. Znalezé, w jakim czasie woda mogtaby napetnic¢
zbiornik przez kazda rure oddzielnie.

21. Suma cyfr, stanowiagcych pewng liczbe trzycyfrowa,
rowna sie 9. Cyfra., stojgca na pierwszem miejscu z lewej strony,
rowna sie dsmej czesci liczby, powstatej z dwoch pozostatych cyfr;
cyfra zas$, stojgca na pierwszem miejscu z prawej strony, réwna sie
takze Osmej Czesci liczby, powstalej z dwdch pozostatych cyfr.
Znalez¢ te liczbe.

22. Dwaj cyklisci jada z predkoscig jednostajng po torze
okragtym, ktérego dtugos¢ wynosi 500 metréw; jeden z nich mija
drugiego co 5 minut. Nastepnie jeden cyklista zaczyna jezdzi¢
w kierunku przeciwnym, nie zmieniajac szybkosci, i spotyka sie
z drugim co 24 sekundy. Jakie sg predkosci obu cyklistéw, wyra-
zone w kilometrach na godzine?

23. Pewna suma pieniedzy zostata rozdzielona pomiedzy
osoby A, B i C w ten sposdb, ze dziat osoby A przewyzszat cztery
siodme czesci sumy dziatéw oséb B i C o 30 rb.; dziat osoby B
przewyzszat trzy ésme czesci sumy dziatow osob Ci A takze 0 30 rb.,
i nakoniec. dziat osoby C przewyzszat dwie dziewiagte czesci sumy
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dziatéw o0s6b A i B réwniez o BOrb. Znalezé, ile kazda z tych osob
dostata.

24, A i B, pracujac razem, moga zarobi¢ 40 rb. w ciggu di
A4 i C, pracujac razem przez dni 9, zarabiajg 54 rb.; i nakoniec B
i C moga razem zarobi¢ 80 rb. w 15 dni. Znalez¢, ile kazda z tych
0s6b zarabia dziennie.

25. 4 i B moga wykona¢ pewng robote, pracujac razem,
w ciggu dni 48; A i C toz samo moga wykona¢ w 30 dni; B za$

2

i Cw26= dnia. W ilez dni mogtaby wykona¢ tez samag prace
(o]

kazda z tych oséb, pracujgc sama?

26. Pewna liczba trzycyfrowa ma nastepujgce wilasnc
1-sze jest ona réwna 48 razy wzietej sumie cyfr; 2-re jezeli od nigj
odejmiemy 198, wtedy otrzymamy liczbe, ztozong z tychze samych
cyfr, lecz w odwrotnym porzadku; 3 cie suma skrajnych cyfr jest
rowng podwojonej cyfrze $redniej. Znalez¢ te liczbe.

27. Jubiler stopit dwie sztaby srebra., wazgce razem 60 |

gramow, iotrzymat srebro 812 N proby. Znalezé, ile wazyta ka-

zda z tych sztab, jezeli wiemy, ze w pierwszej na kazde 9 czesci
srebra byta 1 cze$¢ miedzi, a w drugiej na kazde 3 czesci srebra
byta 1 cze$¢ miedzi.

XXVII.
Nierdwnosci stopnia pierwszego.

233. Liczba a nazywamy wiekszg anizeli b, jezeli roz
ca a— b jest dodatnia, za$§ mniejszg od b, jezeli ta réznica jest
ujemna.

Pierwszy z tych przypadkéw wyrazamy za pomocg wzoru:

a> ¢
drugi za pomocag wzoru:
a<b.

Bedzie wiec 8 > 5, poniewaz 8 — 5= 3 jest dodatnie; po-
dobnie 3 < 4, gdyz 3 —s4 — 1 jest ujemne.

Okreslenie to jest zgodne z tern, co wiemy z arytmetyki
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o liczbach dodatnich, ale pozwala nam ono takze oznaczy¢, ktéra

z dwoch liczb ujemnych jest wieksza, ktéra mniejsza. Bedzie np.:
3 5,

poniewaz ro6znica — 3 — (— 5) — — 3 - 5= 2 jest dodatnia.

Podobnie znajdziemy: 2 > — 3, — 5 < 0it d

Z powyzszego widaé, ze jezeli a > b, to b < a, bo jezeli rézni-
ca a — b jest dodatnia, to b — a musi by¢ ujemne.

Wszystkie liczby dodatnie sg wieksze od liczb ujemnych-. 0 jest
mniejsze od kazdej liczby dodatniej, ale wigksze od kazdej liczby
ujemnej.

Nazwijmy icartoscig bezwzgledng danej liczby, dodatniej czy
ujemnej, liczbe, jakg otrzymamy, opuszczajgc znak w liczbie danej:
tak np. 7 bedzie wartoscig bezwzgledng zaréwno dla 7 jak i —7.
Otrzymamy wtedy nastepujgca zasade:

Jezeli ai b sg liczbami ujemnemi, to a > b wtedy i tylko wte-
dy, jezeli wartos¢ bezwgledna liczby a jest mniejsza, anizeli wartos¢
bezwzgledna liczby b.

W samej rzeczy, niech beda a' i V wartosci bezwzgledne
liczb aib, t j.:

a— —a', b——0Db.
Jezelia> b, to a— b> 0, czyli:
—a —(—6)>0, —a+ V>0
b—a > 0,

a zatem a' < B\ w podobny sposdb mozna dowies¢, ze jezeli a' < b,
toa> h

234. Okreslenie podane w § 233 mozna objasni¢ za pom
nastepujacego rysunku:
-
0 B A
B 0 A
-®

Na linii prostej obierzmy dowolnie punkt O i kierunek do-
datni przyjmijmy od strony lewej ku prawej. Uczynmy OA = a
i OB — b\ jezeli a > b. to punkt A bedzie z prawej strony punktu B,
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jakiekolwiek znaki bedg miaty liczby aib. Rysunek zalgczony
przedstawia wszystkie trzy mozliwe wypadki: obie liczby dodatnie;
jedna dodatnia, druga ujemna; obie ujemne.
Mozna to wyrazi¢ w nastepujacy sposob:
Jezeli punkt A porusza sie iczdtuz linii prostej w Kkierunku,
dodatnim, to odlegto$¢ jego od nieruchomego punktu O stale wzrasta.
235. Wz6r, wyrazajacy, ze jedna liczba jest wieksza
mniejsza od drugiej, nazywamy nieréwnoscig. O nieréwnosciach
takich, jak:
a>bih< a
mowimy, ze maj$ zwroty przeciwne. Widzimy, ze mozna przesta-
wic obie strony nieréwnosci, zmieniajgc jednocze$nie ich zwrot.
Nieréwnos$¢ a > b oznacza, ze réznica a — b jest dodatnia,
co mozna jeszcze i tak napisac:
a- b> 0.
Oznaczywszy przez c jakgkolwiek liczbe, dostaniemy:
a-j-c—Mb--c)= a—h
Jezeli a — bjest dodatnie, to i a-j- c— (b -j- ¢) jest dodatnie, to
znaczy: jezeli
a> b,
to bedzie takze:
a-4—< b=
i tak samo znalezlibySmy:
a—c>b—c
Podobnie z nieréwnosci
a<ob
wypadnie:
a-}-c< b c
a—c< b—wc
Wyrazimy to za pomocg nastepujacego twierdzenia:
Zwrot nieréwnosci nie zmieni sig, jezeli do obu stron dodamy
lub od obu stron odejmiemy ilosci réwne.
Naprzyktad z nieréwnosci
3 > - 7
wypada:
3 +5>—7+5
3—5>—-7-—5
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czyli:
8> - 2
- 2> — 12
Ztorot nieréwnosci nie zmieni sie, jezeli obie strony pomnozy-
my lub podzielimy przez jedng i te samg liczbe dodatnig; zwrot sie
zmieni, jezeli obie strony pomnozymy lub podzielimy przezjedng i te
samg liczbe ujemna.
Naprzyktad, mnozac obie strony nieréwnosci
2< 4
przez 3, otrzymamy:
6 < 12,
a dzielagc je przez 8:

Te nieréwnosci majg ten sam zwrot, co i nierownos$¢ dana. Gdy-
bysmy jednak pomnozyli obie strony przez = 2, dostaliby$my:

- 4> - 8,
a dzielgc przez — 2:

- 1> - 2,
a wiec nieréwnosci, majace zwrot przeciwny zwrotowi danej nie-
réwnosci.

Azeby dowies¢ tego twierdzenia, wystarcza zauwazy¢, ze ilo-
czyn pewnej liczby przez liczbe dodatnig ma ten sam znak co mno-
Zna, a przez liczbe ujemng — znak przeciwny znakowi mnoznej;
jezeli wiec

a> b,
czyli: a—b> 0,
i jezeli c jest dodatnie, bedzie takze:
@—bc> 0,
to jest: ac — be > 0,
ac > bc;

jezeli zas c jest ujemne, bedzie:
(@am-bc< O
ac— bc <0
ac < hc
W razie dzielenia twierdzenie dowodzi sie w takiz sam sposéb
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286. Nieréwnoscig stopnia pierwszego nazywa sie nieréwnc
w ktoérej oprdécz wyrazéw wiadomych wystepuje niewiadoma w po-
tedze pierwszej. Naprzyktad nieréwnosc:
1 2 1 , o, 1
1“ 5*> 2 X+ 15
jest nieréwnoscig stopnia pierwszego wzgledem x. Rozwigzaé nie-
réownos¢ znaczy znalezé, jakie wartosci dla niewiadomej X czynig
jej zado$é. Wykonywa sie to w sposob zupetnie podobny rozwia-
zywaniu réwnan, nalezy tylko pamieta¢ o zmianie zwrotu przy
mnozeniu albo dzieleniu stron nieréwnosci przez liczbg ujemna.
Azeby wiec rozwigzaé¢ powyzszg nier6wnos¢, znosimy w niej
mianowniki, mnozac obie strony przez 10:
10 — 4x > bx -(- 12
przenosimy wyraz niewiadomy na lewg, a wiadomy na prawg
strone:
— 9x > 2
i dzielimy przez — 9, zmieniajac jednoczes$nie zwrot:
2
X < -~9-

ZnalezliSmy wiec, ze nierdwno$¢ dana ma miejsce przy ka-

zdym X mniejszemod — ~ .

PRZYKLADY XXVII.

1. 3x — 3 > 5x — 5. 2. 4x —8 > 8x — 3.
2 .3 1

. X — 3> ' . S > —

3 )gx 3> 2x.% t 4 4rx %x

5. Mam w dzbanku pewng ilo$¢ wina. Gdybym trzecig czes¢ te-
go wina zmieszat z 2 kwartami wody, to dostatbym wiecej, anizeli
mieszajgc potowe wina z 1 kwartg wody. Przy jakiej ilosci wina
jest to mozliwe?

XXVIII.

Podnoszenie do poteg, a w szczegoélnosci
podnoszenie do kwadratu i szescianu.

237. OkreslilisSmy juz wyzej potega jako iloczyn dwoch
wiecej czynnikéw réwnych, i pokazalismy, jakiego sposobu uzywa-
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my do oznaczenia poteg (paragrafy 15, 16 i 17). Dziatanie, za po-
mocg ktdérego otrzymujemy potegi, nazywa sie podnoszeniem do po-
teg. Podnoszenie do poteg jest wiec szczegélnym przypadkiem
mnozenia; lecz tak czesto mamy z niem do czynienia, ze wypada
poswieci¢ mu rozdziat oddzielny. Czytelnik spotka w nim zasady,
z ktéremi juz po czesci zapoznat sie dawniej.

238. Kazda potega parzysta ilosci ujemnej jest dodatniag, ka-
zda za$ potega nieparzysta jest ujemna.

Jest to bezposredniem nastepstwem prawidta znakéw. Tak np.

—a X —a= a2
—aX —aX —a= a2X —a— — a3
—aX —aX —aX —a= —a3X —a= «4

i tak dalej. W nastepnych paragrafach, skoro moéwi¢ bedziemy:

dac znale whasciwy, rozumieé bedziemy pod tern wyrazeniem znak
wypadajacy z zastosowania prawidta, podanego w tym 8§.

239. Prawidilo na podniesienie potegi do potegi. Wykladnik
potegi, do ktorej juz jest podniesiona dana ilo$¢, nalezy pomnozyé
przez wyktadnik nowej potegi, i ten iloczyn wzia¢ za wyktadnik
ostatecznego wypadku. Catemu za$ wypadkowi nalezy da¢ znak

wiasciwy.
Tak naprzyktad:

(a23= a6 (— a33 - — a9

(ad)s = al (—agd3= — a2
Prawidto to jest bezposrednim wynikiem prawidta na wyktadnik,
dowiedzionego w § 57. Naprzykitad:

(@23= a2X a2 X «2= a2+2+2= a2* 3= a6

Prawidto dopiero co podane bezposrednio prowadzi do nastepnego:

240. Prawidto na podniesienie do jakiejkolwiek potegi je-
dnomianu catkowitego: Wyktadnik kazdego czynnika nalezy po-
mnozy¢ przez wyktadnik potegi i wypadkowi da¢ znak wiasciwy.

Tak naprzyktad:

(@2b3)2= adbk (— a2b33= — a6&9

(ab2r34 = «4bscl2 (— a2b3rd5= — aldblb car

(2ab2c36— 2Ba6b'2clB= 64a* bM cI~
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241. Prawidto na podniesienie do jakiejkolwiek potegi uta
ka: Nalezy licznik i mianownik podnie$¢ do tej potegi i da¢ wy-
padkowi znak wilasciwy.

Wypada to z paragr. 140. Naprzykiad:

242, Niektére przyktady na podnoszenie do poteg dwurn
néw byty juz podane: patrz 8§ 80 i 86. Tak np.

@+ b2= a2-f 2ab-f b2
(@a-f bf = a3-f 3a2b-\-3ab2+ b3

Uczacy sie powinien jako ¢wiczenie, znalez¢ czwarta, piata i széstg
potege dwumianu a -f- b. Wypadki bedg nastepujace:
(a-j- 6)4= a4-)- 4a3b-j- 6a2k2-j- 4ab3-[- f4;
@®-]- 6)5= a5-j- 5a4&-j- 10u3b2-j- 10« 2b3-)- 5a&d-j- b5,
(a-f 6)6= ab6-f 6adb-f- 15aW -f 20 adD3-j- 15a% + 6ab3+ b6
W podobny sposéb znajdziemy:
(a— b)2— a2— 2ab -j- b2,
(@ — bf = a2— 3a2b-\- Sab2 — b\
(@— 0)4=. ai — 4a3b-(- 6a2b2 — i ab3-(- 64,
(@ —&*= ab— 5a46-)- 10a3f2— 10a253-(- 5«64 — i5
(@— i)6= ab— 6a?b  15ai b2— 20 a3b3-j- 15 a2b* — 6 ab3-j- b6
Widzimy, ze w powyzszym szeregu réwnosci przed kazdym wy-
razem, w ktorym &wchodzi w potedze nieparzystej, znajduje sie
znak mniej; tym sposobem mozemy kazdg potege dwumianu (a—6)
bezposrednio wynalez¢ z odpowiedniej potegi dwumianu (a -j- b),
zmieniajac znaki na przeciwne w tych wyrazach, do ktérych wcho-
dzi b w potedze nieparzystej.

243. Uczacy sie przekona sie pozniej, ze za pomocg twierdze-
nia, zwanego dwumianem Newtonl, mozna otrzymaé kazda potege
dwumianu, nie wykonywajac roboty mnozenia.

244. Wzory podane w 8§ 242 moga by¢ uzyte w ten sposob,
jaki wytozyliSmy w § 82. Przypusémy np., ze chcemy znalez¢
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czwartg potege dwumianu 2x — 3y. We wzorze na (a — bf pod-
stawmy 2x zamiast a i 3y zamiast ¢; tym sposobem bedzie:

(2x — 3y)d= (2a)d— 4 (2a)3(3y) -(- 6 (2a)2(3y)2—

— 4 (2x) (3y)3-f (3y)4= 16x4— 96x37 -f 216x2y2—

— 216xy3-j- 81y4

245. tatwo sie przekonaé, ze mozna podniesienie do potegi
wykonaé¢ w rozmaity sposob. Tak naprzyktad: przypusémy, ze
chcemy znalez¢ sz6stg potege (a -)- b). Mozemy ja znalez¢ przez
wykonanie kilkakrotne mnozenia przez (a -j- b). Albo tez mozemy
najprzod znalez¢ szescian (a -j- b) i nastepnie szeScian ten podnies¢
do kwadratu, gdyz kwadrat wyrazenia (a b)3 jest (a -j- b)6.
Albo nakoniec mozemy najprzéd znalez¢ kwadrat (a + b), i na-
stepnie otrzymany wypadek podnie$¢ do szescianu, gdyz szescian
wyrazenia (a -j- b)2jest (a -]- &6. Podobniez 6smga potege (a -]- b)
mozna znalezé podnoszac do kwadratu wyrazenie (a -(- 6)4, lub
podnoszac do potegi czwartej (a -)- b)2 1t d.

246. Niektore przyktady podnoszenia do poteg tréjmianéw
juz byty dane przedtem; patrz 8§ 83 i 86. Tak np.

(@-)- b-j- ¢c)2= a2-f- b2-\- c2-j- 2ab -)- 2bc -j- 2ca;
(« 45 +—<)3= «34—-h33<38«2(&—<) — 352(c a) |+
—+43c2(a — 6) 46abc.

Wzory te moga by¢ uzyte w taki sposéb, jaki byt wytluma-
czony w § 82. Tak np. przypusémy, ze chcemy znalez¢ (1 —2a
-j-3X2L We wzorze na (a-]-b-(- €2 podstawmy 1 zamiast a,
— 2x zamiast b, i 3x2zamiast 0. Otrzymamy:

1 — 2xc438x32= (1)2-j- (— 2x)2-)- (3x22-f2 (1) (- 2x) -f
-f2(—2x) 3x2-f2()(Bxd= 1+ 4x2-f 9x4— 4x —
— 12x3-j- 6x2= 1 — 4x -(- 10x2— 12x3-\~9x*.

Podobniez mie¢ bedziemy:

(1-2x4- 3x23= (1)34- (— 2x)3-f (3x234-
4-3(1)2(—2x-f 3x2+ 3(— 2x)2(1 &4 3x2 4- 3(3x22(1 — 2x)-f
-;J- 6(1) (— 2x) (83x2) =
= 1—8x3-]-27x6-f-3(— 2x 4~3x2 -(- 12x2(1 -)- 3x2 4~
4- 27x4(1 — 2x) — 36x3=
= 1— 6x4-21x2— 44x3-f 63x4- 54xs-f 27x°.
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247. Widoczng jest rzecza, ze kwadrat jakiegokolwiek w
lomianu mozna znalez¢ za pomoca jednego z trzech nastepnych
prawidet:

1- sze. Poniewaz np.

@-(-b-)-c-f-c)2= cl-)- b2-)- c2A- d2-)- 2ab-(- 2ac 4 2ad -j-
-[-2bc -]- 2b d 2ci,

przeto mozemy powiedzieé, ze: kwadrat jakiegokolwiek wielomianu
jest réowny sumie kwadratéw pojedynczych wyrazéw, wiecej sumie
podwdjnych iloczynéw tychze wyrazéw branych po dwa.

2- re. Ten sam wypadek mozemy wyrazi¢ w tej postaci:
@+ b+ c-f dj2= a2-j-2a® c-fd)+ b2-f20(@c+ d)4

c2-f 2cd + d2

co prowadzi do nastepnego prawidta: kwadrat jakiegokolwiek wie-
lomianu jest réwny sumie kwadratéw pojedynczych wyrazéw, wiecej
podwojony iloczyn kazdego wyrazu przez sume tych wyrazow, ktore
po nim nastepuja.

3- cie. Rowniez widoczng jest rzecza, ze mozna ten
kwadrat:

@-j-b4 o-j- 02
wyrazi¢ i w ten sposoéb:
(a b-\-c-\cl)2— a2 2ab b2 2{a b) ¢ c2
4 2(@4 64 c)d4 d2

czyli: kwadrat wielomianu jest réwny stornie kwadratéw pojedyn-
czych wyrazoio, wiecej podwojmy iloczyn kazdego wyrazu przez su-
me tych wyrazdio, ktére go w wielomianie poprzedzaja.

248. Zastosujemy teraz wytozone powyzej zasady do poc

szenia do kwadratu i do szescianu liczb, wyrazonych arytmetycznie
za pomocg cyfr.

A. Podnoszenie~do kwadratu.

Kwadraty liczb jednocyfrowych sg podane w tabliczce mno-
zenia.
Sg one:
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52 = 25, 82 - 64,
62= 36, 92= 81.
72= 49,
Kwadrat liczby ztozonej z jednej cyfry znaczacej i ilukolwiek zer

znajdziemy, podnoszac do kwadratu liczbe wyrazong cyfra znaczg-
cg i dopisujgc do wypadku dwa razy wiecej zer, anizeli byto w da-
nej liczbie. Tak np.

(30)2= 30 X 30 = 900,

(400)2= 400 X 400 = 160000,

(8000)2= 8000 X 8000 = 64000000.
I w ogdélnosci liczbe ztozona z jednej cyfry znaczacej z ilukolwiek
zerami mozemy napisac tak:

a . 10",

gdzie a oznacza wartos¢ tej cyfry, an liczbe zer. Podnoszac do
kwadratu, otrzymamy:
«2.102,

co wyraza nam ogdlnie zasade podang wyzej. Tez samg zasade
oczywiscie mozna zastosowac i do kazdej liczby, ztozonej z ilukol-
wiek cyfr znaczacych, po ktérych nastepuje pewna liczba zer.
W celu podniesienia do kwadratu takiej liczby, nalezy podnie$¢ do
kwadratu te liczbe, jaka z niej bedzie otrzymana przez opuszczenie
zer, i do znalezionego wypadku dopisa¢ dwa razy wiekszg liczbe
zer, anizeli byto w danej liczbie.

249. Podnoszenie do kwadratu liczb wielocyfrowych na
godniej odbywa sie na zasadzie wzoru stuzgcego za podstawe do
podnoszenia do kwadratu i wielomianéw, mianowicie wzoru na
podnoszenie do kwadratu dwumianu. Wiemy, ze:

fa-J-b)2= 02+ 2ab-f 62 . .. ()
lub, wytaczajac z dwoéch ostatnich wyrazéw b za nawias:
@+ 06)2r=a2-f 2«-f b)p . . . )

Wz6r ten w obu postaciach zaréwno czesto sie uzywa.
Wezmy najprzéd pod uwage liczbe dwmcyfrowa, np. 57,
i podnieSmy ja do kwadratu; bedzie:
(6712= (50 -f 7)2= 502-f 2.50.7 -f- 72
lub, podtug wzoru (2):
(57)2= (50 -f 7)2= 502-f 2.50-f 7).7.
Algebra. i
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Dziatanie w praktyce rozktadamy w ten sposob:
Podtug pierwszego wzoru:

502 = 2500
2.50.7= 700
72= 49
(57)2= 3249
Podtug drugiego zas:
502= 2500
107 .7 = 749
(57)2= 3249

Widzimy, ze drugi spos6b rachowania prowadzi predzej do celu.
Toz samo stosuje sie i do podnoszenia do kwadratu liczb wielocy-
frowych.
250. Wezmy dalej jako przyktad: (386)2
| tutaj mozemy uwazac te liczbe jako tréjmian 300 4+—80 — 6, kto-
ry nalezy podnie$¢ do kwadratu. Podtug § 247, bedzie:
(386)2= (300 -f 80 -f 6)2= 3002-f 2.300.80 -f 802-f-
-f-2.380.6 + 62
Wypadek ten wyrazi¢ mozna stowami w nastepny sposob.
Kwadrat liczby trzycyfrowej jest rowny: kwadratowi setek, wiecej
podwojnemu iloczynowi z setek przez dziesigtki, wiecej kwadraiowi
dziesigtkow; wiecej podwojnemu iloczynowi z setek i dziesigtkdw przez
jednostki, wiecej kwadratowi jednosci.
Dziatanie w praktyce rozktada sie w nastepny sposoéb:
3002 = 90000
2 .300.S0= 48000

802= 6400
2 .350. 6= 4560
&= 36

(386)2=14S996.
Lecz mozemy takze znalez¢, z czego sie sktada kwadrat liczby trzy-
cyfrowej, stosujac do tej liczby bezposrednio wzér (2). W rzeczy
samej mamy:
(386)2= (380 + 6)2= (380)2-j- (2.3S0+ 6) . 6.
A ze:
(380)2 = (300 4- SOI2= 30024- (2 .300 4- 80) . 80,
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przeto, podstawiajac te warto$¢ w poprzednig réwnos¢, znajdziemy:
(386)2= 3002+ (2 .300-f 80) .80+ (2.380-j-6).6.
Wyrazenie to nie trudno daje sie wyrazi¢ stowami; przy oblicze-
niach zas praktycznych czyni rachunki znacznie prostszymi i nie
wymagajacymi zadnych robét na boku. Obliczenie tego wyraze-
nia wykonywa sie w nastepny sposoéb:
3002= 90000
680.80 = 54400

766 . 6 = 4596
(386)2=148996.
Podobniez mozemy postepowac i z cztero — piecio — i t. d. cy-

frowemi liczbami. Naprzykiad: przypus¢émy, ze mamy podnie$¢ do
kwadratu 8279. W tym celu stosujemy kilkakrotnie wzor (2); be-
dzie najprzdd:

(8279)2= (8270 -f- 9)2= (8270)2+ (2.8270 -f 9) .9.
Lecz dalej mamy:

(8270)2= (8200 -f 70)2= (8200)2-f (2.8200 -f 70) 70;
i znowu:

(8200)2= (8000 + 200)2= 80002-f (2.8000 -f 200). 200.
Podstawiajgc ostatnio znalezione wyrazenie w poprzednie, a te za$
wartos¢ na (8270)2 jaka z tego podstawienia otrzymamy, w wyra-
zenie pierwsze, mie¢ bedziemy:

(8279)2= 80002+ (2.8000 + 200) 200 -f (2.8200 + 70) 70 -f-
+ (2.8270 -f 9) .9

W wyrazeniu tern widzimy juz jasno og6lne prawidto, podtug kto-

rego tworzg sie kwadraty liczb ilukolwiek cyfrowych. Obliczenie

dokonywa sie w ten sposob:

80002= 64000000

16200.200 = 3240000
16470. 70 = 1152900
16549. 9= 148941

(8279)2 = 68541841.
Tak samo postepujac znajdziemy, ze:
(43786)2 = 400002-f (2.40000 + 3000). 3000 -f-
+ (2.43000 + 700) 700 -f
4- (2.43700 -f- 80) 80 4- (2.43780 -j- 6). 6;
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i rachunek uktada sie w podobnyz sposéb:

400002 = 1600000000
83000.3000 = 249000000

86700 . 700 = 60690000
87480. 80 = 6998400
87566. 6 = 525396

(43786)2= 1917213796.

Czesto przy wykonywaniu tego rachunku opuszczajg zera na kon-
cu otrzymywanych kwadratéw i iloczjméw, tak jak to ma miejsce
i przy mnozeniu liczb. Tak np. w ostatnim przyktadzie rachunek
moze by¢ utozony w ten sposdéb:

400002= 16
83000.3000 = 249 .........
S6700 . 700 = 6069 ....
87480. 80 = 69984 . .
87566 . 6 = 525396

(43786)2 = 1917213796.

Dla unikniecia wszakze tatwych pomytek przy tym sposobie pro-
wadzenia rachunku, poczatkujacy lepiej zrobi wypisujgc wszyst-
kie zera.

251. Utamki zwyczajne, podtug prawidta podanego w §:
podnoszg sie do kwadratu przez podniesienie do kwadratu osobno
licznika i osobno mianownika. Przy podnoszeniu do kwadratu
catkowitej z ulamkiem, nalezy najprzod tez catkowitg wigczyc
w utamek i nastepnie stad otrzymany utamek podnies¢ do kwadra-
tu. Naprzykitad:

/ 8\ /83\2_ (83)2

\ 15/ ~ [Ibj ~ (15)2
(83)2= 802-f (2.80 + 3). 3,
(15)2= 102-f (2.10 4- 5). 5.

802 = 6400 102= 100
163.3 = 489 25.5 == 125
(83)2 = 6889, (15)2 = 225,
stad:
/| N 2 68S59= 139

\ 15/ 225 225 "'
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252. Aby ulamek dziesietny podnies¢ do kwadratu, nalezy
albo zamieni¢ go na zwyczajny i nastepnie znalez¢ kwadrat otrzy-
manego utamka zwyczajnego: albo tez podnies¢ do kwadratu liczbe
otrzymang przez opuszczenie w nim przecinka, i w znalezionym
kwadracie odcig¢ na dziesietne dwa razy wiecej cyfr, anizeli bylo
w danym utamku.

W rzeczy samej; przypusémy, ze mamy podnie$¢ do kwadra -
tu 0,006; bedzie:

(0,006)2= 0,006 X 0,006 = 0,000036.
Podobniez:
(2,5)2= 25 X 25 = 6,25.

253. Do tej nauki o podnoszeniu do kwadratu mozna dota-
czy(¢ jeszcze nastepujgce uwagi:

1- sze. Poniewaz wszystkie czesci, z ktorych sie sklada
drat liczby catkowitej, sg zakohczone zerami, z wyjatkiem kwadra-
tu jednosci, przeto ostatnia cyfra kwadratu jakiejkolwiek catkowi-
tej bedzie zawsze taka, jaka jest ostatnia cyfra kwadratu jednosci
tejze liczby. A ze kwadraty liczb jednocyfrowych sg zakonczone
na cyfry 1, 4,5 619, przeto kwadraty liczb jakichkolwiek moga
by¢ zakonczone tylko temi cyframi. Kwadrat wiec nie moze by¢
zakonczony na zadng z tych cyfr: 2, 3, 7i 8. Podobniez: jezeli
kwadrat jest zakonczon}* zerami, to liczba tych zer musi by¢ pa-
rzysta.

2- re. Kwadrat liczby wiekszej od jednosci jest wieks:
tejze liczby; kwadrat zas$ liczby mniejszej od jednosSci jest mniej-
szy od liczby podnoszonej do kwadratu.

3- cie. Poniewaz:

(@a-j- D2= a2 j 2a-f 1,
przeto, majac juz wiadomy kwadrat jakiejkolwiek liczby a, tatwo
mozna znalez¢ kwadrat liczby o jedno$¢ od niej wiekszej, przez do-
danie do tegoz kwadratu podwmjonej tej liczby i jednosci.

Tak np. skoro wiemy, ze:

(15)2= 225,
to (16)2= 225 + 2.15 + 1= 225+ 30+ 1= 256
i dalej: (A7)2= 256 -f 32 -f 1 = 289, it d



Podobniez moze by¢ uzytecznym i wzor:
(@a— 1)2=:a2— 2a-f 1
Np., wiedzac ze: 10002 = 1000000, znajdziemy:
(999)2= (1000 — 1)2= 1000000 — 2000 -f 1 = 998001.

B. Podnoszenie do szesScianu.

251. Podtug okreslenia szescianem danej liczby nazywamy
iloczyn, ktéry otrzymamy, biorac te liczbe za czynnik trzy razy.
Szesciany liczb jednocyfrowych sa nastepne:

13= 1, 23= 8§,
33= 27, 13= 64,
53 = 125, 63= 216,
73 = 343, 83= 512,
93= 729,

Szescian kazdej liczby, ztozonej z jednej cyfry znaczacej i ilu-
kolwiek zer, znajdujemy, podnoszac do szescianu liczbe, wyrazong
ta cyfrg znaczaca, i dopisujac do tego szeScianu trzy razy wiecej
zer, anizeli ich byto w danej liczbie. Np.:

(60)3= 60 X 60 X 60 = 216000,
(400)3 = 400 X 400 X 400 = 64000000.

I wogéle: oznaczajac przez a jakagkolwiek liczbe jednocyfro-
wa, —eliczbe, ztozong z jednej cyfry znaczacej i ilukolwiek zer, mo-
zemy wyrazi¢ tak:
a. 10"
gdzie n oznacza liczbe zer po tej cyfrze znaczacej. Podnoszac to
wyrazenie do szeScianu, otrzymamy:
(a.10M3= a3. 103}

a réownos¢ ta zawiera zasade podang wyzej.

Oczywiscie, ze taz sama zasada daje sie zastosowac i do tego
przypadku, gdy liczba jest ztozona z kilku cyfr znaczgcych i ilu-
kolwiek zer. Wtedy w celu podniesienia tejze liczby do szescianu,
nalezy podnie$¢ do szescianu liczbe otrzymang przez opuszczenie
zer, i do tego wypadku dopisa¢ trzy razy wiecej zer, anizeli ich by-
to w danej liczbie.
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255. Podnoszenie do szescianu liczb, ztozonych z ilukolw
cyfr, opiera sie na wzorze, dajgcym nam szescian dwumianu a + b.
Znalezlismy wyzej, ze:
@-f bf = a3-f 3 + 3ab* ).
Wzoru tego mozemy bezposrednio uzy¢ do podnoszenia do szescia-
nu jakiejkolwiek liczby dwucyfrowej. Np. przypus¢my, ze chcemy
znalez¢ (37)3 Bedzie:
(37)3= (30 -f 7)3= 303+ 3.302.7 -f 3.30 .V -f 73
Dziatanie wykonywa sie w nastepny sposoéb:
303 = 27000
3.302.7 = 18900

3.30.72= 4410
73 = 343
(37)8= 50653.
Lecz zazwyczaj, w celu dogodniejszego wykonania rachunkéw, nie
uzywamy wzoru na (a-j- bf, ale przerabiamy go dalej, na do-
godniejszg do obliczeh posta¢, w nastepny sposob:

Z trzech wyrazow ostatnich wytgczmy najprzéd b za nawias,

otrzymamy:
@-]- 6s= a3-j- 13a2-j- 3ab -j- &N\
nastepnie z dwoch ostatnich wyrazéw, zawartych w nawiasie, wy-
tgczmy takze b za nawias; bedzie:
@-)-b3= a34B34e«@2-F+BaFbHb\N. . . (2.
| pod tg postacig najdogodniej jest uzywa¢ wzoru na podnoszenie
do szescianu liczb, wyrazonych cyframi.

Pokazemy na przyktadach jego uzycie. Wezmy najprzod tez
samg liczbe dwucyfrowa, i podnieSmy ja do szeScianu. Stosujac
wzdr (2), mamy:

(37)3= 303-f i3.302+ (3.30-f 7). 7j.7.
Oznaczymy dla krotkosci wspotczynnik
3.302-j- (3.30 -j- 7). 7 przez A; wtedy bedzie:
(37)s= 303-f A.7
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Dziatania rozktadajg sie w trzy kolumny w taki sposéb:
Obliczenie wspoétczynnika A.

1) 3.30 = 90 1) 3.302= 2700
7 97. 7 = 679
3.30+ 7= 97 A = 3379

1) 303= 27000
A. 7 = 23653

373= 50653.
Zadajmy sobie dalej podnies¢ do szescianu liczbe trzycyfrowa,
np.: 483. W tym celu rozktadamy jg najprzod na 480 i 3, i stosri-
jemy do tak otrzymanego dwumianu wzor (2). Bedzie:
(483)3 = (480 + 3)3 = 4803+
+ |3.4802-f- (3.480 + 3). 3].3.
Lecz: 480 = 400 -f- 80; wiec:
(480)3 = (400 -f 80)3= 4003+
+ |3.4002-f (3.400 + 80) 80j. 80.
Podstawiajgc tak znaleziong warto$¢ we wzor poprzedni, bedzie:
(483)3 - 4003-(- j3.4002-f (3.400 -f 80). 80].80 +
+ j3.4802+ (3180 + 3). 3].3.
Oznaczajgc tak jak poprzednio:
3 .4002-f (3.400 + 80). 80, przez A,
3.4802 + (3.480 4~ 3). 3, przez B,
mozemy napisac:
(483)3= 4003-f *4.80 -]- B .3.
Rachunek rozktadamy w ten sposoéb:
Obliczenie wspdtczynnikéw A i B.

1) 3.400 = 1200 I1) 3.4002= 480000
80 1280 . 80 = 102400
3.4004-80=1280 A = 582400
2 .80= 160 802- = 6400J
3.480=1440 3.4802 = 691200

3 1443.3 = 4329

3.480 -f 3 = 1443 B — 695529

Ostateczne wypadki:
111) 4003= 64000000
*4.80 = 46592000
B. 3= 2086587

483)® = 112678587
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W pierwszej kolumnie sposob tworzenia rozmaitych czesci jest wi-
doczny: gdy do 3 .400-]-80 dodamy podwojone osiemdziesiat, otrzy-
mamy

3.400 «3.S0 = 3.(400 -J- 80) = 3.480.

W drugiej kolumnie sposéb utworzenia 3 .4802z czesSci poprzednio
juz znalezionych wymaga objasnienia. Poniewaz 480 mozemy
roztozy¢ na 400 i 80, przeto 3 .4802= 3. (400 -j- 80)2 W celu
znalezienia, jakim sposobem uzy¢ poprzednio juz otrzymanych cze-
éci do obrachowania powyzszej ilosci, wezmy pod uwage ogdlne
wyrazenie 3 (« §4—b)2

Poniewaz: (a-j- b)2= a2-)- 2ab -]- b2
przeto: 3(@a-)- b2— 3a2-]- 6ab -j- 3b2
czyli: 3 (a-j- b)2= 3n2-j- 3ab -)- b2
-f 3ab+ b2
+ /P,
albo: 3 (a b)2= 3a2-f- (3a-A bb
-j- Ba-)- b
+ b2

Stosujac to wyrazenie do danego przypadku, widzimy, ze:
3.4802 = 3.4002-f- (3.400 -f S0O).80
+ (3.400 -f- 80). 80
4- 802
A ze: 3.4002-3- (3.400 -]- 80)80 jest to ilos¢, ktérg oznaczyliSmy
przez A; (3.400 -j- 80)80 jest znowuz iloScig napisana powyzej A
w drugiej kolumnie, przeto jezeli dopiszemy pod A 802i nastepnie
dodamy liczby, zawarte w trzech ostatnich wierszach, tym sposo-
bem otrzymanych, znajdziemy 3 .4802 Te trzy wiersze, ktore na-
lezy doda¢ w celu znalezienia 3 .4802 sg w drugiej kolumnie za-
kreslone klamra.
Inne czesci rachunku objasniajg sie same przez sie.
Gdybysmy jeszcze mieli podnie$¢ do szescianu liczbe 5284,
wtedy rozumowanie podobne do tego, jakiego uzyliSmy w poprze-
dnim przyktadzie, pokazatoby nam, ze:

(5284)3 = 50003+ [3.50002-j- (3.5000 -f 200) 200] 200 - f

4- [3.52002 (35200 + 80) 80] 80 -f
-f [3.528024- (352804- 1) 4] 4.
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Oznaczajgc dla skrocenia wspotczynniki-przy 200, 80 i 4 gtoska-
mi A, Bi C, bedzie:
(5254)3 = 50003+ A .200+ B .80-f G.4.
Rachunek znowu rozktada sie w trzy nastepujgce kolumny:
Obliczenie wspotcz. A, B i C

1) 3.5000 = 15000 ) 3 .50002 = 75000000
200 15200 . 200 = 3040000)
3.5000+200 = 15200 A = 780400001
2.200= 400 2002= 40000j
3.5200 = 15600 3 .52002 = 81120000
80 15680.80 = 1254400)
3.5200 + 80= 15680 B = 823744001
2.80 = 160 S02= 6400]
3.5280 = 15840 3 .52802= 83635200
4 15844.4 = 63376
3.5280 + 4 = 15844 G = 83698576.
Obliczenie ostateczne:
111) 50003 = 125000000000
A. 200 = 15608000000
B. 80 = 6589952000
C. 4= 334794304

(5284)3 147532746304

Rachunki w ten sposéb wykonywane nie prowadzag bez watpienia
predsza drogg do podniesienia do szescianu liczby danej, anizeli
zwyczajne mnozenie; z tern wszystkiem nalezy nam sie dobrze z ni-
mi zaznajomié¢, gdyz odgrywaja one wazng role przy dziataniu
odwrotnem: wyciggania pierwiastku.

Aby podnies¢ do szeScianu utamek, nalezy oddzielnie podniesé
licznik i oddzielnie mianownik (§ 241). Przy podnoszeniu catko-
witej z ulamkiem nalezy tez catkowitg wiaczy¢ w utamek i poste-
powaé¢ podobnie, jak to byto wskazane przy podnoszeniu do kwa-
dratu.

Nakoniec utamek dziesietny podnosi sie w ten sposéb, ze pod-
nosi sie do szeScianu liczba, otrzymana przez opuszczenie przecin-
ka w utamku, i w znalezionym szeScianie odcina sie trzy razy wie-
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oej cyfr na dziesietne, anizeli ich byto w danym utamku. W rzeczy
samej:
(0,08)3= 0,08 X 0,0s X 0,08 = 0,000512
(3,7)3= 3,7 X 3,7 X 3,7 = 50,653.

PRZYKLEADY XXVIII.

Znalezé:

(2cy Y3 2. (— 2xy233.

I 4aN3 . ]

1 3if) ; 4. (@-j-0)3@—0)3
@ -j- xf — @ —x'f. 6. (1-j-x* @1 — x*
(1 -)- x -(- X292 8. (1-j-x + @23

Podnie$¢ do kwadratu nastepujace liczby:
9. 48, 99, 301, 425, 999, 8354, 8355, 9999, 13579.

10. X, 41, 23~, 0,145; 0,00729; 8,9387; 89,387; 893,87.

11. Wiedzac, ze: 52482= 27541404, znalez¢ 52432i 52522.
Podnies¢ do szescianu nastepujace liczby:

12. 59; 99; 512; 748; 999; 5298; X; 7~; 0,087; 0,00315; 9,3591.

XXIX.
Wycigganie pierwiastku.

256. Woycigganie pierwiastku jest dziataniem odwrotnem
podnoszeniu do potegi; mianowicie nauka o wycigganiu pierwiastku
podaje sposoby znalezienia jakiegokolwiek pierwiastku z danej licz-
by, lub z danego wyrazenia.

Zaczniemy obecny rozdziat od podania trzech twierdzen, be-
dacych prostym wnioskiem z ‘prawidta znakdw; nastepnie rozbie-
rzemy kolejno wycigganie pierwiastkéw z jednomianoéw, wycigga-
nie pierwiastkéw kwadratowych z wielomianéw i z liczb, i wycia-
ganie pierwiastku szesciennego z wielomianoéw i z liczb.

257. Pierwiastek parzyste] potegi z liczby dodatniej ma dwie
wartosci: jedng dodatnia, druga ujemna.

Tak np. a X a= a2i— a X — a= a2 przeto pierwiastek
kwadratowy z a2jest albo a albo — a, czyli albo -(- a, albo — a.

258. Pierwiastek potegi nieparzystej z jakiejkolwiek ilosci ma
ten sam znak co i dana ilos¢.
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Tak np. pierwiastek szescienny z a3jest a, pierwiastek za$
szescienny z — a3jest — a.

259. 1lo$¢é ujemna nie moze mie¢ pierwiastku potegi parzyste;j.

Tak np. ilos¢ —ea2nie ma pierwiastku kwadratowego, gdyz
jezeli jakakolwiek ilos¢ pomnozymy przez nig sama, otrzymamy
zawsze na wypadek ilo$¢ dodatnia.

Fakt ten, ze ilo$¢ ujemna nie ma pierwiastku potegi parzystej, *
wyraza sie samem nazwiskiem takiej ilosci. Pierwiastek potegi
parzystej z iloSci ujemnej nazywa sie iloscig niemozliwag, lub czesciej
iloscia urojona.

260. Prawidto na znalezienie pierwiastku jakiegokolwiek
stopnia z jakiegokolwiek jednomianu catkowitego. Nalezy podzie-
li¢ wyktadnik kazdego czynnika przez wyktadnik pierwiastku i przed
wypadkiem napisa¢ znak wiasciwy. Tak np.:

y 16a2¥ = //422a64= + 4 ab2

3 3 3

y — 8aBXPR = y — 2Zeb’c= — 2aW ;

4 4
(256xhf = )/4¢xlii — = 4xy\

261. Prawidto na wycigganie pierwiastku z utamka: Na
zy znalez¢ pierwiastek licznika i pierwiastek mianownika osobno,
i napisac znak wtasciwy przed wypadkiem.

} 6463 \ 433 4b’

262. Przystepujemy teraz do wytozenia sposobu wyciagar
pierwiastku kwadratowego z wielomianéw.

Pierwiastek kwadratowy z a2-\- 2ab -\- b2jest a -f- 6; i roz-
wazanie sposobu, w jaki a-j- b pochodzi z a2-\- 2ab -]- 62 dopro-
wadzi nas do ogélnego prawidta na wycigganie pierwiastku kwa-
dratowego z jakiegokolwiek wielomianu.

y a2-\-2ab -(- 62= a-f 6. Uporzadkujmy najprzéd wy-
razy podiug poteg jednej gtoski,

2 a-j-62ab-j- 62 np. a; wtedy pierwszym wyrazem
Pa6-j- 62 bedzie a2 jego pierwiastek kwa-

dratowy jest a i to bedzie pierw-
szym wyrazem szukanego pierwiastku.
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Odejmijmy jego kwadrat, to jest a2 od danego wyrazenia,
i podpiszmy reszte 2ab -}- b2 Podzielmy 2ab przez 2 a\iloraz be-
dzie b, i to bedzie drugim wyrazem pierwiastku. Do podwojonego
wyrazu pierwszego dodajmy wyraz drugi: otrzymamy 2a —6; po-
mnézmy to ostatnie wyrazenie przez wyraz drugi, to jest b] otrzy-
mane 2 ab -j- b2 odejmujemy od reszty. | to w obecnym przypadku
konczy cate dziatanie.

Gdyby byto wiecej wyrazow, wtedy nalezaloby z a -f- b tak
samo postepowac, jak przedtem postepowalismy z a; kwadrat tego
wyrazenia, to jest:
a2-]- 2ab -)- b2juz zostat odjety od wielomianu danego, tym spo-
sobem nalezy tylko reszte podzieli¢ przez 2 (a-(- b) dla otrzymania
nowego wyrazu pierwiastku. Aby otrzyma¢ nowy odjemnik, nalezy
pomnozyé sume z 2 (a—& i nowego wyrazu, przez ten nowy wyraz.

263. Przykiady:

1. V4x2-\-12 xy -] 9y2= 2x -)- 3y
— 4x2
4x -)- B 12xy -j- 9y2
1— 12xy + 9y2
2. 14x* — 20ajs-j- 37 v2— 30x -f 9= 2x2— 5x -j- 3
— 4 X4
ix2 - & — 20&3-j- 37x2— 30x -]- 9
+ 20a3+ 25x2
4a2- 10x +31 12a2— 30x 9
|+ 12a2ip 30x + 9
3. I'xl- 4x*y -]- 10x2y2— 12xy%)- 9yi = x2-2xy -
— Xi
2Xx2—ry '—4x -j- 10xy2 — 12xy3-\- 9y4
+ 4xiy + 4xhy2
282— Axij -j- 3if | 6xhy2—12xif -j- 9yl
J' 6xhj2+ 13xy'i + 9yi

4. VX3A4a5— l0aP (4* 1 = -j-2X2— 2a: — 1
— xG
2x% 2x2 4x5— 10x%j- 4x 41
—4x5+ 434

2x3-\~4x2—2x —4xi — lOas3—3—4rc 1
cp 4rcd+ 8a3+ 4a;2
2x3-f 4x2- 4x - l|- 2as* — 4x2A-4x + 1

----- 0 .3 — 2 iV 1
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264. Wyzej byla zrobiona uwaga, ze kazdy pierwiastek,
ktorego wyktadnik jest parzysty, ma znak podwojny; patrz § 257-
Tak np. pierwiastek kwadratowy z a2-j- 2ab -j- b2 jest a -5,
lub — a— b. W rzeczy samej przy wycigganiu pierwiastku kwa-
dratowego z a2-p=2ab -[- b2 zaczynamy dziatanie od znalezienia
pierwiastku z a2 Lecz ten pierwiastek moze by¢ a lub — a. Je-
zeli wezmiemy to ostatnie, i poprowadzimy dziatanie, jak byto po-
kazane przedtem, wtedy dojdziemy do wypadku — a—b. Taz
sama uwaga moze by¢ zrobiona w kazdym]podobnym przypadku,
Wezmy np. ostatnie zadanie z § 263. Tutaj zaczynamy dziatanie
od wyciggniecia pierwiastku kwadratowego z x 6—pierwiastek ten
moze by¢ x3 lub —x3 Jezeli przyjmiemy ostatnig wartos¢ i pro-
wadzi¢ bedziemy dziatanie jak wyzej, otrzymamy wypadek osta-
teczny: — x3— 22— 2= 1.

265. Pierwiastek potegi czwartej jakiegokolwiek wyrazenia
moze by¢ znaleziony przez wyciagniecie pierwiastku kwadratowe-
go z pierwiastku kwadratowego. Podobniez: pierwiastek potegi
6smej moze by¢ znaleziony przez wyciggniecie pierwiastku kwa-
dratowego z pierwiastku potegi czwartej, i tak dalej.

266. Poprzednie zbadanie sposobu wyciggania pierwiastku
kwadratowego z wielomianéw algebraicznych da nam moznos¢ wy-
tlumaczenia prawidta na wycigganie pierwiastku kwadratowego
z liczb.

Pierwiastek kwadratowy ze 100 jest 10; pierwiastek kwadra-
towy z 10000 jest 100; pierwiastek kwadratowy 2z 1000000
jest 1000; i t. d. Stad wypada, ze pierwiastek kwadratowy z licz-
by mniejszej od 100 'musi sie sktadac tylko z jednej cyfry, pier-
wiastek kwadratowy z liczby, zawartej pomiedzy 100 i 10000 —
z dwoch cyfr; pierwiastek kwadratowy z liczby, zawartej pomie-
dzy 10000 i 1000000 — z trzech cyfr, i tak dalej. Jezeli wiec nad
kazda drugg cyfra danej liczby, zaczynajac od miejsca, na ktérern
stojg jednosci, napiszemy punkt, wtedy liczba punktéw pokaze nam
liczbe cyfr w pierwiastku kwadratowym z tejze danej liczby. Tak
np. pierwiastek kwadratowy z 4356 sktada sie z dwoch cyfr; —
pierwiastek kwadratowy z 611524 jest ztozony z trzech cyfr.

267. Przypus¢my, ze chcemy znalez¢ pierwiastek kwadra-
towy z 3249.
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Najprzod oznaczmy wiasciwe cyfry punktami podiug poda-

nego prawidta; okazuje sig, ze szukany pierwiastek sktadac sie be-

dzie z dwoéch cyfr. Niech a -\-b ozna-

2500 czf:i ten pierwiastek, gdzie ajest war-

100 + 7 749~ t(_)sua cyfry, stol,az_cej na m|e13c_u d_2|e-

749 sigtek, a b wartoscig cyfry, stojgcej na

miejscu jednosci. Stad wida¢, ze a mu-

si by¢ najwieksza liczba dziesiatek, ktorej kwadrat jest mniejszy

od 3200; taka liczbg jest 50. Odejmijmy a2, to jest kwadrat 50, od

danej liczby; — wtedy resztg bedzie 749. Podzielmy te reszte

-przez 2a, to jest przez 100; iloraz bedzie 7; i to jest wartoscig b.

Wtedy (2« —-b)b, czyli 107 X 7, to jest 749, jest liczba, ktorg nalezy

odja¢ od reszty; a poniewaz teraz nie pozostaje zadna reszta, prze-

to wnosimy stad, ze 50 -(- 7, czyli 57, jest szukanym pierwiastkiem
kwadratowym.

PowiedzieliSmy wyzej, ze ajest najwieksza liczbg dziesigtek
(czyli najwiekszg wielokrotng wzgledem dziesieciu), ktérej kwa-
drat jest mniejszy od 3200. W rzeczy samej: bezposrednio widocz-
na jest rzecza, ze a nie moze byé wieksza wielokrotng wzgledem
dziesieciu. Ale nie moze by¢ takze i mniejsza; — gdyz, jezeliby to
byto mozliwem, aby liczba dziesigtek byta mniejsza, np. gdyby by-
ta x, wtedy x -j- b byloby mniejsze od a, zatem i kwadrat z x -j- b
bytby mniejszy od a2 wiec xA-b mniejsze od prawdziwego pier-
wiastku kwadratowego.

Grdyby pierwiastek sktadat sie z trzech cyfr, wtedy niech a
oznacza setki, a b — dziesigtki. Znalaziszy a i bjak wyzej, uwa-
zajmy dalej setki razem z dziesigtkami jako nowa wartos¢ a, i wy-
najdzmy nowa warto$¢ na b jednosci.

268, Zera moga by¢ przy wykonywaniu powyzszego dzi
nia opuszczone dla krétkosci i cate dziatanie mozna wyrazi¢ za po-
mocg hastepnego prawidta:

Nad kazda druga cyfra, zaczynajac od cyfry, 1/3249 57

stojgcej na miejscu jednosci, napiszmy kropke; tym 25
sposobem cata liczba zostanie podzielona na kolum- iq7T 49
ny. Nastepnie znajdzmy najwieksza liczbe, ktorej 749

kwadrat jest zawarty w pierwszej kolumnie: bedzie
to pierwsza cyfra pierwiastku. Kwadrat jej odejmijmy od pierwsze)
kolumny, i do reszty dopiszmy kolumne drugg. Podzielmy tak otrzy-
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mang ilos¢, opuszczajac w niej ostatnig cyfra, przez podwojong, zna-
leziong dotad cze$¢ pierwiastku i dopiszmy iloraz i do pierwiastku
i do dzielnika. Pomnézmy nastepnie dzielnik wraz z tern, co bylo
dopisane, przez czes¢ pierwiastku ostatnio znaleziong, i odejmijmy
znowu iloczyn od catej reszty. Jezeli w liczbie danej bedzie jeszcze
wiecej kolumn do ztozenia, wtedy cate dziatanie musi by¢ dalej w ten
spos6b prowadzone.

269. Przyktady:
Wyciggnat pierwiastek kwadratowy z liczb: 132496 i 5322249.

| 132496 = 364.
9

66.424
139%

72412896
2896

/5322249 = 2307.
4

43 132
129

4607132249
132249

W pierwszym przykiadzie, po znalezieniu pierwszej cyfry
pierwiastku i dopisaniu do reszty drugiej kolumny, otrzymujemy424;
podtug prawidta dzielimy 42 przez 6, dla otrzymania nastepnej cy-
fry pierwiastku; z podzielenia wypada 7, i to bytoby druga cyfra.
Lecz mnozac 67 przez 7, otrzymujemy na iloczyn 469, co jest wiek-
sza liczba, anizeli 424. To pokazuje, ze druga cyfra nie moze by¢ 7,
ale jest mniejszg. Proébujemy 6 — poniewaz préba sie udaje, prze-
to 6 jest whkasciwg cyfrg. Ten przyktad pokazuje, ze niekiedy wy-
pada prébowac kilka liczb przy oznaczaniu pewnej cyfry.

W drugim przyktadzie powinien czytelnik zwréci¢ uwage na
to, ze jedna cyfra pierwiastku wypadta zero.

270. Nie z kazdej liczby catkowitej dodatniej mozna wy-
ciggnat pierwiastek kwadratowy, t. j. nie kazdg mozna roztozy¢ na
dwa czynniki réwne. Wszystkie liczby, z ktdrych mozna wyciag-
na¢ pierwiastek kwadratowy, np. 1, 4, 9, 16 i t. d., znajdziemy na
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tabliczce mnozenia wzdtuz jednej z przekatnych.. Pierwiastkiem
jakiejkolwiek innej liczby, np. 2, 5 lub 8, nie moze by¢ nietylko
liczba catkowita, ale tez zaden utamek. Bo gdyby pierwiastkiem
liczby catkowitej n byt jaki$ utamek, ktéry po usunieciu z licznika

i mianownika czynnikéw wspélnych, przyjatby postaé , to mu-
siatoby byc¢:
a
= n.
~W

Ale ai b nie majg czynnikéw wspolnych, przeto a2 nie moze by¢
d
podzielne przez 62 i wyrazenie p- nie moze by¢ liczba catkowita.

Jezeli wiec n nie jest kwadratem pewnej liczby catkowitej, to pier-
wiastku z niego wyciggna¢ nie mozna.

Czesto jednak nalezy rozwigzywaé¢ zadania w rodzaju naste-
pujacego: znalezé bok kwadratu, ktérego powierzchnia wynosi
60 metrow kwadratowych. 60 nie jest kwadratem zupeinym za-
dnej liczby catkowitej, a zatem, jak juz wiemy, napréznobysmy
takze szukali i takiego utamka, ktérego kwadrat bytby réwny 60.
Wezmy kwadrat, ktorego bok jest réwny 7 m.; powierzchnia jego
bedzie 49 m. kwadr.; kwadrat, majacy bok diugosci 8 m., bedzie
miat 64 m. kw. powierzchni; pierwszy bedzie o 11 m. kw. zamaly,
drugi o 4 zawielki. Biorgc wiec bok kwadratu szukanego rownym
7 lub 8 m., popetnimy pewien biad.

W miernictwie praktycznem jezeli méwimy, ze kwadrat ma
60 m. kw. powierzchni, to wyrazamy przez to, ze mierzymy tylko
metry catkowite, ze wiec powierzchnia kwadratu jest wieksza
od 59,5 ale mniejsza od 60,5 m. kw.; gdybysmy chcieli zaznaczy¢,
ze i dziesigte i setne czeSci metra sg zmierzone, napisalibysmy 60,00,
co oznacza, ze wielko$¢ ta jest wieksza od 59,995, ale mniejsza
od 60,005; w praktyce wiec zadanie bedzie rozwigzane, jezeli znaj-
dziemy bok kwadratu, ktdrego powierzchnia rézni sie od powierzch-
ni danej o wielko$¢ mniejszg od potowy najmniejszej jednostki,
uzytej do mierzenia.

| tak, jezeli mierzymy powierzchnie z doktadnos$cig do 1 m.
to obie liczby: 7,74 i 7,75 beda w zupeinosci odpowiadaty warun-

Algebra. 12
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kom zadania, gdyz ich kwadraty: 59,9076 i 60,0625 réznig sie od 60
mniej anizeli 0 0,5. D#ugos$¢ boku znalezliSmy przytem z dokia-

dnoscig do —ijr- metra.

271. Wogole dziatanie wyciggania pierwiastku okresli
w ten sposéb.

Wyciggnaé pierwiastek stopnia ps® z a z doktadnoscia do ~
4 . <o
znacz‘)‘l| znalez¢ taki utamek n azeby:

<a< .
1-t-r

W przykiadzie powyzej rozpatrywanym jest a= 60, p — 2,
— = 7,74 clei X = 774, n = 100.
n
Pomnozywszy powyzsza nier6wnos¢ przez w?, znajdziemy:
X" < nva< [x-]- D)*.

Zadanie wiec rozwigzemy w taki sposob: pomnozymy liczbe
dang aprzez n? i znajdziemy najwieksza liczbe catkowita, ktorej pta
potega jest mniejsza od nPa

W danym przyktadzie mnozymy 60 przez n2= 10000, co da-
je 600000; najwieksza liczbg catkowita, ktérej kwadrat jest mniegj-
szy od 600000, bedzie 774.

Powyzsze okreslenie przedstawia jednak te niedogodnosé, ze
sam pierwiastek nie jest tutaj Scisle oznaczony, co utrudnia wypo-
wiadanie twierdzen ogélnych o pierwiastkach. Azebj? te niedo-
godnos¢ usungé, wprowadzamy nowy rodzaj liczb. Podobnie jak
dla uogodlnienia odejmowania i dzielenia okazata sie potrzeba wpro-
wadzenia liczb ujemnych i utamkowych, tak samo i tutaj wprowa-
dzamy liczby takie, ktorych potegi majg by¢ Scisle rowne liczbom
danym. Liczby takie, dla odrdznienia od uzywanych dotychczas,

3
nazwiemy niewymiernenii. Odtad wiec wyrazenia takie jak L2,
160, KO4 beda miaty dla nas wartosci catkiem oznaczone, i znaj-
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dziemy sposoby wyrazania ich za pomoca utamkéw z kazdem za-
danem przyblizeniem, biorac n odpowiednio wielkie*).

Graficznie ilo$¢ niewymierng mozna przedstawi¢ tak samo za
pomoca odcinka, jak ilos¢ wymierng. Wogéle nie mozna rozstrzyg-
na¢, czy diugos¢ odcinka danego wyraza sie
wymierng czy niewymierng liczbg jednostek, /
gdyz nigdy nie mozemy mierzy¢ z bezwzgledng /
Scistoscig. Ale nieraz sam sposob, w jaki od-
cinek powstat, wymaga, azeby diugos¢ jego v
uwazaé za niewymierng. Naprzyktad w troj- N e e
kacie prostokatnym, w ktéorym obie przypro-
stokatne sg rowne jednosci, przeciwprostokgtna na zasadzie twier-
dzenia Pytagorasa bedzie réwna:

| 1- o= 13— 12,

a zatem bedzie niewymierng wzgledem przyprostokatnych.

Jako drugi przyktad wezmy tréjkat réwnoramienny ABC,
majacy przy wierzchotku kat 36°, a wiec przy podstawie 72°. Po-
prowadzmy dwusieczng AD kata BAC. Troj-
n katy ADB i GAD sa réwnoramienne, a zatem
BD = AD = AC. W ten spos6b odcieliSmy
wiec na ramieniu trojkata odcinek réwny pod-
stawie. DC jest mniejsze od AC, poniewaz le-
zy w tréjkgcie CAD naprzeciwko kata mniej-
szego. W podobny wiec sposéb mozemy, pro-
wadzac dwusieczng kata ADC (= 72°), odcigé
na AC odcinek AE = DC it d. Dziatanie to
nie skonczy sie nigdy, a zatem boki AC i BC sg niewspétmierne.
Jakakolwiek wiec obraliby$my jednostke dtugosci — zawsze dtu-

gos$¢ przynajmniej jednego z nich wyrazi sie liczbg niewymierna.

*) Blad, jaki popetlniamy biorac r:n zamiast ya t j. rdéznica
Va — x : a jest mniejsza od 1 : 3, poniewaz:

\VEIPS + ’

a ze 1:n jest tem mniejsze, im witjksze n, przeto obierajac n dostatecznie
wielkie, uczynimy btad tak matym, jak tylko zechcemy.
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272. Prawidlo na wycigganie pierwiastku kwadratowego
z utamka dziesigtnego wypada z § 268. Nalezy tu jednak zauwa-
zy¢, ze przy podnoszeniu do kwadratu utamka dziesietnego otrzy-
mujemy zawsze parzystg liczbe cyfr dziesietnych w kwadracie, ze
zatem nie mozna doktadnie wyciggna¢ pierwiastku kwadratowego
z zadnego utamka dziesietnego, ktéry w najprostszej swojej posta-
ci ma nieparzystg liczbe cyfr dziesietnych.

Pierwiastek kwadratowy z 32,49 jest jedng dziesigtg czescig
pierwiastku kwadratowego z 100 X 32,49, — czyli z 3249. Po-
dobniez: pierwiastek kwadratowy z 0,003249 jest jedng tysigczng
czescia pierwiastku kwadratowego z 1000000 X 0,003249, czyli
z 3249. Stad mozemy wyprowadzi¢ nastepne prawidto na wycig-
ganie pierwiastku kwadratowego z utamka dziesietnego:

Nalezy oznaczy¢ kropka kazda druga cyfra danej liczby poczy-
najac od cyfry, stojacej na miejscu jednosci, i idac tak na lewo, jak
i na prawo od niej. Nastepnie wyciggna¢ pierwiastek kwadratowi)
z calej liczby, jakby z catkowitej i oddzieli¢ na dziesietne w otrzy-
manym wypadku tyle cyfr, ile byto odznaczonych kolumn w czesci
dziesietnej danej liczby.

Zwracamy tutaj szczeg6lng uwage uczacego sie naznaczenie
stéw: poczynajac od cyfry, stojacej na miejscu jednosci.

273. Przy wycigganiu pierwiastku kwadratowego z liczby
catkowitej, jezeli otrzymamy jeszcze reszte, doszediszy do cyfry
stojacej na miejscu jednosci, to reszta ta jest znakiem, ze dana
liczba nie ma pierwiastku, dajacego sie doktadnie wyrazi¢. Moze-
my jednak oznaczyé¢ go z takim stopniem przyblizenia, jak tylko
chcemy, przypuszczajac, ze na koncu danej liczby znajduje sie
przecinek, dopisujgc za nim jakgkolwiek parzysta liczbe.zer i pro-
wadzac dalej dziatanie. Tym sposobem otrzymang czes$¢ dziesietng
pierwiastku nalezy doda¢ do znalezionej juz poprzednio czesci cal-
kowitej.

Podobniez, jezeli utamek dziesietny nie ma pierwiastku kwa-
dratowego, dajgcego sie dokiadnie oznaczyé, wtedy mozemy do
niego dopisac zera, i dalej prowadzi¢ dziatanie, posuwajac przybli-
zenie tak daleko, jak chcemy.
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274. W podanym nizej przyktadzie wycigganie pierwiastku
kwadratowego z0,4 jest doprowadzone do siedmiu cyfr dziesietnych.

0,4000. = 0,6324555
36

123 400
369

1262 3100
2524

1264457600
50576

126485 702400
,632425

126490516997500
6324525

1264910567297500
63245525

4051975

275. Jak z liczb, podobnie i z wyrazen algebraicznych nie-
zawsze mozna wyciagna¢ pierwiastek kwadratowy doktadnie. Nie-
kiedy wypada nam rozwigzaé¢ zadanie tego rodzaju: znalez¢ cztery
wyrazy pierwiastku kwadratowego z 1 — 2x.

r2 3
VI-—2a= 1—x — § =
1 2
2 - 2X
2X m
2a —
— 4
ar Xi
9 __ 9
2~ ' 4
ar ar
2 _
5x4 X6

4

L, . o«
Tym sposobem otrzymaliSmy jeszcze na reszte — —

X6 L i . .
— po znalezieniu czterech wyrazéw pierwiastku kwadratowego

z 4 — 2ar Z tego wypada, ze:
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axA, x3 , xe
( 2 = 12« 2 i

276. Przechodzimy teraz do sposobu wyciggania pierwias
szesciennego z wielomiandw.

Pierwiastek szescienny z a3-j- 3 ax -f- 3ab2-j- b3jest a -f- b\
zastanawiajac sie tutaj nad sposobem, w jaki a-j- b zostaje utwo-
rzone z a3-]- 3a2&-}- 2ab2-)- b3 dojdziemy do og6lnego prawidia
na wycigganie pierwiastku szesciennego z kazdego wielomianu.

Uporzadkujmy najprzoéd wyrazy podiug poteg jednej i tej sa-
mej gtoski ci; wtedy pierwszym wyrazem bedzie a3, a jego pier-

3 wiastkiem szesciennym be-
Va3 3ad-j-3ab2-]-b3— a-j-b dzie aa — i to jest pierwszy
a wyraz szukanego pierwiast-

Kbscial O ra N3 SRNE
szego, czyli a3 od calego wyrazenia i dopiszmy reszte: 3a2&-j-
-j- 3ab2-)- b3 Podzielmy 3ax przez 3a2 — ilorazem bedzie b,
i ono stanowi drugi wyraz szukanego pierwiastku. Odejmijmy da-
lej 3a-j- 3ab2-)- b3 od reszty, i tym sposobem caty szescian u-f-5
zostanie odjety. To wiasnie konczy dzialanie w obecnym przy-
padku.

Gdyby byto wiecej wyrazéw, wtedy nalezatoby postepowac
z a -f- b tak, jak postepowaliSmy poprzednio z a; szescian tego wy-
razenia, to jest d3-j- 3a -j- 3a52-(- b3, byt juz odjety od danego
wielomianu, nalezy wiec podzieli¢ reszte przez 3 (a -)- b)2dla wy-
nalezienia nowego wyrazu, i tak dalej.

277. Przy wyciaganiu pierwiastku szesciennego z bard
ztozonych wielomianéw, a réwnie i z liczb, dogodng jest rzeczag
roztozy¢ rachunki dziatania, pokazanego w poprzednim paragrafie,
w trzy kolumny jak nastepuje:

3a2 .
3a-\-b- Ba—{bb t a3{3ax-(-3ab2-j- b3= a+ b

3a2-f- 3ab-]-b2 .
3ad + 3ab2-j- b3
3a2k% 3a&-j-

Objasnienie: Znajdujemy najprzéd pierwszy wyraz pier-
wiastku, to jest @\ nastepnie piszemy a3pod danem wyrazeniem
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w trzeciej kolumnie i odejmujemy je. Piszemy potem 3 a w pierw-
szej kolumnie, a 3a2 w drugiej;,—dzielimy 3 a2 przez 3a2 i otrzy-
mujemy iloraz b. Dodajemy b do wyrazenia pierwszej kolumny;
mnozymy nastepnie to, co otrzymamy w tej pierwszej kolumnie,
przez b, iloczyn piszemy w drugiej kolumnie, i dodajemy go do te-
go, co juz w tejze kolumnie sie znajduje, otrzymujemy 3 a2-J- 3 ab-j-
-j-b2 Mnozymy to ostatnie wyrazenie przez b; otrzymujemy 3 aZo-\-
-3 ab2-(- b3 ktdéry to iloczyn nalezy umiesci¢ w trzeciej kolumnie
i odjgé. Tym sposobem dokoriczyliSmy dziatanie odejmowania
(@ -j- b)3od wyrazenia danego. Gdyby byto wiecej wyrazéw, wte-
dy nalezatoby toz samo dziatanie prowadzi¢ dale;j.

278. Przy wykonywaniu tego dziatania w dalszym cia
nalezy dodawac¢ do liczby pierwszej kolumny taka liczbe, aby po
dodaniu otrzymaé ‘potrojong cze$¢ pierwiastku, juz znaleziona.

W tym celu postepujemy tak: mamy juz w pierwszej
kolumnie 3a-J- 6; umieszczamy 2b pod b i dodajemy; —
wtedy otrzymamy 3a + 3b, czyli potrojong cze$¢ juz
znaleziong. Nadto, do liczb drugiej kolumny wypada
nam doda¢ taka liczbe, aby otrzymac¢ potrojony kwadrat tej czesci
pierwiastku, ktéra juz jest znaleziong. To znowu wynajdujemy
. w ten sposob: w drugiej kolumnie mamy juz
3a2_\(f”3zg'+b)bsi (Ba-j-b)bapod ta liczhg 3a2-j- 3ab -J- bA—
+ &I umiesémy jeszcze b2ponizej i dodajmy liczby
§a2-j-ab 3p2 Zawarte w trzech ostatnich wierszach, wtedy
otrzymamy 3a2-\- 6ab -j- 3b2 co jest whasnie
trzy razy wzietym (a-|- b)2 czyli potrojonym kwadratem znalezio-
nej juz czesci pierwiastku.

279. Przykiad: Wyciggna¢ pierwiastek szesScienny z wy-

razenia:
8x6— 36x5-f- 102*4— 17183-\-20ix2— 144* -(- 64.

Dziatanie:
1) 6*2— 3# 1 12
— 6X

12*4— 36x*-\-21 x2
4 (6*2— 9x -f- 4)
1234— 36x3 51x2—36* -j- 16
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ury
| 8*6—36*5j-102*4—171a”+204*2— 144* -f 64= 2a2—3* -f 4
8*6
—36*5)-|OZ*4—171 *3f-204*2— 144*-)-64
+36*5+ 54*4 27*3
48a4—-444**+204*2— 144* + 64
— 48*44+144*3+204*2+ 144*+ 64.

Pierwiastek szescienny z 8*6jest 2*2 i to bedzie pierwszym wy-
razem szukanego pierwiastku: podpisujemy 8*6pod danem wyra-
zeniem w trzeciej kolumnie i odejmujemy ten wyraz.

Nastepnie umieszczamy potrojone 2*2w kolumnie pierwszej,
a potrojony kwadrat 2*2 w kolumnie drugiej; to jest piszemy 6*2
w pierwszej, a 12*4 w drugiej kolumnie. Dalej dzielimy — 36*5
przez 12*4 i otrzymujemy tym sposobem iloraz—3*, ktory bedzie
drugim wyrazem pierwiastku.

Nastepnie dopisujemy tenze wyraz do pierwszej kolumny,
i to wyrazenie, ktdre teraz znajdowac sie bedzie w pierwszej ko-
lumnie, czyli 6*2— 3*, mnozymy przez — 3*, tak znaleziony ilo-
czyn umieszczamy pod wyrazeniem, bedacem w drugiej kolumnie
i dodajemy go do tegoz wyrazenia: — otrzymamy tym sposobem
12*4 — 18*8+ 9*2 Mnozymy dalej to ostatnie wyrazenie
przez — 3*, podpisujemy je pod resztg w trzeciej kolumnie i odej-
mujemy. Otrzymamy wtedy w trzeciej kolumnie reszte; a cze$é
pierwiastku juz znaleziona bedzie 2*2— 3*. Teraz nalezy w ko-
lumnie pierwszej i drugiej wykona¢ rachunki, pokazane w § 278.
W tym celu podpisujemy podwojone — 3*, to jest — 6*, w pierw-
szej kolumnie, i dodajemy te dwa wiersze; — otrzymujemy przez
to 6*2— 9%, i to stanowi potrojona czes¢ pierwiastku juz znale-
ziong. Podobniez podpisujemy kwadrat — 3*, czyli 9*2, w dru-
giej kolumnie, i dodajemy trzy ostatnie wiersze w tejze kolumnie;
— otrzymujemy 12 xi — 36*3-(- 27*2 i to jest potrojonym kwa-
dratem tej czesci pierwiastku, ktéra juz jest znaleziona.

Po wykonaniu tych dziatan dzielimy reszte, znajdujacg sie
w pierwszej kolumnie, przez wyrazenie poprzednio otrzymane,
i w ten sposob znajdujemy 4, jako ostatni wyraz pierwiastku; z nim
znowu postepujemy tak, jak z poprzednimi. Mianowicie: dota-
czamy ten wyraz do pierwszej kolumny, i mnozymy tak otrzyma-
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ne wyrazenie w tejze kolumnie, to jest: — 9Xx + 4, przez 4
iloczyn umieszczamy pod wyrazeniem bedgcem w drugiej kolumnie,
dodajemy go do tegoz wyrazenia: otrzymujemy w ten sposoéb:
12x4— 36x3-j- 51a2— 36 aa—3—16; mnozymy to ostatnie przez 4,
podpisujemy iloczyn pod reszta w trzeciej kolumnie i odejmujemy
go. Poniewaz teraz nie pozostaje zadnej reszty, przeto wnosimy
stad, ze 2a2— 3x -j- 4 jest szukanym pierwiastkiem sze$ciennym.

280. Wytozony poprzednio sposéb wyciggania pierwias
szesciennego z wyrazen algebraicznych prowadzi nas do podania
sposobu wyciggania pierwiastku szesciennego zjakiejkolwiek liczby.

Pierwiastek szescienny z 1000 jest 10, pierwiastek szescien-
ny 1000000 jest 100; stad wypada, ze pierwiastek szescienny z licz-
by mniejszej od 1000 jest jednocyfrowy; pierwiastek szescienny
z liczby, zawartej pomiedzy 1000 i 1000000, skiada sie z dwdch
cyfr, i t. d. Jezeli wiec nad kazdg trzecig cyfrg danej liczby napi-
szemy punkt, zaczynajac od cyfry, stojacej na miejscu jednosci,
wtedy liczba punktéw pokaze liczbe cyfr w pierwiastku sze-
sciennym.

Tak naprzyktad pierwiastek szescienny z 405224 skiada sie
z dwoch cyfr, a pierwiastek szescienny z 12812904 skiada sie
z trzech cyfr.

Przypusémy, ze chcemy wyciggna¢ pierwiastek szescien-

ny z 274625.
I-a kol. I1-a kol. Ill-cia kol.
180+ 5 10800 N
925 i/274625 = 60 + 5
11725 216000
58625
58625

Oznaczmy najprzoéd punktami odpowiednie cyfry, podiug
prawidla; — pokazuje sie z tego, ze pierwiastek sktadac sie bedzie
<z dwoch cyfr. Niech a-j- b bedzie szukanym pierwiastkiem,
gdzie a oznacza wartos$¢ cyfry, stojacej na miejscu dziesigtkow,
a b warto$¢ cyfry, stojacej na miejscu jednosci. Wtedy a musi
by¢ najwiekszg wielokrotnoscig dziesieciu, ktdérej szeScian jest
mniejszy od 274000; — jest to 60. Podpisujemy szescian 60, to
jest 216000, w trzeciej kolumnie pod dang liczbg, i odejmujemy go
od tejze liczby. Umieszczamy potrojone 60, to jest 180, w pierw-
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szej kolumnie, i potrojony kwadrat 60, to jest 10800, w drugiej
kolumnie. Reszte, otrzymang w trzeciej kolumnie, dzielimy przez
liczbe, bedaca w drugiej kolumnie, tojest dzielimy 58625 przez 10800;
otrzymujemy stad 5, i to jest wartoscig b. Dodajemy 5 do pierw-
szej kolumny i mnozymy te sume przez 5 to jest mnozymy 185
przez 5; otrzymujemy z tego 925, co umieszczamy w drugiej ko-
lumnie i dodajemy do liczby, ktora juz sie tam znajduje. Tym
sposobem znajdujemy 11725, co mnozymy przez 5 umieszczamy
iloczyn w trzeciej kolumnie i odejmujemy. Reszta jest 0, zatem 65
jest szukanym pierwiastkiem sze$ciennym.

Zera na koricu mogg by¢ dla krdtkosci poopuszczane, i cate
dziatanie ostatecznie przedstawiaé sie bedzie w ten sposéb:

185 108 3
925 j2274625 = 65
11725 216
58625
58625
281. Przyktad. Wyciggna¢ pierwiastek szescienny z |
by 109215352.
1-a kol. I1-ga kol. I11-cia kol.
12_7) 4289 1/109215352 = 478
2k 64
5623' 45215
6607~ 39823 _
11344 5392352
5392352
674044

Po otrzymaniu dwoch, pierwszych cyfr pierwiastku, miano-
wicie 47, obliczamy pierwszg i druga kolumne, sposobem, wytozo-
nym w § 278. Mianowicie umieszczamy podwojone 7 pod liczbg
pierwszej kolumny, i dodajemy oba wiersze, co nam daje 141; na-
stepnie podpisujemy kwadrat 7 pod liczbami drugiej kolumny i do-
dajemy trzy ostatnie wiersze, co znowu daje 6627. Dalej dziataniu
jest prowadzone jak poprzednio. Pierwiastek szescienny jest 478.

Przy wykonywaniu dziatania, odnoszacego sie do tego przy-
ktadu, mogto sie wydawaé, ze druga cyfra pierwiastku jest 8 lub
nawet 9; lecz przez probowanie kazdej z nich okazuje sie, ze one
sa zbyt wielkie. Podobnie jak i przy wycigganiu pierwiastku
kwadratowego, moze sie czasami przytrafi¢, ze wypada nam probo-
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wacé zbyt wielkich cyfi', szczegélniej przy oznaczaniu pierwszych
cyfr pierwiastku.

282. Przyktad. Wyciggnaé¢ pierwiastek szescienny
z 8653002877.

6051 1200 i
10j 3025] I' 8653002877 = 2053.
6153 123025] 8
25) 653002
126075 615125
184:59 37877877
12625050 37877877

W tym przyktadzie uczacy sie powinien zwroci¢ uwage na
zero, ktore sie otrzymuje jako jedng z cyfr pierwiastku.

283. Jezeli pierwiastek ma pewng liczbe cyfr dziesietnych,
wtedy szeScian mie¢ bedzie trzy razy wiecej tychze cyfr; z tego po-
wodu w liczbie, majacej cyfry dziesietne i wyrazonej w najprostszej
postaci, liczba tychze cyfr dziesietnych powinna by¢ wielokrotng
wzgledem trzech, jezeli dana liczba jest dokladnym szescianem.
W pierwiastku zatem, sze$ciennym z takiej liczby liczba cyfr dzie,
sietnych bedzie trzy razy mniejszg, anizeli w danej liczbie. Stad-
jezeli liczba dana, z ktérej chcemy wyciggna¢ pierwiastek szescien-
ny, zawiera utamek dziesietny, wtedy oznaczamy punktem cyfra,
stojgca na miejscu jednosci, i kazda trzecig cyfre liczac w prawg
i lewa strone od tejze cyfry jednosci, i nastepnie postepujemy tak,
jak przy wycigganiu pierwiastku z liczby catkowitej. Liczba punk-
tow, napisanych nad czescig dziesietng danej liczby, pokaze nam
liczbe cyfr dziesietnych w pierwiastku szesciennym.

284. Przyktad. Wyciggnaé pierwiastek szescienny
z 14102, 327296.

641 La
§ 2561 V 14102,327296
- 7&1) 1456 f 8
li 16) 6102
7236 1728 5824
7211 278327
173521f 173521
1J 104806296
174243 104806296
43416

17467716
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285. Jezeli dana liczba, czy to bedzie catkowitg, czy

utamkiem dziesietnym, nie ma doktadnego pierwiastku szescienne-
go, wtedy mozemy do niej dopisa¢ zera i oznaczy¢ pierwiastek
szescienny z przyblizeniem do jakiegokolwiek stopnia.

W nastepujacym przykiadzie jest wykonane wycigganie

pierwiastku szesciennego z 0,4 do czterech cyfr dziesietnych:

147
343
21961 « 57000
46017
22088 15987 10983000
9671256
1311744000
1625088 1301484032
176704 10259968
162685504
PRZYKLADY XXIX.
Znalez¢ warto$¢ nastepujacych wyrazen:
3 3
1. V9alb* 2. V8ad\ 3. |I— 64n3%6.
, 1l 25a22
Znalez¢ pierwiastki kwadratowe nastepujgcych wyrazen:
6. 16a2-)- 40ab -j- 25b2 7. 49a4--84ad+ 36b2
10. x6— 12x5-j- 60aJ —=160.u3-f- 240a2— 192x -j- 64.
Znalez¢ pierwiastki stopnia czwartego z nastepujacych wy-
razen:
11. 16a;4— 96x3y 216x2y2— 216xy3-)- 81y*.
12. Nx— 2(a-j- byx2-j- [a?-f-4 ab-]- b2 x2— 2 ab(a-\-b) x-\-aZbZ.
Znalez¢ pierwiastki kwadratowe nastepujacych liczb:
13. 1156. 14. 15129.
15. 3080,25. 16. 4981,5364.
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Wyciggna¢ pierwiastki kwadratowe z kazdej z nastepnych
liczb do pieciu cyfr dziesietnych:
17. 0,9. 18. 129. 19. 347,259.
Znalez¢ pierwiastki szescienne nastepujacych wyrazen:
20. x3— 3x2(a -j- b) 3x (a-j- b)2— (« -j- b)3
21. x6— 3ax3-f- 5ax%x3— 3ahkk — ac.
Znalez¢ pierwiastki szescienne z nastepujacych liczb:
22. 19683. 23. 2628072. 24. 0,220348864.

XXX.

Wyktadniki.

286. W paragrafie 16 okreslilismy znaczenie wyktadnika;
i stosownie do tego okreslenia, wyktadnik dotagd miat dla nas zna-
czenie zawsze liczby naturalnej, t. j. dodatniej i catkowitej. Roz-
szerzymy teraz okre$lenie wyktadnika, nadajac znaczenie wyktadni-
kowi utamkowemu i wyktadnikowi ujemnemu.

287. Jezeli min oznaczajg jakiekoliuiek liczby catkowite
i dodatnie, wtedy.
amX a" = amtn
Prawdziwos¢ tego twierdzenia byta juz pokazana w paragrafie 57,
lecz nie bedzie zbytecznem powtoérzy¢ tutaj to dowodzenie:

am= a X a X « X ... m razy, na zasadzie § 16;

an= a X aX« X ... « razy, na zasadzie § 16;
przeto:
am X a"= aX aXaX ... X« X « X «X oo m n razy,

czyli na zasadzie paragrafu 16:
amX a" = am+ .
Podobniez, jezeli p jest takze liczbg catkowitg i dodatnia:
amX a" X ap= am+" + =
i tak dalej.
288. Jezeli m i u sg liczbami catkowitemi i dodatniemi,
a m jest wieksze od n, wtedy mamy, na zasadzie § 287:

- —n vy fftio—— fltn — n n - ~ Ctni*
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am
skad: S am—".
To réwniez byto juz dowiedzione w paragrafie 70.

289. Poniewaz wyktadniki ulamkowe i wyktadniki ujer
nie byty dotad okreslone, przeto mozemy je okresli¢ w taki sposoéb,
w jaki tylko chcemy; i najdogodniejsza rzecza bedzie nada¢ tym
wyktadnikom takie okreslenie, ze przy nich zasadniczy zwigzek
am X dn = «m+ ” zawsze mie¢ bedzie miejsce, jakielcolwiekby

bylty mi n.
1

Naprzyktad: przypusémy, ze chcemy poznaé¢ znaczenie a .
Podtug przypuszczenia powinno by¢:

F ¥

ax a— ar= a
1

Przeto a musi by¢ taka liczba, ktéra pomnozona przez siebie samg
powinna da¢ na iloczyn a; lecz pierwiastek Jcwadratowy z a jest po-
1

dtug okreslenia takg liczbg; = zatem a musi mie¢ toz samo zna-

czenie, co i pierwiastek kwadratowy z a, tojesta = Va

+

Dalej: przypusémy, ze chcemy poznaé znaczenie a .
Podtug przypuszczenia powinno byé¢:

aXdXa=a —al— a
1
Stad wypada, tak jak poprzednio, ze a musi mie¢ toz samo zna-
i a
czenie, co i pierwiastek szescienny z a, to jest: a — Va
Dalej jeszcze przypusémy, ze chcemy poznaé znaczenie a .

Podtug przypuszczenia powinno by¢:
¥ 7 T i
aXaXaXd= a3
i *
przeto: a = Va3



191

Te przyktady dajg uczgcemu sie pojecie o tern, co nalezy ro-
zumie¢ przez jakikolwiek wyktadnik utamkowy; z tem wszystkiem
podamy w dwoch nastepnych paragrafach ogélne okreslenie tegoz
wyktadnika.

i

290. Znalez¢, jakie ma znaczenie an , gdzie n jest jakakolwiek

liczbg catkowitg i dodatnia.

Na zasadzie przypuszczenia:

a Xd Xd X - n czynnikéw =
1il1-1 . n wyrazéw
= a al= «

przeto a musi mie¢ toz samo znaczenie, co i pierwiastek potegi
mntej z a, to jest:

291. Znalez¢, jakie ma znaczenie a , gdzie mi n sg jakiemi-
kolwiek liczbami catkowitemi i dodatniemi.

Na zasadzie przypuszczenia:

m m
n n
a X a X a X mmmmn czynnikéw =
m m m )
— - — s -— ¥ ... wwyrazow
n n n
= ar

przeto a musi by¢ pierwiastkiem potegi n z a”

czyli: ==Va"

Stad widzimy, ze a oznacza pierwiastek potegi ntg z a podniesio-
nego do potegi mtel; to jest w wyktadniku utamkowym licznik
oznacza wyktadnik notegi, a mianownik wyktadnik pierwiastku.
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292. Podtug powyzszego znamy znaczenie kazdego wy!
dnika dodatniego czy to catkowitego, czy tez utamkowego; pozosta-
je nam teraz znalez¢ znaczenie wyktadnika ujemnego.

Naprzyktad: chcemy poznaé, jakie ma znaczenie a~2

Podtug zalozenia:
a3 X a~2= a3-2= al= a,

przeto:

Podamy teraz okreslenie w og6lnosci.

293. Znalez¢ znaczenie a~n, gdzie n jest jakgkolwiek lic
dodatnig catkowitg lub utamkowa.
Podtug zatozenia, jakiekolwiekby byto m, powinnismy miec:
amX a~* — am~ ".
Przypusémy, ze m jest dodatnie i wieksze od N\ wtedy bedzie:
am~ n X al— am
am
N au

Aby wypadek ten dogodnie wyrazi¢ stowami, okreslimy naj-
przéd znaczenie wyrazu odwrotny. Pewna ilo$¢ nazywa sie odwrot-
noscig drugiej, gdy iloczyn tych dwdch ilosci jest rowny jednosci.

Tak np. x jest odwrotnoscig e lub iloscig odwrotna, wzgledem re

Podtug tego a~n jest odwrotnoscia lub iloscia odwrotng wzgle-
dem a”. Wypadek ten mozemy przedstawi¢ pod jedna z trzech
nastepujacych postaci:

1 1
; an= - anX a~"= 1.
an «=»
294. Z tego znaczenia, jakie nadalismy wyktadnikowi uj

nemu, wypada, ze am: an= am-n i w tym przypadku, gdy m jest
mniejsze od n, roéwnie jak i w tym, gdy m jest wieksze od n

AV rzeczy samej: przypusémy, ze m jest mniejsze od N\ wtedy:
am a’ j:: 1_m= «-(*-">) = gnrn.

Przypusémy teraz, ze m — u. wowczas am: a" jest oczy-
wiscie = 1, aam~n— rt°. Ten ostatni symbol nie byt jeszcze roz-
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wazany i nie otrzymat zadnego okreslenia; tym sposobem mozemy
mn nadac¢ takie znaczenie, jakie najnaturalniej przedstawia sie sa-
mo. Dlatego mozemy powiedzie¢, ze «° = 1.

295. Aby ustanowi¢ zupetng teorye wyktadnikéw, nalezato-
by poda¢ dowodzenia niektérych twierdzen, wychodzacych poza
obreb niniejszego dzietka. Lecz te twierdzenia sg tak prostymi
wnioskami z okreslen i whasnosci utamkéw, ze czytelnik nie znaj-
dzie zadnych trudnosci w zastosowaniu ich w tych przypadkach,
ktére mogg mu sie przytrafic. Z tego powodu pozostawiamy zu-
petny wyktad obszerniejszym dzietlom o algebrze, a tutaj podamy
tylko niektore przykiady.

296. Jezeli mi n sg liczbami catkowitemi dodatniemi, wte-
dy wiemy, ze: (amn— amn (patrz § 240).

Toz samo mie¢ bedzie miejsce, gdy m i n nie bedg liczbami
catkowitemi dodatniemi. Naprzykiad:

Wtedy podnoszac obie

strony do potegi 4-ej bedzie: a = x4; nastepnie za$ podnoszac obie

strony tej réownosci do potegi trzeciej, otrzymamy: a = &12 prze-
12

to x = a , co wlasnie byto do pokazania.

297. Jezeli n jest liczbg catkowitg i dodatnig, wiemy,
an X b” — (ab)n Toz samo mie¢ bedzie miejsce, gdy n nie jest
liczbg catkowitg i dodatnig.

b

Naprzyktad: a X b = (ab) . Gdyz jezelibySmy obie strony
podniesli do potegi trzeciej, wtedy z jednej i drugiej otrzymali-
bysmy ab\ tym sposobem kazda z nich jest pierwiastkiem szescien-
nym z ab.

W podobny sposéb mie¢ bedziemy:

n n n
a Xb Xc X me= (abc....) .

Algebra. 13
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Przypusémy teraz, ze tych ilosci a, b, ¢ .... jest m, i ze
wszystkie one sg réwne a\ wtedy z powyzszej réwnosci bedzie:

czyli:

Stad wypada, ze aby pierwiastek potegi Mtej z a podnies¢ do
potegi m, nalezy tylko ilo$¢ podpierwiastkowg podnies¢ do potegi m,
pozostawiajac reszte bez zmiany.

298. Poniewaz ulamek moze przyjg¢ rozmaite postaci, nie
zmieniajgc wszakze swojej wartosci, przeto tatwo przedstawié¢ pod

rozmaitemi postaciami i ilos¢ z wyktadnikiem utamkowym nie
zmieniajac jej wartosci. Tak naprzyktad: poniewaz ~ prze-
¥ f ‘ °

to mozemy wnie$¢, ze a =a i tak jest w rzeczy samej. Gdyz
podnoszac obie te iloSci do potegi széstej, znajdziemy z jednej
.i z drugiej a4, czyli kazda z nich jest pierwiastkiem potegi
szostej z ai.

299. Dajemy teraz kilka przyktadoéw dziatan algebraiczny
do ktorych wchodzg wyktadniki utamkowe i ujemne.

¥2 ¥3 ¥1 ’:‘I-152¥
Pomnozyé: a bc przeza b ¢ .

2.1 _7_ 3. 1_13 1 2
s y~ir;t+3~—123 3 1,

przeto:

=a~'
Rl

J T J _2J1T
abc Xdb<;=ab c

¥2 11,

Podzieli¢: x y przezx y ,

4 2~ 4 3 6~Y"
¥7 ?'s  ¥'2

przeto: XYy iXy=XYy
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Pomnozyé¢: x -f- x -(- x , przez: x -j- x —x 1

1 _ 1
i S

X -j-X -j- X

N

X -j-X - X—-1

v

X -j- X 41

2
T T

X -j- 1 -f- X
—1—X X

X 2X -\-1— X

3 il ¢
Tutaj mamy najprzéd: x X x = X = X ] nastepnie:
21 1
m T 1 T T
= #° = 1i tak dalej.
Podzieli¢:
¢ fo- I . T £ -
# —3# Y -|-3& —y przez: X —2xy + 7
W ,y-<£ &+t -v ' &% 6-1
a —Bay -|-3xy —y X —2xy
A 7-'6 - T n ~s
—a + 2ay + xy X —y .
1 1 _ ) _ 1
T n Y 2
—«y -\-2xy —y
1 | 1 1 1
¥ ¥ g TF ¥
+ gy * 2aj/l__-+y
@]

PRZYKLADY XXX
Znalez¢ wartosci nastepujacych wyrazen:

1. 9 2. (100) 3. (1000) ; (81)

3 2 T 1
5 (« 8-3 6. Va-i 7. a X a X «



Pomnozy¢:
8. Xi+ -f* 1 przez x —4— x~2-(- 1.

9 .a -j-a -f-lprzeza —e1
Podzieli¢:
2 2 1 1
s S m m
10. x — vy przezx — vy .
i by i bt

11. a — Xy -j-X y—y przezx —y .

Znalez¢ pierwiastki kwadratowe nastepujacych wyrazen:

5 4 7 5 2
i il m 7 i

12. x —ix -j-2x AX — 4X -\-X .
1 1

13. X — 4 -)- 4%

XXXI.

lloSci pierwiastkowe.

300. G-dy pierwiastek pewnej liczby nie moze by¢ dokie
oznaczony, wtedy nazywa sie on iloscig pierwiastkowg i przedsta-
wia szczeg6lny przypadek tego, co w matematyce nazywamy
w ogolnosci iloscig niewymierna.

Tak np. nastepujace ilosci sg pierwiastkowemi:

Podobniez jezeli pierwiastek wyrazenia algebraicznego nie
moze by¢ oznaczony bez uzycia wyktadnikéw utamkowych, wtedy
i on takze nazywa sie iloscig pierwiastkowa.

Tak naprzyktad nastepujace ilosci sg pierwiastkowemi:

3 3
+ ab-f b2 la2 ban-f63.

Prawidta na dziatania z ilosciami pierwiastkowemi wypty-
wajg bezposrednio z zasad, wytozonych w poprzednim rozdziale;
rozdziat niniejszy jest prawie catkowicie zastosowaniem tych za-
sad do przyktadéw liczebnych.
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301. Liczby lub wyrazenia algebraiczne moga sie przedsta-
wi¢ pod formag pierwiastkowa, nie bedac w rzeczywistosci pier-
wiastkowemu Tak naprzykiad: V9 jest wyrazone pod postacig
pierwiastkowa, lecz nie jest w rzeczywistosci iloscig pierwiastkowa,

gdyz V9 =3. Podobniez Va3-}- 2ab -f- b2 jest tylko pod posta-
cig pierwiastkowa, nie bedac w rzeczywistosci iloscig pierwiastko-
wa, gdyz Va2-(- 2ab -j- b2= a-j- h.

302. Czesto wypada ilos¢ wymierng przedstawi¢ pod posta-
cig ilosci pierwiastkowej oznaczonego stopnia: w takim razie nale-
zy dang ilo$¢ podnies¢ do potegi takiej, jaki jest wyktadnik iloSci
pierwiastkowej, i nad tgz potega napisa¢ znak pierwiastku.

Naprzykiad:

3= VW= V9 4 = Vi3= K64; a= Var
a-x b= Na-j-b3

303. lloczyn z ilosci wymiernej przez ilos¢ pierwiastkowg
moze by¢ wyrazony pod postacig ilosci catkowicie pierwiastkowej
w ten sposob: nalezy najprzod ilos¢ wymierng wyrazi¢ pod posta-

cig pierwiastkowg, i nastepnie pomnozy¢ przez dang ilos¢ pier-
wiastkowag (patrz § 297). Naprzykiad:

3 —VJ X V2= 118

2 VI — X = V32]
aVb= Vazx yb = Vad.

304. | odwrotnie: ilos¢ catkowicie pierwiastkowa moze by¢
wyrazona w postaci iloczynu z iloSci wymiernej przez pierwiastko-
wa, jezeli mozna wyciagna¢ pierwiastek z jednego z czynnikéw
ilosci podpierwiastkowe;j.

Tak np.:
| 32 = kie x 2= kio X 12=4 12;

k4a8= 18*T6= kS X k'6 = 2 VG|

VaW = Ko5X Vb* — a Vb2
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305. 1lo$¢ pierwiastkowa utamkowa moze by¢é zamieni
na rownowazne jej wyrazenie, w ktérem mianownik bedzie wy-
mierny. Tak naprzyktad:

713 _ jI3x =2 _ 1/6 _ V6
/Il 8 /I 8 X2 "/l 16 — 4’

BN = TB2 x“9_ T7BI8 FI8
I3 113 X9 [ 27 3"

300. llosci pierwiastkowe, nie majace tego samego wy-
ktadnika pierwiastku, moga by¢ przeksztatcone na réwnoznaczne
ilosci takie, w ktorych wyktadniki pierwiastkéw beda jednakowe

— 3
(patrz § 297). Naprzykia?, wezmy pod uwage V5 i bil.

| 3 4
¥5=5; bil = (11) ;

307. Mozemy tutaj wskazaé jedno z zastosowan poprzednie-
go paragrafu. Przypusémy, ze chcemy poznaé co jest wieksze V5

3__
czy bil? Jezeli sprowadzimy obie te ilosci do jednakowego wy-
ktadnika pierwiastku, przekonamy sie, ze pierwsza jest wigksza,
gdyz 125 jest wieksze od 121.

308. llosci pierwiastkowe nazywaja sie podobnemi wtedy,
gdy maja tez same czynniki pierwiastkowe, albo tez gdy moga by¢
sprowadzone do takiej postaci, ze do nich wchodzi¢ bedg tez same
czynniki pierwiastkowe.

Tak np. 4b 7i 5b 7 sg iloSciami pierwiastkowemi podobnemi;
3 3

51 24116 sg takze ilosciami pierwiastkowemi podobnemi, gdyz:

3 3
4bl6 = 8b27

309. Aby doda¢ lub odja¢ ilosci pierwiastkowe podobne, na-
lezy doda¢ lub odja¢ ich wspoétczynniki i przypisaé do wypadku
wspotczynnik pierwiastkowy.
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Naprzykiad:

I712 -f [7T5 - K48 = 21F -f 573 — 4K 3 =
= (2-~5— 4)JIF=3K~3;

3 3 3
2 KI2 1 4KI2 _ 2KI2
F '~2¢« T ' 3~- 3
310. Aby pomnozy¢ jednomiany pierwiastkowe, takie, ktore
majg tenze sam wyktadnik pierwiastku, nalezy pomnozy¢ oddziel-
nie czynniki wymierne i czynniki pierwiastkowe.
Tak naprzykitad:

3 VY X V3= 3V6 iV~5 X 7y~6= 28\V30
3 3 3
2VJX 3722= 6K8= 6 X 2= 12

311. Aby pomnozy¢ jednomiany pierwiastkowe, w ktérych
wyktadniki pierwiastkéw nie sg jednakowe, nalezy je najprzod
sprowadzi¢ do jednakowego wyktadnika i potem postepowaé jak
wyzej.

- 3___

Naprzyktad: pomnozy¢ 4175 przez 2 Kil. Na zasadzie § 306
mamy:

V5“= K125; Kil = /121;
przeto zadany iloczyn bedzie:

8K125 X 121 = SK15125.

312. Mnozenie wielomianéw pierwiastkowych wykonywa
sie w podobny sposéb, jak kazde mnozenie wielomianéw alge-
braicznych.

Naprzykiad:

(BKF—5VY) X (2173 + 3K2) = 36-f 18176 —
— 10K F- 30= 6+ 81'6.

313. Dzielenie przez jednomian pierwiastkowy wykonywa
sie w podobny sposéb jak mnozenie przez jednomian pierwiastko-
wy. Wypadek z takiego dzielenia moze by¢ uproszczony na zasa-
dzie § 305.
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Naprzykiad:

3171 - 3 A _ "e.
+// 3 471/ 9 ~ 4

6
24125 _ 2/ 125
4 121

125 X (11)4_ 241830125
121 X (U)4 11~

Zwracamy uwage uczgcego sie, ze powyzsze przeksztalcenia,
dokonane na zasadzie § 305, daja nam ostateczne wypadki pod po-
stacig najdogodniejsza do liczebnych zastosowan: tak naprzyktad,
jezeli chcemy znalezé przyblizong warto$¢ liczebng wyrazenia

3V2:443

wtedy najprosciej dochodzimy do wypadku, wyciggajac pierwiastek
kwadratowy z 6 i dzielgc otrzymany wypadek przez 4.

314. Dzielenie przez wielomian pierwiastkowy w jednym
tylko przypadku ma znaczenie praktyczne, w tym mianowicie: gdy
dzielnik jest sumg lub réznica dwdch ilosci pierwiastkowych stopnia
drugiego, czyli zawierajgcych pierwiastki kwadr7towe. Takie dzie-
lenie ostatecznie wykonywa sie za pomocg waz ego dziatania, kto-
re polega na przeksztatceniu ilorazu, majgcego mianownik pier-
wiastkowy, na takie wyrazenie, w ktéorem mianownik jest wy-
miernym. Wezmy jako przykiad utamek:

4
512+ 243
jezeli licznik i mianownik tego utamka pomnozymy przez 54 2 —
— 24 3, wtedy warto$¢ utamka nie zmieni sie a mianownik stanie
sie wymiernym. AV rzeczy samej:
4 (542 — 243
54 2+243 (542+243) (54+—243)

4(542 —24+) 1012 —44¥
50 — 12 19
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Podobniez:
\3-f- VY V3 + t2) ITF\-Y2)
2 Y-0—V2 _ @V3-—- V2 QINT-fr2) _

8 £ 3k6 8 + 3F"6"
“ 12—2 -~ 10

315. W ogo6lnosci gdybysmy mieli utamek, ktérego licznik
jest jakikolwiek m, a mianownik sumg dwéch ilosci pierwiastko-
wych stopnia drugiego:

m
aYb-j-cyd’
wtedy w celu zamiany tego utamka na taki, w ktérym mianownik
bytby wymierny, nalezy jego licznik i mianownik pomnozy¢ przez
réznice tychze samych iloSci pierwiastkowych, ktérych suma sta-
nowi mianownik.
W rzeczy samej, postepujgc tak otrzymamy:
m m(«Yb— cVd)
aVb~-cld (avb cvd (avb—cVdj
m(@aVb—cVd
ab — c2d

Nowy mianownik az — cZ znajdziemy albo wykonywajgc
wprost mnozenie (@Vb-\-cVd) (@aVb—cYd), albo tez mozemy
odrazu napisa¢ wypadek na tej zasadzie, ze iloczyn z sumy dwdch
ilosci przez ich réznice réwna sie réznicy kwadratéw tychze sa-
mych iloSci (patrz § 77).

Grdyby w mianowniku byta réznica dwoch ilosci pierwiastko-
wych stopnia drugiego, wtedy nalezy pomnozy¢ licznik i miano-
wnik utamka przez sume tych ilosci, ktdrych réznica stanowi mia-
nownik. Np.:

m m (@Vb-j- cYd)

aVb—cvd @l h—«ld (aYb-f-cYd)
m@Vb-)-cYd)
adb — <A
316. W przypadku gdyby w mianowniku byt tréjmian pier-
wiastkowy, moznaby réwniez ulamek taki zamieni¢ na utamek



202

z mianownikiem wymiernym, tylko dziatanie bytoby diuzsze. Na-
stepny przykiad pokazuje, jak w podobnych przypadkach nalezy
postepowacé, aby uwolni¢ mianownik od ilosci pierwiastkowych.

Niech bedzie dany utamek:
1
V3+ V5+ VT
ktory chcemy przeksztatci¢ na utamek z mianownikiem wymier-
nym. Oznaczmy na chwile V 3 -j- V5 jedng gtoska s; wtedy dany
utamek przedstawi sie pod postacia:
1
s+ VT "
Aby tutaj uwolni¢ sie od ilosci pierwiastkowej w mianowniku, na-
lezy licznik i mianownik pomnozy¢ przez s — V 7 ; czynigc to bedzie:
1 _ s— VT _ s—Z7ZT
s+ 1'T- (s+ V7)) (s—V7_ s2—7"
Podstawmy teraz zamiast s jego wartos¢, to jest V 3-j- V5; wtedy
utamek ten zamieni sie na nastepny:
k3~+k5—V7
(k~3+r5j2- I’
a ze:
(k3+-V5j2= 3+ 2klI5 + 5= 8+ 2Kkl5,
(podtug wzoru na (a + b)2, przeto powyzszy utamek bedzie:
y3+ Vij—- VT V3 + V5- k7
8+ 2KkT5~T _ 1+ 2KklI5
Zamiast wiec utamka danego, w ktérym mianownik byt troj-
mianem pierwiastkowym, otrzymaliSmy utamek, ktérego mia-
nownik jest dwumianem; mozemy przeto uwolnic¢ sie ¢ 1ilosci pier-

wiastkowych sposobem podanym wyzej i ostatecznie otrzymac
utamek z mianownikiem wymiernym. Mnozgc mianowicie licznik

i mianownik'ostatniego utamka przez 1 — 2 klI5, bedzie:
b3+ Vb— VY _ (+3+ k6—VT) 1 — 2 kl5j
1+2 kI5 1+ 2klI55 (1 — 2kIB)
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|3-fV5—V7—6/5—10K3-f 21105
1— 60
— 9V3—5J5—1"y+ 2 1'105_
— 59 J—
_9iT-f5nr-fPT—2ri05
59 ‘
Temu wiec ostatniemu utamkowi réwna sie utamek dany:
J.
KT+P5"+P7
W podobny sposéb, przez dwukrotne powtérzenie dziatania mno-
zenia licznika i mianownika przez jedng i tez samg ilos¢, mozemy
kazdy utamek, ktérego mianownik jest tréjmianem pierwiastko-
wym, zamieni¢ na utamek z mianownikiem wymiernym.

317. Pokazemy teraz, jak znalez¢ pierwiastek kwadrate
z dwumianu, ktdérego jeden wyraz jest iloscig pierwiastkowg sto-
pnia drugiego. Przypusémy naprzyktad, ze chcemy znalez¢ pier-
wiastek kwadratowy z 7 -(- 4 V3. Poniewaz:
{Vx -{-Vij)2= x-\-ij -f 2Vxy,
przeto widoczng jest rzecza, ze jezeli znajdziemy na x iy takie
wartosci, ktoreby zadosy¢ czynity warunkom:
X+ y= 17,
i 2Vxy —4V3
wtedy pierwiastek kwadratowy z 7 -j- 4 | 3 bedzieréwny Vx -j- Vy.
Cale dziatanie mozemy utozy¢ w ten sposdb:
Przypus¢my, ze:
K7 + 4 V3= Vx-\- Vy
podniesmy obie strony tej réwnosci do kwadratu, bedzie:
7-\-4tV3 X-\-y-\-21/xy.
Przyjmijmy, ze

wtedy bedzie:
2 Vxy =4V3
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PodnieSmy znowu do kwadratu obie strony kazdego z tych
dwdch ostatnich réwnan, i odejmijmy je nastepnie; otrzymamy:
(X y)2— 4xy = 49 — 48 = 1,

czyli: x —x)2= 1,
skad: X — Yy - 1
Poniewaz x -\-y — 7, i x — y — 1, przeto bedzie:
X = 4,
V— 3.
Otrzymamy wiec:
/7-f-4 = VI -fVv3= 2+ I1B.

Podobniez znalezlibysmy:
IV7_ 413 —2 — K3T

318. Rachunkiem podobnym do powyzej pokazanego

gliby$my znalez¢ i ogélne wyrazenie na
Va-~hVb;

pokazemy jednak tutaj jeszcze inny sposéb wyprowadzenia tych
wyrazen ogdélnych.

Jezeli jakgkolwiek ilos¢ podniesiemy do kwadratu i nastepnie
z tego ostatniego wyciaggniemy pierwiastek kwadratowy, wtedy

otrzymamy poczatkowa ilo$¢; — dwa te dziatania wzajemnie sie
zniosa. Ra tej zasadzie mamy:

\'x -(- Vy= JFQVx ~« Vy)2

czyli:
VX -j-Vy = YX-fy42VX Yy . D
Podobniez:
Vx — Vy = V(Vx — Vy)2
czyli:
VX — Vy = YyX -(-Y — 2 VXY oo )

Dwie te rownosci sg tozsamosciowe, to jest majg miejsce przy
wszelkich znaczeniach na x i y; — mie¢ wiec beda miejsce i wtedy,
gdy uczynimy:

X = a-)-Vhbh, y= a— Vh
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Dodajac odpowiedniemi stronami te ostatnie dwie réwnosci, bedzie:

#+ y = 2«
mnozac zas je: Xy — a2— h.

Podstawiajac teraz te wartosci na X, y, X -(-y i Xy w ro-
wnosci (1) i (2), otrzymamy:

Y a-f-Vb-]-Ya — Vb= [/2a-J-2V a2 — b,
y u--Vb- ya- Vb= y2a- 2Va2- b.

Przez dodanie odpowiedniemi stronami tych dwéch réwnosci znaj-
dziemy:

2y a-f V-b=Y 2a+ 2 4+) 2a- 2Ya?— b;
przez odjecie za$ drugiej rownosci od pierwszej bedzie:
2y a- V= y2a+ 2Tcr—b- m2a- 2
Dzielac tak pierwsza, jak i druga rownos¢ przez 2 otrzymamy:

,—7 7IJ6 Y 2a + 22Va2"|j.1 2a - 2 VIF— b

e ] 2a4- 2Ka24T& j 2a— 2 l'aa— ¢
yu — Vb= 2

Podprowadzajac zas mianowniki 2 pod znaki pierwiastku:

+ 2]T~~"b 1/2 2la2- 6

w 4
i skracajac nastepnie kazdy z utamkoéw, znajdujacych sie na dru-
gich stronach réwnosci, otrzymamy ostatecznie dwa wzory:

ya Vb= ¥

[/a— Vo2— b
y &Y ~ - + ]

Il a+ Vb=

7/ a-f ¢a2— b fla— Va2z— b

Réwnosci te sg tozsamosciami, to jest majg miejsce przy
wszystkich znaczeniach na aib Chcac je zastosowaé, nalezy
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w kazdym szczegélnym przypadku podstawi¢ zamiast a i b odpo-
wiednie wartosci. Tak np. jezeli dane wyrazenie bedzie:

y 7+4: V3 |
ktore juz wyzej rozwazalismy, wtedy nalezy najprzéd 4 podciagnaé
pod znak pierwiastku, otrzymamy:

vV 7+

i nastepnie w pierwszym z ostatnich wzoréw podstawi¢ 7 zamiast a
i 48 zamiast b. Znajdziemy:

717 + h'72— V. &
a8 U7 - 8
\ 2 2
717-fv 49 — 7 - b49 — 48
AV
/ 2 +r 2
/1 7—1
=f1r1+y 2

i nakoniec:
Yt+ i V~3~=Z+ V3.

Lecz jakkolwiek te wzory zawsze dajg sie zastosowad, jakiekolwiek-
by a i bmiaty znaczenia, z tern wszystkiem nie zawsze dogodng
jest rzeczg uzywacé ich, gdyz wyrazenia na drugich stronach tych
réwnosci sg wogdle bardziej ztozonemi, anizeli na pierwszych
stronach. W jednym tylko przypadku korzystnem jest ich uzycie,
wtedy mianowicie, gdy na drugich stronach zging znaki pierwiast-
kowe pod pierwiastkiem. Ten wypadek mie¢ bedzie miejsce wte-
dy, gdy ilosci s i 1 bedg takie, ze a?>—b bedzie zupetnym kwadra-
tem. Wtedy bowiem Ka2—b bedzie mogt by¢ znaleziony doktadnie
i ilosci pierwiastkowej pod znakiem pierwiastku nie bedzie.
Wezmy jeszcze jako przyktad:

VvV 8—2VIb.
Najprzod podprowadzamy wspétczynnik 2 pod znak pierwiastkowy;
bedzie:
y 8- 1/607
Tutaj: «2— b —82—60=64 — 60 = 4, jest zupelnym kwadra-
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tem; dogodna jest wiec rzeczg uzy¢ wzoru naV a—V b. Stosujac
ten wzor, otrzymamy:

= §/8+V82- 60 —
/8 — Foo = jI// V82— 60

nakoniec:

/I 8- 2VIb=V 6—/ 3.

PRZYKLADY XXXI.
Uproscié:
3 3 3 .
1) 3+2+4K8 — K32 2) 2VT-{-bVv32 — VIOS;

1 1
3) 3 3
V2 V16

Pomnozy¢:

4 14U3— V2 przezV6 —V2.
5) V3+ V2 przez: ++]=

Uczyni¢ wymiernymi mianowniki nastepujgcych utamkoéw:

3 + 1+ 7 VU3+1/2° 275 + »'-3

2+ 12" h+_ - U2" 3J/5+21/3"

Wyciagnaé¢ pierwiastek kwadratowy z nastepujacych wy-
razen:
9) 14+ 61+. 10) 4 - - 1+5.

Uproscic:

1

11
) I 7 -4:v3'

12) |/3+ V5 + [I3—KS5.
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13) Va3— Pb*-j- (Pm)"+  ---
(Fi)ll
Wykona¢ dziatania:

14) (Fm —Fm —n) (Fm -)-Fm — n).

FAiFi+Ff)-
W nastepujacych wyrazeniach wprowadzi¢ wspdtczynnik
pod znak pierwiastkowy.

16) 5h4; 17) |/ aVaVa
Uczynié¢ wymiernymi mianowniki w nastepujacych utamkach:
1+ 2V3 1

18) 19)
5~-TT,; V*+ Fy”

Znalez¢, czemu sie rowna:

2°) Vam f'as;
2D) [j7 183 2 jvarva.

XXXII.
Réwnania stopnia drugiego.

319. Roéwnaniem stopnia drugiego nazywamy takie réwna-
nie, ktore zawiera kwadrat ilosci niewiadomej, ale nie zawiera
wyzszej potegi tejze ilosci.

320. Roéwnanie stopnia drugiego nazywa sie czystem wtedy,
gdy zawiera tylko kwadrat ilosci niewiadomej. Roéwnanie stopnia
drugiego nazywa sie wtedy zupetnem, gdy, oprocz kwadratu nie-
wiadomej, zawiera takze nie%viadomg w stopniu pierwszym. Tak
naprzyktad: réwnanie 2x2= 50 jest czystem réwnaniem stopnia
drugiego; réwnanie za$ 2a2 - 7a& —+tJ= O jest zupetnem.

321. Na rozwiazanie czystego réwnania stopnia drugiego
mozna poda¢ nastepujgce prawidio:
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Nalezy najprzéd znalez¢ warto$é na kwadrat niewiadomej spo-
sobem podanym na rozwigzywanie réwnan stopnia pierwszego, na-
stepnie przez wyciggniecie pierwiastku kwadratowego znajdg sie
wartosci na niewiadoma.

Naprzyktad: rozwigza¢ réwnanie:

x2—13 . x2— 5
3 + 10 “ 6-
ZniedSmy najprzéd mianowniki przez pomnozenie obu stron réwna-
nia przez 30; bedzie:

10 (x2— 13) -j- 3 (x2— 5) = 180;
skad: 13x2 = 180 -f 130 -f 15 = 325;
i nastepnie: xJ= -32,5- = 25.

10

Wyciggajac z obu stron pierwiastki kwadratowe, otrzymamy:

X = + b5
W tym przyktadzie postepujac najprzod tak, jak przy rozwigzaniu
réwnan stopnia pierwszego, znalezliSmy, ze x2jest réwne 25. Stad
wypada, ze samo X jest taka liczba, ktora, podniesiona do kwadra-
tu, daje na wypadek 25; czyli x jest pierwiastkiem kwadra-
towym z 25.

W arytmetyce takim pierwiastkiem jest 5, lecz w algebrze
pierwiastek ten ma dwa znaczenia (51i — 5 (patrz § 257). Za-
tem x moze mie¢ wartos¢ -j- 5lub — 5; kazda z tych ilosci zado-
sy¢ czyni réwnaniu, i to wyrazamy piszac:

X = + 5

322. Stad widzimy, ze rdwnanie czyste stopnia drugiego
dwa pierwiastki, jednakowe co do liczebnej wartosci, ale réznigce
sie znakiem. Jezeli chcemy dwa te pierwiastki oddzielnie i wy-
raznie napisaé, wtedy rozrézniamy je w ten sposob, ze jeden z nich
oznaczamy przez Xj, drugi zas$ przez x2 tym sposobem bedzie:

Xj= -j-5 x3= — 5.
Wogole, gdyby byto do rozwigzania réwnanie:
ax2— c= 0,
wtedy, przez przeniesienie ¢ na drugg stroneg, bytoby najprzéd:
ax2= — ¢
Algebra. 14
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nastepnie:

a przez wyciagniecie z obu stron pierwiastku kwadratowego:

X:iy """"" a

czyli, piszac oddzielnie oba pierwiastki:

Natura tych pierwiastkéw zalezy od ilosci znajdujacej sie pod zna-
kiem pierwiastku, to jest od --—-- C Najprzod nalezy tu zwrocié

uwage na to, ze nie zawsze ta ilo$¢ jest ujemna, jakkolwiek
w 0g6lnym wzorze znajduje sie znak —. Znak ten powstat z prze-
niesienia ¢ na drugg strone réwnania, i wyraza tylko to, ze na tej
drugiej stronie ¢ ma znak przeciwny temu, jaki miato, gdy byto na
pierwszej stronie. Zatem — c oznacza¢ bedzie tylko wtedy ilos¢

ujemna, gdy c na pierwszej stronie byto dodatnie*), i utamek--------
bedzie dodatnim wtedy, gdy c na pierwszej stronie jest ujemne;

w przeciwnym za$ razie utamek ten jest ujemnym. Gdy--—-- —jest

iloscig dodatnia, wtedy j/ ----- —, a zatem i wartosci na xxi x2albo
moga by¢ doktadnie wyrazone za pomoca liczby catkowitej lub
utamka (co miec¢ bedzie miejsce wéwczas, gdy — — bedzie zupet-
nym kwradratem), albo tez obie te wartosci pozostang niewymierne.

G dy——-——8 bedzie ujemne, wtedy wartosci na x beda niemo-

zliwe, czyli urojone (8 259).

*)  Gdyz w przeciwnym przypadku przez zmiane wszystkich znakéw
w cafern réwnaniu, otrzymalibySmy réwnanie, w ktérem pierwszy wyraz
bytby dodatni.
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Objasnimy to, co bylo powiedziane wyzej, kilkoma przy-
ktadami:

Z réwnania 5x3— 45 = 0, otrzymujemy,
bx2= 45
z3= 9,
skad: x = + 3; czyli piszgc oddzielnie oba pierwiastki:
cc,= 3; x2= — 3.
Drugie réwnanie: 4x2— 25 = 0. Wtedy:
4 g2= 25
skad:
i nakoniec:
to jest:

Gdyby byto réwnanie: 7x2— 21=0; wtedy pierwiastki jego by-
tyby niewymierne:

xt= 1I'3, x2= —Va.
Przypusémy jeszcze, ze mamy réwnanie:
3x2+ 12= 0.
Chcac je rozwigzaé¢, mamy najprzod:
3 a2= — 12,
nastepnie: X2= — 4,
a stad: X= + t—4

A ze niema takiej ilosci dodatniej lub ujemnej, ktéraby podniesio-
na do kwadratu data na wypadek ilo$¢ ujemng — 4, przeto w tym
przypadku x nie moze by¢ oznaczone w liczbach dodatnich lub
ujemnych: i to wyrazamy mowigc, ze x jest urojone. Przeciwnie
zas w pierwszym przypadku wartosci na x nazywamy rzeczywiste-
mi. Czesto w matematyce ilosci urojone wyrazamy symbolicznie
nastepujacym sposobem:

Poniewaz: — 4 = 4 X — 1, przeto:

V—4= Y4 X —1, czyli:
y—4= y4x V— i,
to jest: I'~£ = 2V—~1.
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Tutaj \ — 1jest wiasnie znakiem lub symbolem ilosci urojonej:
zwykle oznaczamy go w rachunkach gtoskg i. Wprowadzajac to
oznaczenie, mie¢ bedziemy nastepujace wartosci na x:
XxXx= 2N\ x2= — 2i.

W rozbieranym przypadku réwnanie nie ma rozwigzania w liczbach
dodatnich i ujemnych. Lecz uwazajac 2i jako ilos¢ nowego ro-
dzaju, i nadajgc gtosce i znaczenie takie, ze i3— — 1, mozemy sie
przekona¢ tatwo, ze przy tych warunkach 2i zadosyd czyni¢ bedzie
danemu réwnaniu: 3a2—+4-12 = 0. Przez wprowadzenie zatem
znaku ilosci urojonej, rozwigzanie czystego réwnania stopnia dru-
giego staje sie zawsze mozliwem; —tylko w pewnych przypadkach
rozwigzanie to bedzie rzeczywistem, w innych za$ urojonem.

W ogélnosci ilos¢ urojona V — a2moze by¢ w ten sposéb wy-
razona:

Poniewaz: — az2z= a2(— 1
wiec: V- a2= Va2.(— 1
czyli: V_ a2= va2.v— 1,
albo V--a2= aV— 1

Wprowadzajgc i zamiast V— 1, bedzieV — a2= ai.

323. Azeby moéc uwazaé wszystkie liczby dodatnie za k
draty pewnych liczb, wypadto nam wprowadzi¢ liczby niewymier-
ne. Podobnie i tutaj, azeby moc jeszcze i liczby ujemne uwazaé
za kwadraty pewnych liczb, czynimy nowe uogoélnienie, wprowa-
dzajac liczby, ktore nie sg ani dodatnie, ani ujemne, i ktére dlate-
go — niezupetnie whasciwie — nazwano urojonemu

Charakterystyczna réznica pomiedzy liczbami rzeczywistemi
a urojonemi polega na tem, ze kazda liczba rzeczywista a jest roé-
wna, wieksza lub mniejsza od drugiej liczby rzeczywistej ¢, zaleznie
od tego czy a — Wb jest 0, dodatnie czy ujemne; ale réznica dwéch
liczb urojonych

ai— li= (@- bi
jest tez liczbg urojong, a wiec ani dodatnig ani ujemna; liczba ai
nie jest wiec ani wiekszg ani mniejszg od bi, chociaz nie jest jej
rowna.

Liczby rzeczywiste przedstawiali$my na linii prostej O X zwy-
kle w ten sposob, ze punkty odpowiadajgce liczbom wiekszym
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lezaly na prawo od punktéw, przedstawiajgcych liczby mniejsze;
liczby urojone przedstawimy wiec za pomocg takich punktéw, kto-
re nie lezg wzgledem siebie na prawo ani na lewo. W tym celu
prowadzimy prostg OY prostopadtg do OX i wypisujemy wzdtuz
niej, w odstepach réwnych jednostce dtugosci, liczby urojone i,
2i, 3i... nad osig OX, a— i, — 2i, — pod osia. Proste 0OX
i OY nazywajg niekiedy osig rzeczywistych i osig urojonych.

3i

/-

1lo$¢ urojona V — a = iV a moze by¢ utamkowa lub niewy-
mierna, zaleznie od tego, jakim jest Va. Punkt P np. oznacza

W dalszym ciggu, o ile nie zrobimy odpowiedniego zastrzeze-
nia, przez litery oznacza¢ bedziemy tyllom ilosci rzeczywiste; jedynie
litera oznaczajgcaniewiadomgw réwnaniu, przedstawia¢moze réwnie
dobrze wielko$¢ urojong jak rzeczywists.-
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324. Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnan zupein
stopnia drugiego.

Jezeli x —j—Li pomnozymy przez tez samg ilo$¢, otrzymamy:

Feo o oxeo2)= o e
Widzimy wiec, ze x2-j- ax -I—Zjest zupetnym kwadratem, gdyz
jest to kwadrat ilosci x -)- ~ . Stad wypada, ze dwumian x 2-\-nx

(07
staje sie kwadratem zupeinym przez dodanie do niego , to jest

przez dodanie kwadratu potowy wspotczynnika przy x. Fakt ten
stanowi gtéwna podstawe rozwigzania réwnania zupetnego stopnia
drugiego. Objasnimy to kilkoma przyktadami.

Wezmy np. x2 {-6x-, tutaj potowa wspéiczynnika przy x
jest 3; dodajgc do tego dwumianu 32 otrzymamy X2 -j- 6X -j- 32
a to jest {x-j- 3)2

— 5x- tutaj potowg wspoétczynnika przy x jest — T do-

./ 5\ /5N 15\ .
dajac — 1, czylily-j , otrzymamy x2 — bx -f- |-yj , a to jest

1J-
A 2
X2— o ; tutaj potowag wspoétczynnika przy x jest--—-- 5 —; do-
n 2 .
dajac (y }Zotrzymamy, Y+ ( | ) i atojest( * _ -
x2---—%-;(_; tutaj potowg wspétczynnika przy x jest-— 6; do
dajac / 832 czyli 13 1\2 otrzymamy 3_X co0 znowuz

i
jEst réwne 4 e g

Dziatanie, objasnione tymi przykitadami, nazywa sie dopeknie-
niem do kwadratu.

325. Prawidto na rozwigzanie réwnania zupetnego stog
drugiego jest nastepne:
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Nalezy najprzéd réwnanie przyprowadzi¢ do takiej postaci,
aby na pierwszej stronie byty tylko wyrazy zawierajgce niewiadoma,
i aby wspoétczynnik przy x2byt rowny 1; nastepnie doda¢ do kazdej
strony réwnania kwadrat potowy tospdtcziynnika przy x i wyciggna¢
z obu stron pierwiastek kwadratowy.

Przekonamy sie z przykltadéw nastepujacych, ze prawidto to
prowadzi nas do takiego punktu, z ktérego bezposrednio juz moze-
my otrzymac wartosci na niewiadoma.

326. Rozwiaza¢ réownanie:

x2— 10x -)- 24 = 0.
Przenoszac wyraz wiadomy 24 na druga strone, bedzie.’

10 x 24:
dodajac do obu stron réwnania po otrzymamy:
X1— 10x + 52= —24+ 25= 1

Wyciggnijmy teraz pierwiastek kwadratowy z obu stron réwnania;
znajdziemy:
X —5 —+ 1,

a nastepnie: #= 5+ 1, czyli:
x — albo 5 41, albo 5 —e1;
skad: X[= 6; x2= 4.

tatwo sie przekona¢, ze kazda z tych wartosci zadosy¢ czyni da-
nemu réwnaniu, i zalecamy uczacemu sie sprawdzac¢ zawsze otrzy-
mane wartosci przez podstawienie ich w dane réwnanie.

327. Rozwigzadé:
3x2—4x —55= 0.
Przenoszac wyraz wiadomy na drugg strone:
3x2— 4@a = 55,
dzielac przez 3 obie strony réwnania, otrzymamy:
2 4x _55
* . T =¥ *

dodajgc do obu stron po (3\2

4x 05 4 169
1T 3 9 9



wyciggajac pierwiastki kwadratowe:

skad:

czyli: AQ 3
328. Rozwigzat:
2x2+ 3x — 35 = 0.
Przenoszac wyraz wiadomy na drugg strone:
2x2-j- 3x — 35,
dzielgc nastepnie przez 2:

3x 35
*2+ 2- 2

i dodajac ?-\ZI, otrzymamy:

, , 3X 13\ 35 9 289
2+16 16

Wyciggajac teraz pierwiastek kwadratowy z obu stron, bedzie:

3 17

*+ 4=+ 4

skad: X — — 3 147 ,
czyli: xXi= 2;2= — &=

329. Rozwigzad:
x2—ix —1= 0.

Przez przeniesienie wyrazu wiadomego, bedzie:

Xx2— \x — I
dodajemy teraz do obu stron réwnania 22 otrzymamy:

82— 4x -f-22= 1-(-4 =5

skad, po wyciagnieciu pierwiastku kwadratowego, znajdziemy:

X —2= HV5;
a nastepnie:

Xx = 2+ 15,
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Tuta] pierwiastek kwadratowy z 5 nie moze by¢ znaleziony do-
ktadnie; — w kazdym razie za pomocg sposobu podanego w 8§§ 273
i 274 mozemy oznaczy¢ wartos¢ przyblizong tegoz pierwiastku do
takiego stopnia, do jakiego chcemy, a tern samem i warto$¢ na x
moze by¢ oznaczong z takim stopniem przyblizenia, zjakim chcemy.

330. W przykladach dotad rozwigzanych znajdywalismy
zawsze dwa rézne pierwiastki réwnania stopnia drugiego; sg jednak
pewne przypadki, w ktérych otrzymujemy w rzeczywistosci jeden
tylko pierwiastek. Wezmy jako przykiad réwnanie: x2— 14 x -j-
-|_49 = 0; przez wyciggniecie pierwiastku kwadratowego z obu
stron réwnania bedzie x — 7 = 0, skad x = 7. Jednak dla wielu
powodoéw uznano za stosowne moéwic¢ i w tym przypadku, ze ro-
wnanie stopnia drugiego ma dwa pierwiastki rétone.

331. Rozwiagzaé:
x2—6€c— 13 = 0
Przenoszac wyraz wiadomy na drugg strone, bedzie:

X2— 6x = — 13;
dodajac po 32do obu stron:
82— 6x + 32= — 13-}-9= — 4

Wyciggajac z obu stron pierwiastek kwadratowy, otrzymamy:
X —3= + V—4
czyli: XxX=3+ V—4
Lecz — 4 nie moze mie¢ zadnego pierwiastku kwadratowego do-

datniego lub ujemnego, wiec zadna liczba rzeczywista nie moze
czyni¢ zados$¢ danemu réwnaniu.

Pierwiastki te mogg by¢ przedstawione pod taka postacia,
jak pierwiastki § 322; mianowicie, poniewaz:
[f—4= V4.(—Tj=2V— 1= 2j,
przeto: X = 3 -+ 2i.
lub, piszac oddzielnie oba pierwiastki:
= 3 -j- 2i,
*2=3 — 2i
Liczby takie, bedgce sumami liczb rzeczywistych i urojonych, na-
zywamy liczbami zespolonemi, albo takze urojonemi.
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332. Rozwigza¢ réwnanie:

2 *— 1 i*2—1 4
ZnieSmy tu najprzéd mianowniki, przez pomnozenie obu stron
réwnania przez 4 (*2— 1), to jest przez najmniejszg wspdlng wie-
lokrotng wzgledem mianownikéw. Otrzymamy:
2(*+ 1)-f12= *2— 1
Przenoszac wyrazy zawierajgce niewiadoma na pierwsza, a wyrazy
wiadome na druga strone:
*2—2* — 15
dodajac po | 2do obu stron:
a2— 2 1= 1541 =: 16
a wyciagajac pierwiastek kwadratowy z obu stron bedzie:
x—1= + 4
skad: Xx= 1+4; czyli:
Xt= 5; x2= — 3.
333. Rozwigza¢ réwnanie:
2* . 39— 50 12*-)-70
15+3(10+3) = 190 '
Pomno6zmy obie strony réwnania przez 570, to jest przez najmniej-
szg wspolng wielokrotng liczb 15 i 190; bedzie:

76* + — 10+ * = 3(12* + 70);
skad:
1901(81_* 20 = 210 — a0+,

a nastepnie:

190(3* — 50) = (210 — 40*) (10 + *),
czyli:

570* — 9500 = 2100 — 190* —40*2
i dalej:

40*2+ 760* = 11600;
dzielgc za$ obie strony réwnania przez 40:
*2+ 19* =290.
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[19\2
Dodajmy teraz do obu stron po I-’\-} ; otrzymamy:

*2+19*+(’2\f: 200 + A0 = 1521

a wyciggajac z obu stron pierwiastki kwadratowe, bedzie:

< m 19 39
2— +:22
19 39
kad: )
> B3— 2 2
i nakoniec: xx= 10; x2= — 29.

334. Rozwigza¢ réwnanie:
X 3 x—3 2x —3
Xx-\-2 "x—2 x—1
Znoszac mianowniki otrzymamy:
x-J-3) (x—2) @— V)-\-{x —3) (x-[-2) (x — 1) =
= 2x —3) (x-1-2) (x —2),
skad przez wykonanie wskazanych, mnozen:
XS— 7X -j- 6-j-x3— 2a2— bx -j- 6 = 2. x3— 3x2— 8x -]- 12;
a nastepnie:
a2—4a= 0.
Dodajac do obu stron réwnania po 22 bedzie:
x2— 4x -f 22= 4,
wyciggajac za$ pierwiastki kwadratowe, znajdziemy:
X—2= + 2.
Stad nakoniec:
X —2+ 2, czyli:
Xx1l= 4; x2= 0.

Dziatanie zawarte w ostatnich wierszach podaliSmy dlatego,
aby przedstawi¢ rozwigzanie réwnania w ten sam sposob, w jaki
rozwigzywalisSmy poprzednie przyktady; — lecz rozwigzanie w tym
przypadku moze by¢ znalezione prosciej. W rzeczy samej: réwna-
nie x2— 4 x = 0 moze by¢ tak napisane: x (x —4) =0; i poniewaz
pierwsza strona jest iloczynem z dwoéch czynnikéw, ktdry ma by¢
rownym zero, przeto widocznem jest, ze musi by¢ albo x — 4 = 0,
lub x = 0; czyli albo x = 4, albo tez x — 0. (§ 148).
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Zwracamy jeszcze uwage uczacego sie na to, ze po zniesieniu
mianownikéw w powyzszym przykladzie 2x3znalazto sie na obu
stronach réwnania, i z tego powodu mogto ono by¢ usuniete z roé-
wnania przez odejmowanie, przez co réwnanie wypadto stopnia
drugiego.

335. Kazde réwnanie stopnia drugiego moze by¢ sproioadz
do postaci x2-f-px -j- q— 0, gdzie p i g sa liczbami wiadomemi, cat-
kowitemi lub utamkowemi, dodatniemi lub ujemnemi.

Gdyz réwnanie stopnia drugiego, podtug okreslenia,.nie za-
wiera wyzszych poteg ilosci niewiadomej nad druga. PrzenieSmy
wszystkie wyrazy réwnania na pierwszg strone i jezeli potrzeba,
zmienmy wszystkie znaki na przeciwne, tak, aby wyraz zawieraja-
cy kwadrat niewiadomej byt dodatni: — wtedy dzielgc wszystkie
wyrazy réwnania przez wspoétczynnik przy niewiadomej w stopniu
drugim, otrzymamy réwnanie powyzszej postaci.

Na,przyktad: przypusémy, ze mamy réwnanie:

1x — 4*2= 5.
Bedzie najprzod:
1 x— AX2—5= 0,
nastepnie:
4x2— 7x-\-5—0;

dzielgc obie strony réwnania przez 4:

W tym wiec przykfadzie p — — -- ,q— — .

336. Rozwigza¢ réwnanie:
x2-)-px q—0.
Przez przeniesienie wyrazu wiadomego mamy:
X2-j-px —— 0@

Dodajmy do obu stron; otrzymamy:

, p2 p2— Aq
+ px + J+ 4 = O
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Wyciagnijmy z obu stron pierwiastki kwadratowe; bedzie:
Vp2 —4q
2

i Vp2— 44 —p+ Kp2—4#
2

co mozna tez tak napisac:

skad: a

337. Tym sposobem otrzymalismy ivzdr og6lny na pierwiast-
ki réwnania stopnia drugiego x2-\-px -j- q= 0, mianowicie x musi
by¢ rowne:

—p-\-Vp2— 49 Jub — p— Vp* —4g
2 2
Z tych wzoréw ogdlnych wyprowadzimy teraz kilka bardzo waz-
nych wnioskéw, ktdre na zasadzie § 335 odnosic¢ sie bedg do ka-
zdego réwnania stopnia drugiego.

338. Rownanie stopnia drugiego nie moze mie¢ wiecej niz
diva pierwiastki.

WidzieliSmy bowiem, ze pierwiastek musi by¢ rownym jednej
z dwoch znalezionych powyzej wartosci.

339. W roéwnaniu stopnia drugiego, w Jctorem wszystkie wy-
razy sg przeniesione na jedng strone, a wspotczynnik przy niewia-
domej iv stopniu drugim jest réwny jednosci, suma pierwiastkow jest
rowng wspotczynnikowi przy drugim ivyrazie ze znakiem przeci-
wnym, iloczyn za$ tychze pierwiastkow jest réwmy toyrazowi ostat-
niemu.

Gdyz niech bedzie dane réwnanie:

x2-\-pxq = 0]
wtedy suma pierwiastkow bedzie:

—p-\-Vp2— —p - Vp2—14q

2 ' 2 _to jest —p.

lloczyn za$ tychze pierwiastkow jest:

—P+ VPL 49 —p— VP2 1]

9
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co jest réwne:
czyli:

340. Paragraf poprzedni zastuguje na szczeg6lng uw
przedstawia on bowiem bardzo dobry przykiad i natury ogdlnych
wypadkéw algebry i zarazem sposobéw, jakimi do tych ogélnych
wypadkéw dochodzimy. Uczacy sie powinien sprawdzi¢ te twier-
dzenia na wszystkich przyktadach réwnan stopnia drugiego dotad
rozwigzanych.

Tak np. wezmy zadanie § 327; réwnanie tam podane moze
by¢ przedstawione pod postacia:

. 4x 55
x ~ 3 3=°

pierwiastki jego sg: 5 i — suma ich wynosi (’)\ , iloczyn za$ — '0

0

341. Rozwiaza¢ réwnanie:
ax2--bx J-c= 0.
Przenoszac wyraz wiadomy na drugg strone, mamy:
ax2-Jj-bx = — ¢
dzielagc cate rownanie przez a, bedzie:

a X a

dodajgc do obu stron réwnania po /2
«

) b . 1b\ b2 c b2 — 4ac
X'+ aX+ ) = 4a*~~a= *

Wyciagnijmy teraz pierwiastek kwadratowy z obu stron réwnania,
bedzie:

Vb2 — 4ac
i a
rzeto: w= b+ Vb2- 4ac
b ' B 2a
342. Wzory ogdlne, podane w §§ 336 i 341, moga by¢ uz

do rozwigzania jakiegokolwiek réwnania stopnia drugiego. Wezmy
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jako przykiad réwnanie: 3x2— 4x — 55 = 0; podzielmy obie je-
go strony przez 3, bedzie:

Uczynmy teraz we wzorze § 336, ktdry daje wartosci pierwiastkow
4 55
réwnania x2-(-px ‘A q=.0,p = _(:DI q— ----(-Dotrzymamy po

wykonaniu dziatan pierwiastki danego réwnania.

Lecz dogodniejszg jest rzeczg uzy¢ wprost wzoru § 341, tym
sposobem bowiem unikamy utamkéw. Poniewaz dane réwnanie
jest: 3x2— 4x — 55 = 0, przeto we wzorze, dajacym wartosci
pierwiastkow réwnania ax2-{- bx -j- ¢ = 0, nalezy uczynié¢ a = 3,
b= —4, ic= —55. Wykonywajgc te podstawienia w wyrazeniu:

— b+ Vb2— 4etc

mie¢ bedziemy takie wartosci na x:

4 + V]36+ 68 4 + K'676
------------ -ezyhi—— oo
.o 4+£26 . ... 1
tojest - g*— ato “1—"g¥
343. Oznaczajgc przez xx i x2 oba pierwiastki réwnal

x2-\-px -(- g= 0, mozemy napisac¢:

Podobnie jak w réwnaniu czystem, i tutaj natura tych pierwiast -
kéw zalezy od ilosci, znajdujacej sie pod znakiem pierwiastku w obu

tych wyrazeniach. | tak jezeli ilos¢: V—2----qjest dodatnig, wte-

dy oba pierwiastki mie¢ bedg wartosci rzeczywiste, i poniewaz je-
den z nich jest suma, a drugi roznica tych samych ilosci, przeto
w tym przypadku beda one zawsze nierdiune. Jezeli znowu ilos¢
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wyrazi¢ je mozna za pomocg V —1, lub i, sposobem podanym
w 88 3221 331. A ze w obu wartosciachnax1 i x2pod znakiem
pierwiastku znajduje sie jedna i taz sama ilos¢, przeto zawsze je-
dnoczesnie te wartosci bedg albo obie rzeczywiste, albo obie urojone:
przypadku, w ktérym jeden pierwiastek réwnania x2-\-px-(-q= 0
bytby rzeczywistym a drugi zespolonym, by¢ nie moze (przy p i q
rzeczywistych).
344. Przy zachowaniu tychze samych oznaczen, witasn

pierwiastkéw réwnania stopnia drugiego dowiedzione w § 339, mo-
ga by¢ tak wyrazone:

Xi Xx%= — V] x\X2= L
Wiasnosci te majg czeste i wazne zastosowania.

Pokazemy dwa z nich:

Najprzéd na zasadzie tych wiasnosci mozna utozyé réwnanie
stopnia drugiego, ktérego pierwiastki sg dane. Tak np. przypusc¢-
my, ze chcemy napisa¢ takie réwnanie stopnia drugiego, ktérego
pierwiastkami bytyby liczby 5 i 3. Réwnanie to bedzie miato takag
postaé: x2-f px -]-q— 0, gdzie zamiast p i g nalezy podstawi¢ od-
powiednie liczby. Poniewaz, podtug wiasnosci przytoczonej wyzej,
suma pierwiastkéw réwnania jest réwng wspotczynnikowi przy x,
wzietemu ze znakiem przeciwnym, przeto p powinno by¢ takie,
aby byto:

5-)-3= —p,
skad: p=—8.
| dalej: poniewaz trzeci wyraz q pierwszej strony powinien by¢
réwnym iloczynowi pierwiastkow, przeto bedzie:

g= 5.3 = 15.
Jezeli wiec utworzymy réwnanie takie:

x2— 8x -j- 15= 0,

to jeden jego pierwiastek bedzie 5, drugi zas 3. Uczacy sie powi-
nien sie o tern przekonaé przez bezposrednie rozwigzanie réwnania.

Gdybysmy chcieli utozy¢ réwnanie takie, ktérego pierwiast-
kami bytyby 3 i — 3, wtedy mielibysmy:

p= —B8—3 =0 g= 3.—3= —0)9,
i zadane rownanie*bytoby:
x2-)-0.x — 9= 0,
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czyli: @&2—9= 0.

Gdyby pierwiastki réwnania miaty by¢ réwne -B-i 0, wtedy bytoby

czyli: 3x2—x = 0.

W podobny sposéb nalezatoby postepowaé w kazdym innym przy-
padku.

Powtdre: wymienione wiasnosci stuzg do prostego rozwigza-
nia zadania nastepujacego, ktore czesto przytrafia sie w algebrze.
Majac dang sumg i iloczyn dwoch liczb, znalez¢ te liczby.

Przypusémy np., ze chcemy znalez¢ dwie liczby, ktérych su-
ma réwnataby sie 10, ailoczyn 21. Gdybysmy utozyli takie ro6-
wnanie, w ktdrem wspoétczynnik przy x bytby réwny — 10, a ilos¢
wiadoma q bytaby réwnag 21, to jest réwnanie takie:

X2— 10x~\~2l = 0,
wtedy na zasadzie wiasnosci pierwiastkéw réwnania stopnia dru-
giego, suma pierwiastkow tegoz réwnania rownataby sie 10, iloczyn
zas bytby rownym 21. Pierwiastki zatem jego bytyby szukanemi
liczbami. Rozwigzujac to réwnanie, znajdziemy:
Xi= 71, =3
Szukane liczby sa wiec 7i 3.

I w ogélnosci: chcac rozwigza¢ takie zadanie: znalez¢é dwie
liczby, ktorych suma bytaby réwna ni, a iloczyn n, nalezatoby uto-
zy¢ réwnanie:

— mx-(-n= 0,
i rbwnanie to rozwigza¢; wtedy jeden z jego pierwiastkéw bytby

Algebra. 15
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rownym jednej z liczb szukanych, drugi zas stanowitby druga licz-
be. Pierwiastki tego réwnania sa:

x1
. m-j- Pm2— 4n
czyli: Xi - “o
m— Vm2 — 4n
2

Powyzsze wzory nie tylko dajg nam rozwigzanie uwazanego
zadania we wszystkich przypadkach, ale nadto zawierajg w sobie
i rozwigzanie takiego zadania. Dana liczbe m podzieli¢ na taMe
dioie czesci, aby iloczyn ich byt rowny n.  Widoczna jest rzecza, ze
zadanie to sprowadza sie bezposrednio do poprzedniego, gdyz su-
ma tych dwodch szukanych czesci jest réwng danej liczbie m, i ilo-
czyn ich jest wiadomy n. Czesci te zatem sa dane jako wartosci
XX i x2wyzej znalezione.

Do tegoz samego wypadku dojdziemy, rozumujgc w ten spo-
sOb: Oznaczmy jedng z szukanych czesci gloskg X\ — wtedy druga
czes$¢ bedzie m —x. A ze podtug warunkéw zadania, iloczyn tych
czesci ma by¢ réwny n, przeto otrzymamy réwnanie:

x{m —x) = n,
czyli: mx — a2= n;
albo, zmieniajac znaki na przeciwne:

X2— mx= —n.

Rownanie to daje tez same wartosci na x, jakie znalezliSmy poprze-
dnio, mianowicie:
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Biorac x 1jako pierwszag cze$¢, znajdziemy, ze druga m— x bedzie

rowng m———-//7]11——2--—-n , td jest #2; bidrac znowuz x2 za pierwszg

/
cze$¢, znajdziemy, ze druga bedzie réwng: N -f-;l; N —n, to

jest aix Wogdle wiec mozna odpowiedzie¢ na dane pytanie, ze xt
i X2 przedstawia¢ beda dwie szukane czesci liczby m, ktoérych ilo-
czyn jest n.

Uzycie powyzszych wzoréw objasniajg nastepne przyktady:

Liczbe 10 podzieli¢ na takie dwie czesci, aby iloczyn ich byt
réowny 16.

Rozwiazujac rownanie: x2— 1Oa; -j- 16 = 0, znajdziemy:

x1l= 5-)- K25— 16 = 8,
x2= b—3= 2
Wiec jedna z szukanych czesci jest 8, druga zas 2.

Tez samg liczbe 10 podzieli¢ na takie dwie czesci, aby iloczyn
ich byt 24.

Réwnanie do rozwigzania bedzie:

n2— 10a -f 24 =0,
ktére rozwigzujac, znajdziemy szukane czesci 6 i 4.

Gdybysmy jeszcze tez sama liczbe 10 chcieli podzieli¢ na ta-
kie dwie czesci, ktorych iloczyn bytby 25, wtedy rozwigzujac
réwnanie:

x2— 10& -j- 25 = 0,
znalezlibysmy, ze szukane czesci sg 5 i 5. Lecz gdybysmy chcieli
tez samg liczbe 10 podzieli¢ na takie dwie czesci, ktorych iloczyn
bytby wiekszym od 25, np. 26, wtedy rozwigzujac réwnanie: x2—
— 1Occ -j- 26 = 0, znalezlibySmy na-cc, i x2wartosci zespolone:
5-j-iib—1i,

co pokazuje, ze nie mozna liczby 10 podzieli¢ na takie czesci, kto-
reby zadosy¢ czynity temu warunkowi, aby iloczyn ich tworzyt 26.
Z tego widzimy, ze jakgkolwiek liczbe 10 mozna podzieli¢ na takie
dwie czesci rzeczywiste, ktorych iloczyn moze by¢ bardzo rozmaity,
z tern wszystkiem iloczyn ten nie moze by¢ wiekszym od pewnej
granicy: — takg granicg jest tutaj 25.
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Do tegoz samego wypadku dochodzimy, rozbierajgc ogdlne
réwnanie, rozwigzujace nam to zadanie we wszystkich przypadkach,
mianowicie: x2— mx -j- n = 0. Pierwiastki tego réwnania, jako
to widzielismy, sa:

Sa one rzeczywiste dotad, dopoki ilos¢ pod znakiem pierwiastko-

wym —----n nie jest ujemna, czyli dopdéki n nie jest wieksze od
iim
rr;r (75 | m Najwiekszg wiec wartoscig nan moze by¢ |2 . Stad

wyprowadzamy taki wniosek: najwiekszy iloczyn z dwdch czesci,
stanowigcych dang liczbe, jest wtedy, gdy obie te czesci sg réwnet
to jest gdy kazda jest potowa danej liczby.

345. Jezeli wyrazenie tego rodzaju jak: 3 92— 15;c -j-
przyréwnamy do zera, wtedy otrzymamy réwnanie, w ktdrem x
moze mie¢ tylko dwa znaczenia, bedgce pierwiastkami tegoz ro-
wnania. Lecz jezeli uwazamy wyrazenie powyzsze 3a;2— 15x -f- 18
samo w sobie, wtedy x moze w niem przyjmowac wszelkie znacze-
nia, jakie tylko chcemy mu nada¢, i wtedy wyrazenie takie nazy-
wamy tréjmianem stopnia drugiego. Wogdle wyrazenie tej posta-
ci axl -j- bx -]- ¢, w ktérem a, bi c oznaczaja pewne dane liczby
state, a x liczbe mogaca sie dowolnie zmienia¢, nazywa sie trojmia-
nem stopnia drugiego. Tréjmian ten ma wazna wiasnos¢, ktérg
tutaj poznamy.

Wyrazenie ax2-)- bx -j- ¢ mozna przedstawi¢ w tej postaci:

a&xz-l——-d- OznacQ/vaszy tutaj dla krétkosci — jedng

gtoska p, a— jedng gtoskg q, bedzie:

ax2-j- bx -]-c= a(x2 px -(- 9.
Poniewaz a jest liczbag statg, przeto wszystkie wlasnosci rozwaza-
nego trdjmianu ax2-)- bx -)- ¢ zaleze¢ bedg od wyrazenia x2-j-
~ Px -]- 1= To ostatnie zatem bierzemy pod uwage.
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Wyrazenie x2-)- px -)- g nie zmieni sig, jezeli do niego doda-

li2
my i odejmiemy po —; otrzymamy tym sposobem:

&2+ px+ q= + px + q4- N
Lecz trojmian a2-j- px -j- ~ stanowi zupetny kwadrat dwumia-
nu x -|- \Z/ Bedzie wiec:
| v\ P2 .
a24-~ 4-~= \Xx4- 2] — 4+ q czyli:
a24-px 4-q= Ix+ |9 ~ ~ ff) -

Jezeli za$ zwrécimy uwage na to, ze wycigganie pierwiastku kwa-
dratowego i podnoszenie do kwadratu sa dziataniami odwrotnemi,
wtedy zamiast —----qbedziemy mogli napisa¢{]/ " ----- sj * Wpro-

wadzajgc te zmiane w wyrazenie powyzsze, otrzymamy:

X2A-pxA-q = [ x ~ [(i/7T~a"
Stad widzimy, ze trojmian x2-\-px 4- g moze by¢ przedstawiony
pod postacig réznicy dwoch kwadratéw. Lecz na zasadzie § 77
wiemy, ze réznica kwadratow dwdch ilosci jest réowng iloczynowi
z sumy tychze ilosci przez ich réznice; to jest oznaczajgc dwie ilo-
sci gtoskami v i u mamy:
v2—u2= (v—u) (v u).

miast u. Czynigc to, znajdziemy, ze:

ct + s5=4+"f- (| t ~



230

Lecz jezeli tréjmian x2-]-px -(- g przyréwnamy do zera,
rzymamyjréwnanie stopnia drugiego:
X1-j-px -)-g= 0,
ktorego pierwiastki sa:

Poréwnywajac te pierwiastki z ilosSciami znajdujgcemi sie w po-
wyzszych nawiasach widzimy, ze:

Podstawiajgc te wartosci zamiast ilosci zawartych w nawiasach,
otrzymamy:
X2-j-px -(- 9= (X —xj) (X — Xj).
Réwnosé ta jest tozsamoscia, to jest ma miejsce przy wszystkich
wartosciach na x. Wyrazi¢ ja mozna stowami tak: Tréjmian sto-
pnia drugiego x2-)- px -j- qjest rowny iloczynowi dwdch czynnikéw
stopnia pierwszego-, jednym z tych czynnikéw jest x mniej jeden pier-
wiastek réwnania otrzymanego przez przyréwnanie danego tréjmia-
nu do zera-, drugi zas — jest toz samo x mniej drugi pierwiastek te-
go samego réwnania. Podlug tego trojmian ax2-)- bx -j- ¢ moze
by¢ tak wyrazony:
axi -] bx -\-¢c — a (x — xj) (X — X,,)-
1-szy przyktad: trgjmian 3x2— Ibx -)- 18 roztozy¢ na dwa
czynniki stopnia pierwszego.
Bedzie:
3a;2— Ibx -)- 18= 3 (x —Xx,) (x — x2),
gdzie x, i x2bedg pierwiastkami réwnania:
3x2— Ibx -]- 18 = 0,
lub: x3—5x -j- 6 = 0.
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Rozwiagzujac to réwnanie, otrzymamy:
B=3; x2—2

zatem: 3x2— lbx 18 = 3 (x —=3) (x — 2),
0 czem latwo sie mozna przekonaé, przez bezposrednie mnozenie
€0 uczacy sie powinien zrobic.

2-gi przyktad: Tréjmian 6x2— 5x — 6 roztozyé na dwa
czynniki stopnia pierwszego.

Bedzie:

6Xx2— bx — 6= 6 (x — a%) [x — x2,
gdzie x1i x2sg pierwiastkami réwnania:
6x2— bx — 6 = 0.

Rozwigzujac je, znajdziemy:

wiec: 62 bx —6= 6 -j- X — czyli:

6x2— bx — 6= (33--2) (2 — 3).
3-ci przyktad: Trojmian: x2 — 8x -[- 16 roztozy¢ na dwa
czynniki stopnia pierwszego.
Bedzie:
Xx2— 8@ -j- 16 = (X — XX (X — x2),
gdzie 3 i x2sg pierwiastkami réwnania:
X — 833+ 16= 0.
Z rozwigzania tegoz réwnania mie¢ bedziemy:
B = 4ix2= 4
zatem:
a2—8x-fl1l6= (x —4) (x—4) = (x —4)2
co i bezposrednio jest widocznem.
4-ty przyktad: Trojmian: x2-]- 10x -j- 34 roztozy¢ na dwa
czynniki stopnia pierwszego.
Bedzie:
332 -j- 1033 -j- 34 = (33 — 33) (X — 332),
gdzie 33, i 32 znajdziemy rozwigzujgc réwnanie:
332 -j- 103 + 34 = 0.



232

Stad xi= —5-f 125-"34= —5+1"
x2= —5- K ¢
A ze: V—8= 32> 1= 37
przeto: pi= - ®m5 39
x2= —5—37

Trojmian wiec dany nie moze by¢ roztozony na czynniki rzeczy-
wiste stopnia pierwszego. Jednak mozemy i w tym razie napisac:
x2-)- 10x f- 34 = (x-)-5 — 37) {x -)- 5 -)- 3%,
uwazajagc — 5 -j- 37 i — 6 — 37 jako ilosci zespolone, nad ktéremi
dziatania podobne i w podobny sposéb mogag by¢ wykonywane,
jak nad ilosciami rzeczywistemu, przyjmujac tylko, ze i2= — 1.
Przez wykonanie dziatan wskazanych i z uwzglednieniem ostatnie-
go warunku, t. j., ze i2— — 1: znajdziemy w samej rzeczy, ze
wypadek na drugiej stronie jest réwny pierwszej stronie réwnosci.
W rozbidr blizszy wszakze dziatann z ilosciami urojonemi wchodzi¢
tutaj nie bedziemy, pozostawiajgc to ~obszerniejszym dzielom

o algebrze.

PRZYKLELADY XXXII.

1. 2 (x2— 7) 4- 3 (x2— 11) = 33.
, X2—24 32— 37

------------------------- L -- — b. 3. *2—3*-f2=0.
0 1 4
4. 2a02— 1— bx-\- 2. Q 4(x2—1) = 4* — 1
* 21
6.
7 " x-\-5
8 X 1 x—2 9
X —1 x-j-2 5
3 1 1
0.

2 (z2— 1) ' 4{x-f 1) — 8"

10, (x + 10)3= 144 (100 — X 2.

2* —1 3x—1 5x — 11

a1 X — 2 x —1
14* —9 *2—3

H_ 8% — 3= aT+T -

11.

12
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13. aX2— 2ax + a4— 1= 0.

X a X b

a ' X b " x
15. (a-j- bx) (b — aa?) — (5 ——ca) (c — bx) -j-

¢ +-=a) (a —cx) = 0.
(a—a)2-)-@&@—hb2 a2-]-&
(a — 2a)2 (a-[- &2’

17. Wyrazenia: x2— 1}x -j- ]; x3-)- 16a2-)- 21 & roztozyé¢ na
czynniki stopnia pierwszego.

14.

XXXIII.

Réwnania dajgce sie sprowadzi¢ do rownan
stopnia drugiego.

346. Sa pewne réwnania, ktore nie bedac wiasciwie réwna-
niami stopnia drugiego, dajg sie jednak rozwigza¢ sposobem do-
petnienia do kwadratu.

Podamy tutaj dwa przyktady takich réwnan.

347. Rozwiaza¢ rownanie: x6— 7a3= 8.

Dodajmy do obu stron réwnania po
81
4
wyciggajac z obu stron pierwiastki kwadratowe, otrzymamy:

skad:
to jest: x%= 8, lub: 03= — 1.
Nakoniec przez wyciggniecie pierwiastku szeSciennego znajdzie-
my: x = 2, lubx —— 1.
348. Rozwigzac réwnanie:
x2 3x + 3Ja2-j-3a— 2= 6.
Odejmijmy od obu stron réwnania po 2; bedzie:
xa+ 3a— 2+ 3voR4~3dl—2= 4
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Wtedy na pierwszej stronie rdwnania otrzymalismy dwa wyraze-
niaa Vxi1 - 3x —2i x2 3x — 2, z ktérych, ostatnie jest kwa-
dratem pierwszego.

Mozemy teraz pierwszg strone dopetni¢ do kwadratu. W tym

celu dodajmy do obu stron po |§\I2 mie¢ bedziemy:
X*+ 3 X _ 2+ 3Vx2-\-3x-2 + (I_)M-i_-l :Q-

Wyciggajac pierwiastki kwadratowe z obu stron, bedzie:

Vx2-(- 3x — 2 -)- =+ 2 ;

skad:
Vx2-j- 3x —2 = — , czyli:
Kr2-j- 3x — 2= 1lub = — 4.

Przyjmijmy najprzod, ze:
Vx2-j- 3x — 2= 1.
Podniesmy obie strony do kwadratu; bedzie:
X2-\-3x —2= 1
Lecz to jest zwyczajne réwnanie stopnia drugiego, ktére rozwigzu-
jac, znajdziemy:

— 3+ V21
= °79

*

Przyjmijmy powtore, ze:

Vx2-A-3x — 2 = -- 4
Podnoszac obie strony do kwadratu, mie¢ bedziemy:

X2-- 3x — 2 = 16.
To jest znowuz réwnanie stopnia drugiego, ktore rozwigzujac znaj-
dziemy:

Xx = 3, lubx = — 6.
Tym sposobem otrzymaliSmy ostatecznie cztery wartosci na x,
a mianowicie:

— 3% VTi

3, —6 >
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Musimy tutaj zrobi¢ wazng uwage, odnoszaca sie do tych
wartosci. Przypusémy, ze chcemy rozwigzania sprawdzi¢. Jezeli
zamiast x podstawimy 3, wtedy znajdujemy, ze x2-(- 3x — 2 = 16,
a wiec: Vx2-)- 3x — 2= + 4. Jezeli wezmiemy wartos¢ -)- 4,
wtedy dane poczatkowo réwnanie nie bedzie sprawdzone; — jezeli
za$ wezmiemy warto$¢ — 4, wtedy bedzie ono sprawdzone. Po-
dobniez jezeli dalej podstawimy x = — 6, wtedy przyjdziemy do
tegoz samego wypadku. Mozna byto przewidzie¢ oba te wypadki
gdyz wartosci x = 3, lub x = — 6 byly znalezione z réwnania
™2 -j- 3x — 2 = — 4, ktére to réwnanie bylo znowuz otrzyma-
ne z réwnania poczatkowego. Gdybysmy teraz uczynili x =

= ST - , wtedy mielibySmy x2-\-3x — 2 = 1, poczatko-

we réwnanie bedzie sprawdzone, gdy wezmiemy Vx2  3x — 2=
= -j- 1. Znalezione wartosci sprawdzajg wiec dwa nastepujace
rownania:
x2-f 3x —3Vx2 3x —2= 6,
+ 3* -f 3 Vx2-j-3: 2= 6,

przyczem wartosci 3 i — 6 nalezg tylko do pierwszego réwnania,

wartosci zas-----" nalezg tylko do drugiego réwnania.

349. Moga sie przytrafi¢ takie réwnania, ktore nalezy, po
odpowiedniem przeniesieniu wyrazéw, raz lub kilka razy podniesé
do kwadratu, zanim zostana one sprowadzone do réwnania stopnia
drugiego. Podamy na takie dziatania dwa przyktady.

350. Rozwigzac réwnanie:

%X — Vx2— 3x — 3= 0.
PrzenieSmy wyraz zawierajgcy pierwiastek na druga, a 9 na
pierwsza strone réwnania; — bedzie:

2X — 9= Vx2— 3x — 3;
podniesmy obie strony do kwadratu; otrzymamy:

4x2— 36 c4SI = x2— 3x — 3;
przenieSmy wszystkie wyrazy na pierwszg strone:
3x2— 33x -j- 84 = 0,
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czyli, po podzieleniu wszystkich wyrazoéw, przez 3:
x2— 11x -f 28 = 0.
Rozwigzujac to réwnanie, otrzymamy: x — 7 lub x = 4. War-
tos¢ 7 zadosy¢ czyni danemu réwnaniu: wartos$¢ 4 nalezy do ré-
wnania 2x -f- Vx2— 3x — 3 = 0.
351. Rozwigzaé rownanie:
vx -\- 4 -f- voax + 6 = KB0:-j-9 .
Podniesmy obie strony do kwadratu; bedzie:
s8F4- 2g-+6 -F-2V(x~\-4 @a—}6)= 8x «(-9;
przenieSmy nastepnie wyrazy réwnania tak, aby na jednej stronie
zostata tylko ilo$¢ pierwiastkowa sama, na drugiej za$ reszta wy-
razéw; — po zrobieniu uproszczen bedzie:
2 Vi{x-\-1) (2x-f6) = hx — 1.
PodnieSsmy znowuz obie strony do kwadratu; otrzymamy:
4 @—4) @x -(-6)= 25x2— 10x 1,
to jest: 8x2-f- 56# -f- 96 = 2522 — 10cc -J- 1.
Przenoszac za$ wszystkie wyrazy na pierwsza strone, bedzie:
17x2— 66a — 95 = 0.

Rozwigzujac to réwnanie znajdziemy, ze x = 5, lub x - - -=
Wartos¢ pierwsza, t. j. 5, zadosy¢ czyni danemu réwnaniu; — dru-

ga zas — nalezy do réwnania:

V2»+'6 . VX+T. V8x+ 9

ktore przez dwukrotne podniesienie do kwadratu prowadzi do te-
goz samego réwnania, co i rownanie dane.

352. Z poprzednich przyktadéw wida¢, ze w tych przypad-
kach, w ktoérych nalezy podnosi¢ do kwadratu, aby réwnanie spro-
wadzi¢ do zwyklej postaci, — nigdy nie jesteSmy bez préby pewni,
czy znalezione wartosci na niewiadome sg w samej rzeczy pier-
wiastkami danego réwnania.

GdybySmy np. mieli rozwigza¢ réwnanie:

vie—&—1-(1= &
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to, postepujac w podobny sposéb, jak poprzednio, otrzymalibySmy:
Vx2-\-x-\-l=x — 1
X2-j-x -)- 1= (x — t)3= x2— 2x -j- 1,
skad: 3x = 0, czylix= 0.
Wartos$¢ ta jednak nie sprawdza danego réwnania, a zatem
metoda wskazana, w tym wypadku, do celu nie prowadzi *).

353. Niekiedy sie przytrafia, ze rozwigzanie rownania dane-
go moze by¢ ulatwione przez wprowadzenie pewnego uproszcze-
nia, dajgcego sie dostrzec na pierwszy rzut oka.

Nastepne dwa przyktady objasnig, jakiego rodzaju sg te upro-
szczenia.

354. Rozwigzac réwnanie:

X -j-1i X —4 9-]-r 9 —x
X —4 X -j- 4 9 —x 9 )<
Sprowadzmy utamki na kazdej stronie rownania do jednakowego
mianownika, otrzymamy:
(x -f-4)2— (x —4)2__(9-f- x)2— (9 — x)2
x2— 16 81 —x2

*)  Mozna to wyttlumaczy¢ w taki sposob: jezeli réwnanie
A = B,
w ktéorem A i Ti sg jakiemikolwiek wyrazeniami algebraicznemi zawieraja-
cemi X, podnosimy do kwadratu:

A* = h\
to znaczy, ze zamiast réwnania
A—B=0
rozwigzujemy réwnanie:
A2- A2= 0.

To ostatnie mozna jednak tak napisac:
(A+ BY(A- B)- O

Azeby to réwnanie mialo miejsce, wystarcza, aby jeden z czynni-
kéw 1 j-J' lub A — B byt réwny 0, widoczna wiec jest rzeczg, ze wszyst-
kie pierwiastki réwnania danego czynig ostatniemu zado$¢. Nie mozna
jednak odwrotnie wnosi¢, ze pierwiastki réwnania

A2— =0

czynig zado$¢ danemu, gdyz mozna natrafi¢ na takie wartosci x, ktére je-
dynie pierwszy czynnik, A B, czynig réwnym 0.
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16 & 30x
x2— 16 8l - x2

Widoczng jest rzeczg teraz, ze x = 0 jest pierwiastkiem
Aby wynalezé inne pierwiastki, dzielimy obie strony
bedzie:

czyli:

4 9
x2— 16 8l — z2°
skad: 4 (81 —x2- 9(x2- 16),
i dalej: 1302= 324 }144 = 468,
to jest: x2— 36,
i nakoniec: X = -+ 6.

Tym sposobem widzimy, ze réwnanie dane ma trzy pierwiastki:
0,6i - 6.
355. Rozwigzaé réwnanie:

x3— 7xa2-]-6a3= 0.
Tutaj takze jest widocznem, ze x = a jest pierwiastkiem réwnania.
Réwnanie to mozemy przedstawi¢ w tej postaci:

x3—a3= 7a2(x — «).
Aby wynalez¢ inne pierwiastki, podzielmy obie jego strony przez
X —a. Znajdziemy:

X2 ax-(-a2= 7a2
Rozwigzujac to réwnanie, ktére jest stopnia drugiego, otrzymamy
Xx= 2a, lub x — —da. Stad widzimy, ze réwnanie dane ma trzy
pierwiastki, a mianowicie: a, 2a, — 3a

356. Podamy tu jeszcze najgtdwniejsze przypadki, w kté-
rych réwnania innych stopni moga by¢ bezposrednio sprowadzone
do réwnan stopnia drugiego.

Do réwnan stopnia drugiego moga by¢ najprzéd sprowadzo-
ne wszystkie réwnania tak zwane trojwyrazowe.¥

*) Jest to réwnanie tej postaci: Av = Bx, czyli
Ax — Bk= 0, albo x(A — B) — 0.
Jednym pierwiastkiem tego réwnania jest wiec x = 0, pozostate znajdzie-
my, kladac A — B = 0, czyli:
A= B.
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Pod tym wyrazem rozumiemy réwnania stopnia parzystego
takie, w ktérych po przeniesieniu wszystkich wyrazéw na pierwsza
strone i zrobieniu wszelkich redukcyi, znajdowac sie beda tylko
trojakiego rodzaju wyrazy: wyraz zawierajacy niewiadomg w sto-
pniu parzystym, wyraz zawierajacy niewiadomg w stopniu dwa
razy mniejszym od poprzedniego i wyraz wiadomy. Przykiad ta-
kiego rownania mamy w § 347. Inne przyklady: 3ad4— 2a2-j- 9= 0
jest rownaniem tr6jwyrazowem stopnia 4-go; xs-\-bxl — 3 = 0,
jest rownaniem tréjwyrazowem stopnia 8-go, w § 347 znajduje sie
przykitad réwnania tréjwyrazowego stopnia 6-go i t. d. Ogodlna
posta¢ takiego réwnania jest:

axn-j- bxn-(-c= 0.
Rozwigzanie takich réownan odrazu sprowadza sie do rozwigzania
réwnania stopnia 2-go przez uczynienie xn=y. Wtedy: x2n=y 2
i rownanie dane zamieni sie na nastepne:
ay'l-f by+ c= 0.
Rozwigzujgc to réwnanie znajdziemy wiadomym sposobem dwa
pierwiastki iyxiy3. A ze xn= y; wiec X — VT Stad widzimy, ze
po rozwiazaniu réwnania ay2-f- by -)- c= 0, nalezy tylko z warto-
sci znalezionej na 'y wyciggng¢ pierwiastek stopnia n. A poniewaz
W
na y otrzymalismy dwie wartosci, przeto: x = albo Vylt albo tez

X — 2/73 Jezeli wiec jesteSmy w stanie wynalezé pierwiastek
potegi n zy, iy3 wtedy mozemy otrzymac i wartosci na x.
Jako przykiad tego rodzaju réwnan wezmiemy réwnanie troj-
wyrazowe stopnia 4-go.
Rozwiagza¢ réwnanie:
x* — 13a:2-)- 36 = 0.
Czynigc: x2= vy, skad: ad= y2 otrzymamy z powyzszego ro-
whnania:
y2— 13y -f 36 = 0.
Rozwigzujgc to réwnanie, znajdziemy:
Vi= 9i Mi= 4
Stad: x2= 9, lub: g2 = 4;

a zatem: X = + V9 lub: x = + Vi.
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Otrzymamy wiec na x nastgpne cztery wartosci:
X, = 3 x2= — 3, x%= 2, x4= — 2.
Rozwigzac¢ réwnanie:
xi — 12x2-j- 16 = 0.
Uczynmy x2= vy, wtedy: xk= y2 i réwnanie powyzsze zamieni
sie na:
y2— 12y f- 16 = O,

skad:

y, = 6+ /\20,

y2=6 — V20.
A zatem:

x2= 6 -j- V20,
lub: x2= 6 — B20.

Wartos$ci wiec na x otrzymamy, wyciagajac pierwiastki kwadrato-
we z powyzszych wyrazen, i tym sposobem znajdziemy nastepu-
jace cztery wartosci na x:
g =y6+ veo,
X2= —ye + m ;
x3- y6- V20,
x4 .. 10— 120.

Wartosci te przedstawiajg sie pod postacig wyrazen rozbieranych
w § 318, i moga by¢ przeksztatcone za pomocg wzoréw tam poda-
nych. Uzywajac wzoru:

JIT+7T _jfl£+

do przeksztatcenia wartosci na xv otrzymamy:
= V5-)- 1.
Podobniez znajdziemy:
x2= — V5—1,
x3= V~b— 1,
xt = — ¥5-f- 1L
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357. Przez podobne podstawienie, jakiego uzyliSmy do roz-
wigzania réwnania tréjwyrazowego, mozna niejednokrotnie roz-
wigzywac i réwnania innego rodzaju, do ktérych wchodzg wyra-
zenia pierwiastkowe, lub wyktadniki ulamkowe. Tak np. przy-
pus¢my, ze dane jest réwnanie:

V X 3 x—4= 0.

Uczyimy: %Y—y\ wtedy: \3/Y= y7 podstawiajac te wartosci
w réwnanie dane, bedzie:

y2-\-3y —i = 0,
skad: yx= 1, y2= — 4

6__
A ze Vx = y, przeto na x otrzymamy dwie nastepne wartosci:
xx= yf — 1. x2= y2 — 4096,
z ktérych pierwsza czyni zado$¢ réwnaniu danemu.

358. Powtoére: do réwnan stopnia drugiego moga by¢ spro-
wadzone rdwnania symetryczne stopnia trzeciego, czwartego lub
piatego.

Pod wyrazem réwnanie symetryczne rozumiemy réwnanie
takie, w ktérem, po przeniesieniu wszystkich wyrazéw na pierwsza
strone, zrobieniu wszelkich uproszczen, i uporzadkowaniu wyrazéw
podiug poteg malejgcych gtoski x, otrzymamy na pierwszej stro-
nie wielomian catkowity taki, ze wspétczynniki wyrazéw roéwno-
oddalonyeh od wyrazéw skrajnych sg rowne i ze znakami jedna-
kowemi lub przeciwnemi, gdy wielomian jest stopnia nieparzyste-
go; gdy zas wielomian jest stopnia parzystego, wtedy wspotczyn-
niki wyrazéw réwnooddalonych od wyrazéw skrajnych sg réwne
i z jednakowemi znakami*).

Tak np. réwnanie:
3 X2 2X \-3 =0,
lub: 3x2—2x -f-3 =0,

*) Wszakze gdy wielomian jest stopnia parzystego i w nim brak
Sredniego wyrazu, bedzie on symetrycznym i wtedy, gdy wspotczynniki
wyrazéw réwnooddalonych od wyrazéw skrajnych beda réwne i ze znaka-
mi przeciwnemi, np.

ac* -f- iu;3 — bc — a = 0.

Algebra. 16
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jest symetrycznem stopnia drugiego; réwnanie:
axi -j- bx3-j- cx2-\-bx -\-a= 0
jest rownaniem symetrycznem stopnia czwartego i t. d.
359. "Wezmy najprzéd pod uwage réwnanie symetryc
stopnia trzeciego:
ax3-f- bx2-f- bx -f-a = 0.
Z pierwszego i ostatniego wyrazu mozemy w niem wytgczy¢ za na-
wias a, z drugiego i trzeciego bx\ bedzie:
a{x3-)- 1) -j- bx (x -j- 1) = 0.
Poniewaz:
(x3f1): (x -f- 1) = — x -} 1,
(patrz § 90), przeto, wytaczajac na pierwszej stronie (x 1) za na-
wias, otrzymamy:
xX-j- )[a(x2— x -j- 1) -)- b\ = 0.
To ostatnie réwnanie pokazuje nam, ze x powinno mie¢ takg war-
tos¢, aby iloczyn z dwoch czynnikéow x -j- 1ia (x2— x-\-V)-\-bx
by} réwnym zero. Lecz aby iloczyn z dwdch czynnikéw stat sie
zerem, dostatecznem jest, aby jeden z czynnikéw byt zerem. War-
tosci wiec na x, zadosy¢ czyniace powyzszemu réwnaniu, beda ta-
kie, przy ktérych albo:

a, -j_ = 01

albo: aXx2— x -j- 1) -j- bx = 0.

Pierwsze réwnanie daje nam pierwszg warto$¢ na x, mianowicie
Xi= —1,

z rozwigzania za$ drugiego réwnania, ktére mozna napisac tak:
ax2— (« — b x -f-a— 0,
otrzymamy dwa inne pierwiastki:

a— b+1 VI? — 2ab — 3a2

X2 gy
a—b—7ZI?—2ab—3a2

cC, =

3 2a

W podobny sposéb mozna rozwiaza¢ réwnanie:
a*3-j- bx2— bx — a= 0,
wytgczajgc x — 1 za nawias ze strony pierwszej.
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Przez pomnozenie licznika i mianownika wartosci na x3
przez a— b+ Vb2— 2ab — 3a2 mozna sie przekona¢, ze pomie-

dzy x2i x3istnieje taki zwigzek:
1

360. Pokazemy teraz, jak mozna rozwigza¢ réwnania sy
tryczne stopnia czwartego przez sprowadzenie ich do réwnan sto-
pnia drogiego.

Ogoélna postaé takich réwnan jest:

ax4 bxz-(- c@2-J- bx -f-a= 0.
Podzielmy obie strony tego réwnania przez a2*) i z wyrazéw, ma-
jacych jednakowe wspotczynniki, wylgczmy te wspétczynniki za
nawias. Bedzie:

apRr+ "] + b[X+ )+ C=0-
Uczynmy teraz:

Frt — = Vo *)>
wtedy podnoszac obie strony réwnania (1) do kwadratu, otrzymamy:
+ 2+ = V2.
skad: X24: = wR—2 . . . (.

1 x-
W réwnaniu wiec danem mozemy podstawi¢ y2— 2 zamiast

XZA__(_rj i y zamiast x _J_E’ przez co mie¢ bedziemy:

a(y2— 2)-j-by-f c= 0.
Réwnanie to jest stopnia drugiego; — rozwiazujac je, znajdziemy
dwie wartosci nay, mianowicie g, i y2 Biorgc zamiasty w ro-
wnaniu (1) kolejno yxi y2, otrzymamy z tego rownania dwa réwna-
nia nastepne:
, 1
*+ — = Vi

*) Mozna to zrobi¢, poniewaz x w danem réwnaniu nie moze by¢
zerem.
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i >4 —l—-—_yr

Kazde z nich jest réwnaniem stopnia drugiego, i da dwie wartosci
na x. Tym sposobem otrzymamy cztery wartosci na x, zadosyd
czyniace danemu réwnaniu.

0 tych pierwiastkach, jakkolwiek ostatecznie nie oznaczy-
lismy ich, mozemy zrobi¢ tez sama uwage, jaka zrobiliSmy o pier-
wiastkach réwnania symetrycznego stopnia trzeciego. Mianowicie
nie trudno sie przekona¢, ze jezeli pewna ilos¢ m zadosy¢ czyni te-

mu réwnaniu, wtedy i — takze zadosy¢ czyni¢ bedzie temuz réwna-

niu, czyli innemi stowy: jezeli m jest pierwiastkiem réwnania:

axi -j- bx3-(- cx2-j- bx -(-a — 0O,
wtedy i ~ bedzie takze pierwiastkiem tegoz samego réwnania.
W rzeczy samej: jezeli m jest pierwiastkiem powyzszego réwna-,

nia, to:
am4 -j-bm3 j-cm2-j-bm ) a = O.

Lecz podstawiajac zamiast x w wielomian:

axi -j- bxz -]- cxI -j- bx -j- a,
znajdziemy, ze warto$¢ tego wielomianu bedzie:
a -}- bm-)- cm2-f- bms -j- ami

mi

1

co jest rowne zero z tej przyczyny, ze licznik tego utamka jest ze-
rem podiug przypuszczenia.

361. Nakoniec wezmy pod uwage réwnanie symetryc
stopnia pigtego:
ax5-j- bxl -j- cx%-j- cx2-)- bx a= 0,

lub: axs — bx4-j- cx3— cx2-} bx —a= 0.
Réwnania te mozna rozwigza¢ w ten sposob: Najprzéd nalezy wy-
taczy¢ z wyrazu pierwszego i ostatniego a, z drugiego i pigtego b,
Z trzeciego i czwartego ¢ za nawias; bedzie:

a (x5— 1) + 6 @4~ < x3-j- *2—0,
lub: a(xb— 1) —b((xi —a)4-cx3—x3 = 0.
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Nastepnie w réwnaniu pierwszej postaci mozna wytaczyé¢ (x -f- 1)
za nawias, a w réwnaniu drugiej postaci (& — 1) za nawias. Przy-
réwnywajac ten czynnik do zera, otrzymamy jeden pierwiastek
rownania. Pierwiastek ten bedzie w pierwszym przypadku ro-
wnym — 1, w drugim za$ 1. Pozostanie z kazdego réwnania ro-
wnanie symetryczne stopnia czwartego, ktére nalezy rozwigzaé
sposobem podanym wyzej.

362. Jeszcze jednej postaci réwnania stopnia czwartego
ja sie tatwo rozwigza¢ za pomocg réwnan stopnia drugiego.

Sa to réwnania, ktére mozna sprowadzi¢ do takiej postaci:

x2-)- ax)2-f-p @2-(- ax) -f- g — O.
Czynigc wtedy y = x2-j- ax, otrzymamy réwnanie:
y2tpy +2=0Q
z ktérego oznaczymy dwie wartosci nay; nastepnie za$ z réwna-
niay = x2-f- ax znajdziemy i wartosci na x: wartosci tych bedzie
cztery.

W praktyce aby poznaé¢ czy réwnanie stopnia czwartego da
sie sprowadzi¢ do powyzszej postaci, nalezy dwa pierwsze jego wy-
razy dopetni¢ do kwadratu (8 324). Np. przypusémy, ze mamy
réwnanie:

x4 — 12as3-)- 49a:2— TQx 40 = 0.
Dwa pierwsze wyrazy: x4— 12d&3uwazamy jako dwa pierwsze
wyrazy kwadratu dwumianu, i dopetniamy je do kwadratu zupet-
nego przez dodanie (6 £02 — oczywiscie tenze sam kwadrat nalezy
od wielomianu odjgé. Czynigc to, otrzymamy:

a4 — 12x3-(- (6a)2— 36a2-]- 492 — 784 -j- 40 = 0.
czyli:

@2 6 a)2-(- 13 (x2— 6 —40= 0.
Czynigc teraz:
y —x2— 6
otrzymamy:
y2-f 13y -f 40 = 0,

skad: W— ~ 5
y2= — 8.
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Nastepnie rozwiazujgc kazde z dwoch réwnan:
X2— 6xXx — — 5,
i x2— 6.r= — 8§,
znajdziemy wartosci na x, ktére beda takie:
x1—5 £f2= 1, x3= 4, #4= 2

363. Podamy tu jeszcze kilka przyktadéw rozwiazania
kich rownan, ktdre nie naleza do zadnej z powyzszych kategoryi,
a jednak przez szczeg6lne podstawienie, lub przeksztatcenie dadzg
sie sprowadzi¢ do réwnan stopnia drugiego.

Na nieszczescie nie mozna da¢ ogdlnych zasad takich podsta-
wien i przeksztatcen w przypadkach wiecej ztozonych: wprawa je-
dynie, nabyta przez przerabianie znacznej liczby zadan, moze na-
suwac¢ odpowiednie sposoby i przeksztatcenia prowadzace do celu.

Rozwigzaé réwnanie:

PrzenieSmy drugg strone na pierwsza i wylgczmy ze wszystkich

wyrazéw (a2— #2) za nawias. Otrzymamy:

Lecz aby iloczyn z dwéch czynnikéw byt réwnym zero, potrzeba,
aby jeden z tychze czynnikéw stat sie zerem.

Czynnik pierwszy: (a2— x2 przyréwnany do zera daje war-
tos¢ na x rowng + a; lecz widoczng jest rzecza, ze ta wartos¢ nie
sprawdza danego roéwnania, gdyz podstawienie a zamiast x nie
czyni pierwszej strony réowng drugiej. Pierwiastki zatem réwna-
nia danego mogg by¢ otrzymane tylko z przyréwnania drugiego
czynnika do zera, to jest z réwnania:

) T
@-j-x

(a2—
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A poniewaz a2— x2= (a-f- x) (@ — x), przeto powyzsze réwna-
nie moze by¢ tak napisane:

@-j-x) @—x

@ix @—x @+ x) @—x
1

czyli skracajac pierwszy utamek przez (a-j- x) , a drugi przez
1

(@ — x) , otrzymamy:

7 7

@lx - @=x

(a—x) (a-)-a)
co mozna i tak napisac:

¢ — aax
Czynigc tutaj:

la -I—\

otrzymamy: y + 5 =0,
skad: y2— 5y -f-6= 0.

Rozwigzujac to réwnanie stopnia drugiego, mie¢ bedziemy:
V, = 2, y2= 3.

Podstawiajac teraz kolejno kazdg z tych wartosci w réwnanie (1),
otrzymamy:

- X\ -
Qi s ) - e

Aby rozwigza¢ pierwsze z tych réwnan, podnieSmy obie jego stro-
ny najprzéd do szescianu; znajdziemy:

N4 H *=8; skad xI — g«.



248

Podobnie podnoszac obie strony drugiego réwnania do szescianu
i rozwigzujgac otrzymane stad rownanie, mie¢ bedziemy drugg war-
to$¢ na x, a mianowicie:

X2 a

Inny przyktad. Rozwigzaé réwnanie:
X -j-2 (@ b)) K3 (@2-j- b-)-]-x -j- 10 = 0.
Uczynmy:
V3 (a2-j- b2 -f-x — vy, wtedy: x = y2— 3 (a2-j- b3,
i podstawmy te wartosci w dane réwnanie. Bedzie:
y2-f 2{a+ by -J 10ab — 3 (a2-f- b2 = 0.

Rozwigzujac to réwnanie, otrzymamy:

yx= — (a+ b)-j- v(a-f- b)2— 10ab -j- 3a3 3b2
czyli: Vi= —a— &j-2a—2b= a— 3h
Podobnie: y2— b — 3a

Podstawiajac te wartosci kolejno w réwnosc:
X = y2— 3 (a2-(- b2,

znajdziemy: xi= ¥ 2—3(a2+ b2,
czyli: xl— (@~ 8 2.8 .8
albo: Xi=--2u2— 6ab-j- 6b2
I podobnie: x2= (b — 3a)2— 3 (a2+ b2,
skad: X2= --2b2—6ab+ 6a2
Trzeci przyktad. Rozwigzac rownanie:
\ix a3— Vx —a= m.

PodnieSmy obie strony tego réwnania do potegi trzeciej, Na za-
sadzie wzoru:
(a— b)3= a3— 3ad -j- 3ab3— b3
czyli:
(@ —b3= a3— b3— 3ab (a — b),
otrzymamy:

3 3 3
(@-2a) — (x— a 3vx3—az2[vx -j-a—vx — a = mb5
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czyli) upraszczajac i podstawiajgc m zamiast
3

x -\-a — Vx — a,

bedzie:
2a— 3mV XJ— a2 m°
skad:
3mVx2—a2= 2a—nis
" . 2a—m3
o - 3m

Podnoszac teraz obie strony do potegi trzeciej i przenoszac a2na
druga strone, znajdziemy:
12a — widn3
= a+(—5S-) '
skad nakoniec:
?n3\3

2a—
X = + J/ a2-\ 3w

Nastepujace zadanie, jako wymagajgce wykonania pewnych
dziatan z ilosciami urojonemi, wilasciwie przechodzi zakres tej
ksigzki. Poniewaz jednak dziatania te sg bardzo proste, i ilosci
urojone wystepujg tylko przechodnio, znikajac z ostatecznych wy-
padkéw, przeto dla przyktadu rozwigzemy i to zadanie.

Rozwigza¢ réwnanie.

1
VX . Vx2— 1—2x Vx2— 1= 0,25.

W tym celu uczyrnmy:
VX. VX2— 1=,
skad: XVx2—1—y2
Podstawiajac te wartosci w réwnanie dane, mie¢ bedziemy:
y — 2y2= 0,25,
czyli: 2y* —y = — l,
4

Przez rozwigzanie tego réwnania otrzymamy:
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to jest:

Weg o +437--1

Vi

co mozna i tak napisa¢ (8 322):

Vi— -E-(1 + %)

Z réwnania warunkowego:
4

Vx . Vx* — 1=y
przez podniesienie do potegi czwartej, otrzymamy:
Xi — X2—yis
A ze y ma dwie wartosci yli y2 przeto dla znalezienia x mie¢ be-

dziemy dwa réwnania
4

X4—xz [t @+ «
~ x2=z[t 1~ "

11 ¥

1
Lecz | 25¢'i aby za® podnie$¢ 1 -\-i do potegi czwartej,

podniesmy je najprzéd do kwadratu i nastepnie kwadrat znalezio-
ny znowuz podniesmy do kwadratu. Bedzie:

(I-j-*)2= 1 -f 2»-j-«'2

Lecz poniewaz podtug § 322 i2= — 1; przeto:
I+ 2= 2«
a nastepnie:
@L-fiy= 4i2= — 4
W podobny sposéb znajdziemy:
1—ty= —4

Oba wiec powyzsze réwnania zamienig sie na nastepne:

X4 X2= gﬁ
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Czyniac tutaj x2= u, bedzie:

skad: czyli:

Nastepnie zas:
x=*/ i+i vibl

czyli: X = 8+ V'60.

Kazdy z tych czterech pierwiastkéw moze byé przeksztatcony za

pomoca wzoru na N « + F &, gdyz a2— b, réwne tutaj 82 — 60,
jest zupelnym kwadratem. To przeksztatcenie jednak pozostawia-
my czytelnikowi.

PRZYKLADY XXXIIL

1. x4- 13x2-f 36 = 0. 2. x -f- FaT+5 =7.
3. x4— 2x3-(- x2= 36.

4, X4— 4x2— 2 Vx4— 4x2-M4 = 31.

5. Fa;-]-8 - vx -f 3= Vx.

6. 2x Va-\-x2 2x2= a2— a

7 a+ Fl2a2— x a-J-1
X — Fl2a2—x a—1

8 x+ 7+ 3- 1+ x'+ 1+ r=~7 = °
9. xs-j- 3ax2= 4a3

10 _ , 21Nr=In = 20
21 — Fx FX
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11. Vx Vx = 20. 12. x3— x2-j-x — 1= 0.
13. 2x4— 3x3— x2—3x f-2= 0.
14. 12x4-f- 11x3— 146x3-f- lIx + 12 = 0.

XXXIV.

Zagadnienia prowadzace do réwnan stopnia
drugiego.

364. Znalez¢ dwie liczby, ktorych suma jest réwng

i ktérych iloczyn jest réowny 54.
Niech x oznacza jedna liczbe; — wtedy 15 — x bedzie druga
liczbg: — podtug drugiego warunku ma by¢:
X (15 — x) = 54.
Stad, po odpowiedniem przeniesieniu:
x3— 15x = — 54;
dalej: 54 225

Wyciggajac pierwiastki kwadratowe:

3
X~T =+ T°
skad; z= N+ ,

czyli: x =9 Ilubx = 6.

Biorgc x = 9, otrzymujemy 15 — x = 6; jezeli znowuz wezmie-
my x = 6, otrzymamy 15 — x = 9. Dwie te wiec liczby szuka-
nesg6i9 | jakkolwiek rdéwnanie stopnia drugiego daje dwie
wartosci na x, tutaj jest w rzeczywistosci jedno tylko rozwigzanie*).

365. Wydat kto$ pewna liczbe rubli na zakupienie tow:
ktoéry nastepnie sprzedat ze stratg za 24 ruble. Przy sprzedazy
stracit tyle rubli od sta, ile go kosztowat towar. Illez kosztowat
ten towar?

Niech x oznacza liczbe rubli wydanych na towar; wte-
dy x — 24 oznacza¢ bedzie liczbe rubli straconych. Poditug wa-

) Poréwnaj § 344.
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runkéw zadania strata od sta wynosi tyle rubli, ile kosztowat to-
war, zatem x od sta; wiec wyraza sie utamkiem ceny towaru.

Réwnanie przeto bedzie takie:

* X 100= * 24,
skad: x2— 100x = — 2400.
Rozwigzujgc je znajdziemy, ze x — 40 lub x = 60. Stad wypa-
da, ze wydana liczba rubli byta albo 40, albo tez 60; — i kazda

z tych liczb zadosy¢ czyni wszystkim warunkom zagadnienia.

366. Sume 144 rb. rozdzielono pomiedzy pewng liczbe o
tak, ze kazda z tych oséb otrzymata tez sama liczbe rubli. Gdyby
byto o dwie osoby mniej, wtedy przy takim podziale kazda dosta-
taby o jednego rubla wiecej. Znalez¢, ile byto oséb.

Oznaczmy przez x liczbe osoéb; wtedy to, co otrzymata kazda

z nich, wyrazi sie przez-%fl-l}rubli. Gdyby byto x m 2 osoby, wtedy

kazda z nich dostataby x1442 ruble. Zatem, podiug warunkéw

zadania bedzie:

Znoszac mianowniki:
144x — 144 (x — 2) -]-x (x — 2);
skad: X2 —2x = 288.

Rozwigzujgc to réwnanie stopnia drugiego znajdziemy, ze
x = 18, lub x = — 16, Stad wypada, ze os6b byto 18, gdyz to
jest jedyna liczba, ktéra zadosy¢ czyni warunkom zadania

Czytelnik bez watpienia zapyta sie, czy mozna jakiekolwiek
znaczenie nada¢ drugiemu pierwiastkowi, mianowicie — 16; aby
na to pytanie odpowiedzieé, rozwigzemy inne zagadnienie, Scisle
zwigzane z tern, ktore dopiero co rozwigzalismy.

367. Surna 144 rb. byta rozdzielona réwno pomiedzy pey
liczbe os6b; gdyby byto o dwie osoby wiecej, wtedy kazda otrzy-
mataby o jednego rubla mniej. llez byto os6b?
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Oznaczmy przez x liczbe oséb. Wtedy, rozumujac tak jak
wyzej, jotrzymamy réwnanie:

144 _ 144 _
x -f- 2 X '
czyli: X2-)- 2x = 288,

a rozwigzujac je, znajdziemy:
x = 16, lub x = — 18.

W poprzedniem zagadnieniu otrzymaliSmy jeden pierwiastek, da-
jacy odpowiedz na pytanie, mianowicie 18, i jeden pierwiastek, nie
nalezacy do zagadnienia, mianowicie — 16; i w terazniejszem za-
gadnieniu otrzymaliSmy takze jeden pierwiastek nalezgcy do zada-
nia, mianowicie 16, i drugi, nie nalezacy do niego, mianowicie— 18.

368. Przy rozwigzywaniu zagadnien przytrafia sie czesto,
jak to miato miejsce w § 366, ze otrzymujemy wypadki, ktére nie
dadza sie zastosowac do zagadnienia. Pochodzi to stad, ze alge-
braiczne wyrazenie ma znaczenie og6lniejsze, anizeli jezyk zwykty,
i tym sposobem réwnanie, bedace wtasciwie przedstawieniem wa-
runkéw zagadnienia, moze by¢ zastosowanem i do innych warun-
kéw. Zresztg uczacy sie z doswiadczenia przekona sie, ze zawsze
mozna wybraé ten pierwiastek, ktory nalezy do zagadnienia roz-
wigzywanego. Nadto w wielu przypadkach mozliwg jest rzecza,
przez stosowng zmiang warunkéw zagadnienia, utozy¢ nowe za-
gadnienie, odpowiadajgce temu pierwiastkowi, ktéry nie nalezat do
zagadnienia poczatkowego.

Przyktad tego mieliSmy w § 367; podamy tutaj jeszcze inne
zadanie tego samego rodzaju.

369. Kupit kto$ za 24 ruble pewng liczbe kop jajek. Gdyby
za tez sume dostat o 4 kopy wiecej, wtedy cena jednej kopy byta-
by o 30 kop. nizsza. Znalez¢ cene jednej kopy.

Niech x oznacza liczbe kopiejek, wyrazajacg cene jednej ko-
py. Wtedy 2400 bedzie liczbg kupionych kop. Gdyby cena jednej
kopy byta o 30 kopiejek nizsza, wtedy za tez sume pieniedzy 24 rb.

moznaby kupi¢ -kdép. Lecz, podtug warunkéw zagadnienia,
ac-

ou



255

liczba kupionych kép w tym drugim razie bytaby o 4 wiekszg od
pierwszej, zatem otrzymamy réwnanie:

2400 2400
a—30~ x + °
stad:
2400 = 2400 (x — 30) -f 4x (x — 30),
czyli:

2400a = 2400g — 72000 -f 4a2— 120*.

Przenoszac wyrazy niewiadome na pierwszg strone, zmieniajgc
znaki i robigc wszystkie uproszczenia, otrzymamy:

x2— 30* = 18000.

Z tego réwnania znajdujemy na x dwie wartosci: 150 i — 120. Za-
tem jedna kopa kosztuje 150 kop. Moglibysmy dalej znalezé, ze
120 kop. jest odpowiedzig na nastepne zagadnienie: kupiono za
24 rb. pewna liczbe kop jajek; gdyby za tez sama sume otrzymano
0 4 mniej, wtedy cena jednej kopy bytaby o 30 kop. wyzszg. Zna-
lez¢, ile kosztuje kopa.

PRZYKLADY XXXIV.

1. Liczbe 60 podzieli¢ na takie dwie czesci, aby iloczyn ich
byt 864.

2. Suma dwoch liczb jest 60, suma za$ ich kwadratéow
jest 1872 — znalez¢ te dwie liczby.

3. Znalez¢ dwie liczby, ktorych roznica jest rowna 6, i kto-
rych iloczyn jest 720.

4. Znalez¢ liczbe, ktoéra dodana do swojego pierwiastku
kwadratowego, databy na sume 210.

5.  Zbiornik moze by¢ napetniony woda, wptywajgca dwie-
ma rurami w ciggu 4 godzin: znalez¢, w ilu godzinach mdégtby by¢
zbiornik napetniony przez kazda z tych rur oddzielnie, jezeli jedna
rura napetnitaby go o 6 godzin predzej anizeli druga.

6. Bok kwadratu ma 110 cali dtugosci; znalezé dtugosé
i szeroko$¢ prostokgta, ktorego obwdd jest o 4 cale dtuzszy od po-
wierzchni kwadratu, a powierzchnia o 4 cale mniejsza od po-
wierzchni kwadratu.
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7. Dwoch postancow A i B wystano w tej samej chwili do
miejsca odlegtego o 90 wiorst; pierwszy przebywat o jedng wiorste
wiecej na godzine anizeli drugi i wskutek tego przejechat calg
odlegtos$¢ o godzine predzej anizeli drugi. Znalez¢, po ile wiorst na
godzine przebywat kazdy.

8. Dwaj podrozni wychodza jednoczesnie z tego samego
punktu i jeden idzie ku péinocy z predkoscig 4™ wiorst na godzi-
ne, a drugi ku wschodowi z predkoscig 6 wiorst na godzine. Po
ilu godzinach odlegto$¢ pomiedzy nimi bedzie 30 wiorst?

9. Dwa ciata poruszajg sie ruchem jednostajnym po ramio-
nach kata prostego: jedno z predkosciag c metréw, drugie za$
z predkoscig cxmetrow na sekunde, przyczem oba wyszly jedno-
cze$nie z wierzchotka kata prostego. Po ilu sekundach odlegtos¢
pomiedzy nimi bedzie d metrow?

10. Za domem znajduje sie plac ogrodzony, majacy
gosci 70 metréw i szerokosci 521 metra. Wiasciciel domu chciatby
plac ten zasadzi¢ kwiatami, zona jego zas wolataby zamieni¢ go na
trawnik. Aby zyczeniom obojga w réwnej mierze zadosy¢ uczynic,
polecono ogrodnikowi zatozy¢é na s$rodku placu trawnik prosto-
katny, ktérego obwdd jest wszedzie jednakowo oddalony od ogro-
dzenia, i ktérego powierzchnia bytaby réwnag powierzchni pozo-
statej czesci ogrodu. Jakaz bedzie diugos¢ i jaka szerokos¢
trawnika?

11. Dwie osoby A i B wychodzg z miasta M do miaste
z tg samg predkoscig, ale osoba A wczes$niej wyszta anizeli B.
Przy trzecim stupie milowym przed miastem R osoba A mija stado

gesi, ktdre szto przed nig z predkoscia g mili na godzine. W pét
godziny potem taz sama osoba A spotyka stado owiec, idacych

w tym samym kierunku z predkoscig mili na godzine. Osoba B

dogania gesi w miejscu potozonem na 2-~- mili przed miastem R\

owce za$ na 10 minut przed dojsciem do drugiego stupa milowego
przed miastem R. Pytanie, z jakg szli predkoscig podrézni A i B?
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XXXV.
Roéwnania jednoczesne stopnia drugiego.

370. Przedstawimy tutaj kilka przyktadéw rozwigzania ré-
wnan jednoczesnych stopnia drugiego. Rozbierzemy szczegoélniej
dwa przypadki, najczesciej przytrafiajgce sie w praktyce, i poda-
my prawidto na ich rozwigzanie. W obu tych przykiadach sg da-
ne dwa réwnania z dwiema niewiadomemi. Ilosci niewiadome
zawsze oznaczone bedg gltoskami x iy.

371. Przypadek pierwszy. Przypusémy, ze jedno z réwnan
danych jest stopnia pierwszego, a drugie jest stopnia drugiego

Prawidto: Z réwnania stopnia pierwszego nalezy wynalez¢
warto$¢ na jednag z niewiadomych. Warto$¢ te, ktéra bedzie wyrazo-
na za pomocg drugiej niewiadomej, podstawi¢ w réwnanie stopnia
drugiego.

Naprzyktad: Rozwigza¢ réwnania:

3x iy = 18, ox2— 3xy — 2.
Z pierwszego réwnania bedzie:
18 — 3a _

podstawmy te warto$¢ w réwnanie drugie; otrzymamy:
3x (18 — 3x
23X 8 X )

5x
skad: 20x2 — 54x -}- 9x2— 8§,
i nastepnie: 29x2— 54x = 8.
Z tego réwnania stopnia drugiego znajdujemy: x — 2, lub — 1

a podstawiajgc te wartosci w wyrazenie nay, otrzymamyy = 3,

lub 267
58

372. Rozwigzaé¢ réwnania:
3x2-f-5x — 8y = 36, 2x2— 3x — iy — 3.
Jakkolwiek tutaj zadne z danych réwnan nie jest stopnia pierwsze-
go, z tern wszystkiem mozemy z nich wyprowadzi¢ réwnanie sto-
pnia pierwszego.

Algebra. 17
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Gdyz pomnozywszy pierwsze rownanie przez 2 a drugie
przez 3, otrzymamy:

6*2-j- 10* — 16y = 72,
6*2— 9* — 12y = O

Odejmijmy réwnanie drugie od pierwszego, bedzie:
10* — 16y -f 9x -f 12y = 72 — 9,
czyli: 19* — 4y = 63.

Z tego réwnania mamy:

19* 63
- g

co podstawiwszy w pierwsze z danych, réwnan, otrzymamy:
3x2-)- 5* — 2 (19* — 63) = 36.
Przeksztalcajgc to rownanie, otrzymamy w dalszym ciggu:
3*2— 33axc—490 = 0O,
skad: *2— 11* -}-30= 0.
Z tego réwnania znajdziemy, ze * = 5 lub 6; a nastepnie przez
podstawienie kolejne tych wartosci w wyrazenie na y znajdziemy,

g
zey = 8,luby = 12-}.

373. Przypadek drugi. Gdy wyrazy' zawierajgce ilosci
wiadome w kazdem réwnaniu stanowig wyrazenie jednorodne sto <
pnia drugiego (patrz § 23).

Prawidto: Nalezy uczyni¢ y — vx i nastepnie podstawic te
icarto$¢ w oba rownania; wtedy przez podzielenie ich odpowiedniemi
stronami, otrzymamy réwnanie, z ktérego mozna oznaczyc¢ v.

Raprzyktad: Rozwigzaé¢ réwnania:

X2-j- xy -|- 2y2= 44; 2*2— xy -\-y2= 16.
Uczynmy y = vx i podstawmy te warto$¢ nay w oba réwnania;
otrzymamy:

x2(1 -j-v-j- 2,2 = 44,.*32 — v -f-v2 = 16
Dzielgc odpowiedniemi stronami te réwnania, bedzie:

1 + v+ 2w 44 11
2 —v i
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Stad: * 41+ v+ 2vd'= 11 (2 —vVv+ VD,
i nastepnie: 3v2— 15w-|- 18 = 0
dzielgc zas cate réwnanie przez 3, wypadnie:

v2— 5v36= 0.

Z tego réwnania otrzymamy v — 2, lub v= 3. W rdéwnanie
x2@Q -v 2y2 = 44, podstawmy 2 zamiast u, znajdziemy
a= + 2,azey= przeto otrzymamy: y = + 4. Podstawmy
dalej w tem samem réwnaniu 3 zamiast v; mie¢ bedziemy z niego:
Xx= + V2. Azey—ra zatemy = + 3I72.

Lub tez moglibyémy postepowacé i tak:

Pomnézmy pierwsze z danych réwnan przez 2, bedzie:

2 x2-j-2 -j- 4y2==2388;
drugie za$ réwnanie jest:
2a2— xy -j- y2= 1G.
Przez odjecie tych réwnan znajdziemy:
%xy -\- 322= 72,
czyli: y2= 24 — xy.
| dalej pomnézmy drugie réwnanie przez 2 i odejmijmy od niego
réwnanie pierwsze; bedzie:
332— 3ry = — 12,
skad: X2= xy — 4.
Stad, przez mnozenie:
XY2— (24 —xy) (xy —4),
czyli: 2x2y2— 28xy = — 96. n
Rozwigzujac to réwnanie otrzymamy: xy = 8, lub xy — 6. Pod-
stawiajgc pierwsza wartos¢ w dane réwnania, otrzymamy:
x2-j- 22 = 36, 2x2 y2= 24

Stad znajdziemy x2iy2 W podobny sposéb mozna wzig¢ druga
warto$¢ na xy i nastepnie wynalezé a2i y2

374. Rozwigzac¢ réwnania:

2 x2-j- 3xy -j- y2— 70; 6 j24—xy — y2= 50.
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Uczynmy: y = vx, i podstawmy zamiasty te wartos¢ w oba ro-
wnania; bedzie:
x2(@2-)-3v-(-v) = 70; x2(6-j-v—vd= 50
Dzielgc odpowiedniemi stronami te dwa réwnania, otrzymamy:
2-f3v-fv2_70_ 7
6+ v—v2 ~ 50~ 5"’

skad: 5 (2 3v-]-vd = 76 -fv— v,
i nastepnie: 12v2-j- 8v — 32 = 0,
czyli: 3v2-j-2v — 8= 0.
4
Z tego réwnania znajdziemy v = 5 lubv — — 2.

4
Podstawmy w réwnanie x2 (2 -f- 3« v) — 70, ozamiast n,wte-

dy otrzymamy a= + 3. A poniewaz ij = vx, wiecy — -4- 4.
Wartosé¢ v = — 2 nie moze tutaj by¢ zastosowana, gdyz prowadzi
do niemozliwego wypadku g2 X 0 = 70. W rzeczy samej: rowna-
nia, z ktérych wartos¢ na v byta wynaleziong, moga by¢ tak na-
pisane:
x22-fvy(@-fv)y= 70, x2@2-fv)@B—v)= 50
Z nich widzimy, ze warto$¢ na v, znaleziona z réwnania 2 -]- u= 0,
nie daje sie tutaj zastosowac¢, moze by¢ tylko:
14-v 70 7 4
3~ =50 = 13 Skad: W=

B75. Oproécz réwnan nalezacych do tych przypadkéw, ktore
dopiero co rozwazaliSmy, mogg sie przytrafi¢ réownania, ktére jak-
kolwiek nie dadza sie pod zaden z nich podciagna¢, wszakze moga
by¢ rozwigzane sposobami szczeg6lnymi. Jakiego uzy¢ w tym celu
sposobu w kazdym przypadku, moze nas nauczyé¢ tylko wprawa
i dosSwiadczenie. Podamy tutaj kilka tego rodzaju przyktadow.

376. Rozwigzac réwnania:

X y — 5, x3-} y3= 665.
Przez dzielenie otrzymamy:
x3-j-yz 65
x-}y 5

czyli: - %y + V2= 13-
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Z tego réwnania, potaczonego z réwnaniem x -j- y — 5, mozemy
znalezé x iy tak jak w pierwszym przypadku. Albo tez mozemy
uzupetni¢ rozwigzanie w ten sposob:

XA-y =5
podniesmy obie strony do kwadratu:
X2-J- 2XY -j-y2= 2 5 (1)
A ze nadto:
X2— Xy -f-y2— 13 i (%)
przeto odejmujac (2) od (1), bedzie:
3 xy — 12,
a nastepnie: Xy — 4,
skad: AXY = 16 ?3)

Odejmijmy (3) od (1); otrzymamy:
X2—2xy + y2=9;
wyciagnijmy z obu stron tego ostatniego réwnania pierwiastki
kwadratowe, bedzie:
X—y= 2 3.
Nalezy teraz znalez¢ x i y z rbwnan stopnia pierwszego:
X-\yYy=0Db i xX—y—=x 3
Réwnania te dajg takie wartosci na x iy:
x =1, Ilub: x = 4,
y — 4, lub: y = 1%,
377. Rozwigzac¢ réwnania:
X2 y2— 41; xy — 20.
Réwnania te moga by¢ rozwigzane tak, jak réwnania w drugim

*)  Gdy juz otrzymaliSmy warto$¢ na xy, mozna takze dokonczyc¢
rozwigzania z dwoéch réwnan:
x-f-y=5 i xy—4
opierajgc sie na zadaniu § 344. Mianowicie: réwnania te dajg nam sume
i iloczyn ilosci szukanych; pierwiastki wiec réwnania:
WR—5I(-f4=10
beda szukanemi ilosciami.
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przypadku (§ 373), albo tez mozna je rozwigza¢ w sposob dopiero
co pokazany. Grdyz z nich mozemy odrazu wyprowadzic¢:
** jy2+ 2xy = 41 + 40 = 81,
X2 y2—2xd= 41 —40= 1
wyciggajac wiec pierwiastki kwadratowe, otrzymamy:
X+ V= 9 ix—y= =% 1
stad ostatecznie znajdziemy:
XxX= + 5 lub: x= + 4
i y—+ 4, lub: y= + 5.
378. Rozwigzaé réwnania:
X2-j- Xy -j-y2= 19, x4-j- x¥2-j- y* — 133.
Z podzielenia jednego réwnania przez drugie mamy:
A -j- x2 -3 yi 133
x2-f- xy -j- y2 19
czyli: X2— xy -)-y2= T.
Tym sposobem mamy teraz do rozwigzania dwa réwnania:
X2 Xy y2— 19, x2— .y f 2= 7.
Dodajac i odejmujgc kolejno dwa te réwnania, otrzymamy:
x? -j-y2= 13, xy = 6.
Postepujac dalej tak, jak w § 377, znajdziemy ze:
X —+ 3, lub: x= + 2,
Y= + 2, lub: w=+ 3
379. Rozwigzaé réwnania:
jc—y= 2 r5—75- 242
Dzielgc drugie réwnanie przez pierwsze, otrzymamy:
x5— if __ 242

X~y ~ =2~
czyli: /A-j- X?y -j- xZ2-j- xy3+ wA= 121,
to jest:
X+ y*+ xy (x2+ y2d+ x22= 121 . . . ()
Lecz: X—y= 2

przeto, podnoszgc obie strony do kwadratu, mie¢ bedziemy
- 2xy + y2= 4,
skad: -t = 2XY |- 4 2
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Podnoszac obie strony tego ostatniego réwnania do kwadratu,
otrzymamy:

X* -|- 2x 24 — 4 X" -]- 1&Xxy -j- 16,
przeto: Xi-j- y* — 2xy2-\-16xij-(-16 . . . . 3
Podstawiajgc wartosci na x2 -j- y2i xi -j- y*, wziete z réownan (2)
i (3), w réwnanie (1), mie¢ bedziemy:

2x2y2-j- 16xy 16 — xy (2xy 4) 2= 121,

skad: 5x%2-j- 20xy = 105,
czyli: X-y- -J-ixy = 21.
Z tego réwnania otrzymamy:

xy = 3, lub: xy =- —T7.
Wezmy xy = 3; z tego réwnania, polgczonego z rdéwnaniem
X —Yy = 2, znajdziemy x = 3, lub: x — — 1, a nastepnie: y = 1,
luby = — 3. GdybySmy wzieli: xy = — 7, wtedy przekona-

libySmy sie, ze wartosci nasi y bytyby urojone.

PRZYKLADY XXXV.

Xx —y =1 a2—xy -faif = 21.
2. x4+ y= T(@- Y) X24 0= 100.

3. 4a —5y - j. 2x2—xy --3y2+ 34&-
X i Xy 2Xx
. = . -2y =
A I Ty 15— e e
5/ 3a -j- 2y = bxy; 15d@ -~ 42/ = 4Xxy.
Jk oy 4 oy wm

7. X2-j-xy = 28; .y —?1= 3.
8. X2-(-xy -6 y2= 21: g — 222= 4

« + Y X =Y 5 —
. ' ; = 90.
° * g X+y a12+ y 2
10. xA-y =9 a2+ y3. 189
11, x2+ xy + y2==37; + adl2+ 4=

12 *24 y2=34 @2— y2+ | - >f =
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13. . Xz = a, XyZ= & *«/z2= C.
14. 9>yz-\~2zx— 4*y = 16; 2yz— 3zx -|]-xy = 5
4yz — zx — 3xy = 12

XXXVI.

Zagadnienia prowadzgce do réwnan stopnia dru-
giego zawierajacych wiecej niz jedng niewiadoma.

380. Znalez¢ liczbe dwucyfrowa, majaca nastepujace wia-
snosci: 1-sze, suma kwadratéw dwdch cyfr, z ktérych sklada sie
liczba, jest réwng samej tej liczbie powiekszonej o iloczyn tychze
cyfr; 2-re jezeli dodamy 36 do tej liczby, wtedy otrzymamy nowg
liczbe dwucyfrowa, ztozong z tych samych cyfr, lecz napisanych
w odwrotnym porzadku.

Niech x oznacza cyfre stojacg na miejscu dziesigtkow, ay cy-
fre, stojaca na miejscu jednosci. Wtedy sama liczba wyrazi sie
tak: 10x -x W jezeli zas cyfry odwrécimy, bedzie liczba 10y -f~ x.
Wiec podtug warunkéw zagadnienia, mie¢ bedziemy réwnania:

X2 y2= xy -\ 10 -Fy i (@]

10* -j-y -j-36 = 10y + x . . . . (@
Z réwnania (2) mamy:

9y = 9x -)- 36,

przeto: y = x -(- 4
Podstawiajac te wartos¢ w (1), otrzymamy:

X2-j- (¢ -j- 4j2= * (* -j- 4) -j- 10% - * -j- 4,
skad: *2— 7% -j- 12= 0.
Z tego réwnania znajdziemy:

*= 3, lub: *= 4

a zatem: y= 7, lub: y = 8.
Szukana liczba musi wiec by¢ albo 37, albo tez 48. Kazda z tych
liczb zadosy¢ czyni wszystkim warunkom zagadnienia.

381. Pewna osoba wychodzi z miejsca potozonego u samego
spodka gory, z zamiarem dojscia do szczytu. Drugg potowe odle-
gtosci do szczytu przechodzi z predkosciag o p6t wiorsty mniejsza
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na godzine, anizeli pierwsza potowe tejze odlegtosci, i dosiega
szczytu w 5 godzin. Ze szczytu schodzi na dot w ciagu 3-j- go-
dziny, przyczem idzie z predkoscig jednakowa, i 0 jedng wiorste na
godzine wiekszg, anizeli w pierwszej potowie wstepowania na go-
re. Znalezé: odlegto$¢ od spodka géry do jej szczytu — i rézne
predkosci, z jakiemi ta osoba szia.

Niech 2 & oznacza liczbe wiorst od spodka do wierzchotka,
y za$ liczbe wiorst, jaka ta osoba przechodzi na godzine, podczas
pierwszej potowy wchodzenia na gére. Przeto pierwsza potowe

drogi przebyta wgodzini, druga za$ Wgodzin--—E—y . T wa-

y
runkéw zadania bedzie: Yy— 2

r: 4 (1)

i podobniez:

_ __ 3 5
V+ o1 4 @

Z réwnania (2) otrzymamy:
1

5
2x m o+ il
przeto: ® (y+ i)

Z réwnania (1) bedzie:

XQy-YJ =Yyl
skad: 15 (y-f-1) (4y — 1) = 44y Ry — 1),
czyli:. 28y2— 89y -f 15 = 0.

Z tego réwnania otrzymujemy: y — 3, Iuby=x]{_(o- Wartosc 28
nie ma tutaj zastosowania, gdyz y podtug warunkéw zadania jest
1 15
wieksze od - Zatem: y — 3, a nastepnie: x = y . Odlegtos¢

przeto od spodka gory do szczytu jest 15 wiorst.
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382. Zakonczmy ten rozdziat rozwigzaniem zagadnienia
stepujgcego:

Znalez¢ dwie takie liczby, aby ich suma, iloczyn i réznica ich
kwadratow byty réwne.

Oznaczmy wiekszg z tych liczb gtoska x, mniejszg za$ gtos-
kay. Wtedy podtug warunkéw zagadnienia powinno by¢:

+ V—Xy= x2 'y

Aby rozwiaza¢ te rownania, wyprowadzamy najprzéd z réwnania
x -f- y = xy warto$¢ na X\ bedzie:

y'l
y - 1
skad: X+ y= V -+ y=-
y—I y—l
Xy = y2_'
y —I

Poniewaz réznica kwadratéow tych liczb ma by¢ réwng temuz sa-
memu, czemu sie réwna suma i iloczyn, przeto bedzie z jednej
strony:

n2_ ro .
y —I'
S~y r }
[ecz poniﬂNaz X j, przeto x2 y2— 294 1,zatem zdru
giej strony otrzymamy:
U 24+ 27

XS vk —m
v y2— 22+ 1 V y2— 2tj -1 1"

Poréwnywajac te warto$¢ na x2— i/2 z napisana powyzej,
otrzymamy:
22 - Ve 2/
y- 1 2—2d—1
y = 0 czyni zadosy¢ temu réwnaniu i daje réwniez ss= 0; azeby
znalez¢ pierwiastki rézne od zera, dzielimy réwnanie znalezione
przez y2(co mozemy zrobi¢, gdyz y juz nie moze by¢ zerem); bedzie:
1 = -y 2+ 2y
y— i P—2y i
znoszgc mianownik:
V— 1= — V2+ 22 czyli:y2—y = 1.
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Stad otrzymamy na y takie wartosci:

a ograniczajac sie na wartosci dodatniej:

Wartos¢ zas na x bedzie na zasadzie réwnania:

taka: L-VS
15 1
Aby mianownik w tem ostatniem wyrazeniu uczyni¢ wymiernym,
pomnézmy licznik i mianownik przez v 5 -j- 1, otrzymamy osta-
tecznie:
- 3+
- 2
317

Wiegksza zatem z szukanych liczb jest " -mniejsza zas-

Liczby te czynig zadosy¢ warunkom zagadnienia, gdy:

3+ v5 1-(-v5

= 2 5,

x1)y = 2 4- K5.
r2—y2= 2-j-bb5.
Rozwiazanie tegoz samego zagadnienia mozna uczynic¢ prostszem,
wychodzac z réwnania: .r-L y — x? — «2, ktérego obie strony

moga by¢ podzielone przez x -j- V- Wskazujemy tu tylko te droge,
pozostawiajgc czytelnikowi rozwiniecie catego rozwigzania.

PRZYKEADY XXXV

1. lloczyn dwadch liczb jest rowny 6 razy wzietej ich sumie,
suma za$ ich kwadratéw jest 325; znalez¢ te liczby.
2. Ro6znica dwoch liczb pomnozona przez réznice ich kwa-
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dratéw stanowi 32, suma zas$ tychze liczb pomnozona przez sume
ich kwadratéow wynosi 272; znalez¢ te liczby.

3. RoOznica dwdch liczb jest 3, ardznica ich szeScianow
jest 279;—znalez¢ te liczby.

4. Powierzchnia pewnego prostokgta wynosi 300 stép kwa-
dratowych; drugi prostokat, ktérego powierzchnia jest takze 300
stop kwadratowych, jest o 8 stdp krotszy a o 10 stop szerszy ani-
zeli pierwszy. Znalez¢ dtugos¢ i szeroko$¢ kazdego z tych pro-
stokgtow.

5. Dwa pociggi wyjezdzaja w jednej i tej samej chwili
z dwoéch miast i oba jadg ruchem jednostajnym naprzeciwko siebie.
Gdy sie spotkaty, wtedy jeden z nich przejechat o 108 wiorst wie-
cej, anizeli drugi. Jezeli dalej jecha¢ beda z temiz samemi pred-
kosciami, wtedy pierwszy przebedzie pozostatg cze$¢ drogi w 9 go-
dzin, a drugi w 16 godzin. Znalez¢ odlegto$¢ pomiedzy terni dwo-
ma miastami i predkosci, z jakiemi pociagi jada.

6. A B sgto dwa miasta odlegte od siebie na 18 wiorst
i lezace na tym samym brzegu rzeki. Podrézny udaje sie z A do B
i przebywa te odlegto$¢ w czterech godzinach, ptynac t6dka pierw-
szg potowe drogi, aidac pieszo drugg potowe. Z powrotem pierwsza
potowe drogi idzie pieszo z takg sama predkoscig jak przedtem,
drugg zas$ ptynie ¥6dka; lecz poniewaz teraz ptynie z woda, przeto
przeptywa o 1\ wiorsty na godzine wiecej, anizeli w przeciwng
strone i odbywa cata droge w 34 godzinach. Znalezé, z jakiemi
predkosciami szedt i ptynat.

7. Dwa naczynia szescienne majg razem objetosci 407 cen-
tymetrow szeSciennych. Wysoko$¢ jednego z nich dodana do wy-
sokosci drugiego, daje na sume 11 centymetréw. Znalez¢ objetosé
kazdego z tych naczyn.

8. Na przestrzeni 1732,5 jmetra przednie koto powozu robi
0 165 obrotéw wiecej anizeli tylne. Gdybysmy powiekszyli obwdd
kazdego kota o 0,75 metra, wtedy na tej samej przestrzeni przednie
koto zrobitoby o 112 obrotdéw wiecej anizeli tylne. Znalez¢ dtugos¢
obwodu kazdego z két.

9. Po obwodzie placu majgcego ksztatt trojkata prostokatne-
go biegng dwaj chtopcy. Wybiegli oni z wierzchotka kata proste-
go w przeciwnych Jcierundcach wzdtuz bokéw trojkata, i biegng
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z predkosciami, ktérych stosunek réwna sie 13 : 11. Po raz pierw-
szy spotykaja sie w samym S$rodku przeciwprostokatnej; po raz
drugi zas w odlegtosci 20 metrow od wierzchotka kata prostego,
na jednej z przyprostokatnych. Znalez¢ poditug tych danych dtu-
gosci trzech bokdéw, ograniczajgcych plac.

10. Bachus znalazt Sylena $pigcego przy dzbanie wina;
rzystat z tej okolicznosci i pit wino przez dwie trzecie czesci tego
czasu, przez ktory Sylen wyproznitby caty dzban. Gldy Sylen obu-
dzit sie, wypit reszte, ktérg zostawit Bachus. Gdyby obaj razem
pili od poczatku, wtedy wypiliby o 2 godziny predzej, ale Bachus
wypitby tylko potowe tego wina, ktore zostawit Sylenowi. W ja-
kim czasie kazdy z nich sam wypréznitby dzban?

XXXVII.

Przedstawienia graficzne réwnan stopnia
pierwszego.

383. W celu uwidocznienia wypadkéw dziatan arytmety
nych nad dwiema wielkosciami uzyliSmy sposobu (8 156) polegaja-
cego na tern, ze kazda pare liczb x, y, nad ktéremi mieliSmy wyko-
na¢ dziatanie, przedstawiliSmy za pomocg pewnego punktu, lezg-
cego na ptaszczyznie rysunku w odlegtosciach x iy od prostych OT
i OX przecinajgcych sie pod katem prostym, i przy tak znalezio-
nym punkcie wypisywaliSmy wypadek dziatania z. Jezeli dla x
i y bedziemy przyjmowali coraz to inne wartosci, wtedy punkt od-
powiedni bedzie przyjmowat coraz to inne potozenie na ptaszczy-
znie. Wypadek dziatania z moze przytem albo zmieniac¢ sie, albo
tez pozostawac bez zmiany.

Zastanéwmy sie nad pytaniem, w jakich warunkach wypa-
dek dzielenia:

pozostaje bez zmiany.

Rzut oka na tabliczke dzielenia kaze przypuszczaé, ze wszyst-
kie punkty, dla ktérych iloraz y : x jest jeden i ten sam, leza na
pewnej linii prostej, przechodzacej przez punkt O. Dowiedziemy
geometrycznie, ze tak jest w istocie.
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Dla tatwiejszego wyrazenia sie wprowadzamy nazwy naste-
pujace. Proste OX i OT nazwiemy osiami spotrzadnyeh; w szcze-
goélnosci 0X osig odcietych, OY osig rzednych. Odlegto$¢ BP =
= OA — x nazwiemy odcieta punktu P, zas AP = OB = vy rzedng
tegoz punktu; odcieta i rzednag nazywamy takze wspotrzednemi
punktu P. Rzedna jest dodatnia, jezeli punkt P lezy nad osig

odcietych; ujemna, jezeli P lezy pod osig. Odcieta jest dodatnia
dla punktéw lezacych z prawej strony osi rzednych, i ujemna dla
punktoéw lezacych z lewej strony.

Niech beda P i Q dwa punkty, dla ktérych ilorazy y : x majag

jedna i te samag wartos¢ a (na rysunku przyjeto

AP_CQ_

O A~ OC~ °'
Potgczywszy punkty P i Q z punktem O liniami prostemi, otrzy-
mamy dwa tréjkaty prostokatne OAP i 0CQ, ktére, jak to wida¢
Z powyzszej proporcyi, sg podobne; a wiec:

Z AOP— Z CO0Q-

z czego wypada, ze prosta OQ padnie na OP. To znaczy, ze
wszystkie punkty, dla ktérych stosunek rzednej do odcietej jest jeden
i ten sam, lezg na tej samej linii prostej przechodzacej przez O.
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| odwrotnie, przez podobne rozumowanie znalezlibysmy, ze
dla wszystkich punktéw lezgcych na prostej, przechodzacej przez O
stosunek rzadnej do odcietej jest jeden i ten sani.

Twierdzenie to mozemy wyrazi¢ jeszcze inaczej. Jezeli
y:Xx — a, toy — ax\ a zatem wszystkie punkty, ktérych spétrzedne
czynig zado$¢ rownaniu:

V = ax,
lezg na prostej; i odwrotnie: sp6trzedne wszystkich punktéw prostej
OP czynia zado$¢ temu réwnaniu. Dlatego tez réwnanie to na-
zwiemy rownaniem prostej OP.

Jezeli punkt P przesuwa¢ bedziemy wzdtuz prostej OP od
strony lewej ku prawej, to obie spdtrzedne bedg sie zwiekszaly

nieustannie; przy przesuwaniu punktu P w strone przeciwng obie
spotrzedne bedg sie stawaty coraz mniejsze.

Nie uciekajac sie do posrednictwa punktu P mozna powie-
dzie¢, ze jezeli w roéwnaniuy = ax wielko$¢ zmienna x wzrasta,
to i zmienna y wzrasta; jezeli x maleje, to i y maleje. GdybysSmy

jednak za a przyjeli jakgkolwiek liczbe ujemng, np.--—--- to prze-

konalibySmy sie, ze przy wzrastajacem x, y maleje, przy maleja-
cem X y wzrasta (por. tabliczke dzielenia).
381. Poprowadzmy prostg Q réwnolegtg do OP, i prze-
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dtuzmy AT?do przeciecia N z prostg MQ. Z réwnolegtoboku OPNM
wida¢, ze PN = OM. Niech, bedzie OM = b, wtedy rzedna pun-
ktu N bedzie wieksza o b, anizeli rzedna punktu P. Bedzie wiec:
y = ax-)-b
rownaniem prostej MN. A poniewaz kazde rdéwnanie stopnia
pierwszego z dwiema zmiennemi mozna sprowadzi¢ do powyzszej
postaci, wiec tez kazde takie rdwnanie mozna przedstawi¢ za pomo-
cg linii prostej.
Niech bedzie np. dane réwnanie:

2 y—x—2;
przenoszac x na druga strone i dzielgc przez 2, dostaniemy:
1 il
y = -lJ-s + I

Podstawiajac w tem réwnaniu zamiast x kolejno dowolnie
obrane wielkosci, otrzymamy odpowiednie wartosci dla y:

X — .. . —2,—1,0,1,2,...
V= e - o |.1, 4,2,...
Punkty: .o P, QR,S T ...

Obierajagc dowolnie jednostke dtugosci, np. 1 cm., i przyjmu-
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jac tak znalezione x, y za spo6trzedne, dostaniemy szereg punktéw
PQRST... lezacych na linii proste;j.

Przypusémy, ze jest dane jeszcze drugie réwnanie:

Znajdziemy podobnie jak poprzednio:

X = . e - 2. 1, o, 1, 2 .
5 1 3 7 11
y— *® 2 2" 2" 21 2
Punkty: A o B,

Proste PT i AB przecinajg sie w punkcie Q, ktérego odcietg
jest — 1, arzedna Wartosci te czynig zado$¢ réwnaniom obli

prostych; a zatem, azeby znalez¢ spotrzedne punktu przeciecia
dwach prostych, nalezy, uwazajgc zmienne x, y za niewiadome, roz-
wigzac¢ réwnania obu prostych wzgledem tych niewiadomych.

I rzeczywiscie, rozwigzujac réwnania:
2y — x = 2

y: -2 X -
dostaniemy x — — 1,y = — |

385. Niech beda dwie proste dane za pomocg réwnan:
aix + byy = kv
ax -f- 5 = £2
spotrzedne ich punktu przeciecia beda (patrz § 220):

kh, — J{b
a= - >-—— \V

aY2—

alc2 — aixl

V-~ alb2— an’

Utamki te beda pozbawione znaczenia jakiejkolwiek ze znanych
nam liczb, jezeli ich mianownik bedzie zerem, to jest jezeli:

aj)2= azv

Algebra. 18
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skad, dzielac obie strony przez bj>2.

ot__a2
bl b2

W tym wypadku nie mozna znalez¢ punktu przeciecia da-
nych prostych; ale tez tatwo przekonac¢ sie, ze proste, wyrazone
przez takie réwnania, nie przecinajg sie wcale, czyli ze sg réwnole-
gte. W tym celu rozwigzujemy réwnania dane wzgledem vy:

«i

v — g X T

y = — E%x 4’-j;%-.

Poniewaz:
(14 Cin
\=\7~
wiec obie proste sg réwnolegte do prostej
&
y= -\ x'

a zatem sa réwnolegte miedzy soba.
Gdyby oprécz mianownikow i liczniki takze byty zerami, do-
stalibySmy w podobny sposéb:

a, b, lex
a2 b2 T

Z jednego réwnania mozna wiec otrzymac¢ drugie, dzielgc je
przez wspotczynnik liczebny réwny powyzszemu stosunkowi.
W tym wypadku wszelkie wartosci, czyniace zado$¢ jednemu ro-
wnaniu, zadowalajg takze i drugie; oba réwnania przedstawiajg
wiec jedna i te sama linie prosta.

PrzypuszczaliSmy dotad, ze zaden z wspotczynnikéw nie jest
zerem. Gdyby jednak np. wspéiczynnik przy y byt zerem, to
otrzymaliby$Smy réwnanie tej postaci:

ax = T czyli x — —,

wymagajace, azeby odciete wszystkich punktéw prostej miaty
jedng i te sama wielko$¢. Witasnos$é te ma prostopadta do osi OX
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poprowadzona na odlegtosci —od punktu 0. Podobnie réwnanie:

by = h
przedstawia prostg prostopadtg do OY, czyli réwnolegta do OX.
386. Na zasadzie tego, co byto wylozone w tym rozdzi

mozna kazde dwa réwnania stopnia pierwszego z dwiema niewia-
domenri rozwigzac sposobem graficznym: nalezy wyrysowac proste,
odpowiadajace tym réwnaniom, znalez¢ ich punkt przeciecia i zmie-
rzy¢ cyrklem spotrzedne tego punktu. Ale w wielu zadaniach
mozna unikna¢ uktadania réwnan i wogéle wszelkiego rachunku,
a rozwiazywac je wylgcznie przy pomocy rysunku.

Rozwigzmy nastepujace zadanie:

Pocigg pospieszny wychodzi ze stacyi A o godz. 6 m. 10
i przychodzi do stacyi C, nie zatrzymujgc sie w drodze, o g. 7 m. 00.
Pocigg osobowy wychodzi z C 0g. 6m. 00 i przychodzi do A
0g. 7m. 25, zatrzymawszy sie na stacyi B od g. 6 m. 24 do g. 6
m. 34. Kiedy i na jakiej odlegtosci od A pociggi sie spotkaja, je-
zeli odlegtos¢ B od A wynosi 34 wiorsty, a God A 50 wiorst?

Ruch kazdego pociggu uwidoczni¢ trzeba w ten sposéb, aze-
by z figury mozna byto odczytac,
w jakiej odlegtosci od stacyi po-
czatkowej A pocigg znajduje sie
w kazdym dowolnie obranym
czasie. W tym celu wypiszmy
minuty wzdtuz osi odcietych o I i ] @ o
w rownych odlegtosciach, a za
rzedng w kazdej chwili przyjmiemy odcinek proporcyonalny do
odlegtosci pociggu od stacyi A. Konce rzednych utworza pewng
linie, ktéra bedzie prosta, jezeli ruch bedzie jednostajny, gdyz w tym
wypadku stosunki rzednych do odcietych bedg réwne, — a miano-
wicie: réwne predkosci pociggu; — trojkat}* OP1, 0Q2, ORS3,...
bedg podobne, z czego wypada, ze punkty PQR... lezg na linii pro-
stej. Dosy¢ jest wiec wiedzie¢, o ktérej godzinie pocigg wyszedt
z jednej stacyi i o ktorej przyszedt na nastepnag, azeby moc te linie
wykreslic.

Na rysunku zataczonym, przedstawiajacym bieg pociggow,
oktérych mowa wzadaniu, jednej minucie odpowiada dtugo$¢ 1 mm.
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na osi 0X, ajednej wiorscie dtugos¢ 1 mm. na osi OY. Bieg po-
ciggu pospiesznego idacego z A do C jest przedstawiony za pomo-
ca linii MN\ pocigg osobowy, idacy w przeciwnym kierunku, daje
linie Yamang PQRS; odcinek QR réwnolegly do 0X odpowiada
dziesieciominutowemu postojowi tego pociggu na stacyi B. Punkt
przeciecia T linii MN i PQRS odpowiada tej chwili, w ktdrej odle-
gtosci obu pociggéw od A sg réwne, t. j. kiedy one sie spotkaja.

Wystarcza wiec zmierzy¢ obie sp6trzedne punktu T, azeby znalezé
czas i miejsce spotkania. Czynigc to, znajdziemy, ze spotkanie na-
stapito 0 godz. 6 min. 40 na odlegtosci 30 wiorst od stacyi A.

387. Rozwigzemy toz samo zadanie za pomocg rachunku.

Pociag pospieszny przebywa 50 wiorst w 50 minut, predkos¢
jego wynosi wiec 1 wiorste na minute. A poniewaz on wyrusza o 610
zatem w X minut po godz. 6-ej odlegto$¢ jego y od A bedzie:

Roéwnanie to przedstawia bieg pociaggu od 6 Ddo 7, a zatem
jest prawdziwe, jezeli:

10 < 8 < B 0 oo (P)
Dla pociggu osobowego znajdziemy w podobny sposotb, ze
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2
predkos$¢ jego na odstepie CB wynosi ~ wiorsty na minute, skad:

a poniewaz ruch. ten trwa od 60 do 624, wiec rownanie to jest pra-
wdziwe tylko wtedy, jezeli:

0 < X < 24 ... (2a)

Poniewaz nie wiemy z géry, na ktéorym odstepie nastgpi spo-
tkanie, musimy wiec kolejno kombinowaé¢ réwnanie (1) z réwna-
niami (2), (3) i (4), przyczem takie tylko pierwiastki bedg stanowi-
ty rozwiazanie zadania, ktére czynia zado$¢ odpowiedniej niero-
wnosci (29, (33 albo (49 i nieréwnosci (13.

Z rownan (1) i (2) otrzymamy x — 36, ktére nie zadowala
nieréwnosci (29, z czego widaé, ze pociagi nie moga sie spotkaé
na odstepie GB (x = 36 jest odcietg punktu V, w ktérym spoty-
kajg sie proste PQ i MN).

Podobnie z réwnan (1) i (3) znajdziemy x = 44, niezgodne
z nieréwnoscig (39; a zatem pociggi nie spotkajg sie na stacyi B (roz-
wigzanie tych réwnan daje punkt przeciecia [/prostych QR i MN).

Wreszcie z réwnan (1) i (4) otrzymamy x = 40, co czyni za-
dos¢ zaréwno nieréwnosci (49 jak (19; a zatem pociagi spotkaja
sie na odstepie BA o0 godz. 640 odlegto$¢ punktu spotkania od A
znajdziemy z réwnania (1) réowng 30, jak to juz znalezliSmy spo-
sobem graficznym, ktory prosciej i predzej doprowadzit nas do celu.

PRZYKLELADY XXXVII

1 Przedstawi¢ graficznie, przyjmujac 1 cm. za jedn
przebieg zmiennej vy, jezeli

i 1
y = 2'+ 2 x

a x zmienia sie od — 2 do -]- 2.
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2. Jaka jest forma ogélna réwnan prostych, wykreslonych
na tabliczkach dodawania i odejmowania, jezeli odstepy miedzy
liczbami sg na obu osiach jednakowe?

3. Znalez¢ punkt przeciecia prostych, ktorych réwnania sa:

X — 3y =17,
3IX —y-—- 1

4. Znalez¢ graficznie, o jakich godzinach i minutach jedna
skazowka zegarka zakrywa druga. Na rysunku niech jednej go-
dzinie odpowiada dtugo$¢ 18 mm. na osi OX, ijednej podziatce
minutowej dtugo$¢ 1 mm. na osi OY.

5. Ojakich godzinach i minutach jedna skazéwka zegarka
stanowi przedtuzenie drugiej?

6. Gdzie lezg wszystkie punkty, dla ktérych

1 < *< 3
y < 0?
7. Gdzie lezg wszystkie punkty, dla ktérych
—6<x <0

0<y<1-- x?

8. Przedstawi¢ graficznie bieg pociggéw, podiug zataczone-
go rozktadu, oraz oznaczy¢ czas i miejsce ich spotkania?

Przych. Odch.  Wiorsty ~Stacye Przycli.  Odch.
8 4 - 00 Warszawa _ 745
8T 81 1‘ 15  Pruszkow v B
o 8°° 28  Grodzisk _ _
£ M 41 Zzyrardéw 8 3 83
720 72 Jv 52  Radziwitow i _

706 62  Skierniewice om
XXXVIIL.

Przedstawienia graficzne réwnan stopnia drugiego.

388. WidzieliSmy, ze jezeli nad dwiema wielkoSciami x
wykonamy dodawanie, odejmowanie lub dzielenie, i jezeli bedzie-
my zmieniali x i y w ten sposéb, zeby wypadek dziatania pozostat
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bez zmiany, to wszystkie punkty, dla ktérych x iy beda spot-
rzednemi, znajda sie na linii prostej. Zastanéwmy sie teraz, jakie
jest potozenie wzajemne wszystkich punktéw, dla ktorych iloczyn
spotrzednych bedzie jeden i ten sam, t. j. dla ktérych
Xy = h,
gdzie Tjest liczbg stata.
Jest to réwnanie stopnia drugiego, gdyz takim jest stopien
wyrazenia, bedgcego na pierwszej stronie réwnania.
Przypusémy najprzod, ze li= 1, to jest szukamy takich pun-
ktow, dla ktérych
xy = 1.
Rozwigzujgc to rownanie wzgledem y znajdziemy, w jaki
spos6b y zalezy od x:
1

Zauwazmy, ze y ma zawsze ten sam znak, co X, i ze wartosé
bezwzgledna y jest tern wieksza, im mniejsza jest warto$¢ bez-
wzgledna x, i odwrotnie.

Obierzmy dowolnie jednostke dtugosci i odetnijmy na osi OX:

0E = {, oD = OA= 1, OB= 2 oc= 4

OEl= — j, OD1l= —1}, O/P = —1,0Rl= —2, 0OCl= — 4
Odpowiednie rzedne beda:

ER = 4, DQ = 2, AM = 1, BN = i, CP =i

ERI= —4, DiIQi= —2, M '= -1, =

Poprowadzmy linie RQMNP i RIQIMINIP1; spotrzedne

punktéw obu tych gatezi czynig zados$¢ réwnaniu
xy = 1,

dlatego tez uwazamy je za jedng linig krzywg; krzywa ta otrzyma-
ta nazwe hiperboli*). Poniewaz obie spétrzedne kazdego punktu
tej hiperboli majg znaki jednakowe, wiec hiperbola lezy catkowicie
w dwdch éwiartkach przeciwlegtych plaszczyzny i nie moze prze-
cina¢ osi spotrzednych.

*) Linia krzywa, o ktérej mowa w tekscie, nie jest jedynym przy-
padkiem hiperboli.
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Hiperbole mozna przedtuzy¢ w czterech kierunkach zawsze
tak daleko, jak na to pozwalaja rozmiary rysunku, przyczem prze-
dtuzenia te zblizaja sie ciggle do osi. Przypusémy, ze za jednostke
przyjeliSmy 1 cm., a grubos¢ linii wyrysowanej jest | mm. czyli
«f/cm., wtedy dla x = 20 dostaniemy y = a zatem punkt
odpowiedni bedzie oddalony od osi tylko o szeroko$¢ paska, przed-
stawiajacego linie. Dla wiekszych odcietych rzedne beda jeszcze
mniejsze, a zatem, poczawszy od tego punktu, hiperboli nie mozna

odrézni¢ od osi odcietych. Podobnie te czesci hiperboli, na ktérych
leza punkty majace x < — 20,y > 20 luby < — 20, nie dadza
sie odréznic¢ od osi sp6trzednych.

I wogole, jezeli grubos¢ linii wyrysowanej wynosi ™ diu-

gosci przyjetej zajednostke, wtedy poczawszy od czterech punktéw
lezacych na odlegtosciach n jednostek od O, linia bedzie sie zlewa-
ta z osiami spotrzednych; punkty te lezg tern dalej od O, im cien-
szg linie rysujemy. Ha linii matematycznej, ktérej grubos¢ jest o,
niema takiego punktu, ktéryby lezat na osi, ale zawsze mozna zna-
lez¢ taki punkt na osi, ktdrego odlegtos¢ od hiperboli jest mnigjsza,
anizeli dowolnie obrany, choc¢by jak najmniejszy odcinek cl: w tym



281

celu nalezy tylko odcia¢ na osi odlegto$¢ > —. W skroceniu wy-
Cl

razamy to w ten sposob: osi spotrzednych sg styczne do hiperboli
iv nieskoriczonosci.
Zamiast wyrazu nieskonczonos$é uzywamy w algebrze znaku oo.
Wracajac do réwnania
1

mozemy powiedzie¢, ze jezeli x jest dodatnie i zbliza sie do O, to y
zbliza sie do nieskonczonosci ze strony dodatniej, czyli -j- 0o; jezeli x
jest ujemne i zbliza sie do o, wtedy y zbliza sie do nieskonczonosci
ze strony ujemnej, czyli— o0o. Odwrotnie, jezeli x zbliza sie do -] -00
lub — oo, wtedy y zbliza sie do 0 ze strony dodatniej lub ujemne;j.
389. Przypust¢my teraz, ze w réwnaniu:
xy — k
k — — 1, czyli:
1

W tym wypadku znak y bedzie zawsze przeciwny znakowi X,
a zatem linia przedstawiona przez powyzsze réwnanie bedzie leza-
ta catkowicie w dwoch pozostatych éwiartkach ptaszczyzny, ksztatt
jej jednak nie rozni sie od poprzednio rozpatrywanej. Obracajac
ptaszczyzne dokota osi OX lub OY, mozna jedna hiperbole poto-
zy¢ na druga.

Niech bedzie teraz k réwne jakiejkolwiek liczbie dodatniej a2,
gdzie a — -j- Vk ; bedzie:

a
X
co mozna w ten spos6b napisac:
y_.
a X
a

Jezeli jednostke dtugosci przyjmiemy a razy mniejsza anizeli
w § 388, to otrzymamy te sama hiperbole, ktéra tam rozpatrywa-
lismy. Niech bedzie np. a = 10;
1
1
10
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przy jednostce dtugosci = 1 mm. jest rownaniem tej samej krzy-
wej, co i réwnanie:
1

przy jednostce = 1cm. Dla x — 5 mm. czyli 0,5 cm., dostanie-
my w pierwszym przypadku y =20 mm., w drugimy — 2 cm,,
czyli jedno i to samo.

Gdyby Tbyto ujemne, awiec — Xt dodatnie, ktadgc & — — a2,
gdzie a — A-V— Tg dostaniemy:
V= ~1
a X
a

Réwnanie to przedstawia te samg krzywa, co i rownanie
1

przy odpowiednio dobranej jednostce dtugosci.

390. Jak wiemy, dwie linie proste réwnolegte nie przecir
sie, jakkolwiek dalekobysmy je wydtuzyli; pomimo to méwimy,
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ze dwie proste rownolegte przecinajg sie w nieskonczonosci. Zda-
niem tem wypowiadamy w skroéceniu fakt nastepujacy.

Niech bedzie odcinek PQ réwnolegty do prostej AB. Popro-
wadzmy PO i QR prostopadle do AB, oraz przez punkt P linie
prosta, ktorej przeciecia z QR i AB oznaczymy przez 8 i T. Jezeli
prosta PT bedziemy obracali dokota punktu P w ten sposdb, zeby
punkt S zblizat sie nieograniczenie do Q, wtedy punkt T bedzie sie
oddalat do nieskonczonosci.

W rzeczy samej, z trojkatéow podobnych PQS i TOP wypada:

OT: OP = PQ : @8,
czyli:
OT.Q8= OP.PQ;
czyniacza§ OT — r, QS= y, OP . PQ = k2 znajdziemy:
xy — k2
Jezeli wiec x zbliza¢ sie bedzie do O, y bedzie sie zbliza¢ do oo.

P __Q

A 0 R T i

Grdyby punkt 8 zblizat sie do Q z przeciwnej strony, wtedy
punkt T oddalatby sie réwniez w przeciwng strone prostej AB do
nieskonczonosci.

Zauwazy¢ jeszcze mozna, ze jezeli grubos¢ linii na rysunku
wynosi x = ~ jednostek dtugosci, i mierzymy z doktadnoscig do —,

wtedy odcinka PQ nie mozna odrézni¢ od tych wszystkich odcin-
koéw PS, ktérych przedtuzenia przecinaja prosta AB w odlegtosci

k2 k2
od 0 wiekszych od —e= ~ — nk2(z obu stron punktu O), gdzie k2

n
jest liczbg jednostek powierzchni w prostokgcie OPQR.

391. Niech bedzie dane jakiekolwiek réwnanie stopnia d
giego, lip.:
— X2-F-2X -j- 1= 0 oo, D
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Rozpatrujmy najprzdéd troéjm.ian, znajdujacy sie z lewej stro-
ny, i oznaczmy go przezy.
y= —X2--2x -1 2
Azeby poznaé, jak zmienia sie y, w zaleznosci od x, obliczmy y
dla kilku réznych wartosci x, np.:
x= —1 0, 1 2 3
y= - 2,1, 2, 1, - 2.
Przyjmujac x i y za spétrzedne, otrzymamy szereg punktow,
ktore potaczone dajg pewna linie krzywa, zwang parabolg] réwna-
nie (2) jest réwnaniem tej paraboli.

Widzimy, ze wykre$lona krzywa przecina w dwoch punktach
0$ odcietych; sg to punkty, dla ktérych y — o; odpowiednie odcig-
te dostaniemy wiec, rozwigzujac réwnanie (1):

x= 1+ K2
czyli: xx= 1 V2, x2= 1 —V2.
Wyciggajac pierwiastek z 2 z doktadnoscig do 0,1 dostaniemy:
N = 1+ 14= 245
x2—1—14= —04;
co sprawdzi¢ mozna na rysunku.
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392. Mech bedzie dany tréjmian stopnia drugiego, kt
oznaczymy przez y:

y = a#2-Fbx o\ ()]

rozpatrzymy, w jaki sposob zmienia sie y w zaleznosci od x.
W tym celu wylgczamy z prawej strony a za nawias; bedzie:

y X2'f —a X +
dodajac i odejmuj iasi -
a dodajac i odejmujac w nawiasie 482"
_ § Lj'z b2 ¢
y=a etno -+ 4a2 a
czyli:
6\ 62— 4(
y=4a 2a “ 4a2 )
Z prawej strony réwnania x wystepuje jedynie w wyrazeniu
i b\ o b
Ix -j- 21, ktére jest zawsze dodatnie, z wyjgtkiem x = — ™ - Kie-

dy ono sie staje zerem. Jezeli a > o, iloczyn csl &?—— jest wiec

zawsze dodatnim albo zerem; jest on ujemnym albo zerem, jezeli
a < o. Wypada stad, ze, jezeli a > o, y przyjmuje warto$¢ mo-

zliwie najmniejsza, czyli minimum, przy x = — ; jezeli zaS a < o,

wtedy i/ przyjmuje warto$¢ mozliwie najwiekszg, czyli maximum,

réwniez przy a == — — .
przy & ad

Wyrazenie g -j- wzrasta razem z x; jezeli ono jest dodatnie,

| b\2 e e i
wtedy wzrasta réwniez razem z cc; jezeli jednak g < 0,
wtedy warto$¢ jego bezwzgledna (§ 233) zmniejsza sie, gdy war-

tos¢ wzgledna wzrasta; 4x -j- —&}zzmniejsza sie wiec przy rosna-
cym a, jezeli x N o< oo,

lloczyn a(x -j- ig‘}szienia sie w ten sam lub odwrotny spo-
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séb, co | , stosownie do tego, czy a jest dodatnie czy

ujemne.
Tablice zmian, jakim wartos¢ tréjmianu podlega w roznycli
przypadkach., podajemy na str. 287.

393. Nieraz pozytecznie jest wiedzie¢, bez wykonywe
rachunku, jaki znak ma tréjmian stopnia drugiego przy danej
wartosci ac.  Jezeli b2— ac < o (pierwiastki urojone), wtedy we
wzorze (2) § 392 wyrazenie zawarte w nawiasie jest dodatnie dla
kazdego x, a zatem trojmian ma ten sam znak, co i wspotczynnik a.
Toz samo ma miejsce i wtedy, jezeli b2= 4ac (pierwiastki rowne),

z wyjatkiem x = , kiedy wartos¢ tréjmianu jest zero.

2a
Przypus¢my teraz, ze b2— 4ac > o; w tym razie tréjmian,
przyréwnany do zera, daje dwa pierwiastki rzeczywiste rézne.
Oznaczmy przez xx pierwiastek mniejszy, przez a2wiekszy, i roz-
t6zmy tréjmian na czynniki stopnia pierwszego (§ 345):
ax2-j- bx j~c= a(x — cc) (& — .
Rozpatrywa¢ bedziemy osobno przypadki, w ktorych x jest mniej-
sze od xv zawarte miedzy cc i a2 i wieksze od a2
1°.  Jezeli:
x < CC,
to tern bardziej:
X < cc2,
oba czynniki x — o, i * — x2 sg ujemne, ich iloczyn dodatni,
a zatem tréjmian ma ten sam znak, co a
2°. Jezeli:
XX < X < ir2
wtedy X — xx jest dodatnie, @ — a2 ujemne, ich iloczyn ujemny,
a zatem tréjmian ma znak przeciwny znakowi a.
3% Jezeli:
X > 12
wtedy oba czynniki x — x2 sg dodatnie, ich iloczyn réwniez do-
datni, a zatem tréjmian ma znak ten sam, co a.
Wypada stad nastepujgce twierdzenie:
Tréjmian stopnia drugiego ma ten sam znale, co wspétczynnik
drugiej potegi zmiennej, z -wyjatkiem tego przypadku, w ktérym troj-
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mian, przyréwnany do zera, daje dwa pierwiastki rzeczywiste rézne
a wartos$¢, jaka nadajemy zmiennej, jest zawarta miedzy tymi pier-
wiastkami.

Zmienno$¢ tréjmianu jest przedstawiona graficznie na str. 289.
Odcieta OA jest tntaj rowna — —; przy tej wartosci dla x tréjmian
przyjmuje warto$¢ najmniejszg lub najwiekszg. Odpowiednia

rzedna AS jest rowna------------- .

PRZYKLEADY XXXVIII

1. Wykresli¢paraboley =~L:a;2 przyjmujac za jednostke dtu-
gosci 1 cm.

2. Wykresli¢ te samg parabole przy jednostce diugo-
$ci = 1 mm.

3. Wykresli¢ krzywg x — lt_ y2 bioragc za jednostke dtu-
gosci 1cm.

4. Wykresli¢ parabole y — 40000a2 bioragc za jednostke
dtugosci 1 metr.

5. Woykresli¢ parabole y = — 0,004t2 biorac za jednostke
dtugosci 0,1 mm.

6. Wykresli¢ hiperbole xy = — 2 oraz prostg x -2y =
= — 1, biorgc 1 cm. za jednostke dtugosci. Obliczy¢ i zmierzy¢
spotrzedne punktéw przeciecia.

7. Toz samo dla paraboliy = \-x2i prostej y — 2x 10

przy jednostce dtugosci réwnej 1 mm.

8. Znalez¢ graficznie i za pomoca rachunku pierwiastki ro-
wnania:
2x2—5# + 3= 0.
9. Obrawszy dogodne osi spétrzednych, znalez¢ réwnania
krzywych, wykreslonych na tabliczce mnozenia Pouchefa.
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a> 0, 4ac— &> 0

4ac — b2 - . .
_________ > 0; minimum dodatnie, pier-
wiastki urojone. minimum zero, pierwiastki réwne.
a> 0 4ac— 62< 0 a< 0 4ac - b2> 0
dac — b2 - X N dac — b2
— N — < 0 minimum ujemne, 2 pierwiast- — N - < 0; maximum ujemne, pier-
ki OM' i OM". wiastki urojone.
a< 0 4ac —b2= 0 a< 0 4ac—h2< 0
maximum zero, pierwiastki réwne. d4ac—b2 : :
Y T 0; maximum dodatnie. 2

pierwiastki OM' i OM".

Algebra. 19
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XXXIX.
Utamki ciagte.

391. Pod nazwiskiem: utamek ciggly rozumiemy wyrazenie
tej postaci:

2
AJ " az2 +’_/%
°3 ~i~ 4
aix ...

Lecz poniewaz w zastosowaniach waznymi sg jedynie takie
utamki ciagte, w ktérych liczniki b2, bs, bi.. . sg wszystkie ro-
wne 1, przeto w dalszym ciagu wyktadu tylko tego rodzaju utamki
ciggte rozwaza¢ bedziemy. Tym sposobem nazwa: ulamek ciggly
oznacza¢ bedziemy wyrazenie:

+ i+ ~
«3-(-1

tt4 +
Stowami opisa¢ mozemy tego rodzaju wyrazenie w ten sposob:
Utamek ciggly jest to wyrazenie, skladajace sie z catkowitej
z utamkiem, ktorego licznikiem jest jedno$¢, a mianownikiem znowuz
catkowita z utamkiem, ktdérego licznikiem jest jedno$¢, a mianowni-

kiem catkowita z takimze utamkiem i t. d.

Pierwsza catkowita a, moze by¢ réwng O.

395. Kazdy utamek zwyczajny, ktdrego licznik i mianownik
sg pierwszemi wzgledem siebie, moze byé zamieniony na utamek
ciggly. Objasnimy to na nastepujacym przyktadzie: Wezmy uta-

1103

mek 887

Odtaczajac zniego catkowitg, otrzymamy:

1103 _
887 887 '

Wartos$¢ utamka wchodzgcego do drugiej strony powyzszej
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rownosci nie zmieni sig, jezeli licznik i mianownik jego podzielimy
przez 216; czyniac to bedzie:

887 ~ 1+ /887\>

\216/
czyli, odigczajac znowuz catkowitg z utamka niewtasciwego 2% -
1103 - i i 1
887 — 1+ 4+ 23"

216

Warto$¢ ostatniego utamka w powyzszem wyrazeniu nie
zmieni sie, gdy licznik i mianownik tego utamka podzielimy
przez 23; wykonywajac to, otrzymamy:

1103 1
gg7 = 1+ 4+ I

czyli, po wytaczeniu catkowitej z utamka niewtasciwego 2;2 —
1103 1
887" 4 + 1
9+ +
23

Dzielac znowuz licznik i mianownik ostatniego utamka przez
licznik 9, i postepujac ciggle jednakowo podiug powyzszych wska-
zowek, otrzymamy szereg nastepujacych réwnosci, z ktoérych osta-
tnia rozwiazuje nam w zupetnosci zadanie:

11+3 1
ge7 = 1t ,. =1+ 44
9+1 9+ 1
2+ 5
9
1
=1t 4 =1+ 44
1 9+ 1
2+1 2+1




292

:1+4+|_ :1+4+1_
9+ 1 9+ 1
2+ 1 2+1
1+1 1+1
i+ i
4
Ostatecznie wigc:
1103
gg7-= 1t 44 1
9+ 1
2+1
1+1
1+1
4

skad widzimy, ze ulamek zwyczajny 1813073 zostat przedstawiony

pod postacig wyrazenia, ktdre nazwaliSmy utamkiem ciggtym. Oczy-
wiscie tenze sam sposob moze by¢ zastosowany do kazdego utamka
zZwyczajnego.

Gdy utamek zwyczajny zamieniamy na utamek cigglty, wte-
dy czesto méwimy, ze ulamek zwyczajny rozwijamy na ulamek
ciagly.

Rozpatrujgc bacznie cate dziatanie, ktore postuzyto nam do

L 1103 . . . .
rozwiniecia utamka 887 na utamek ciggty, spostrzezemy, ze dzia-

tanie to jest zupetnie takie samo, jak dzialanie, za pomocg ktorego
znalezliby$my najwiekszy wspolny dzielnik dla liczb 1103 i 887.
W samej rzeczy: rozkladajgc w zwykty sposéb wspomniane dzia-
tanie, otrzymamy:

1103 887 216 23 9 5 4 1

887 864 207 18 5

216 23 9 5 4 1 0
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llorazy 1, 4, 9, 2, 1, 1, 4 przedstawiajg nam mianowniki
utamkoéw czastkowych czyli ogniw w utamku ciggtym.

Gdybysmy chcieli rozwing¢ na utamek ciggty utamek dzie-
sietny lub peryodyczny, wtedy nalezatoby najprzéd kazdy z tych
ostatnich zamieni¢ na utamek zwyczajny, skroci¢ go, i potem po-
stapic¢ jak pokazano wyzej.

39(5. Z ilosci utamkowych lub niewymiernych mozna otrzy-
mywacé¢ utamki ciggle w spos6b nastepujacy: przypusémy, ze
chcemy oznaczy¢ wartos$¢ pewnej ilosci x, ktéra nie moze byé wy-
razong za pomoca liczby catkowitej. Wtedy najprostszy sposob
dojscia do celu bedzie nastepujacy: wynajdzmy najprzéd taka
liczbe catkowitg at, ktoraby najbardziej zblizata sie swojg war-
toscig do x, bedac wszakze od niego mniejszg. Wodwczas X — «X

bedzie réwne utamkowi mniejszemu od jednosci, a zatem --------- be-
ac

dzie wieksze od jednosci. Przypusémy, ze — — — xi\ ponie-

waz x1 jest wieksze od jednosci, przeto mozemy znalezé nowg
liczbe catkowitg a2, jak mozna najbardziej zblizong do x It i mniej-

szg od aij. Wtedy znowuz xt— a2< 1, a zatem — — > 1

Oznaczmy------ p2rzez X2 wowczas w dalszym ciagu znajdzie-
Cl

my nowg liczbe catkowitg a2 zblizajgca sie najbardziej do x2
i mniejszg od niego. Tym sposobem bedzie: x2— a2< 1, wiec:
B bedzie od jednosci wieksze. Oznaczywszy te ostatnig
ilos¢ przez x3, wynajdziemy nastepnie nowa liczbe catkowitg ai,
najbardziej zblizong do x3i dalej tak samo postepowac bedziemy.
Z tego widoczng jest rzecza, ze tak postepujac, powoli wyczerpie-
my ilo$¢ a ito w sposéb najprostszy i zarazem najpredszy, gdyz
uzywamy tu ciagle tylko liczb catkowitych, z ktérych kazda zbliza
sie jak mozna najbardziej do iloSci szukane;j.
Poniewaz:

X

rzeto: x __ , a stad:
p a\ XX g



| podobnie: poniewaz:

1
“f a - X2, przeto:
1
Xi— a2+ — ;
dalej skoro:
f—a = X3, wiec:
% 2= «3 +
réwniez:
= a*+’ —
X4

i tak dalej. Podstawiajgc teraz kolejno znalezione wartosci,
otrzymamy:

_ , 1 , 1 1
x= 8 d2 \ 1 a2 1
= a
N «2+ 1
«3 1
ai -f- 1

czyli ostatecznie:
1
X= &+ (-1
«3-j- 1
a4+ ee

Utamki 2 ... hazywajg sie utamkami czgstkowy-

B @
mi lub ogniwami utamka ciggtego, ich mianowniki a2, a3, ai . . ..
mianownikami czastkowymi lub mianownikami ogniw.

Ze sposobu otrzymania wartosci ax, a2, a3. ... wypada, ze

wszystkie one sg dodatnie; i takie tylko utamki ciggte w nastep-
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stwie rozpatrywaé¢ bedziemy. Nalezy tu jednak nadmieni¢, ze mo-
ga by¢ utamki ciggte, w ktoérych utamki czgstkowe nie wszystkie
sg dodatnie. Rozwazanie wszakze takich utamkéw ciggtych nie
nalezy do zakresu niniejszego rozdziatu, tembardziej, ze tylko ta-
kie utamki ciggle, jakie bierzemy pod uwage, maja praktyczne
znaczenie.

397. Liczba tych dziatan, ktére prowadzg do oznaczenia

ilosci , a2, a3, ... moze by¢ ograniczong lub nieograniczona.
Przypadek pierwszy mie¢ bedzie miejsce wtedy, gdy jedna z liczb,
xl, x2, x3. ... wypadnie wprost réwng catkowitej. Calte dzia-

tanie oczywiscie na niej zostanie zakonczone. Utamek ciagty otrzy-
many wtedy sklada¢ sie bedzie z ograniczonej liczby ogniw i nazy-
wa sie utamkiem ciggtym skoriczonym. W przeciwnym razie, gdy
zadna z liczb x, , x2, xs ... . nie bedzie catkowitg, utamek ciggty
bedzie nieskoriczonym.

398. Przykiad rozwiniecia pierwszego rodzaju, to jest na
utamek cigglty skoriczony, mieliSmy w § 395. | w ogdlnosci nie
trudno dowies¢, ze utamek zwyczajny moze by¢ zawsze rozwiniety
na utamek ciagly skoriczony. W rzeczy samej: przypusémy, ze

R A . ” ,
dany utamek zwyczajny jest ™ . Jest to wiec ta wartos¢, ktorg

w § 396 oznaczyliSmy przez x. Oczywista jest rzecza, ze liczbg
catkowitg, najwiecej zblizong do wartosci tego utamka, bedzie ilo-
raz powstaty z podzielenia A przez R; oznaczmy go przez ax, reszte

za$ pozostalg z tego dzielenia przez r,. Wtedy bedzie: - ----- % =
= — . llo$¢ ta, ktorg w § 396 oznaczyliSmy przez xx, bedzie tu-

taj: poniewaz rt jest resztg z takiego dzielenia, w ktérem

dzielnikiem byto B, przeto r, < B. Warto$¢ catkowita, najbardziej
zblizona do x{ otrzyma sie znowuz przez dzielenie B przez r,;
oznaczmy iloraz z tego dzielenia przez a2, a reszte pozostatg przez r2

Wtedy: N = «a . skad: ~ —a2= _r2; ilos¢ wigc, ktorgsmy
ri ri ri r\
oznaczyli w 8§ 396 przez x2, bedzie tutaj widocznie Powtarza-

jac powyzsze rozumowanie, widzimy, ze najblizszg wartoscia cat-
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kowitg tego ostatniego utamka bedzie iloraz powstaly z podziele-
nia )'j przez r2 Oznaczajac go przez at i reszte z dzielenia przez

y y y y
bedzie —= a3-f- 3; skad: -1}--—-«3= -, ilo$¢ wiec xz bedzie
r2 r v2

z
) \/ . . . . .
réwng % | tak dalej powtarzamy ciggle toz samo dziatanie.
r
Oczywistg jest rzeczg, ze dziatanie, ktére stuzy do oznaczenia x1,
o2.... i ax, a2, a3... . jest takie samo, jak dziatanie, jakie nale-

zy wykona¢, aby wynalez¢é najwiekszy wspdlny dzielnik dla A i B;
mozemy je wiec przedstawi¢ w ten sposoéb:

a2 a3 a4

A B o r2 r3
0 r2 O O
Wiemy za$, ze tak postepujac przyjdziemy w koncu do ta-

kiej reszty r, , ktéra w poprzedniej r,_i miesci¢ sie bedzie catko-
witg liczbe razy an4.1; wtedy to cate dzialanie bedzie ukonczone.

Utamek wiec 2 przedstawi sie pod postacig takiego utamka cia-

gtego:
A
B a2+ 1
ai+ }
ai
+ 1
a,-j- 1
di}1
399. | odwrotnie: kazdy utamek ciagty skonczony n

by¢ zamieniony na utamek zwyczajny. Ogoélny i zarazem najdo-
godniejszy spos6b takiej zamiany bedzie pokazany po6zniej; tutaj
objasnimy na przyktadzie mozliwos$é takiego przeksztatcenia utam-
ka ciggtego na utamek zwyczajny.
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Wezmy utamek ciagty:
2+ 1
3+ 1
1+ 1
2 + 1
1+ 1
4

Ostatni z utamkéw czastkowych, mianowicie —-, nalezy do

mianownika przedostatniego ogniwa, t. j. do 1. Wiaczajgc 1-j- »
5 . . 1 . .

w utamek, otrzymamy ~ . Zamiast wiec 1 + mozemy w mia-

nowniku napisac G Bedzie zatem:

2+ + = 2+ J_
3+ 1 3-f1 czyli:
1+ 1 1+ 1
2+ 1 2 +A_
1+ + (I_)
4

2+ 1

3+ 1

1

2 -4

I w tern wyrazeniu utamek ostatni 5 nalezy do mianownika
poprzedniego ogniwa t.j. do 2. Wiaczajac 2 -f-% w utamek,

otrzymamy 14 Zatem bedzie:

-1 = 2+1 ,ycezylii =2 + 1
3+ 1 3+ r _ 3+ i
1+ L 1+1 1+5.
2+ 1
1+1 (¥)

4
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Wiaczajac i tutaj u}amekar z catkowitg 1 w ulamek,

otrzymamy:
2+ 1 =2+ 1 ,czylii=2+ 1
3+ 1 3+ 1 3+ 14
1+ 1 19
2+ 0 _ (n)
1+1
4
| dalej: tenze sam utamek ciagty réwnac sie bedzie:
2+ ;l czyli: 2 ;sl)
19

i nakoniec po wiaczeniu tej ostatniej catkowitej z ulamkiem

w utamek:
2 + 1 161
3 +1 ~ 71
1+1
2 +1
1+1
4
Oczywiscie, ten sam spos6b postepowania mozemy zastoso-
wac w kazdym przypadku, a nawet i do utamka ciggtego skorczo-

nego wyrazonego pod postacig ogo6lna;
ai + 1

@+ 1
a3+

"+ L
U+ 1
&+ 1
Wyrazenie jednak ogélne, jakiebysmy tg droga otrzymali,
bytoby zbyt zawite; i dlatego opuszczamy je, tembardziej, ze
p6zniej poznamy dogodniejszg droge do znalezienia wypadku osta-
tecznego, a spos6b wskazany wyzej, oprocz rozwlektosci rachunku,
nie przedstawia zadnych szczeg6lnych trudnosci. W kazdym razie
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spos6b ten dowodzi nam mozliwos$ci zamiany kazdego utamka cig-
gtego skonczonego na utamek zwyczajny.

400. Utamki ciaggte nieskonczone powstaja z rozwinie
wyrazefn niewymiernych. Ze ilo$¢ niewymierna, bedac rozwinietg
na utamek ciagty, nie moze da¢ utamka ciagtego skonczonego, wy-
pada to bezposrednio z powyzszego. Gdyby bowiem ilo$¢ niewy-
mierna mogta sie rownaé¢ utamkowi ciggtemu skonczonemu, wtedy
zamieniajac go odwrotnie na utamek zwyczajny, otrzymalibysmy,
ze ilo$¢ niewymierna jest rowng utamkowi zwyczajnemu, co jak
wiemy jest niemozliwe.

Sposoby wszakze rozwijania iloSci niewymiernych na utamek
ciagty nie sa tak proste, jak sposob, ktéry podaliSmy wyzej dla
utamkow zwyczajnych. Kazdego rodzaju ilos¢ niewymierna wy-
maga osobnego sposobu do oznaczenia mianownikéw |, a2, az. ..
utamkow czastkowych. Tutaj pokazemy tylko jak rozwinagé na
utamek ciggly ilos¢ niewymierng pierwiastkowa stopnia drugiego,
czyli pierwiastek kwadratowy z liczby, ktéra nie jest zupeltnym
kwadratem.

Wezmy jako przykitad 117 ; zwracajgc uwage na oznaczenia,
przyjete w § 396 bedzie x — VI7. Liczba catkowita, ktéra naj-
bardziej zbliza sie do 117, bedac od niego mniejsza, jest 4; to za-
tem, co jest oznaczone w powotanym wyzej paragrafie przez alt
jest tutaj réwne 4. Bedzie wiec: x = al= VI7 — 4, ailos¢, kto-

ra w § 396 jest oznaczona przez xXx, czyli — — , jest tutaj a, =

= —-— Aby znalez¢ liczbe catkowita, najbardziej zblizong do

ilosci xx, zamienmy to ostatnie wyrazenie na utamek z mianowni-
kiem wymiernym przez pomnozenie licznika i mianownika przez

LI7 — 4 (patrz § 315). Otrzymamy:
1 +L7+ 4 _107+4
yi7 —4 (VI7 — 4) (+17 + 4) ~ 17— 16’

XX

czyli:
= +17 +- 4,
Poniewaz +17 jest rowny 4 wiecej ilos¢ mniejsza od jednosci,
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przeto wartoscig catkowita, najbardziej zblizong do x 2 bedzie tu-
taj 8. Przeto a2= 8. Mamy dalej:

x\'-= a2= VI7 -f-4 — 8 — VI7 — 4, skad:

X,
r, — a, VI7
Zamieniajac to ostatnie wyrazenie na utamek z mianowni-
kiem wymiernym, znajdziemy, ze:
V17-1-4
a, 7 _ 16 V17 + 4.
Najblizsza warto$¢ catkowita tego wyrazenia jest znowuz 8,
czyli bedzie a3= 8. | dalej otrzymamy:
x2- a3= KI7-f-4 — 8= ~17 - 4,
skad:

—=1/17 + 4,

*s

a nastepnie: «4= 8,ix3— ai znowuz — VI7 — 4.

| tak dalej. Widzimy z tego, ze dzialanie to nigdy sie nie
skoriczy, a takze i to, ze wartosci na x1,x2,xs..., atern samem
i wartosci na a2, a3, ai ... sa ciggle tez same. Powtarzajgc wiec
rozumowanie § 396, otrzymamy:

x= KI7= 4+ —

x1’
=8+ 50
x2= 8 -\--—)2-3 it d., skad:
1
VI7T = 4+
g +3
8+1
8+ eem

Do tegoz samego wypadku moglibySmy dojs¢ jeszcze i takim
rachunkiem: Poniewaz 1+7 jest zawarty miedzy 4 i 5, przeto mo-
zemy powiedzie¢, ze on jest rowny 4 wiecej pewien utamek wiasci-
wy (rozumiejgc tutaj pod wyrazem utamek wiasciwy wogoéle ilosé
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mniejsza od jednosci), ktéry oznaczymy przez —. Bedzie wiec:
x\

Vrf = 4+ Qi .
Aby znalez¢ ilos¢ x1, przenieSmy 4 na pierwszg strone
i zmienmy porzadek stron, otrzymamy:
1
= kI7 — 4,
skad:

1 m - 4°
W tym ostatnim utamku uczyimy mianownik wymiernym,
bedzie:
X. = VI7 -f 4
A poniewaz KI7 jest réwny 4, wiecej pewna ilos¢ mniejsza od
jednosci, przeto:

#i= 8 [ .
79

W celu znalezienia x2, wezmy znowuz pod uwage rownosc:
VI7 -f 4= 8-f - ;

Z niej otrzymamy:

= 117 — 4,
a nastepnie:
X2= - = VI7T + 4
2 147-4
Bedzie wiec znowuz:
x*— 8

gdzie x3mozemy w podobny spos6b oznaczy¢ tak, jak powyzsze
wartosci. Bedzie wiec:

kl7 = 4-'|'|—”y> 5

gdzie: *P = 8 +



gdzie: 2= 8+ —,
X.= 8+ —
*4

skad ostatecznie:
Vn = 4+

8 + I_

g+1

8+ oo
401. Jako drugi przyktad wezmy ogélne wyrazenie Vm2-

gdzie m oznacza jakgkolwiek liczbe catkowita. Tutaj x = Zm? -j- 1.
Liczba catkowita najwiecej zblizona do wartosci tego pierwiastku
i od niego mniejsza jest m, bedzie przeto: al= m, skad:

X —ax= Vm2+ 1 — 1o a nastepnie:

Zamieniajgc ostatni utamek na utamek z mianownikiem wy-
miernym, do czego dochodzimy przez pomnozenie obu jego wyra-

z6w przez Vni2-}- 1 + to, otrzymamy:
Vm2+ 1+ m / &2+ 1+ m
1 vMm2-j-1—w (VM2-)- 1+ o) w2+ 1— m2
czyli: x1— vm2+ 1+ w

Poniewaz zas$ liczbg catkowita, najwiecej zblizong doZ w2 + 1
jest w, przeto liczbg catkowitg najblizszg |, bedzie 2 to. Jest wigc:

a2= 2to, a nastepnie:
xi—a2= v+ 1+ o—20= 72+ 1—0D
Skad:

x\— ai yw2+ 1—m
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Powtarzajgc w dalszym ciggu toz samo rozumowanie, znaj-

dziemy ostatecznie:
x =vm2t1=m 4 om 1

2i-(-1

2m

Na zasadzie powyzszego wyrazenia mozemy odrazu rozwijac
na utamki ciggle wszystkie ilosci pierwiastkowe, w ktérych pod
znakiem pierwiastku znajduje sie liczba catkowita, rowna kwa-
dratowi zupetnemu (»*) powiekszonemu o 1. Przykiad poprzedni
odnosi siewtasniedo tego przypadku, gdyz: 1~17="16-(-1="42-]-1.
Tutaj wiec: m— 4. W podobnym przypadku bedg jeszcze: PI0 =
= VW -f 1, J26= "5*+1; IX37 = lit d

402. Jako dalszy przyktad wezmy /42. Liczba catkow
najwiecej zblizong do wartosci tego pierwiastku jest 6, przyjmujac
wiec tez same oznaczenia, ktérych juz tyle razy uzywalismy, be-

dzie al= 6, a nastepnie: x — al= 12— 6, skad: xt — ——-—-—=

= —=--—. Zamieniajgc ten utamek na utamek z mianownikiem

V42 - 6
Wymiernym, otrzymamy:
P42 -j- 6 N2+ 6 PA2-T6
(V42 — 6) (142 + 6) 42 — 36 6

Aby znalez¢ liczbe catkowita najwiecej zblizong do x1,
zwréémy uwage na to, ze b42 jest réowny 6 wiecej pewna ilosé,
mniejsza od jednosci, zatem 142 -j- 6 jest rowne 12 wiecej pewna
ilos¢, mniejsza od jednosci. Jezeli teraz 142 -j- 6 podzielimy przez 6,
otrzymamy na iloraz 2 wiecej pewna ilos¢ mniejsza od jednosci.

. . . - . V42 4- 6
Zatem liczbg catkowita, najbardziej zblizong do -----g- —  be-
dzie 2, czyli «3= 2. Dalej bedzie:
c @ J/iA2 4-6 42— 6
6 ~~6~
skad:
6
= n
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Czynigc mianownik wymiernym w tym ostatnim uftamku,
otrzymamy:

6 ("~ + 6) _ 6+42 + 6) _ M , 6

2~  (#+2 - 0) +42 + 6) 6 r
Liczbg catkowita, najblizsza x 2bedzie tutaj 12; przeto: «s=12,
a nastepnie:
Xx2- a3= y42 + 6- 12= 142 — 6,
skad:
_ i _ 1
3 x2—a3 k42 — 6

Powtarzajgc poprzednie rozumowanie i rachunek, znajdzie-
my ze:
1 6
«4= 2;x4- -
x3— a4 1+2 — 6"
skad: ab= 12,it. d.

| tutaj widzimy, jak w przyktadach poprzednich, ze dziatanie nigdy
sie nie skonczy, gdyz na zadng z ilosci x nie otrzymamy wprost
wartosci catkowitej. Szukany utamek ciggly nieskonczony bedzie:

V42 — 6 + 2+1

12+ 1
1
12+1

Podobny rachunek, zastosowany do wyrazenia Vm2+ m,
da nam:
I m2+ m= m+
2+ 1
2 m+1

2T 1
2m+ e, .

Powtérzenie tychze samych rozumowan w nastepnych przy-
ktadach pozostawiamy czytelnikowi:



1) V48, tutaj bedzie: al= 6, a2= 1, a3= 12, a4
ab= 12 t. d. skad:

1
~Noo= 6+ 1+1
124-1
1+1
12-
2) Km2+ 2m= m-j-j |~
2w 4-I|
1+1
2ma-. .
3) rn = 6+
5+1
i+ i
124-1
1+1
54-1
1+ 1
12+ ...

Utamki ciagte, otrzymane w poprzednich rozwinieciach, sg
nietylko nieskoriczonymi, ale nadto takimi, ze w kazdym z nich
mianowniki ogniw powtarzajg sie w tym samym porzadku. Tak
np..w rozwinieciu k37 powtarza sie mianownik 12; w rozwinie-
ciu 442 powtarzajg sie mianowniki 2 i 12; w rozwinieciu V47 po-
wtarzajg sie mianowniki 1, 5, 1, 12 i t. d. Tego rodzaju utamki
ciggte nieskonczone nazywajg sie peryoclycznymi. Zbyteczng nie-
mal rzecza jest dodawacd, ze Die sg one jedynymi utamkami ciggty-
mi nieskonczonymi; oprécz nich sg jeszcze utamki ciggte nieskon-
czone i nieperyodyczne.

Utamki ciggte peryodyczne powstajg zawsze z rozwiniecia
ilosci pierwiastkowych stopnia drugiego. Dowiedziemy w dalszym
ciggu wykitadu, ze utamek ciagty peryodyczny moze byé zawsze
zamieniony na ilo$¢ pierwiastkowg stopnia drugiego, gdyz jest on
réwnym jednemu z pierwiastkéw réwnania stopnia drugiego. Mo-
zna dowies¢ dalej, ze i odwrotnie ilo$¢ pierwiastkowa stopnia dru-

Algebra. 20
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giego daje w rozwinieciu zawsze tylko utamek peryodyczny. Do-
wiedzenie tej drugiej czesci, podane po raz pierwszy przez Lagran-
ge'a, przechodzi poza ramy niniejszej ksigzki. Inne ilosci niewy-
mierne daja rozwiniecia nieskonczone i nieperyodyczne.

403. Poznawszy sposoby otrzymywania utamkéw ciagh
zajmiemy sie teraz ich wiasnosciami. Przypus¢my, ze mamy uta-
mek ciagly jakikolwiek (t. j. skonczony lub nieskoriczony):

€= ax-\ 2\ 1

+ 1
a

Jezeli, zaczynajac od ai, wezmiemy jakakolwiek liczbe utam-
kéw czgstkowych, i na ostatnim z nich zatrzymamy sie, wtedy
otrzymamy pewien utamek ciagty skonczony. Utamek ten moze-
my zamieni¢ na utamek zwyczajny; wykonawszy te zamiane, otrzy-
mamy utamek, ktéry nazywac bedziemy reduktem lub przyblize-
niem danego utamka ciagtego.

Tak np. zamieniajgc utamki ciggte skonczone:

- , lub lub =
a2+ 1 a2+ 1
1

ad
i t. p. na utamki zwyczajne, otrzymamy rézne przyblizenia czyli
redukty danego utamka ciagtego. Dla odréznienia jednego reduktu
od drugiego, oznaczamy kazdy dodaniem do wyrazu ,przyblizenie"
lub ,redukt” liczby porzadkowej, pokazujacej ile ogniw utamka
ciggtego wchodzi do skladu tegoz przyblizenia. | tak: przyblize-
niem pierwszem bedzie  (w razie, gdyby w utamku ciagtym pierw-
szej catkowitej nie bylo, bedziemy pisa¢ jako pierwsze przyblize-
nie”); przyblizeniem drugiem bedzie utamek zwyczajny, powstaty

z zamiany ai -|——na utamek; przyblizeniem trzeciem utamek zwy-
2

czajny, powstaty z zamiany:
1

* «2+ ]
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i t. d.; iw ogo6lnosci przyblizeniem n-tem bedzie utamek zwyczaj-
ny, powstaty z utamka:
a\"4 4
“11
a3+ e

Kazde przyblizenie oznacza¢ bedziemy w ten sposob: 3F/) ; dla

pokazania zas, o ktérem przyblizeniu jest mowa, przy liczniku P
i mianowniku Q pisa¢ bedziemy u dotu wskazéwke, wyrazajacg
miejsce, jakie przyblizenie zajmuje w szeregu wszystkich przybli-

zen. Mianowicie: przyblizenie pierwsze bedzie: P , przyblizenie

. P o . P . o P,
drugie: -y~, przyblizenie trzecie: iwogole przyblizenie w-te: ™ .
w2 ~3 y«
To ostatnie bedziemy pisa¢ niekiedy dla skrocenia bez wskazéwek
P
dolnych tak:

Q
Tym sposobem bedzie:
P, P2 , 1 p3_ i
eT“ al, Q7_ o 1+ N @_al + 82+ I '

i t d.; wogdlnosci:

| “bf =»m+sm

X (-
m+1
ar
404. W § 399 byt pokazany sposob, jakim kazdy z t

utamkoéw ciggtych moze by¢ zamieniony na utamek zwyczajny.
Mozemy go tutaj bez watpienia zastosowa¢ i otrzymaé war-

P P P
tosci -yt , {/)/ . Lecz sposob ten jest diugi, a nadewszystko
i
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uzywajac go, nie tatwo odkry¢ zwigzek, jaki zachodzi pomiedzy
rozmaitemi przyblizeniami —P Dlatego tez to podamy tutaj inny
spos6b wynajdywania wszystkich przyblizen.

Przyblizenie pierwsze, jak wiemy, jest takie:

Qi
Przyblizenie drugie otrzyma sie, wiaczajac w wyraze-
niu  -[- — catkowitg z utamkiem w utamek. Bedzie wigc:

P2 uo2-j- 1 l

o iy ag ()
Przyblizenie trzecie otrzymamy ze zwiniecia utamka ciggtego:

.1
1

R6zni sie ono od poprzedniego tern, ze dobrane zostato jeszcze

jedno ogniwo —, ktore nalezy do mianownika a2

Zamiast wiec wykonywac¢ zamiane tego utamka na zwyczajny,
mozemy takze powiedzieé¢, ze przyblizenie to otrzyma sie z przy-
s . P . . 1 .
blizenia poprzedniego podstawiajgc w niem a2-j-----zamiast ar

«S
Ta uwaga jest zasadniczg i stuzy do wynalezienia zwigzku pomie-

dzy nastepujacemi po sobie przyblizeniami. Bedzie wiec:

P3 A1 fll (Fla+x ~ ) +

w“ u+ + + 1 «2+ _

czyli:

Pj
a3 a2a3-(-1
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Mnozac licznik i mianownik ulamka, bedacego na drugiej
stronie réwnosci, przez a3 w celu pozbycia sie mianownika, i zno-
szac nawias otrzymamy:

__alafl3-(- -j- a3

Q3~ axn3-f 1
a wylgczajac a3z dwoch wyrazéw licznika za nawias, bedzie:
1) a3+ fh
Qs aza3 4" 1
Jezeli teraz poréwnamy ten wypadek z wartosciami przybli-
zen: . i - przekonamy sie, ze przyblizenie trzecie

Pj_PZza\ P\
Qiai 4" Qi
gdyz ilos¢ ala2-\- 1 w liczniku jest réwna P2, al jest licznikiem
przyblizenia pierwszego, a wiec = P1; «2w mianowniku jest mia-
nownikiem przyblizenia drugiego, t.j. Q2, nakoniec 1 jest mia-
nownikiem przyblizenia pierwszego.
Gdybysmy chcieli z tego przyblizenia otrzymac¢ nastepnie
przyblizenie czwarte, to jest:

P4 11
04= «i+ ar+ 1

azd~jL
aA’

wtedy nalezatoby we wzorze (2) podstawi¢ a3-(- 5 zamiast a3 Czy-
nigc to znajdziemy:
P,_ jp»@{B3+ )+ P1.
s+ ~j + Qi
znoszgc nawias w liczniku i mianowniku drugiej strony, bedzie:

. A a3+ P\ + “,
Ji 4

N Qes4-Q+ "2
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mnozac za$ licznik i mianownik tego ostatniego utamka przez a4,
otrzymamy:

Pi_ (P&3+ Fijai+ P2
Q (8273 4" Qi) ai “4 Qz
Jezeli zwrdécimy uwage na to, ze podiug wzoru (2): P 2a3 4~
Px= P3, aQ2a3-(- Qt — Q3, i wartosci te podstawimy w réwnos¢é
powyzszg, wowczas otrzymamy ostatecznie:

Ps  »wmad~A m
Q& Qiai 4~ x
Widzimy z tego, ze przyblizenie czwarte jest utamkiem, kté-

rego licznik jest réwny licznikowi przyblizenia trzeciego, pomno-
zonemu przez mianownik utamka czgstkowego czwartego, wiecej
licznik przyblizenia drugiego; mianownik za$ jest réwny podobnie
mianownikowi przyblizenia trzeciego, pomnozonemu przez mia-
nownik ulamka czgstkowego czwartego, wiecej mianownik przy-
blizenia drugiego.

Tak samo jak znalezliSmy przyblizenie czwarte, moglibysmy
znalez¢ i przyblizenie pigte; — mianowicie nalezatoby w réwnosci (3)
podstawi¢ at -)- — zamiast a4 i postepowac jak wyzej. Otrzyma-

°5

libySmy wtedy:

P5 Pa +_P3

Qs Qiai 4~
skad okazuje sig, ze licznik i mianownik pigtego przyblizenia w po-
dobny sposéb jest utworzony z wyrazow przyblizen: czwartego
i trzeciego, a takze i mianownika ogniwa pigtego, jak byt utworzo-
ny licznik i mianownik przyblizenia czwartego z wyrazéw przybli-
zen trzeciego i drugiego i z mianownika ogniwa czwartego. Mo-
zemy wiec zapytac sig, czy ten sposob tworzenia sie kazdego przy-
blizenia z dwéch poprzednich i z mianownika ostatniego ogniwa,
na ktérym zatrzymujemy sig, jest ogélny, t.j. czy daje sie zastoso-
wac do wszystkich przyblizen? Aby na to pytanie odpowiedzieé,
uzyjemy tutaj tego sposobu rozumowania, ktéry nazywamy in-
dukcyg matematyczng. Mianowicie: wezmy pod uwage utamek
ciggty:
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i przypusémy, ze pomiedzy przyblizeniami: Ve
« —

(z ktérych pierwsze odpowiada mianownikowi an—2, drugie a, _i
trzecie za$ mianownikowi a,) zachodzi taki zwigzek, jaki widzie-
lismy np, dla przyblizen drugiego, trzeciego i czwartego, to jest, ze:

7 n_ P«—1Q -j- Pn—=2

M~ On-la,+ Qn_2"
czyli innemi stowami, przypusémy, ze Pni Qn sg utworzone podiug
takiego prawa:

Pn— Pn—1On“F Pn—21 (n —1 ~F~On—2-
Dowiedziemy, ze tenze sam zwigzek zachodzi¢ bedzie pomie-

P P, . P . . . .
” ” 1-, to jest, ze i nastepne przyblizenie bedzie
Qn—1 @ o I

utworzone podtug tegoz samego prawa. W tym celu nalezy tylko

zwrdéci¢ uwage na to, ze przyblizenie an‘n+ 1tworzy sie przez dobra-
P

¥

nie do tej czesci utamka ciggtego, z ktdrej powstato W jeszcze

ogniwa = ze zatem przyblizenie P otrzymamy z przybli
an+1’ n +i

zenig \Ij\h podstawiajgc w niem a,, §------ ;1-]: zamiast a,. Bedzie wiec:

snei DIt ) TP e?

Q"+1 Qn-Jan+ \ —- )+ & L

skad, znoszac nawiasy w liczniku i mianowniku:



312

Pn—an  Pn—2+ Tt
P« i n— n— 1
&+~i’
Qe+l ™ 1B —2+ .
+1

mnozac za$ licznik i mianownik drugiej strony przez a,.pi, bedzie:

Pnl-1 (Pti—1Ai+ + —+ «n+1+ -Po—1
fti+1 (@x—1 + O—) an+ 1+ —1
Jezeli teraz zwrécimy uwage na to, ze podtug zatozenia:
Pn—1wth4Pn—2 Pnit h—16n 1 ;2 i
otrzymamy ostatecznie:
Pn+1__ Pn”n+lA-Pn—1
n+1 an-fl+ h—1 "’

ta ostatnia rownos¢ pokazuje nam, ze podiug tegoz samego pra-
p mP n—
wa jest utworzone przyblizenie y+—1z przyblizen + i - 1 ima-
! prey ¥h+ 1 I5i

nownika a, + i.

Skoro za$ widzieliSmy, ze poditug tego prawa byto utworzone
przyblizenie pigte, przeto na zasadzie dowiedzionego twierdzenia
w tenze sam sposob bedzie utworzone i przyblizenie szoste, przeto
podtug tegoz samego prawa bedzie utworzone i przyblizenie sié-
dme i t. d., t j., ze znaleziony powyzej sposéb tworzenia sie ko-
lejnych przyblizen jest ogélny. Mozemy zatem powiedzieé, ze:

Licznik kazdego przyblizenia, zaczawszy od trzeciego, jest ro-
ivny licznikowi przyblizenia poprzedzajgcego, pomnozonemu przez
mianownik tego ogniwa, na ktérym sie zatrzymujemy, wiecej licznik
przyblizenia przed-poprzedzajacego; mianownik jest takze w ten sam
sposob zwigzany z mianownikami dwdch przyblizen poprzedzajgcych
i mianownikiem ogniwa, na ktérym sie zatrzymujemy.

Np. Niech bedzie dany utamek zwyczajny: 1:47. Rozwingw-
szy go na utamek ciggty (sposobem podanym w § 395), znajdziemy:
151
a7 U4 2+ 1
3 + I_
2 +1

1
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Przyblizenia kolejne tego utamka ciggtego beda:

Pi

Qi

p.

Q =T°+ Y =2

p3 Pa .3+ + 1.3+

Q3 Q2m3+ ox " 2.3,.

P< 3.2+ 1 7
7.2+ 2 16 -

Ps 7.1+ 3 10

05 6.1+ 7 23"

pr  10.4+7 47
e 23.4+ 16 - 108 '
p. 47 3+ 10 151

' 108.3 + 23 347

Ostatnie przyblizenie jest réwne wartosci utamka danego,
jak powinno by¢.
Jako drugi przyktad wezmiemy rozwiniecie, dane wyzej VAc2.

™2 6+ 5+1
2T1
2+ 1
12+....

Przyblizenia kolejne tego utamka ciggtego beda:
+ = 6

ol 1

Po _ 6+ J1=1#4?
R~ ~ 2 2

Rg 13.124-6_ 156+ 6 162

@ 2.12+t1 24+1: 25

Pt 162.2 + 18 337

+ 25 .2+ 2 52
i tak dalej; — tu oczywiscie szereg tych przyblizeh nigdy sie nie
skonczy. Kazde z nich mozemy wzig¢ za przyblizong wartos¢ P42;
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odpowiadajgce mianownikom:

dn —1j 1 J-1j
. Pn
i znajdZzmy najprzod réznice pomiedz — i y", anastepnie po-
J y najp ep eyv\h_l B;W epnie p
miedzy "7 ®PN* 1 Bedzie:
Qn Yfns
Pn Pn—1 PnQn-1- Pn—-1Qn
Qn Qn —1 Qn—1 Qn
i dalej:
Pn+ 1 Pn Pn+1Qn-Pn Qn+ 1
Qn + 1 Qn * Qn  Qn+ 1
Lecz poniewaz, podtug prawa tworzenia sie przyblizen mamy:
Pnfl= Pna,+ 1-(-Pn—-2 Qn+ 1== Qn«n+ 1“f- — 1(8 404)
przeto:
Pn+ 1 Qn+ 1= (-2« +1%- Pn=1DQn
— Pn (Qn ®n+ 1 \=Q* — 1) i
czyli:
Pn 1 * Qn X1 -— Pn—1 Qn Pn Qn— 1.
A ze licznik réznicy poprzedniej byt:
Pn Qn-1-— P'n—1 Qn,
przeto:

P+ 1 Qn PnQn+1- — {PnQn-1 Pn — 1 Qn)-

Ta réwnos$é pokazuje nam, ze licznik réznicy pomiedzy dwo-
ma przyblizeniami: (n -(- I)-tem i m-tem jest réwny co do swojej
liczebnej wartosci licznikowi réznicy pomiedzy przyblizeniem n-em
i (n — I)-em, a tylko ma znak przeciwny. A Ze te przyblizenia sg
jakiemikolwiek w szeregu wszystkich przyblizen, przeto mozemy
stad wyprowadzi¢ wniosek, ze licznik réznicy dwoch nastepujacych
po sobie przyblizen jest staty co do swojej liczebnej wartosci; znak
tylko w nim kolejno sie zmienia. Lecz widzieliSmy wyzej, ze licz-
nik réznicy pomiedzy np. trzeciem adrugiem przyblizeniem jest —4,
wiec we wszystkich roznicach licznik ten jest takze = 1, tylkojznak
przed nim moze by¢ -j- lub —, stosownie do miejsca, jakie zajmu-
ja uwazane przyblizenia w szeregu wszystkich przyblizen. Miano-
wicie: licznik réznicy pomiedzy drugiem a pierwszem przyblize-
niem jest -j- 1; licznik réznicy pomiedzy trzeciem a drugiem przy-
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blizeniem jest — 1; licznik réznicy pomiedzy czwartem a trzeciem
przyblizeniem bedzie znowuz -(- 1, i t. d. Wogdle wiec licznik
roznicy' pomiedzy dwoma przyblizeniami po sobie nastepujacemi
bedzie wtedy — 1, gdy odejmujemy od przyblizenia porzadku nie-
parzystego przyblizenie poprzedzajace; w przeciwnym razie licznik
ten jest -)- 1. Wyrazi¢ to mozemy w ten sposob:
Pn+i P, + 1
Qn+ 1 Qn Qn Qn -1

lHoé¢ (— 1)1+ 1 stuzy tutaj do oznaczenia znaku réznicy;
liczebna warto$¢ jej jest zawsze 1: poniewaz ilo$¢ ujemna, podnie-
siona do potegi parzystej, daje wypadek dodatni, a podniesiona do
potegi nieparzystej daje wypadek ujemny, przeto znak przy
(— 1)”4 1bedzie wtedy jezeli n -f- 1 bedzie parzyste, a — wte-
dy, gdy n -(- 1 bedzie nieparzyste.

Znoszac mianownik w réwnosci (1), otrzymamy inne wyra-
zenie tej samej wiasnosci:

Pn+1Qn- Pn& +!= (- D)"~1.... (2.

407. Jako bezposredni wniosek z powyzszej wypada wia-
snos¢ nastepujaca:

Licznik i mianownik kazdego przyblizenia sa liczbami pierwsze-
mi wzgladem siebie.

W rzeczy samej: przypusémy, ze najwiekszy wspolny dziel-

P«

nik dla licznika i mianownika przyblizenia jest d. Wtedy

iilos¢ Pn+i Qqn— PnQn+ 1musi by¢ podzielng przez d, gdyz Pn
i Q,sa osobno podzielne przez d. A ze:
P«+1Qn - Pn Q«+ 1= (= 1) «+ 1,
przeto i druga strona powyzszej réwnosci musi by¢ podzielng
przez d. Lecz warto$¢ tej drugiej strony jest + 1, stosownie do
tego czy n -j—1 jest parzyste lub nie, wiec i d nie moze by¢ ro-
zne od 1.
408. Catkowita wartos¢ x utamka ciggtego
1

a, -f-
a2+ e
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jest zawarta pomiedzy dwoma po sobie nastepujgcemi przyblizenia-
pn

mi, t. j. jezeli jest wiekszg od przyblizenia . , to bedzie mniejszg
Wn

Pn
od przyblizenia nastepnego .. ” i odwrotnie.
Wh+ 1

Do tego wniosku przychodzimy, zastanawiajgc sie nad tem,

z czego sie sktada kazde przyblizenie. Pierwsze przyblizenie jest ax
jest ono widocznie mniejsze od catkowitej wartosci utamka ciggte-
L . > 1

go X, gmdyz opuszczamy tutaj cze$¢ dodatnig a2 \\
a3+

Drugie przyblizenie powstato z ax jest ono wigksze od cat-

kowitej wartosci x utamka ciagtego, gdyz tutaj opuszczamy czesé
1
«3+ 1

ai+ meee
aby otrzyma¢ warto$¢ x. Biorac «2 zamiast prawdziwego mia-
nownika, bierzemy mianownik za maty, a wiec warto$¢ utamka,

, ktorg nalezy doda¢ do samego mianownika

powstatego z ax-j- _é bedzie za wielkg w poréwnaniu do x. 11.d.,
a

rozumowanie to mozemy rozciggna¢ do wszystkich nastepnych
przyblizen.

Lecz toz samo twierdzenie dowiedziemy innym sposobem.
W tym celu zachowajmy dla gtoski x toz samo znaczenie jak do-
tad, t. j. uczynmy:

1
= «j4
®2 +m
4-1
Li
41!+
+ 2--\~....)
1> 20
oznaczmy dalej przez i . dwa po sobie nastepujgce przy-
Wh— Wh
blizenia, i postarajmy sie znalez¢ réznice x — "~ X - Je-

wn —1 Wn
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zeli sie okaze, ze te roznice w kazdym przypadku majg znaki prze-
ciwne, wtedy twierdzenie bedzie dowiedzione, gdyz z tego wy-

p
padnie, ze jezeli x bedzie np. wieksze od rr— _, wtedy toz samo x

p
bedzie mniejsze od i odwrotnie. Aby znalez¢ wspomniane wy-
Wn

zej réznice, wyrazimy najprzéd x pod taka postacia, pod jaka
przedstawiaja sie wszystkie przyblizenia.
Na zasadzie prawa tworzenia sie przyblizen mamy:

Pn 1 Pn w1 | P oo
Qn j‘l Qn -f1+ Qn-1

Gdybysmy chcieli z tego przyblizenia otrzymac przyblizenie

nastepne, woéwczas nalezaloby w niem zamiast «mt+ i podstawic

an+ l.-j- ttr_1m_2. Lecz, gdybySmy zamiast a,+ i w wyrazenie na
+

I, podstawili:

Qn-

an-i-1 a»+2+| 1

an+ 3~\~m .)
to jest ten utamek ciggty, jaki otrzymamy, biorgc wszystkie utamki
czastkowe danego utamka ciagtego od a,a i az do konca, wtedy

p
oczywiscie z przyblizenia yr~ -otrzymalibySmy catkowitg wartos¢
Whn+ 1
utamka ciggtego.
Jezeli wiec uczynimy:

= an+i-f
y Mn+2

[

®n + 3 'j"’ *
wtedy podstawiajac y zamiast an+ i w wyrazenie nayy— , otrzy-
Wh + 1

mamy warto$¢ catkowitag ulamka ciagtego. Zwracamy uwage
czytelnika nato, ze ilo$¢ y ma takiez samo znaczenie, co i xn w § 396.
Bedzie zatem:

X =. P«y 'l“ﬁ‘(_i'

QnlJ - Qn—1 D
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To bardzo wazne wyrazenie stuzy¢ nam bedzie nietylko do
znalezienia szukanych réznic x — p- ~ ix P”, ale nadto w wie-
Nh—1 Q
lu innych przypadkach.
Wyraziwszy tak x, poszukajmy teraz réznic wymienionych
wyzej. Bedzie:
__ pPn—1 PH4~-Pn—1 Pt
Nn—1 Quy“t Q"—1 Qr—1
czyli, sprowadzajac utamki drugiej strony tej réwnosci do jedna-
kowego mianownika:
Pn— PhnQ+—24 Pn—40On-1 Pn4dnV Pn4Qn—1
Qn-1 (Qy -j~ Q) QO+
skad, po zrobieniu redukcyi wyrazéw podobnych i wytgczeniu y za
nawias z wyrazéw pozostatych:
P2 {PnOr31 Pn-1QnV
Qo Q- 1{Qny Q)

Podobnie dla znalezienia réznicy x —

@

Pn _ podstawmy  za-
miast x jego warto$¢ Z réwnosci (1). Otrzymamy:
. __Pnv Pn—1 Pn
&) QV-)-n—1 O
postepujac za$ z drugg strong powyzszej réwnosci tak samo, jak
p

postepowalismy przy x ----- V\gna{dziemy ostatecznie:
Pn Pn—1 Qn — Pn Qn—1 (3
Qn Qn (Qry -j- en—1)

Poréwnywajac z sobg drugie strony réwnosci (2) i (3), widzi-
my, ze one koniecznie majg znaki przeciwne. Gdyz mianowniki
ich sg dodatnie, réwniez jak i ilos¢ y, znajdujgca sie w liczniku
drugiej strony réwnosci (2); znaki zatem drugich stron tych ré-
wnosci zaleza od ilosci: P, Q,-i — Pn-1Qn iPn-1Qn — Pn Qn-1-
Widoczna zas$ jest rzeczg, ze ilosci te maja znaki przeciwne.

p P
Jezeli wiec x jest dodatnie, t.j. jezeli x > ,wte-
Wn—1 Qn—1

dy x --—--- musi by¢ ujemne, t.j. musi by¢ x < ~ P;ni odwrotnie
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P P
jezeli x < yr--— wtedy bedzie: x > .” m Nieréwnoéci te czesto
wyrazajg w ten sposoéb:

albo bedzie: vr-— < £ < 47~ |

amro fy Pozls w5 P

Poniewaz poditug wilasnosci dowiedzionej w paragrafie 406,

— P, <%= (=D,
przeto réwnosci (2) i (3) moga by¢ tak napisane:

Pn-1 (- by - -
Qn-1  —{Qny -j- D’
Pn ™1

oy n @V -j- On—D S

Gdybysmy chcieli, na zasadzie tych réwnosci, znalez¢ war-
to$¢ roznicy pomiedzy x i ktéremkolwiek przyblizeniem, wtedy
w jednej lub drugiej rownosci nalezatoby zamiast n podstawi¢ od-
powiednig liczbe. Tak np. chcac znalez¢, jaki znak ma réznica po-
miedzy x i przyblizeniem pierwszem, nalezy albo w réwnosci (4)
uczyni¢ n = 2, albo w réwnosci (5) uczyni¢é n — 1. 1 jedna i dru-
ga réwnos¢ pokazuje, ze ta roznica jest dodatnig, wiec x > A
Podobnie czynigc w réwnosci (5) n= 2, lub w réwnosci (4) n= 3,
wypada, ze réznica pomiedzy X i l;/I22jest ujemng, czyli ze x < p,,2,

i t. d. Wypada stad, ze wogole: x jest wieksze od kazdego "przybli-
zenia porzadku nieparzystego, a mniejsze od kazdego przyblizenia po-
rzadku parzystego.

401). Tez same réwnosci (4) i (5) pokazuja nam zarazem
i nastepujacg wlasnos¢ utamka ciagtego:

Kazde przyblizenie jest blizsze catkowitej wartosci utamka cig-
gtego, anizeli przyblizenie poprzedzajgce.

W rzeczy samej: druga strona réwnosci (5), paragrafu 408,
wyrazajgca réznice pomiedzy x i ktéoremkolwiek przyblizeniem,
jest mniejsza co do swojej liczebnej wartosci (t. j. bez wzgledu na
jej znak) od drugiej strony réwnosci (4), wyrazajacej roznice po-

Algebra. 21
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miedzy X i przyblizeniem poprzedzajgcem. Gdyz vy jest wieksze

od 1,i Q,. mniejsze od Q,; przeto —> -i-, skad i
— oy

y

Q—1@Qny -+ @)~ on @ny  on- )
Jest wiec: X — P X — Pn (po opuszczeniu znaku),

Qn-1" ~ n
czyli: roznica pomiedzy x i przyblizeniem w-tem jest mniejsza
liczebnie od réznicy pomiedzy x i przyblizeniem poprzedzajgcem.
Tworzgc wiec coraz dalsze przyblizenia utamka ciggtego, zblizamy
sie coraz bardziej do jego catkowitej wartosci.

Przyblizenia porzadku nieparzystego sa mniejsze od tej war-
tosci, przyblizenia za$ porzadku parzystego wieksze od niej. Gdy-
bySmy przeto oddzielnie ugrupowali przyblizenia nieparzyste i od-
dzielnie parzyste w dwa nastepujace szeregi:

Pi  pP* Pt

Qi ' q, B!

P, p* p 6

2 ot XK'''
wtedy utamki pierwszego szeregu zblizatyby sie coraz bardziej do x
rosngc, wyrazy zas drugiego szeregu zblizatyby sie ciggle do x ma-
lejagc; samo zas$ g jest zawsze zawarte pomiedzy dwoma odpowie-
dnimi wyrazami tych dwoch szeregéw.

410. Roznica pomiedzy catkowitg wartoscig utamka ciagtego
ajakiemkolwiek przyblizeniem jest mniejsza liczebnie od utamka,
ktérego licznikiem jest jednos¢, a mianownikiem iloczyn z mianowni-
ka uwazanego przyblizenia i mianownika nastepujacego.

A takze: réznica pomiedzy catkowita wartoscig utamka ciggte-
go a jakiemkolwiek przyblizeniem jest mniejsza od utamka, ktérego
licznikiem jest jedno$¢, a mianownikiem kwadrat z mianownika
uwazanego przyblizenia.

W rzeczy samej: jezeli wezmiemy dwa przyblizenia po sobie
nastepujace i P4 , wtedy catkowita warto$¢ utamka ciagte-

Q O+l

go X jest zawarta pomiedzy temi przyblizeniami; a wiec roznica
pomiedzy x i ktéoremkolwiek z nich jest, liczebnie biorac (t. j. bez
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wzgledu na znak), mniejsza od r6znicy pomiedzy samemi przybli-
zeniami, czyli
_Pn P,+1 P,

Qn Q»+1 Qn '
Lecz

Pn+l _ P, = (~ 1)« +1
Um+ 1 on Qn QOn 1
gdzie licznik (— 1Y +1 jest réowny + 1 stosownie do tego, czy
n 1jest parzyste czy tez nieparzyste.
Zwracajac zatem uwage tylko na liczebng wartos¢ tego liczni-
ka, ktéra jest rowng 1, mie¢ bedziemy:
1
<
A n+1
W tej nierdwnosci zawiera sie pierwsze wyrazenie réznicy
pomiedzy wartoscig catkowitg utamka ciagtego a ktéremkolwiek
przyblizeniem.

Jezeli teraz zwrécimy uwage na to, ze ze sposobu tworzenia
sie przyblizen:

< ]
wtedy, mnozgc obie strony tej nieréwnosci przez Qn, wypadnie, ze i:
Q2< MQOn+ 1
Utamek przeto jest mniejszym od utamka -J 2, gdyz
Qn Qm)l

przy réwnych, licznikach drugi ma mianownik mniejszy. A ze:

X — % jest mniejsze od n 'é»---- przeto tembardziej bedzie:

n Qn-\I
Pn 1
< Qn2’

i to jest drugim sposobem wyrazenia roznicy pomiedzy przyblize-
niem i catkowitg wartoscig utamka ciagtego.

Nalezy tu jednak zaznaczy¢, ze pierwszy sposob daje daleko
doktadniejszg granice biedu, jaki popeiniamy, biorgc zamiast x
ktorekolwiek przyblizenie, anizeli drugi; za to drugi sposéb jest do
rachunku dogodniejszy, gdyz nie wymaga obliczenia wartosci mia-
nownika przyblizenia nastepujacego.
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411. Wartosci przyblizone wzgledem x, otrzymane z ul
koéw ciagtych przez oznaczenie réznych przyblizen tegoz utamka
ciggtego, maja jeszcze te whasnos¢, ze, przy réwnym stopniu przy-
blizenia, sg wyrazone w najprostszych liczbach. Mianowicie: mo-

zna dowiesé, ze jezeli jakikolwiek utamek V—, nie wchodzgcy do

szeregu przyblizen P bardziej sie zbliza do x, anizeli ktérekolwiek

p

przyblizenie * , wtedy utamek ten musi by¢ wyrazony wigkszemi

liczbami, anizeli toz przyblizenie; przynajmniej mianownik tego

utamka musi by¢ wiekszym od mianownika uwazanego przyblize-

nia. Te wilasnos¢ przyblizen wyrazic mozemy w nastepujacy
sposob:

v C ,

Jezeli jakikolioiek utamek — zbliza sie wiecej swojg wartoscig

do & (t. j. do catkowitej wartosci utamka ciagtego), anizeli przybli-

zenie P , wtedy mianownik s tego utamka musi by¢ wiekszym od
Wn

mianownika Qn

W rzeczy samej: zauwazmy najprzod, ze skoro L jest wiecej
zblizone do x, anizeli ?) to tembardziej r bedzie wiecej zblizone

p
do x, anizeli przyblizenie poprzedzajgce j=r— m Poniewaz za$ x
jest zawarte pomiedzy dwoma po sobie nastepujacemi przyblize-

niami i- a utamek — zbliza sie wiecej do x, anizeli kazde
on-1 | B s g Wigeel
Z nich, przeto ten utamek Y musi by¢ takze zawartym pomiedzy

P P

N Réznica wiec pomiedzy utamkiem L i ktéremkol-
‘th—1 WA S

P
wiek z przyblizen —V musi by¢, liczebnie biorgc, mniejsza od
réznicy pomiedzy samemi przyblizeniami, t. j. powinno by¢:

r _Pn-i Pn_ P«-i

S On- 1 On Q.,t—1
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Sprowadzajgc utamki na pierwszej stronie powyzszej nie-
rownosci do jednakowego mianownika, i majac wzglad na to, cze-
mu sie rowna réznica pomiedzy dwoma przyblizeniami po sobie na-
stepujacemi, otrzymamy:

rQ,_i—s _ 1
s Qn—i QnQn—i
Lecz poniewaz r,s, P, _ti sg liczbami catkowitemi,
przeto i ilos¢ r Qn_ i — s P, _ i musi by¢ takze liczbg catkowita,

zatem co najmniej réwng jednosci. Aby wiec utamek na pierwszej
stronie moégt by¢ mniejszym od utamka na drugiej stronie niero-
wnosci napisanej wyzej, powinno by¢:

Sn—1 O,
skad: s > Q,.

| tak jezeli utamek — jest blizszym catkowitej wartosci x

utamka ciagtego, anizeli przyinZenieF.) , to przynajmniej mia-

nownik jego s musi by¢ wiekszym od mianownika Qn. Ze wszyst-
kich zatem wartosci utamkowych przyblizonych do x w réwnym

stopniu, utamek 1191 jest najprostszym.

412. Ta wiasnos¢ nadaje szczegdlng ceche i zarazem zna
nie przyblizeniom, ktére tutaj nalezy nam wyjasni¢. Wartosé
przyblizong pewnej ilosci x, ktdrej dokladnie nie znamy, lub jej
doktadnie wyrazi¢ nie mozemy, przedstawiamy zwykle w postaci
utamka. Moznaby sadzi¢, ze im wiegkszy jest mianownik tego
utamka, tem wiekszy jest stopien przyblizenia i tern utamek ten
jest blizszym oznaczonej ilosci. Bardzo czesto w rzeczy samej ma
to miejsce; ze tak jednak nie jest w ogolnosci, pokazuje nastepu-

6
jacy przyktad. Wezmy pod uwage trzy utamki: — , — 7‘
Sprowadzajagc je do jednakowego mianownika, otrzymamy: 22,

" 0S’ co P°kazuje> ze utamek ~ jest zawarty pomiedzy utam-

kami _ i . Ot6z moze sie przytrafi¢, ze pewna ilo$¢ x, ktorej
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wartos$¢ przyblizong chcemy oznaczy¢, jest zawarta wprawdzie po-
miedzy i N, ale zarazem jest daleko blizszg anizeli kazde-

go z utamkéw skrajnych. W takim razie, wyrazajgc wartos¢ przy-
blizong ilosci x za pomocag utamkéw z mianownikiem 7, otrzymu-
jemy przyblizenie dalsze od prawdziwej wartosci, anizeli za pomo-
ca utamka z mianownikiem 4. Moze sie wiec niekiedy przytrafic,
ze oznaczajac wartos¢ przyblizong pewnej ilosci, otrzymamy przy
utamku z mniejszym mianownikiem wyzszy stopien przyblizenia,
anizeli przy utamku z wiekszym mianownikiem.

Wiasnosé przyblizen utamka ciagtego, dowiedziona wyzej, po-
kazuje, ze przy uzyciu utamkoéw ciagtych dla oznaczenia wartosci
przyblizonych, ten przypadek miejsca mie¢ nie moze; kazde przy-
blizenie jest ze wszystkich utamkoéw, majgcych ten sam lub mniej-
szy mianownik, najwiecej zblizong wartoscig x.

413. Grdy warto$¢ przyblizong jakiejkolwiek ilosci nie
miernej mamy juz wyrazong w ulamku dziesietnym, wtedy moze-
my te ilo$¢ niewymierng rozwinaé na utamek ciagty przez rozwi-
niecie tego utamka dziesietnego. W tym celu znajdujemy najprzéd
dwie wartosci przyblizone, pomiedzy ktéremi dana ilos¢ jest za-
warta. Zwykle warto$¢ przyblizona jest podana w ten sposéb, ze
prawdziwa wartos¢ jest od niej wiekszg. Dodajgc wiec do ostatniej
cyfry utamka dziesietnego przyblizonego jednosé, otrzymamy dwa
utamki, pomiedzy ktéremi dana ilos¢ jest zawarta. Aby nie wyjs¢
poza te granice, ktére w ten spos6b znajdziemy, nalezy oba te
utamki dziesietne zamieni¢ na utamki ciagte, i zachowaé¢ w otrzy-
manym utamku ciggtym tylko te ogniwa, ktore sg wspdlne w obu
rozwinieciach.

Objasnimy to przykitadem. Przypusémy, ze chcemy zamie-
ni¢ na utamek ciggty stosunek okregu kota do Srednicy, oznaczany
w rachunkach zwykle gtoskg z. Wiemy, Ze stosunek ten jest nie-
wymierny; Ludolph znalazt przyblizong wartos¢ tegoz stosunku,
wyrazong w trzydziestu pieciu cyfrach dziesietnych nastepnych:

3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 5028S.

Pézniejsi matematycy posuneli stopien przyblizenia jeszcze
dalej. Rachunek, w ktorym wszystkie cyfry tutaj przytoczone sa
uwzglednione, ciekawi moga znalez¢ w pierwszej nocie Lagrange'a
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do drugiego tomu algebry Eulera (str. 318 i nastepne). Tutaj ogra-
niczymy sie tylko do pierwszych dziesieciu cyfr dziesietnych.
Zachowujgc przeto te dziesie¢ cyfr, mamy na wartos¢ przy-
blizong
3, 14159 26535.

Dodajac do ostatniej cyfry jedno$¢, znajdziemy, ze prawdzi-
wa wartos¢ na u jest zawarta pomiedzy dwoma utamkami:
31 415926 535 . 31 415 926 536
10 000 00000+ 1 10000 000 0+0 -

Oba te utamki zamieniamy sposobem podanym w § 395 na
utamki ciggte przez postepowanie takie, jakiego uzywamy przy
wynajdywaniu najwiekszego wspoélnego dzielnika. Z ulamka
pierwszego mamy taki szereg ilorazéw:

3, 7,15, 1,292, 1, 1, 6,2, 13, 3, 1, 12, 3;
z drugiego zas:
3, 7,15,1,292, 1,1, 1,4, 1, 1, 1,45, 1, 1,8.
Zachowujac tylko ilorazy wspélne tym dwom utamkom,
otrzymamy takie rozwiniecie ilosci u na utamek ciagty:
*= 3+ 1
7+ 1
15+ 1
1+1
292+

1_
1t
1+
Tworzac przyblizenia tego utamka podiug prawidet poda-
nych poprzednio, znajdziemy nastepujace wartosci przyblizone:
p 1l 2 P3 33 + 355
-3 -, ) )
oi ot 7 4 loe o« 113
Pi 103993 | + 104348 P7 208341
b
o5 33102 " ge- 33215 Q7 66317
Kazdy z tych utamkéw zbliza sie do prawdziwej wartosci n

tak daleko, jak zaden inny utamek z mianownikiem takim samym
lub mniejszym.

22
Przyblizenie drugie byto wartoscig znaleziong zupetnie in-
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ng droga przez Archimedesa. Wartos¢ ta jest wiekszg od X rozni-

22
ca pomiedzy izi -= jest mniejszg, jak wiemy z § 411, od=-— in?.=

o I\ iud
i

“T742
3%5 . .
Utamek -2 jest stosunkiem Adryana. Mecyusza. Jest on

réwniez wiekszym od prawdziwej wartosci z; ale jest daleko wie-
cej przyblizonym do .. anizeli liczba Archimedesa, gdy réznica po-

miedzy * i N jest mniejsza od 33~ , tojest od

333
Utamek , zawarty pomiedzy liczbg Archimedesa i liczbg

Mecyusza, nie jest wcale prostszym od tego ostatniego, jest jednak
daleko mniej doktadnym, gdyz biad, jaki popetniamy, biorac ten

utamek zamiast it, jest zaledwie mniejszym od e Zresztg

mozna poréwnac te liczby z sobg w tatwy sposéb, zamieniajac je
na utamki dziesietne i poréwnywajac tak otrzymane utamki dzie-
sietne z liczbg Ludolpha.

Znajdziemy:

Y = 3342- I'f|] = 3,14150..,; = 3,1415929...

skad widzimy, ze liczba Archimedesa daje juz 3-cig cyfre bledna,
liczba za$ Mecyusza dopiero 7-ma.

414. Pokazemy teraz sposob wynajdywania catkowitej
tosci utamka ciagtego peryodycznego. Okaze sie, ze ta catkowita
wartosc¢ jest zawsze jednym z pierwiastkéw réwnania stopnia dru-
giego, ktdrego wspoétczynniki sg wymierne. Zaczniemy od przy-
ktadéw liczebnych.

Przypus¢my, ze mamy utamek cigglty peryodyczny:

X= 5+
2+ 1
10+ 1
2+1

10+ ... do nieskoricz.
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Oznaczmy przez y calg te czes¢ utamka ciggtego, ktoéra sie za-
czyna od pierwszego peryodu, to jest uczynmy:

i= 2+

10-j- ... do nieskoncz.

Wtedy widocznie bedzie:

= 5. ot

X TR T FS T

y

skad: . 5 71 22+ 2
ac = yE o Y T4 T

Wynajdujgc warto$¢ nat/z réwnania pierwszego, bedzie:

y= ~£=b 5
podstawiajac ja w réwnanie drugie, otrzymamy:
21 -
10
X —5 t1

Mnozac licznik i mianownik drugiej strony tego réwnania

przez x — 5, mie¢ bedziemy:
1 _ 21-f2(x—B _ 11 -f-2x
X—5 10 4x — 5 5-(-x '
skad, znoszgc mianowniki:
11x -]- 2x 55 10x = 5 -(- x,
po wykonaniu za$ redukcyi:
2a2= 60,
czyli:  x2m= 30.

Widzimy z tego, ze ostatecznie dla oznaczenia x przyszlismy,
do réwnania stopnia drugiego w najprostszej postaci. Stad otrzy-
mamy:

x = 130,
wyrazenie, ktore tatwo sprawdzi¢ przez bezposrednig zamiane na
utamek ciggty.
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W podobny sposob postepowac¢ bedziemy dla dowiedzenia
w ogo6lnosci, ze utamek ciggly peryodyczny przedstawia jeden
z pierwiastkow réwnania stopnia drugiego, a zatem, ze zawsze ta-
ki utamek daje sie sprowadzi¢ do wyrazenia pierwiastkowego sto-
pnia drugiego. W tym celu wezmy pod uwage utamek ciagty
peryodyczny:

X — aX-f- 1

.+1
6m +1
&+ ...

w ktérym mianowniki g, a2... an przedstawiajg cze$¢ nieperyo-
dyczng, t.j. nie powtarzajgcg sie, mianowniki za$&x, bi ... bm
czes$¢ peryodyczng, ztozong z m ogniw, powtarzajacych sie z temiz
samemi mianownikami i w tym samym porzadku do nieskonczo-
nosci. Uczynmy:

?/=&i+bf-

+ 1
bm~1_
N+ 1
b2-j~. .. do nieskoncz.

wtedy mie¢ bedziemy:
a)* = «.+hT

et
a,+I
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i takze:

@y= &

Jeden i drugi z tych ulamkoéw ciagtych nalezy zamienié¢ na
utamek zwyczajny, wéwczas otrzymamy dwa réwnania, z ktérych
wyrugowawszy y, znajdziemy rownanie, zawierajgce tylko jedng
niewiadoma x i stuzace do ostatecznego znalezienia tejze niewiado-
mej. Aby w najdogodniejszy sposéb wynalez¢ odpowiednie wy-
razenia, wezmy przyblizenie (n -]- 1) -sze w utamku danym i pod-
stawmy w niem y zamiast , wtedy miec¢ bedziemy catkowitg war-
tos¢ utamka ciagtego, t. j.:

_ Py ~XxPr—+4 (3
Qny -j- n—X
W podobny sposéb, biorac w utamku (2) przyblizenie
(m -j- I)-sze, otrzymamy catkowitg warto$¢ utamka ciggtego (2),
to jest y. Bedzie zatem:
Pny -j- PmH
Qny -j- Qm—1
Oznaczajac z réwnania (3) warto$¢ n y i podstawiajgc ja
w réwnanie (4), otrzymamy, po zniesieniu mianownikéw i sprowa-
dzeniu do najprostszej postaci, réwnanie stopnia drugiego, z ktore-
go znajdziemy x. Rachunku tego wykonywaé¢ tu nie bedziemy,
gdyz jakkolwiek z og6lnej postaci tego réwnania mozna wyprowa-
dzi¢ niektére wazne wnioski, wszakze robi¢ tego nie bedziemy,
przechodzitoby to bowiem zakres niniejszego dzietka. W kazdym
szczeg6lnym przypadku prosciej jest bezposrednio uzywaé réwnan
(3) i (4) w celu znalezienia réwnania ostatecznego, anizeli odwoty-
wacé sie do postaci ogélnej tego réwnania, o ktérem mowa.

-4

Rachunki wykonane w tym paragrafie pokazujg nam, ze ka-
zdy utamek ciggty peryodyczny daje sie wyrazi¢ za pomocg jedne-
go pierwiastku réwnania stopnia drugiego o wspotczynnikach wy-
miernych. Lecz pozostawatoby teraz dowies¢, ze i odwrotnie kazda
iios¢ pierwiastkowa niewymierna stopnia drugiego daje sie zawsze
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rozwina¢ na utamek ciggly peryodyczny. Dowodzenie to jednak,
podane po raz pierwszy przez Lagrangea, przechodzi poza obreb
tego rozdziatu. Nie mniej rozbidér pytania, jaki zwigzek mie¢ be-
dzie drugi pierwiastek réwnania stopnia drugiego, powstatego
z wyrugowania y z réwnan (3) i (4) z danym utamkiem ciggtym
peryodycznym, takze do naszego zamiaru nie nalezy.

415. Twierdzenia podane w § 408 dajg nam mozno$¢ (
czenia ilosci niewymiernej z takg doktadnoscig, z jaka tylko chce-
my, jezeli znamy rozwiniecie tej ilosci na utamek ciggty.

W rzeczy samej, jezeli chcemy pewna ilos¢ niewymierng

oznaczy¢ tak, azeby biad nie przewyzszat — , to nalezy, rozwingw-

szy ja na utamek ciagty, obliczy¢ takie przyblizenie 8”' azeby
o &
czyli:
Qe ni, Q,> Vrn
Ale mianownik kazdego przyblizenia, poczgwszy od trzeciego,
jest przynajmniej o jednos$¢ wiekszy, anizeli mianownik przyblize-
nia poprzedzajgcego, skad:

Qn™ 'ttt 1,
a zatem:

n— 1> Vm
czyli:

n 1-}~vVm.

Osiggniemy wiec w kazdym razie zadang doktadnos¢, jezeli
tylko obliczymy wiecej niz 1 Vm przyblizen; w rzeczywistosci
trzeba obliczy¢ znacznie mniej przyblizen, gdyz zwykle réznica po-
miedzy jednym mianownikiem Q a nastgpnym wynosi wiecej niz 1.
Wystarcza zresztg uczynic

Qh* -}1< %; ............ (2)

doktadnos$¢ zadana bedzie wtedy osiggnieta, chociazby le byto
n

wieksze od o
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Wzoru (2) uzywamy, jezeli tatwiej jest obliczy¢ Q,+j ani-
zeli Qr-

Przypusé¢my, ze chcemy znalez¢ V2 z dokladnoscig do X¥éf f.
PoniewazV2= ViZ2-(- 1, wiec, uzywajac wzoru podanego w § 403,
znajdziemy:

V2= 1-f

Przyblizenia kolejne tego utamka beda:
P, 1 P,_ 3 Pj_ 7 P4_ 17 Pt __ 41 PHi_ 99
Q ~ 1;,Q2~ 2'"Q3~ b' “ 127 Q5" 29° Qe~ 70
Poniewaz 702= 4900 > 1000, wiec szoste przyblizenie wy-
petnia warunek zadany; ale juz pigte przyblizenie wystarcza, gdyz:
29 X 70 = 2030 > 1000.

Zamieniajgac wiec 4 na utamek dziesietny, dostaniemy trze-

cig cyfre dziesietng dobrg, lub co najwyzej o 1 zamatg, gdyz uta-
mek ten rézni sie od V2 mniej anizeli o 0,001. Bedzie tym sposo-
bem 12 = 1,414.

Przyblizenia mozna uzmystowié¢ za pomocg rysunku.

Obrawszy dowolnie jednostke diugosci, wykreslamy sposo-
bem podanym w § 271 odcinek, ktérego dtugos$¢ wynosi V2, i od-
ktadamy go na prostej OX. Na tejze samej prostej odcinamy du-
gosci, wyrazone przez znalezione przyblizenia. Przekonamy sie,
ze punkty odpowiadajgce przyblizeniom nieparzystym leza wszyst-
kie z lewej strony punktu V2 ; przyblizenia parzyste znajdg sie
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z prawej strony tegoz punktu. Przytem otrzymywaé bedziemy
punkty, lezgce coraz blizej tego punktu.

Poleca sie wykona¢ ten rysunek na duzym arkuszu papieru
milimetrowego, przyjmujac za jednostke dtugosci 250 mm.; mozna
bedzie oznaczy¢ pie¢ pierwszych przyblizen. Odlegto$¢ pomiedzy
punktami, oznaczajacymi pigte i széste przyblizenie, wyniosta-

1 . . . .
O"Z%%OO < -g- mm., co juz przechodzi granice doktadnosci rysunku.

Drugi spos6b przedstawienia przyblizern daje nam tabliczka
dzielenia. llorazy réwne lezg na jednej prostej, przechodzacej przez
poczatek spétrzednych; ilorazy zblizone znajda sie na prostych,

lezacych blizko siebie, chociazby ich licznikih mianowniki znacznie
sie roznity.

Poprowadzmy prostg y = x V2 *)4, przyjmujac liczniki P za
rzedne, mianowniki Q za odciete, oznaczmy punkty, odpowiadajg-
ce znalezionym przyblizeniom. Bedg one lezaty coraz blizej wy-
kreslonej prostej, pod prostg dla przyblizen nieparzystych, nad pro-

*) W tym celuobieramy jakiekolwiek x i budujemy tréjkat, w kto-
rym obie przyprostokgtne sg réwne x. Przeciwprostokatna tego tréjkata
bedzie réwna J/x2-j- x2= x ]/ 2 ; przyjmujac jg za rzedng, znajdziemy punkt
lezacy na szukanej prostej.
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sta dla parzystych. Przy wykonywaniu wiekszego rysunku do-
godnie jest przyja¢ 2 cm. za jednostke diugosci.

PRZYKELADY XXXIX.

1) Nastepujace utamki zwyczajne zamieni¢ na utamki cia-
. 79 - 445 1769
S'"55"' b 612" c>553""

2) W otrzymanych utamkach ciggtych w poprzedniem za-
daniu oznaczy¢ wszystkie przyblizenia.

3) Nastepujgce utamki dziesietne zamieni¢ na utamki ciggte.

a 1, 2345 b 0 97531 ¢ przyjmujagc, ze:
V2= 1,414 2.

4) Znalez¢ wartosci nastepujgcych utamkoéw ciagtych:

6+ - b) 2
? 1 ) 1t1
4+1 2+
3+ 1 7-

) 7+7+1
2+1
1+1
2
5) Nastepujgce ilosci pierwiastkowe rozwingé na utamki
ciggte:
a) hlf; b) 145; c) Vbo.

6) Znalezé 8-me przyblizenie 131.
7) Znalez¢ wartosci nastepujacych utamkéw ciggtych pe-
ryodycznych:
1 , 1
a)1+1_l li))13+i
2+ 1 2. m
1+ 3+1
2+ ...

i+ -
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© bfh d it
2+1 3+1
1+\ 1+1
2+ .. 2+1
3+1
1+ -
8) Nastepujgce wyrazenia pierwiastkowe rozwing¢ na utam-
ki ciagte:
V43, VGL
9) Dowies¢, ze jezeli: P P,, ’Eoznaczajq trzy jakiekol-
y Vv v
wiek po sobie nastepujace przyblizenia, wtedy bedzie:
{P"_ pP) Q>= (" _ P
10) Dowies¢, ze:
+ = A _i__ | I T i (- hw
Qn o] | 01 Q% Qs Q\ Qn- 1Qn
11) Znalez¢ wartosci nastepujacych utamkoéw ciagtych, wy-
razone bezposrednio za pomocag a

Dai+t“ 2 2+ AW G+ ,,

T az+ 1
+ 1 a+ +
«i
Wartosci otrzymane poréwnaé, mianowicie 1) z 2); 3)
z 4); 5) z 6).
12) Poprzednie pytanie uog6lni¢, mianowicie znalez¢ z\
zek og6lny pomiedzy wartosciami utamkéw ciggtych:

4) «3 ; 6) ax+ ! : 6)
« 1

«i H—= - i a,ln’
D5t B ]

o an—2+ e

°3

i1 @1

a2+1
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13) Stosunek miesigca synodycznego, wynoszgcego 29,530588
dni, do roku stonecznego zwrotnikowego, majgcego dni 365, 242 22,
wyrazi¢ w prostszych liczbach.

14) Znalez¢ réwnanie, ktorego jednym z pierwiastkéw jest
utamek ciggty:

1+ ~ + L _

1. -
obliczy¢ wartos¢ tego utamka z doktadnoscig do » qq, i oznaczy¢

znalezione przyblizenia na prostej przy jednostce dtugosci =25 cm.,
oraz na ptaszczyznie, przyjmujac P i Qza sp6trzedne, przy jednost-
ce dtugosci = 25 mm.

XL.
Réwnania nieoznaczone stopnia pierwszego.

416. WidzieliSmy w nauce o rownaniach, ze jedna ilos¢
wiadoma jest w zupetnosci oznaczong za pomocg jednego réwna-
nia, ze dwie ilosci niewiadome sg oznaczone za pomocg dwoch roé-
wnan, trzy ilosci niewiadome za pomoca trzech réwnan, it d.
Wogéble moéwigc, oznaczenie pewnej liczby ilosci niewiadomych
wymaga tylu réwnan, ile jest niewiadomych.

Gldy wiec zadanie jest tego rodzaju, ze z jego warunkéw mo-
zemy utozyé mniej réwnan, anizeli jest niewiadomych, wtedy z tych
réwnan oznaczy¢ wartosci niewiadomych nie mozna.

Gldyby np. byly dwa réwnania, a trzy niewiadome, woéwczas
z nich mogliby$my oznaczy¢ wartosci tylko dwoch niewiadomych;
na jedng zas$ niewiadomag moglibysmy nada¢ warto$¢ dowolng. Na-
dajac jakgkolwiek warto$¢ na te trzecig niewiadoma, otrzymalibys-
my dwa réwnania, zawierajgce tylko dwie niewiadome; z nich za-
tem moznaby byto oznaczyé te dwie niewiadome. Lecz poniewaz
na trzecig niewiadoma mozemy nada¢ jakakolwiek wartos¢, przeto
podstawiajac zamiast tejze trzeciej niewiadomej inng wartos¢, znaj-
dziemy, wogdle méwigc, i inne wartosci odpowiednie na dwie po-
zostate niewiadome: — dla kazdej wartosci trzeciej niewiadomej
znajdziemy inny ukiad wartosci dwoch pozostafych niewiadomych.

Algebra. 22
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Liczba wiec wszystkich rozwigzan takiego uktadu réwnan bedzie
nieskonczenie wielkg. | taki wtasnie uktad réwnan nazwano: roé-
wnaniami nieoznaczonemi. Wogdle réwnania sa nieoznaczone wte-
dy, gdy liczba réwnan jest mniejsza od liczby niewiadomych. Woéw-
czas nadajgc wartosci dowolne na tyle niewiadomych, ile ich jest
wiecej anizeli rownan, otrzymamy réwnania, z ktérych mozna ozna-
czy¢ pozostate niewiadome. A ze kazdemu uktadowi wartosci na
te niewiadome, ktére zalezg od naszej woli, odpowiada pewien
uktad pozostatych niewiadomych, przeto na wszystkie niewiadome
otrzymamy nieskonczenie wiele odpowiedzi.

Gdyby nie byto innych warunkéw, ktérym rozwigzania tych
réwnan zadosy6 czyni¢ powinny, wtedy nic wiecej nad to, co po-
wiedziano wyzej, nie bytoby do dodania. Kazde dane zadanie pod-
padatoby pod ogélng nauke o réwnaniach badz to pierwszego, badz
to drugiego, badz innych stopni, stosownie do stopnia réwnania,
do ktérych toz zadanie doprowadzito. Lecz rozwigzania takich
rownan poddajg sie zawsze w tej czesci algebry, ktéra sie niemi
zajmuje, jeszcze temu warunkowi, aby one byty liczbami catkowi-
temi. Wskutek tego za rozwigzanie réwnania nieoznaczonego, lub
uktadu réwnan nieoznaczonych, uwazac¢ bedziemy tylko liczby cat-
kowite zadosy6 czynigce danemu réwnaniu. | poniewaz rozwigzac ro-
wnanie nieoznaczone jest to wynalez¢ te wszystkie liczby catkowite,
ktére mu zadosy6 czynig, przeto nauka o rozwigzaniu réwnan
nieoznaczonych nosi odrebng ceche od innych czesci algebry i wia-
Sciwie stanowi cze$¢ osobnej gatezi matematyki, zwanej: ,teoryg
liczb"1

n

Rozwigzania réwnan nieoznaczonych ograniczajg si¢ niekie-
dy jeszcze warunkiem tym, ze powinny by¢ dodatnie. Ten ostatni
warunek ScieSnia tak dalece liczbe rozwigzan, ze niekiedy tylko je-
dno z nich, a nawet czasami zadne nie odpowiada danemu zadaniu.

Roéwnania nieoznaczone, podobnie jak oznaczone, dzielg sie
na réwnania stopnia pierwszego, drugiego i t. d. Pod wzgledem
liczby niewiadomych, moze by¢ albo jedno réwnanie jakiegokol-
wiek stopnia z dwiema niewiadomemi, lub z trzema, i t. d., albo tez
mogg by¢ dwa réwnania z trzema, czterema i t. d. niewiadomemi;
trzy réwnania z czterema lub wigksza liczbg niewiadomych, i t. d.
Tutaj ograniczymy sie tylko do rédwnan stopnia pierwszego, prze-
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dewszystkiem w tym przypadku, gdy dane jest jedno réwnanie
z dwiema niewiadomemi.
417. Jako prosty przykiad, objasniajacy na czem polegaja
rozwigzania zadan tego rodzaju, wezmiemy zadanie nastepujace:
Znalez¢ dwie liczby, ktérych suma réwna sie dziesieciu.

Oznaczajac jedng z tych liczb przez a, druga za$ przezy,
otrzymamy réwnanie do rozwigzania:

x -f-y = 10.
Z tego réwnania mie¢ bedziemy:
x= 10 —vy.

Dla kazdej wartosci obranej nay znajdziemy stad odpowie-
dnig warto$¢ na x; lecz wartosci jednej i drugiej niewiadomej sg
ograniczone tym warunkiem, ze maja by¢ tylko catkowite. Moze-
my wiec uczynié:

y rownem albo 0, albo 1, albo 2, albo 3, i t. d.
i stagd otrzymamy odpowiednie wartosci na x. Czyniac tak:
= —1 0, 123 4,5 6, 78, 9, 10, 11, 12..
znajdziemy: x — 11, 10, 98,7, 6, 5, 4, 3, 2, 10,—1,-2...

Wartosci wiec x i y catkowite, czynigce zadosy¢ danemu ré-
wnaniu, sg zawarte w tych dwoch szeregach liczb. Z tych szere-
gow widzimy, jak dalece warunek, aby rozwigzania byty nietylko
catkowite ale i dodatnie, zmniejsza liczbe tychze rozwigzan, gdyz
rozwigzania dodatnie sag tylko takie:

y= 0,1 2345 6,7 8,9, 10;
x= 10,9, 8,76,54,3 2,1 O

JezelibySmy za$ z tych rozwigzan wytgczyli 0i 10, to liczba
rozwigzan jeszcze bardziej zmniejszytaby sie i wiasciwie bytoby
tylko pie¢ odpowiedzi réznych na pytanie, jakie to sg dwie liczby,
ktérych suma réwna sie 10?

418. Nie trudno réwniez wynalez¢ wszystkie rozwigzania
réwnania tego rodzaju:

bx + y = 28.

Nalezy tylko rozwigza¢ je wzgledem tej niewiadomej, przy
ktérej wspdtczynnik jest réwny jednosci. Bedzie:

y= 28- 5~
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Dla kazdej wartosci catkowitej na x, wypadnie takze catko-
wita warto$¢ nay. Czyniac wiec:

x= 0 1 2, 3 4,5 6, 7, 8, 9, 10...
otrzymamy:

y = 28,23, 18,13, 8, 3, — 2, — 7, — 12, - 17, — 22...

Widoczng jest rzeczg, ze i w tem zadaniu liczba rozwigzali
dodatnich jest ograniczong; mianowicie jest ich tylko szes¢:

x= 0, 1 2 3 45
y 28, 23, 18, 13, 8, 3.

W sposéb podobny do powyzszego mozna zawsze rozwigzac
takie réwnanie stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi, w kté-
rem wspodtczynnik przy jednej niewiadomej jest rowny jednosci,
t. j. réwnania postaci:

X -j- by = k
lub: x — by = k.

Wtedy rozwiazujac to réwnanie wzgledem niewiadomej, przy
ktorej wspoétczynnik jest jednoscig (w réwnaniach przytoczonych
wyzej: x), i podstawiajac na drugg niewiadoma y kolejno wszystkie
liczby catkowite, wynajdziemy i odpowiednie wartosci catkowi-
te na §.

Tych bardzo prostych sposob6éw nie mozna oczywiscie uzy¢
we wszystkich przypadkach do rozwigzania réwnania ogélnego:

ax ~f- by = Kk,
ktorem sie teraz zajmiemy.

4109. Mozemy przyjac, ze wszystkie trzy liczby a,bik, bed
wspotczynnikami w napisanem wyzej réwnaniu, nie majg, razem
wziete, zadnego wspolnego dzielnika: w przeciwnym bowiem ra-
zie, dzielgc obie strony tegoz réwnania przez najwiekszy wspoélny
dzielnik liczb a, bi k, otrzymalibySmy ostatecznie réwnanie takie,
w ktérem wspétczynniki a, b i k bylyby pierwszemi wzgledem sie-
bie. Gdyby tylko dwa wspotczynniki a i b miaty jakikolwiek
wspolny dzielnik, ktdrego nie ma k, w takim razie nie trudno sie
przekona¢, ze réwnanie nie moze byc¢ rozwigzane w liczbach catko-
witych. W rzeczy samej: przypus¢my, ze a i b majg wspolny
dzielnik d, ktéry w k nie miesci sie bez reszty. Wtedy, oznaczajac
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iloraz z podzieleniaE gtoska a', iloraz zas: Pj gtoskg b*, bytoby

a= a'd,ib= bd Podstawiajac te wartosci za ai b w dane ro-
whnanie:
ax -(- by = 1Ir (1)
bytoby:
a'dx -\ b'dij = k,
dzielac zas$ obie strony przez d, wypadtoby:

a'x -[- by — ~ .

Skoro Xnie jest podzielne przez d, wtedy ~ nie jest liczbg

catkowitg; zadne wiec liczby catkowite, podstawione zamiast x iy
w to réwnanie, nie mogg uczyni¢ pierwszej strony réwng drugiej.
Wszystkie zatem przypadki, w ktorych dwa wspétczynniki ai b
nie sg pierwszemi wzgledem siebie, sg wytaczone przy poszukiwa-
niu rozwigzan catkowitych réwnania (1). Réwnanie to przedsta-
wia¢ nam bedzie przykiad réwnania, ktére rozwigzane ,w liczbach
catkowitych by¢ nie moze.

Gdyby ktérykolwiek ze wspétczynnikéw a lub b osobno i dru-
ga strona réwnania k mialy jakikolwiek wspélny dzielnik d, wtedy
rownanie mogtoby byé sprowadzone do prostszej postaci. Aby po-
kaza¢, jak wowczas nalezy postgpi¢, przypusémy, ze np. bi k maja
wspélny dzielnik d; tym sposobem bedzie: b = db' i k= dk\
gdzie V i k' sg liczbami catkowitemi, powstatemi z podzielenia bi k
przez d. Uczynmy x = dx'. GdybySmy byli w stanie znalez¢,
czemu sie rowna x', wtedy mnozac kazdg z otrzymanych wartosci
na x' przez d, otrzymamy odpowiednig warto$¢ na x. Podstawmy
napisane powyzej wartosci na 5, k i x w réwnanie dane (1); mie¢
bedziemy:

adx' -[- h'dy — k'd,
z ktorego, przez podzielenie wszystkich wyrazéw przez d, otrzy
mamy réwnanie prostsze:
axJ-f b'y = k.
Np. gdyby byto réwnanie:
25x f- 18y = 102,
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wtedy, poniewaz 18 i 102 majg wspdlny dzielnik 6, uczynmy:
ax= 6@, i podstawmy te warto$¢ za x. Otrzymamy:
25.6x' + 18y — 102.

Podzieliwszy wszystkie wyrazy przez 6, otrzymamy réwnanie

prostsze, anizeli dane:
25x' 37 = 17.

Wynalaziszy z tego réwnania x' i y, nalezy tylko warto$é x'
pomnozy¢ przez 6, a znajdziemy odpowiednie wartosci na x.

Widzimy z powyzszego, ze tylko takie réwnania wypada nam
wzig¢ pod uwage, w ktorych trzy liczby a, bi k razem, a nadto
dwie a i b sg pierwszemi wzgledem siebie.

420. Zatézmy wiec, ze w réwnaniu:

ax A-by = ks (1)
liczby ai b majg za najwiekszy wspdlny dzielnik 1; dowiedziemy
najprzéd, ze w tym przypadku rozwigzanie réwnania (1) jest zaw-
sze mozliwe, to jest, ze: gdy ai b sg pierwszemi wzgladem siebie,
zawsze mozna znalez¢ takie liczby catkowite, ktére réwnaniu (1) za-
dosyc¢ czynia.

Aby tego dowie$é, znajdzmy warto$¢ na jedng z niewiado-
mych réwnania (1), np. na'y, wyrazong za pomocg drugiej niewia-
domej x. Bedzie:

k — ax
S— e mm - (2

Wystawmy sobie teraz, ze za x podstawiamy kolejno wszyst-
kie liczby catkowite, poczynajac od O i idgc przez liczby dodatnie
i ujemne. Oczywiscie nie wszystkie te liczby odpowiadaé¢ beda
rownaniu, gdyz nietylko x ma by¢ catkowite, ale takze i y. Z po-
miedzy wiec wszystkich wartosci na x tylko te wybra¢ nam nale-
zy, przy ktérych utamek na drugiej stronie réwnania (2) staje sie
liczba catkowita, to jest przy ktorych licznik jest podzielny przez
mianownik. Ze to jest zawsze mozliwe, gdy a i b sg pierwszemi
wzgledem siebie, wypada z nastepujacego rozwazania:

Nie trudno sie przekonaé, ze jezeli dwie liczby a i b sa pierw-
sze wzgledem siebie, wtedy tworzgc szereg liczb:

Ua\2a3a . . . b—2«(C—DHa . . .
nie otrzymamy w nim ani jednej liczby, ktéraby byta podzielng
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przez b. Gdyz aby ktérakolwiek z tych liczb, np. ma, byia po-
dzielng przez b, potrzeba, aby m byto podzielne przez b, co by¢ nie
moze; liczba bowiem m, jako wzieta z szeregu:

12,34 . . . 5—2),6—1),
jest mniejsza od b.

Dzielgc zatem kolejno kazdg z liczb szeregu (3) przez b, otrzy-
mamy z kazdego dzielenia pewng reszte. Mozna dowie$é, ze po-
miedzy temi resztami niema dwdch reszt réwnych, czyli innemi
stowami, ze wszystkie one sg rézne. W rzeczy samej: wybierzmy
z szeregu (3) dwie liczby ktdérekolwiek ma i na, i przypus¢my, je-
zeli to by¢ moze, ze reszty pozostate z podzielenia kazdej z tych
liczb przez b sg rowne. Oznaczmy te wspdlng reszte przez r, ilora-
zy za$ przez q i q. Wtedy bytoby:

ma— gb-)-r: na= gb - r
Odejmijmy odpowiedniemi stronami te dwie réwnosci, bedzie:
(m—na= (@—0aq)b;
dzielgc za$ obie strony przez b:
(m—n)a _
- v 4 i-

Lecz qi q' sg liczbami catkowitemi, wiec i ich réznica jest
takze catkowitg, zatem i pierwsza strona réwnosci powyzszej powin-
na by¢ catkowita, to jest (m— n) a powinno by¢ podzielne przez b.
A poniewaz a jest pierwsze wzgledem b, przeto m — n powinno
dzieli¢ sie bez reszty przez b. Lecz to jest niemozliwe, gdyz kazda
z liczb min, jako wzieta z szeregu: 1, 2, 3... b— 2) i (b — 1),
jest mniejsza od b, wiec i ich réznica m — n, jako mniejsza od b,
nie moze by¢ wielokrotng wzgledem b. Z tego wiec wypada, ze
wszystkie reszty, pozostate z dzielenia liczb szeregu (1) przez b, sg
rozne. Kazda z tych reszt jest mniejsza od b, liczba ich jest b — 1,
gdyz szereg (3) zawiera liczb b — 1; reszty te przeto sg znowuz
liczbami:

1, 2,3, 4 ... 6- 2,{b- v
ktére oczywiscie mogg wypadaé¢ w bardzo rozmaitym porzadku.

Podstawiajac zatem kolejno w wyrazenie na drugiej stronie
réwnania (2) zamiast x liczby:

@ ... 0,1,2,3 4 ... b- 2ib- o,
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musimy koniecznie pomiedzy temi liczbami natrafi¢ na jedng, ale
tylko na jedna, taka, ktdra da na reszte z podzielenia ax przez b tez
samg ilos¢, jakg daje T, bedac podzielone takze przez b. Przy-
pusémy, ze to mie¢ bedzie miejsce wtedy, gdy zamiast x podsta-
wimy pewng liczbe m z szeregu (4). Wowczas oznaczajac iloraz
z podzielenia am przez b gtoska g, a reszte gloskg r, otrzymamy:
am = bg-\- r.
Poniewaz za$ T podzielone przez b, daje tez samg reszte r,
przeto mozemy uczynic:
T= bg -j-r,
gdzie Q' jest ilorazem z podzielenia T przez b.
Lecz wyrazenie na y, dane przez réwnanie (2), gdy w niem x
uczynimy réwnem m, zamieni sie na takie:
T— am

Podstawiajac tutaj zamiast Ti am napisane powyzej wartosci,

bedzie:
bg" + r — (bq -j-1)
b
czyli:
y—ao q

a to jest liczbg catkowita, gdyz qi q' sg liczbami catkowitemi. Wi-
dzimy wiec z tego, ze gdy ai b sg pierwszemi wzgledem siebie,
mozna zawsze znalez¢ taka liczbe, i to tylko jedng, mniejsza od b,
ktéra podstawiona zamiast x w dane réwnanie, czyli, co na jedno
wychodzi, w réwnanie (2), uczyni y catkowitem. | to nam poka-
zuje mozliwo$¢ rozwigzania danego réwnania w przypadku roz-
patrywanym.

Podstawienia na x zaczynamy od 0, chcac objg¢ i ten przy-
padek, w ktérym Tjest podzielne bez reszty przez b; gdy jednak
to nie ma miejsca, mozemy podstawienia te odrazu zacza¢ od 1.

421. Gdysmy juz znalezli jedng takg warto$¢ m, ktdra p
stawiona zamiast x w rownanie (2) daje i wartos$¢ na ij takze cal-
kowitg, nie trudno znalez¢ i inne rozwigzania catkowite. W tym
celu nalezy tylko zwr6ci¢ uwage na to, ze liczba m jest takg, przy
.ktérej iloczyn am, podzielony przez b, daje na reszte r, — ilo$¢ taka
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sama, jak i Tpodzielone przez 6. Lecz jezeli am podzielona przez h
daje na reszte r, wtedy podstawiajgc zamiast m liczbe m-|- b, otrzy-
mamy iloczyn a (m -(- b) — am -j- ab, ktory podzielony przez b da
tez sama reszte r, gdyz b miesci sie w ab catkowitg liczbe a razy.
A zatem wartos$¢ na x, rowna m -(- b, uczyni w réwnaniu (2) iy
catkowitem. Podobniez: dodajac do powyzszej wartosci m-]- b
jeszcze raz b, otrzymamy liczbe nmi -f- 26, ktéra podstawiona za-
miast x w wyrazenie ax, da iloczyn a (m-(-2 6)= am-J-2 ab taki, zo
reszta z podzielenia tego iloczynu przez b bedzie znowuz r; a za-
tem i liczba m -j- 26, podstawiona w réwnanie (2), uczyni i y cal-
kowitem. Itak dalej: biorgc zamiast x wogéle liczbe: m -{- pb,
gdzie p oznacza jakgkolwiek liczbe catkowita, i podstawiajac ja
w réwnanie (2), otrzymamy i odpowiednig warto$¢ na y catkowita.

Podtug tego, co byto dotad powiedzianem, nie trudno wyna-
lez¢ og6lne wyrazenia na x iy, czynigce zadosy¢ danemu réwna-
niu (1), lub, co na jedno wychodzi, réwnaniu (2). W rzeczy same;j:
wartosci x, réwnej w, odpowiada warto$¢ na y, rowna q — g
Oznaczmy te ostatnig ilos¢ jedng gtoskag n. Jezeli za x podstawi-
my w réwnanie (2) m -)- 6, wtedy na y otrzymamy:

T—a(m-]-b) T— am— ab

Y b b
a ze: T= gb A am= ¢b r;
przeto:
gb+ r— (gb-f-r) — ab
" 6 7
czyli:
y=o0o—a—«
i nakoniec

y=n—a
Podobniez: jezeli na x podstawimy m -j- 26, wtedy podobny
rachunek do powyzszego pokaze nam, ze:
y=n—2a
I w og6lnosci, gdy w réwnaniu (2) uczynimy: x = m -)- pb,
otrzymamy na y wartos¢:

y = n — pa.
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Widzimy z tego, ze wartosci na x i y sg zawarte w dwéch

nastepnych szeregach liczb:

X —m, m bm-(-2b.... m-)-pb ...

y=n n—an—=2a.... n—pa....
gdzie odpowiadajgce sobie wartosci na dwie niewiadome znajdujg
sie jedna pod druga.

Ogdlne wyrazenie przeto na liczby catkowite, przedstawiaja-
ce warto$¢ niewiadomej x, jest: x = m-\-pb, a za$ og6lne wyra-
zenie liczb, przedstawiajgcych wartosci na y, jest: y = n — pa,
gdzie mi n sg to dwie pierwsze wartosci, ktore zadosy¢ czynig ro-
wnaniu (1), ap jakakolwiek liczba catkowita.

Zbyteczng rzeczg jest dodawaé, ze przyszlibysmy do tych sa-
mych wnioskéw, gdybysmy zaczeli rozwigzanie od znalezienia war-
tosci nay.

Gdyby dane réwnanie byto postaci:

ax — by = k,
wtedy otrzymaliby$Smy z niego:

ax — k

rozumowanie zupetnie podobne do powyzszego pokazatoby nam,
ze zawsze mozemy znalez¢ na x taka liczbe catkowitg m, mniejszg
od b, ktérg gdy podstawimy w wyrazenie nay, otrzymamy z niego
takze wartos¢ catkowitg i rowng n\i dalej, ze taka liczba mniejsza
od bjest tylko jedna; nakoniec ze wszystkie wartosci catkowite,
zadosy¢ czynigce temu réwnaniu, beda zawarte w wyrazeniach:

X = m-\-pb; y —n—£pa.
Gdybysmy jednak zamiast zacza¢ rozwigzanie od wynalezie-

nia wartosci na te niewiadoma, przy ktdérej wspotczynnik ma znak

ujemny (jak tutaj nay), zaczeli od wynalezienia wartosci na X,
otrzymaliby$my:

a- _ k + bv
a ,
i wtedy nalezatoby cokolwiek zmieni¢ rozumowanie, dla pokazania,

ze rozwigzanie w liczbach catkowitych jest i w tym razie zawsze
mozliwe. Oznaczmy iloraz powstaty z podzielenia Tprzez a gto-
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skg s, reszte zas gtoska r. Przetor < a. Podstawiajmy kolejno
zamiast y liczby:

1, 2, 3,4 ....a —2,a—1;
wtedy wiemy, Zze reszty z podzielenia by przez.a wszystkie beda
rozne, a wiec bedag wszystkiemi liczbami, mniejszemi od a. Mo-
zemy zatem zawsze wynalez¢ taka liczbe n pomiedzy liczbami, za-
wartemi w szeregu od 1 do (a — 1), ze iloczyn bn, powstaty z pod-
stawienia tej liczby zamiast y w wyrazie by, po podzieleniu przez a
da reszte r' rowna roznicy pomiedzy air. Innemi stowami: mo-
zemy zawsze wynalez¢ pomiedzy resztami ostatniemi takg, ktora
bedac dodang do r da na sume a. Oznaczmy odpowiedni iloraz
z podzielenia bn przez a gtoskag s'. Wtedy bedzie:

T= as-(-r,
bn = as'-j- r';
skad: kc-j-bn= a(s + s+ —4H".
Azer -j-r' = a, przeto:
X= «x+ jlt+t = s_j s/+ p.
a

Dodajac a do tej pierwszej wartosci nay, to jest do n, otrzy-
mamy nowg liczbe n -j- a, ktdra uczyni i x catkowitem i rownem
s 4 sr-f- 1 b. 1 wogole: dodajac a powtdrzone ilekolwiek ra-
zy p do n, otrzymamy taka warto$¢ na y, ktdra uczyni i x cat-
kowitg.

422. Objasnimy teraz powyzsze rozumowanie na kilku pr
kfadach. liczebnych.
Wezmy najprzéd réwnanie:
8x -f 15y = 127.
Wspotczynniki 8 i 15 sg pierwszemi wzgledem siebie; rozwig-
zanie zatem jest mozliwe.
Z tego réwnania otrzymamy:
127 — Ib
a _ g y L J

Poniewaz przy dzieleniu 127 przez 8 otrzymujemy na reszte 7,
przeto powinnismy odszukaé¢ taka liczbe, ktoéra podstawiona za-
miast }§ w iloczyn 15y, databy nastepnie przy dzieleniu przez 8 na
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reszte takze 7. Takag liczbg jest 1. Podstawiajgc w powyzsze wy-
razenie na x jednos$¢ zamiast y, otrzymamy:
127 — 15 .Jt
~ 8

Dwie wiec wartosci: y = 1,ix = 14, podstawione w réwna-
nie dane, zadosyé mu czynig. Aby znalezé inne odpowiedzi,
zwréémy uwage na to, ze jezeli zamiast y podstawimy w iloczy-
nie 15ij jednos¢ powiekszong o osiem, wtedy otrzymamy iloczyn,
ktéry podzielony przez 8 da takze na reszte 7, a zatem uczyni
127 — 15y podzielnem przez 8. W rzeczy samej, bedzie:

127 — 15 .9

Para wiec wartosci: x — — 1, y —=9, takze zadosy6 czyni
danemu réwnaniu. Podstawiajac dalej zamiast y liczbe 1— 2 .8 =
= 17, roéwniez uczynimy réznice 127 — tby podzielng przez 8;
i w istocie:

127 - 15.17 127 — 255 128

czyli dwie wartosci: x = — 16, y = 17 zadosy6 czynig réwnaniu
danemu. Wogdle podstawiajac zamiast y liczbe tej postaci: 1879,
uczynimy roznice 127 — 15y podzielna przez 8, gdyz bedzie:

127 — 15 (1 + 8p) _ 112 —15.8p _

------------- L 22202 = 14 — 15p.
o) o) P

Wszystkie wiec liczby catkowite tych postaci:
X — 14 — 15p,
y = i + 8p,
gdzie p oznacza jakakolwiek liczbe catkowita, beda zadosyd czynié
danemu réwnaniu. Liczby zawarte w powyzszych wyrazeniach
sg takie:

V=20, 1 2, 3, 4, 5 -
x = 14, —1, —16—31,—46,
y= 1 09, 17, 25,  33....

Oczywiscie oba te szeregi liczb mozemy posungé¢ w lewg stro-
ne, podstawiajgc za p wartosci catkowite ujemne. Réznica po-
miedzy nastepujacemi po sobie wyrazami w Szeregu pierwszym,
przedstawiajgcym wartosci x, jest — 15, (t. j. wspétczynnik przy y
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w réwnaniu danem, wziety ze znakiem —), réznica za§ w drugim,
przedstawiajgcym wartosci y, jest 8 (t. j. wspotczynnik przy x).
Gdyby szto o wynalezienie wartosci nietylko catkowitych,
ale i dodatnich, zadosy¢czyniacycb danemu réwnaniu, wtedy po-
wyzsze dwa szeregi pokazujg nam, ze byltoby tylko jedno rozwia-
zanie, mianowicie x = 14,y — 1. We wszystkich innych rozwig-
zaniach, jedna tylko z liczb jest dodatnig, druga zas jest ujemna.
Gdybysmy mieli na widoku rozwigzanie np. takiego zagadnienia:
kupowat kto$ gruszki i jabtka, za jedno jabtko ptacit 8 kopiejek,
za jedng gruszke 15 kop.; wydat na cate kupno 1rb. 27 kop.; ilez
kupit jabtek a ile gruszek? wtedy, oznaczajgc przez x liczbe jabtek,
a przez y liczbe gruszek, otrzymaliby$smy réwnanie:
Sx -f 15y = 127,
ktore, jakkolwiek nieoznaczone, datoby nam jednag tylko odpo-
wiedz: x = 14, y = 1, gdyz liczby kupionych gruszek i jabtek
musza by¢ catkowite i dodatnie.
Jako drugi przyktad wezmy réwnanie:
9x -f- 25y = 8L

Poniewaz wspotczynnik przy x i druga strona réwnania ma-
ja wspolhy dzielnik 9, przeto, czynigc y — 9y' i podstawiajac
w réwnanie, sprowadzimy je do prostszej postaci. (§ 419).

X -j- 25y' = 9.

Gdybysmy jednak nie chcieli uzy¢ tego uproszczenia i prébo-

wali rozwigzaé bezposrednio réwnanie dane, wtedy otrzymaliby$smy:
« .- 81 5 25y .

Poniewaz reszta pozostata z dzielenia 81 przez 9 jest zero,
przeto i za y powinnismy podstawi¢ taka liczbe, ktéraby uczynita
iloczyn 25?/ podzielnym przez 9. Taka liczbg bedzie najprzod O,
a nastepnie kazda liczba wielokrotna wzgledem 9.

Rozwigzania wiec beda:

y = 0, 9, 18, 27 .... 9p.
X = 9 — 16, —4l............ 9-25p.

Trzeci przyktad: Dane réwnanie:
19x — 7y — 50.
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Otrzymu emy najprzdéd:
19x — 50
y — — . [ _J

Poniewaz 50 podzielone przez 7 daje na reszte 1, przeto szu-
kamy takiej liczby catkowitej, ktoraby podstawiona zamiast x
w iloczynie 19a przy dzieleniu przez 7 data tez sama reszte. Takag
liczbg jest 3; co znajdujemy podstawiajgc za x kolejno liczby cat-
kowite, zaczynajac od jednosci. Stad otrzymamy:

19.3 — 50 _57—=50 __
y=—&—="%"=1-

Liczby wiec 3 i 1 zadosy¢ czynig danemu réwnaniu. Rozu-
mowanie, jakiego uzyliSmy juz kilkakrotnie, pokazuje, ze rozwig-
zania bedg zawarte w dwoch nastepnych szeregach liczb:

x= 3,10, 17, 24 .... 3+ 7p
y= 120 39 58 .... 1+ 19p

Gdybysmy zaczeli rozwigzanie od wynalezienia wartosci na x,
wtedy otrzymaliby$smy:

50 + 7y

50 podzielone przez 19 daje na iloraz 2 i na reszte 12. Odszuku-
jemy nay takiej liczby, dla ktérej iloczyn 7y, podzielony przez 19,
datby na reszte 7, to jest tyle, ile potrzeba doda¢ do reszty 12, aby
otrzymac¢ 19. Taka wartoscig na y jest 1. Podstawiajgc te war-
tos¢ za y w wyrazenie na x, bedzie:

50+ 7.1 57

- - 3
X 19 19

ZnalezliSmy wiec tez same rozwigzania, co i poprzednio.
Czwarty przyktad: Mamy réwnanie:
12 & — 25y = 0.
z niego otrzymujemy:
_ 0+ 25y 2by
x -- 12 . 12
Widzimy z tego, zey = 0 i wogd6le kazda liczbha podzielna
przez 12, podstawiona zamiast y, zadosy¢ czyni temuz réwnaniu
Biorgc wiec:
y= 0, 12, 24, 36 ...
x — 0O 25, 50, 75 ...
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i wogole:
V= 12p,
X

25p,

otrzymamy rozwigzania.

423. Rozumowania i objasnienia, zawarte w dwdch po-
przednich paragrafach, pokazuja wprawdzie mozliwos$¢ rozwigza-
nia réwnania: ax -)- by = k w liczbach catkowitych, w tym przy-
padku, gdy a i b sg pierwszemi wzgledem siebie, lecz wiasciwie nie
stanowig sposobu bezposredniego rozwigzania tegoz réwnania. Nie
mozemy bowiem nazwaé sposobem rozwigzania réwnania odszu-
kanie niewiadomej, przez kolejne podstawianie liczb, zaczynajac
od jednosci, podobnie jak takiego sposobu postepowania nie na-
zwaliby$Smy rozwigzaniem i réwnan oznaczonych. Zajmiemy sie
teraz wytozeniem sposobéw, prowadzacych bezposrednio albo do
wyrazenia ogo6lnej postaci liczb catkowitych, zadosy¢ czynigcych
danemu réwnaniu, albo tez do wynalezienia dwodch liczb catkowi-
tych, ktdére podstawione zamiast x i y w dane réwnanie, zadosy¢
mu czynig. W tym ostatnim przypadku, majac juz znalezione
dwie takie liczby, tatwo odszuka¢ rozwigzanie ogélne.

Podamy tutaj dwa sposoby rozwigzania réwnania nieozna-
czonego ax -(- bij = K\ jeden z nich moglibySmy nazwaé: sposo-
bem dzielenia kolejnego, drugi za$ za pomocg utamkoéw ciggtych.

424. Pierwszy z tych sposobow, ktory prowadzi do wynale-
zienia og6lnych wyrazen na niewiadome, objasnimy najprzdd przy-
ktadami liczebnymi.

1-szy przyktad: Rozwigzac¢ réwnanie:

2x 3y — 25.

W tym celu wynajdzmy z tego réwnania warto$¢ na te nie-
wiadoma, przy ktérej wspotczynnik jest mniejszy, jak tutaj na X\
bedzie:

_ 25—3y
2 .

Odtgczmy z tego utamka catkowitg, co nietylko w tym przy-
padku, ale zawsze bedzie mozliwe, gdyz w mianowniku bedzie
liczba mniejsza od wspotczynnika przy niewiadomej znajdujacej
sie w liczniku. Otrzymamy:*

*= 12 -1/+ 14
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Poniewaz x powinno by¢ catkowitem, przeto na y nalezy wy-
bra¢ takie liczby catkowite, ktdéreby uczynity druga strone catko-
witg. A ze: 12 — y jest samo przez sie catkowitem przy kazdej
wartosci catkowitej na y, zatem powinnismy wybrac¢ tylko takie

wartosci na vy, przy ktérych utamek miatby wartos$¢ catkowi-

ta, zresztg jakgkolwiek. Czynigc wiec:

gdzie p oznacza jakgkolwiek liczbe catkowitg, otrzymamy stad:

V=1— 2p;
a podstawiajac te warto$¢ w wyrazenie na x, bedzie:
X — 11 -)- 3p.
Czyniac:
p=m.-4,-3, - 2,. 1 o 1 2 3 4
otrzymamy:

y= ee= 9, 7, 5, 3, 1, —1,-.
C—e=.- 1, 2, 5, 8, u, 4.
Wyrazenia 1 — 2pill-j-3j)sa og6lnemi wartosciami na te
dwie niewiadome.
2-gi przyktad. Rozwigzaé¢ réwnanie:
3x — 8y = 43
Wynajdujemy warto$¢ na x, gdyz przy niem wspotczynnik
jest mniejszy; bedzie:
43 + 8y

Z utamka na drugiej stronie wylgczamy catkowita; ponie-
waz 43 podzielone przez 3 daje na iloraz 14 i reszte 1, a 8 podzie-
lone przez 3 daje na iloraz 2 i reszte 2, przeto:

x = 14 -f- 2y -j- =2y

Aby wartosci na x byly catkowite, powinnismy nay wybraé

takie liczby, przy ktérych utamek Lokzy bytby catkowitym

Uczynmy wiec:
1+2 y
3
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gdzie p’ oznacza jakagkolwiek liczbe catkowitg. Otrzymamy stad:

3/ - 1 , - p' - 1
(VS p— 2— = P+ s - -

Ta ostatnia réownos$¢ pokazuje, ze aby y byto catkowite, po-
winnismy na p' tylko takie liczby catkowite wybiera¢, przy ktérych

utam ek-tl—--7\---%-by’rby catkowitym. Czynigc wiec jeszcze:
p'r—1
2 =P
gdzie$ jest jakgkolwiek liczbg catkowita, bedzie:
pl= 2p -\- 1.

Z tej ostatniej rownosci widzimy* ze p' powinno by¢ postaci
2p -f- 1, czyli powinno by¢ zawsze nieparzyste. Podstawiajac te
warto$¢ za p' w wyrazenie na y, otrzymamy:

V— 1+ 3p;
a przez podstawienie wartosci nay i nap' w wyrazenie na x, wy-
padnie:
x= 14 -f 2 3p -f-1) -f 2p -f 1,
czyli: = 17 8p.

Podstawiajgc teraz kolejno za p wszystkie liczby catkowite,
zaczynajac od O do -j- co i do — oo, otrzymamy wszystkie liczby
catkowite, czyniace zadosy¢ danemu réwnaniu. Wartosci te sg za-
warte w nastepujgcej tablicy:

P= ..-2,-1, 0 1 2 3 4
X= .. 1, 9 17, 25, 33, 41 ..
V= ..-5,-2, 1, 4 7 ..

Widzimy z tej tablicy, ze réwnanie dane ma nieskonczenie
wielkg liczbe rozwigzan nie tylko catkowitych, ale i dodatnich.
Mianowicie wszystkie wartosci na x i y, odpowiadajgce wartosciom
dodatnim na p, zaczynajac od O, sg dodatnie.

3-ci przyktad. Rozwigzaé réwnanie:

3laesf+217= 1770.

Przy rozwigzaniu tego réwnania zwracamy uwage czytelnika
na pewne uproszczenie, ktérego czesto mozna uzy¢, i ktére zna-
cznie utatwia rachunki, przez sprowadzenie zadania do liczb pro-
stszych.

Algebra. 23
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Zaczynamy, jak zwykle, dzialanie od wynalezienia wartosci
na te niewiadoma, przy ktérej wspdtczynnik jest mniejszy. Bedzie:
1770 — 31 &
y — 0j
W dalszym ciggu odigczamy catkowita z tego ulamka;
otrzymamy:
84 ; 6—10x
y—84—x-f-m
czyli>
2 (3— bx)
y — 84 —x -(- o1
Aby wartosci catkowitej na x odpowiadata z tego wyrazenia
wartos$¢ catkowita na y, potrzeba x wybrac¢ takie, przy ktérem uta-
2(3 £ . . ) L
mck- - ——A" byitby catkowitym, t. j. przy ktéorem licznik:
2 (3 — 5x) bytby podzielnym przez 21. A ze czynnik 2 jest pierw-
szym wzgledem 21, przeto potrzeba, aby 3 — 5x byto podzielne
przez 21, t. j, aby utamek,

— = (ca™owitej).

Przez opuszczenie czynnika 2 w liczniku, pierwszego wzgle-
dem mianownika 21, caty utamek zostal uproszczonym i sprowa-
dzonym do liczb mniejszych. Tego rodzaju uproszczenia mozna
zawsze uzy¢; mianowicie jezeli przy rozwigzywaniu réwnania spo-
sobem kolejnego dzielenia, napotkamy taki utlamek, w ktérego
liczniku bedzie czynnik pierwszy wzgledem mianownika, to czyn-
nik ten mozna zawsze opuscic.

Wprowadzajgc powyzsze oznaczenie do wyrazenia na Yy,
bedzie:

y = 84 — x -j- 2p".
O N
Z réwnania zas: ~—---= p', otrzymujemy:
« = 3 —21p
czyli:

X__4p,__3—P'
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Aby warto$¢ na x wypadta catkowita, potrzeba p' tak wy-

bra¢, aby utamek P byt catkowitym. Czynigc wiec
= P,
bedzie:
Xx= —4/ + p,
i p' — 3 — bp.

Podstawiajac warto$¢ na p' w wyrazenia na x iy, otrzyma-
my ostatecznie:
x = — 12 -j- 21p,
y = 102 — 31 p,
jako og6lne wyrazenia na liczby catkowite, zadosy¢ czynigce da-
nemu réwnaniu. Czynigc:

P = 2,-1, o, 1 2, 3 4, ..
mie¢ bedziemy:

X= _ — 54, — 33, — 12, 9, 30, 51, 72 .. .

y= _ 164, 133, 102, 71, 40, 9, — 22 ...

dwa szeregi liczb, zawierajace wszystkie rozwigzania.
Gdyby szto o rozwigzania tylko dodatnie, wtedy widocznie
bytyby trzy odpowiedzi: x = 9, 30, 51; y — 71, 40, 9.
4 ty przyktad. Rozwigza¢ réwnanie:
12+ 17y = 479.

Wynajdujac wartos$¢ na ,r, otrzymamy:

479 — 17y 11 — b
X = e P = 39—y-\ 12
Uczyrimy dalej: L=by p\
bedzie:
x = 39 —y-f-p\
i nadto:

vy = _]'}___5.1_2_/_ :2_2/+’ l__52_p'

_ . 1- 2/
Czynlqc ZNnowuz: ------6------: P
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otrzymamy:
y — 2—=2p" tp-,

1—5p" — _2pn l—p'l
2~

Poniewazl =V " ma by¢ catkowite, przeto:

1—-
= P,
gdzie p jest jakgkolwiek catkowitg; skad:
p" = 1— 2p.

Podstawiajgc te warto$¢ w p', y i x, otrzymamy ostatecznie
ilosci x iy, wyrazone bezposrednio za pomocag p. Wyrazenia te beda:
30 -f- 17j,
y= 7— 12p.

X

Czynigc p kolejno réwne wszystkim liczbom catkowitym,
otrzymamy wartosci odpowiednie na x i y.

p =.....—2-i , 0 1, 2,
x - .e—a 13,30, 4, 64,.
y — e 31, 19, 7. 5, —17...

Mozna sie tatwo przekona¢, ze wartosci znalezione na x iy za-
dosy¢ czynig danemu réwnaniu przy wszystkich znaczeniach na p.
Nalezy tylko podstawic¢ te wartosci w rownanie: 12x -j- 11y = 479.
Otrzymamy:

12 (30 -f lip) -f 17 (7 — 12p)
= 360 + 12 .17p -f 119 — 12 .lip 479.
Poniewaz wyrazy zawierajgcej znoszg sie same przez sie na
pierwszej stronie réwnosci, przeto wartosci na x i y czynig zadosy¢
danemu réwnaniu przy jakiemkolwiek p.
Z szeregow liczb, napisanych wyzej, widzimy, ze dane réwna-
nie ma tylko dwa rozwigzania catkowite i zarazem, dodatnie, mia-
nowicie: albo x = 13,y — 19; albo tez: x = 30,y — 7.

425. Przyktady rozwigzane w paragrafie poprzednim ol
$niajg dostatecznie, na czem polega spos6b wynalezienia og6lnych
wyrazen catkowitych na x i y. Mozemy sposob ten opisa¢ w ogol-
nosci tak:
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Niech bedzie dane réwnanie:
ax -)-by — T . (1)

Gdyby wspoétczynnik przy jednej z niewiadomych byt réwnym
jednosci, wtedy odrazu rozwigzalibysmy je, wynajdujac wartos¢ na
tez niewiadomag i podstawiajgc kolejno za druga niewiadomag
wszystkie liczby catkowite. Nalezy nam przedewszystkiem roz-
patrzy¢ ten przypadek, w ktérym ai b sgrézne od 1. Wiemy juz
z poprzedniego, ze rozwigzanie w liczbach catkowitych jest tylko
wtedy mozliwe, gdy a i b sg pierwsze wzgledem siebie.

Niech wiec beda « i brézne od 1 i pierwsze wzgledem siebie;
przypus¢my nadto, ze b < a. Wynajdzmy z réwnania (1) wartos¢
na te niewiadoma, przy ktorej wspdtczynnik jest mniejszy; jak tu-
taj, podtug naszego przypuszczenia, na y. Bedzie:

ar

V= @

Podzielmy a przez 6; oznaczmy iloraz z tego dzielenia przez q

a reszte przez r. Gdyby Tbhylo takze wieksze od b, wtedy po-

dzielmy Tprzez bi oznaczmy iloraz przez ot, areszte przezn. Wtedy:
a= bg-j-A\ T= bm-(- n.

Podstawiajac te wartosci za a i Tw réownanie (2), otrzymamy:

bm-j-n — (bg4- ) x bm— bgx , n— rx
y = J— = — i— + — — -

czyli:
y=m — gXA-e e .

Podtug zatozenia szukamy na x iy wartosci catkowitych.
Lecz nadajgc na x jakgkolwiek wartos¢ catkowita, otrzymamy na
cze$¢ ot — qx wartos¢ takze catkowita; aby wiec i y byto catkowi-
te, potrzeba wynalez¢ takie wartosci na x, przy ktorych uta-

y
mek — 2~ bylby catkowitym. Dlatego tez czynimy:
n —rx
oznaczajac przez p' jakagkolwiek liczbe catkowitg. Z tej ostatniej

réwnosci wypada:
rx -f- bp' — n (3)
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Cale zadanie sprowadza sie wiec wiasciwie do rozwigzania
réwnania (3), prostszego od réwnania danego, gdyz b, ktére byto
mniejszem od a, jest tutaj wspotczynnikiem wiekszym, a n nie jest
wieksze od T

Gdyby r byto rownem 1, wtedy zadanie bytoby juz rozwia-
zane. Jezelir > 1, wowczas znajdzmy znowuz z tego réwnania
wartos$é na x, przy ktorem wspoétczynnik jest mniejszy od  bedzie:

_ n—1p
x= - @

Oznaczajac iloraz, powstaty z podzielenia b przez r, gtoskg ¢
i reszte gloska r'; iloraz za$ z podzielenia n przez r gltoskag ?»',
a reszte gtoska n\ mie¢ bedziemy jak wyzej:

m'T - 0" — QT +j- ¢) pT_m'T — qrp’ -j- " — rp

czyli: Xx=m—qgp +

Poniewaz zas$ x i p* maja by¢ catkowite, przeto te ostatnig
liczbe nalezy tak wybraé, aby wyrazenig------ ------- byto liczbg cat-
kowitg. W tym celu uczynmy:

n'— r'p'

r P

gdzie p" oznacza jakakolwiek liczbe catkowita.
Stad:
r'p' -)-rph= n "L (5)

i zadanie znowuz jest sprowadzone do rozwigzania réwnania prost-
szego, niz poprzednie, gdyz r' < r. Gdyby tutaj wypadto r'= I,
wtedy rozwigzanie bytoby skonczone. Lecz jezeli r > 1, woéwczas
znowuz wynajdzmy wartos¢ na p' (wspo6tczynnik bowiem przy
niem jest mniejszy); bedzie:

i odtaczmy catkowitg z tego utamka, co zawsze da sie zrobic,
gdyz r > r'. Wprowadzajac tez same oznaczenia co i poprzednio,
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t. j. oznaczajac przez m" i n" iloraz i reszte z podzielenia n' przez r\
aprzez q" ir" iloraz ireszte z podzielenia r przez 7, otrzymamy:
pr=m - gqprof " TP
Czynimy znowuz:
p"\
skad wypada réwnanie:

r'p" - rrp" = N (6)
ktorem konczytoby sie rozwigzanie, gdyby r" byto réwnem 1.
Gdyby ono byto roznem od 1, wtedy dalej postepowalibysmy tak sa-
mo jak poprzednio dotad, dopdki jedna z reszt: r, r', r"... nie wypa-
dtaby rowng 1. To nastgpi¢ koniecznie musi; gdyz, podiug zato-
zenia, liczby ai 5 sg pierwszemi wzgledem siebie, a reszty: r, r',
r' i t. d. sg otrzymane z takiego dziatania, jakie wykonalibysmy,
gdybysmy chcieli znalez¢ dzieleniem najwiekszy wspélny dzielnik
dlaaib Przypusémy wiec, ze juz reszta r" jest rowng 1; co mo-
zemy uczynié, liczba dziatan bowiem nie ma tutaj zadnego wptywu
na bieg rozumowania. Wtedy z réwnania (6) otrzymamy:

p* =.n"—rp,

gdzie znaczki nad p"' opusciliSmy, jako juz dalej niepotrzebne.
Jezeli teraz wezmiemy pod uwage wyrazeniapoprzednio otrzymane:

y = m—agx -(-p,

X —m—qgp -)-p"

p'= m'—qg"p" P,

i: p"= n"—rp

i podstawimy warto$¢ na p" w wyrazenie nap', nastepnie war-
tosci na p'ip" w wyrazenie na si nakoniec wartosci nax ip
w wyrazenie na ij, wtedy wyrazimy obie wartosci na x i y za po-
mocg jednej ilosci ostatniej p, ktéra oznacza jakgkolwiek liczbe
catkowitg. Rachunku tego nie wykonywamy tutaj, gdyz nie pro-
wadzi on do wzordéw, majacych znaczenie praktyczne. Najlepigj
w kazdym przypadku sposobem wskazanym postepowaé tak, jak
robiliSmy w przyktadach rozwigzanych w poprzednim paragrafie.

426. Zastosujemy jeszcze zasady podane wyzej do rozwi
nia kilku zagadnien.
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1-sze. Liczbg 100 podzieli¢ na taicie dwie czesci, aby jedna
z nich podzielona przez 5 data na reszte 2, a druga podzielona przez 7
data na reszte 4.

Poniewaz pierwsza z tych czesci, bedac podzielona przez 5,
ma da¢ w reszcie 2, przeto ta pierwsza cze$¢ powinna by¢ tej po-
staci: 5x -j- 2, gdzie x oznacza jakgkolwiek liczbe catkowitg. | da-
lej: poniewaz druga cze$¢, bedac podzielona przez 7, ma da¢ na
reszte 4, przeto musi by¢ ona na tej postaci: 7y 4 4. Obie te
czesci razem wziete powinny stanowi¢ 100. Bedzie wiec réwnanie:

5 2 47744 = 100, czyli:
5 a7y — 9.
Nastepujagcym rachunkiem, ktory tu wykonywamy bez obja-
$nien, znajdujemy ostateczne wyrazenia naxi y:

= 18— 2/4 2@- 93

2
¥ p\ y= 2 —5p,
x= 164 7p.
Tym sposobem ostateczne wyrazenia sa:
X = 1647p; y = 2 — 5p.

Poniewaz natura pytania wymaga oczywiscie odpowiedzi nie-
tylko catkowitych, ale i dodatnich, przeto powinnismy z tych war-
tosci na x iy te tylko wybraé, ktére dajg dwie czesci szukane do-
datnie, a zatem wartosci tylko dodatnie nax iy. To znaczy, ze
powinno by¢:

16 4 7p> 0;p> —2y

2
i 2—bp>0;p<
Czynigc: p= —2—1 0
otrzymamy: X = 2, 9, 16,

V— 12, 7, 2.
Przy pierwszej z tych wartosci &= 2, y — 12, czes$¢ pierwsza
szukana: 5@+ 2 = 12, cze$¢ druga 7j/—4 = 88; przy drugiej:
a:=9, t/=7, czes¢ pierwsza: 53342= 47, cze$¢ druga: 724 4 = 53;
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nakoniec przy trzeciej: a:=16, y= 2, cze$¢ pierwsza: 5a;-]-2 = 82,
czes$¢ druga: 7y -j- 4 = 18.

427. Zagadnienie. Handlarz kupowat konie i woty: za
nia ptacit 141 rubli, za wotu zas$ 99 rb.; kupit tyle koni i tyle wo-
téw, ze za woty zaptacit o 18 rb. wiecej, anizeli za konie. llez ku-

pit koni a ile wotow?

Oznaczmy liczbe kupionych wotéw gloska a, a liczbe kupio-
nych koni gloskg y. Wtedy za konie zaptacit 141y, a za woty 99#.
Poniewaz woty kosztowaty o 18 rb. wiecej, anizeli konie, przeto:

9x = 141y -j- 18, czyli
99a — 1411 = 18. 1)

W celu rozwigzania tego réwnania, zauwazmy najprzéd, ze
wszystkie wyrazy jego moga by¢ podzielone przez 3; wykonajmy
to dzielenie, przez co réwnanie sie upraszcza. Bedzie:

33a — 47y — 6.

Poniewaz 33 i 6 maja wspolny czynnik 3, przeto réwnanie
mozna dalej uprosci¢ (§ 419) czyniac:

y = 3, ()
gdzie u jest nowg niewiadoma. Podstawiajac te warto$¢ w réwna-
nie, otrzymamy:

33a — 47.3 u— 6;

dzielgc teraz cate réwnanie przez 3, bedzie:

11 g — 47w = 2. 3)
Z tego ostatniego réwnania otrzymujemy najprzéd:
_ 24-47 u_ o 24-3w
R 11
czynigc zas: 24-3u
ynig : « U =sp"
mamy:
X = 4w -j—p',
lip'— 2 2p'— 2
p - 3p'+ p
ca 20 - D

czyli: u= 3p
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Poniewaz 2 jest pierwsze wzgledem 3, przeto czynimy:

Pl skad:
3 = skad:
u= 3p'-j-2p,
i dalej: p'= 3jp-j- L

Przez kolejne podstawiania, znajdziemy ostatecznie:
u— 112?21 3,
X — 47p -f- 13.
Podstawiajgc zas te warto$¢ na u w réwnanie (2), otrzymamy:
y = 33p 9.
Oczywistg jest rzecza, ze zagadnienie moze mie¢ tylko odpo-
wiedzi dodatnie, a wiec:

47p+ 13> 0;p > - ¢

3
32?-f 9> 0, P > ~ 11.

Czynigc teraz w tych wyrazeniach kolejno:
P—o0 1 2, 3,—-
otrzymamy wartosci na x i y:
x = 13, 60, 107, 154........
y= 9 42, 75 108.......
Wartosci tych jest nieskonczenie wiele, — najmniejsze z nich:
kupiono wotéw 13, koni 9.
428. Zagadnienie. Znalez¢ taki utamek, ktéryby odjety

utamka dat na réznice utamek, majacy za licznik 1 a za mia-

nownik iloczyn z mianownikéw tych dwoéch utamkow.
Oznaczajac licznik szukanego utamka przez x, a mianownik
przez y, mie¢ bedziemy réwnanie:
355 x 1
113 ~ ~y ~11% ' 1)
Znio6stszy mianowniki, otrzymamy:
355y — 113x = 1.
Rozwigzujac to ostatnie réwnanie sposobem wielokrotnie
wskazanym, znajdziemy nastepujgce wartosci na x i y:
x — 35527 — 22,
y = 113p —7.
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Podstawiajgc za p jakiekolwiek liczby catkowite, dodatnie lub
ujemne, otrzymamy nieskonczong liczbe wartosci na x i y catko-
witych, z ktérych biorgc pierwsza za licznik, a odpowiednig druga
za mianownik, mie¢ bedziemy nieskonczong liczbe utamkéw, za-
dosy¢ czynigcych zadanym warunkom. | tak:

gdy: V= .. ~ 2, — 1, 0, 1, 2,
wtedy: X = ...— 732, — 377, — 22, 333, 688
y = ... — 233, — 120, — 7, 106, 219
skad:
X 732 377 22 333 688
~y ~ 233’ 120’ 7 ' 106 ' 219 '

Zwracamy uwage czytelnika na trzeci i czwarty z napisanych
utamkoéw: nalezy poréwnac te wypadki z utamkami w § 413.

429. WidzieliSmy w 8§ 421, ze jezeli mamy jedna parg w
tosci, ktore, podstawione w réwnanie dane zamiast x iy, sprawdzaja
je, wtedy mozemy odrazu napisa¢ og6lne wyrazenia na obie niewia-
dome, a tern samem wynalez¢ wszystkie rozwigzania.

Jakkolwiek zasada ta wyptywa bezposrednio z rozumowan
w paragrafie powotanym wyzej, to wszakze ze wzgledu na jej
wazno$¢ dowiedziemy jej tutaj inng droga.

Przypusémy wiec, ze mamy juz dwie liczby A i B, ktore,
podstawione zamiast x i y odpowiednio, zadosy¢ czynig réwnaniu:

ax by = Koo (2).

Aby dowies¢, ze stad mozemy natychmiast napisa¢ og6lne

wyrazenia nax iy, zauwazmy, ze podtug zatozenia mamy najprzdd:

aA -f- bB = k

Odejmijmy te réwnosé od réwnania:

ax -j- by — k,

otrzymamy:
ax — aA -j-by — bB = 0,
czyli: ax — aA = bB — by,
wylgczajagc za$ na pierwszej stronie a, a na drugiej b za nawias,
bedzie:
a(x—A)= b({B—Yy),
skad:
b(B—y)

x—A— " @
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Poniewaz A jest liczbg catkowitg i x ma by¢ takze catkowite,
przeto i druga strona powinna by¢ catkowita, czyli: b {B — y) po-
winno by¢ podzielne przez a. A ze b jest pierwszem wzgledem a,
przeto B — y samo przez sie powinno by¢ podzielne przez a. Na-
lezy zatem y wybraé takie, aby byto:

B-vy
. =P €)

gdzie p oznacza jakgkolwiek liczbe catkowitg.
Podstawiajac te warto$¢ w réwnanie (2), otrzymamy:

X — A — bp,
skad:
X — A -j- bp. 4)
Z réwnania za$ (3) znajdziemy:
V= B — ap. 5)
Czynigc tutaj kolejno:
P= ..-2,-1, 0 1 2 3...
mie¢ bedziemy:
X = A—2b A—6 A A-fb A+ 2b A+ 3b..
y = B-J2aB-fa,B,B—a B —2a B — 3a...

A to dowodzi twierdzenia podanego wyzej.
Gdybysmy toz samo rozumowanie zastosowali do réwnania:

ax — by = T
otrzymalibysmy na wypadki ostateczne:

X= A+ bp,\

V= B + ap,\

skad rozwigzania wszystkie bytyby zawarte w szeregach nastepu-
jacych:

P= ..—2 -1,0 1, 2, 3.
X = A —2bA—Db A 4 Db A-f2b A-f36..
y = B—2a B—a B,B-{a B+ 2a B -|3a...
430. W tym przypadku, w ktéorym zagadnienie rozwic

wane moze mie¢ tylko odpowiedzi dodatnie, nalezy we wzorach (4),
(5) i (6) poprzedniego paragrafu wybraé¢ tylko takie wartosci na p,
przy ktérych x i y wypadtyby dodatnie. Przy jakich znaczeniach
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na p, x i y bedg dodatnie, mozna znalez¢ rozumowaniem nastepu-
jacem:
1-sze. Gdy dane réwnanie jest:

ax -j-by — Kk,

w ktérem a i b sg dodatniemi, wtedy z nich wypada:
x — A -f- bp,
y — B — ap.

Wytaczajac na drugiej stronie pierwszej réwnosci b, na dru-
giej stronie drugiej rownosci a za nawias, bedzie:

Te ostatnie wyrazenia pokazuja, ze aby warto$¢ na x byta
dodatnia, nalezy p wybra¢ takie, aby byto:

p > —- (gdyz b jest dodatnie).

Réwniez, aby warto$¢ nay byta dodatnig, nalezy p wybraé
takie, aby byto:

Tym sposobem oznaczyliSmy dwie granice, pomiedzy ktore-
mi p powinno by¢ zawarte, aby i & i y wypadty dodatnie. Stad sie
pokazuje, ze liczba rozwigzan dodatnich w tym przypadku bedzie
ograniczong; nawet bardzo tatwo moze sie przytrafi¢, ze nie bedzie
ani jednego rozwigzania dodatniego.

2-ie. Gdy dane réwnanie jest:

ax — by — k,
wtedy wartosci na x i y sg dane wzorami:

x = A -f- bp,

V= B+ ap

Wartosci te mozna przedstawi¢ w podobny sposéb, jak w po-
przednim przypadku,tak:
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B

y=awp

Aby x byto dodatnie, potrzeba, aby byio:

A
P> — 4
aby znowuz y byto dodatnie, nalezy wybra¢ takie p, aby:
B
P>~ 4

Bioragc wiecp wieksze od wigkszej z tych Iiczb:------=-i--—---;,
0 C

otrzymywac¢ bedziemy wartosci na x i y dodatnie. Liczba zatem
rozwigzan dodatnich bedzie w tym przypadku nieograniczona.

431. Roéwnanie stopnia pierwszego z dwiema niewiadom
mozna zawsze przedstawic¢ za pomoca linii prostej (§ 384). Wynaj-
dujac rozwigzania catkowite takiego réwnania, oznaczamy na pro-
stej takie punkty, ktorych obie spoétrzedne sg liczbami catkowitemi.
Jezeli nadto wymagamy, aby rozwigzania byly dodatnie, wtedy
uwzgledniamy tylko takie punkty, ktére lezag w ¢wiartce ptaszczy-
zny, zawartej miedzy dodatniemi czeSciami obu osi. Liczba rozwig-
zan dodatnich moze wiec byé tylko wtedy nieograniczona, kiedy
czese linii, lezaca w tej ¢wiartce, jest nieograniczona, t.j. jezeli
prosta przecina jedng 0$ w jej czesci dodatniej, druga w ujemne;j.

Liczba rozwigzan dodatnich jest
napewno ograniczona, jezeli pro-
sta przecina obie osi w ich cze-
$ciach dodatnich, lub obie w uje-
mnych; w tym ostatnim przy-
padku niema ani jednego rozwig-
zania dodatniego.
Naprzyktad réwnanie:
3x -f 2y = 5,
jak to tatwo znalez¢ podtug § 430,
ma tylko jedno rozwigzanie do-
datnie: x = 1, y = 1, z czego mozna wnosi¢, ze prosta, przed-
stawiajgca to réwnanie, ma tylko jeden taki punkt P, w ktérym
obie spdtrzedne sa catkowite i dodatnie.
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Podobnie znajdziemy, ze prosta:
2y — x = 2
ma nieskoniczony szereg takich punktéw. Ta prosta jest wykre-
$lona na str. 272. Druga prosta, tamze rozpatrywana:

czyli:

2y 4x = — G,
nie ma wcale punktéw, dla ktérych obie sp6trzedne bytyby dodatnie;
ale ona nie ma takze punktéw, dla ktérych obie spo6trzedne bytyby
catkowite, poniewaz wspotczynniki przy x i y majg czynnik wspdl-
ny 2, ktérego nie ma wyraz stalty — 3 (por. §419).

432. Wiasnosci przyblizenn utamkéw ciggtych podajg
tatwy sposéb wynalezienia jednej pary liczb catkowitych, ktdre
podstawione w dane réwnanie zamiast x i y, zadosy¢ mu czynia.
Wiemy za$ z paragrafu 429. ze gdy jedng takg pare liczb catkowi-
tych znamy, wtedy mozemy odrazu napisa¢ wyrazenia ogélne,
i tym sposobem wynalez¢ wszystkie rozwigzania. Pokazemy teraz
to zastosowanie teoryi utamkéw ciagtych do rozwigzania réwnania

nieoznaczonego:
ax -f-by= X....(@Q).

AV tym celu rozwinmy utamek na utamek ciagly, i wy-
najdzmy wszystkie przyblizenia tegoz ulamka cigglego. Przed-

P

ostatnie przyblizenie niech bedzie—y, ostatnie za$ bedzie oczy-
ta

wiscie rowne danemu utamkowi zwyczajnemu —. Znajdzmy na-

P
stepnie réznice pomiedzy a (czyliprzyblizeniem ostatniem)i-~,t. j.:

a P
~b Q -

Podtug wilasnosci przyblizen, dowiedzionej w § 406, rdznica
ta jest rowna utamkowi, ktorego licznikiem jest -(- lub — jednosg¢,
a mianownikiem iloczyn z mianownikéw tychze przyblizen. Be-
dzie wiec:

a_ P _+
I Q

0



368

czyli znoszac mianowniki:
a.Q—b.P= + 1
Pomnézmy teraz obie strony tego réwnania przez ft, wziete
z takim, znakiem, aby po wykonaniu mnozenia wypadito na drugiej
stronie k z takim znakiem, z jakim wchodzi do drugiej strony ro-
wnania ().
Zrobiwszy to, otrzymamy:
a.Qk— b.Pk—k
(Znaki opuszczamy tutaj, dla nierozrézniania zbyt wielu przy-
padkoéw).
Te ostatnig rownos¢ mozemy tak napisac:
a.(@Qk-l-b.(— Pk) = k
Poréwnywajac jg z rownaniem (1), widzimy, ze toz réwnanie
zostaje sprawdzone przez podstawienie w niem zamiast X i y odpo-

wiednio: Qk i — Pk. Dwie te liczby przeto stanowig pierwszg pa-
re rozwigzan, i mozemy przyjac, ze:
A= Qk; B= — Pk

Majac za$ te wartosci, mozemy wynalezé wszystkie rozwia-
zania.
433. Przyktad. Wezmy réwnanie, rozwigzane juz w §4
przyktad 4-ty:
12 g-f 17y = 479.

12
Utamek zamienmy na utamek ciggly; bedzie:

2= 0+ 1
17 i+
2+ 1 _
2-fl
2
Znajdzmy wszystkie przyblizenia; otrzymamy:
0 1 2 5 12
T T ="' T" 17"
Wezmy teraz roznice pomiedzy catkowitg wartoscig utamka
ciagtego i przedostatniem przyblizeniem; bedzie:
12 5_ 122.7—17.5 84 — 85 —1
17 7 — 17.7 ~ 17.7 ~ 17 7:

skad: 2. 7— 17 .5- — 1



Pomnézmy obie strony tej ostatniej réwnosci przez — 479
otrzymamy:
12 . (—7.479) -f 17 .(5.479) = 479.

Poréwnywajac te rownos¢ z danem réwnaniem widzimy, ze
liczby: —7X479 i 5X479, podstawione zamiast x i y, zadosy¢ mu
czynig. Mozemy wiec przyjaé, ze:

A— —7X 479 ="—3353, i B= 5 X 479 = 2395.
Ogdlne wyrazenia zatem na x i y beda:

X — 11p — 3353; y — — 12p -f- 2395.
Podstawiajgc za p kolejpo 0, 1,2 ... .— 1, — 2, .. ..otrzy-

mamy wszystkie rozwigzania.

Poréwnywajgc wyrazenia otrzymane obecnie z wyrazeniami
na x iy, znalezionemi w § 424, wydaje sig, ze wartosci, jakie wy-
razenia te przedstawiajg, sg rézne. Czynigc tu bowiem:

V= mmme 0, 1, 2, 3,....
otrzymujemy: »=.... —3353,.—3336,....
d= ... 2395, — 2383,....

Lecz roznica ta jest tylko pozorng, gdyz dosy¢ jest podstawic
za p liczbe dostatecznie wielkg w wyrazeniach: x — 11p — 3353,

iy = — 12p -(- 2395, aby otrzymac tez same wyrazy, ktére sg na-
pisane jako rozwigzania réwnania danego w 8§ 424. Mianowicie:
jezeli uczynimy p = 197, wtedy otrzymamy: x = — 4, y = 31;

to jest tez same liczby, od ktérych zaczeliSmy pisa¢ rozwigzania
w wymienionym tyle razy paragrafie. Latwo wyrazenia x = 11p—
— 3353 iy — — 12p -f- 2395 przerobi¢ na wyrazenia: a =: 30 —
1lp,iy= 1 — 12p. W tym celu nalezy tylko zwréci¢ uwage na
to, ze: 3353 = 17 .199 — 30, i 2395 = 12 .199 -j- 1. Jezeli te
ostatnie wartosci podstawimy w wyrazenia powyzsze, otrzymamy:

x = lip —11 X 199 + 30 = 17 (p — 199) -f 30,
y= —12p-f 12X 199+ 7= — 12(p— 199) -f 7.
Podstawiajgc zamiast — 199 w powyzszych wyrazeniach

jedng gloske, oznaczajgcg jakakolwiek liczbe catkowita, otrzyma-
my wyrazenia § 424,

434. Gdyby dane zadanie prowadzito do réwnania, zawi
jacego wiecej niz dwie niewiadome, lub gdyby byty dwa réwnania

Algebra. 24
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z trzema niewiadomemi i t. d., wtedy zasady wytozone poprzednio
moga by¢ zastosowane do tych przypadkéw, jak to sie pokaze
z rozwigzania nastepujacych zadan:

Zadanie. Rozwigzaé¢ w liczbach catkowitych dwa réwnania:
2X + 14m— 7z — 341,
10a+ 4y -f-9z = 473. ''' ~h
Wyrugujmy z tych dwéch réwnan x. W tym celu pomnézmy
pierwsze réwnanie przez 5 i nastepnie odejmijmy od niego réwna-
nie drugie; otrzymamy:
66ty — Uz = 1232,
dzielgc za$ obie strony przez 22, bedzie:
3y _ 2r= 56 .... (2.

Oczywista jest rzecza, ze te wartosci catkowite na y i z, ktére
zadosy¢ czynig réwnaniom danym, muszg zadosy¢ czyni¢ i réwna-
niu (2); stosujac do tego ostatniego znane sposoby, otrzymamy:

y= 2p,z—3p—28.... (3.

Gdyby wiec byto dane do rozwiazania réwnanie (2), wtedy
powyzsze wyrazenia zawieralyby odpowiedz zupetng na pytanie.
Lecz wartosci nay i z nietylko powinny by¢ catkowite same, ale
nadto jeszcze takie, aby przy nich i warto$¢ na x wypadta catko-
wita; i z tego powodu za p mozna wziaé nie kazda liczbe catkowita.
W celu znalezienia odpowiednich wartosci nap, podstawmy war-
tosci nay i zzréwnosci (3) w jedno z réwnan danych (1),
np. w pierwsze; otrzymamy:

2x -j- 7p = 145;
i z tego réwnania znajdzmy wszystkie wartosci catkowite na r i p,
ktore zadosy¢ mn czynig. Postepujac znanymi sposocbami, znaj-
dziemy:
X — 69 -(- 7p',p= 1—2p\
gdzie p' oznacza jakgkolwiek liczbe catkowita. Podstawiajac teraz
warto$¢ na p w réwnania (3), wyrazimy ostatecznie wszystkie trzy
niewiadome X, y i z za pomocag liczby catkowitej dowolnej p'. Mia-
nowicie bedzie:
X = 694" 7", y= 2 —4p\ z— — 25 — 6p.
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Czynigc w tych wyrazeniach p* réwnem kolejno wszystkim
liczbom catkowitym od O do -)- 00 i — 00, otrzymamy wszystkie
rozwigzania catkowite danych réwnan.

435. Gdybysmy nadto chcieli znalez¢ nietylko wartosci cat-
kowite, ale i dodatnie, wtedy nalezatoby wybra¢ tylko takie war-
tosci nap', przy ktoérych jednoczesnie bytoby:

7p' > —69,skad:p’ > — 9y ,
4p' < 2, skad: p'< ~ ,
6p' < — 25, skad: p' < — 4jjj-.

Widzimy stad, ze jedyne wartosci na p', ktdre czynia zado-
sy¢ powyzszym warunkom, sg: p' — — 5 —6,— 7, — 8,i — 9.
Podstawiajac je w wyrazenia na x, y i 0, otrzymamy na te ostatnie
iloSci wartosci nastepujace:
a= 34, 27, 20, 13, 6;
y = 22, 26, 30, 34, 38;
0— 5, 11, 17, 23, 29.

Gdyby dane byty trzy réwnania z czterema niewiadomemi,
lub cztery réwnania z piecioma niewiadomemi, lub wogédle ilekol-
wiek rownan, w ktdérych liczba niewiadomych bytaby o jednosé
wigkszg od liczby réwnan, wtedy w podobny sposob postepujac,
jak w przyktadzie paragrafu poprzedniego, wyrazilibySmy wszyst-
kie niewiadome za pomocg jednej liczby catkowitej dowolnej p,
liczba tylko dziatan, jakie nalezatoby wykonaé, bytaby wiegksza.

436. Jezeli jest jedno réwnanie z trzema lub wiekszg liczbg
niewiadomych, lub wogéle jezeli jest danych m réwnahn z m -\- n
niewiadomemi, wtedy stopieri nieoznaczonosci (jezeli sie tak mozna
wyrazi¢), bedzie jeszcze wiekszy. Gdyby np. byto dane jedno ré-
wnanie z trzema niewiadomemi, wtedy do wyrazenia ogdélnego
kazdej z niewiadomych potrzeba dwoch ilosci dowolnych, catkowi-
tych; w przypadku jednego réwnania z czterema niewiadomemi
potrzeba bedzie trzech ilosci catkowitych dowolnych, i t. d. Wy-
nalezienie takich wyrazen ogdlnych nie przedstawia zadnych szcze-
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golnych trudnosci; nastepujacy przyktad pokazuje, jak w takich
razach nalezy postepowac:
Rozwiazaé réwnanie:
108 -f 9y + 1z = 5SS s 1)
w liczbach catkowitych i dodatnich. Znajdzmy warto$¢ na te nie-
wiadoma, przy ktérej wspétczynnik jest najmniejszy, jak tutaj na z.
Bedzie:

y 58 —9y —10x,

a odiaczajac catkowita:
z= 8 — ij — ce-j-

Aby warto$¢ na z wypadta catkowita, potrzeba aby utamek
na drugiej stronie ostatniego réwnania byt catkowitym. Uczynmy
przeto:

2—2y —3x __

gdziep oznacza jakgkolwiek liczbe catkowitg. Otrzymamy stad:

2—3x—17p

y 5 i- *- 3p-

p

+
A zo i ulamek X powinien by¢ takze réwny liczbie cat-

kowitej, przeto:
——p\ skad: x — —p -)- 2p".

Podstawiajac tak znaleziong wharto$¢ w wyrazenie nay, i te
ostatnig wraz z wartoscig na a w wyrazenie na z, otrzymamy osta-
tecznie wyrazenia wszystkich trzech niewiadomych za pomoca
dwéch liczb catkowitych dowolnych p i p'. Beda one takie:

X= —p-|]-2p-y—1—2p—3p\ z= 7-(- -I-p" .. (D).

Podstawiajac zap i p' wszystkie liczby catkowite, dodatnie
i ujemne, znajdziemy rozwigzania.

437. Do wyrazen og6lnych mozna takze dojs¢ i inng drc
ktorg wskazemy na ogdlnem réwnaniu:
ax -)- by -]-cz-j- du -)-.......... --mv=h...(1

zawierajacem n niewiadomych: X, y, z . . . V.
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Najprzéd nalezy tu zauwazyé, ze jezeli wszystkie wspoétczyn-
niki: a, & c... mmajg jakikolwiek wspélny dzielnik, to i Tmusi
by¢ podzielne przez tenze sam dzielnik, inaczej rozwigzanie réwna-
nia w liczbach catkowitych jest niemozliwe (8§ 419). Podzieliwszy
obie strony rdéwnania przez najwiekszy wspoélny dzielnik dla a, b,
c. .. mi TG otrzymamy réwnanie, w ktdi'em wspotczynniki a, b, c...
m i Tsa pierwszemi wzgledem siebie; lecz moze sie przytrafi¢, ze
albo wspétczynniki a, b, c.. . m, po dwa brane, majg jeszcze wspol-
ne dzielniki, albo tez, ze przynajmniej dwa z nich sg wzglednie
pierwszemi. Ten ostatni przypadek jest najczestszym i o nim tyl-
ko tutaj moéwic¢ bedziemy. Przypusémy wiec, ze dwa wspdiczyn-
niki ai bnie majag zadnego wspélnego dzielnika. Przenoszac na
drugg strone rownania (1) wszystkie wyrazy, z wyjatkiem tych
dwdch, ktére maja za wspotczynniki a i b, otrzymamy:

ax -f~-by= T—cz— du— ... — mv.

Uczynmy dla krotkosci:

M= T—cz—du— .. — my,
bedzie:
ax -j- by = M ... (2.
Na zasadzie tego, co byto powiedziane w § 432, mozemy
zawsze znalez¢ dwie liczby A i B takie, ze bedzie:
aA -]-bB = 1,
mnozac za$ obie strony tego ostatniego réwnania przez M, otrzy-
mamy:
a.AM+ b.BM= M ... @3
Odejmujac réownanie (3) od réwnania (2) bedzie:
ax— AM) \-by— BM) = 0

Stosujac do tego réwnania rozumowanie § 429, otrzymamy

na ogolne rozwigzanie:

Xx= AM -} Ay = BM — aw,
gdzie w oznacza jakgkolwiek liczbe catkowitg. Podstawiajgc teraz
w te wyrazenia zamiast M jego warto$¢, znajdziemy ostatecznie:
AK—cz—du— ... —mv) -4- biv
B@E—cz—du— ... —mv) —aw

@.
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Tu niewiadome x i y sg wyrazone za pomocg ilosci catkowi-
tej dowolnej w i (n — 2)-ch niewiadomych z, u ... v, ktére moga
takze przyjmowaé dowolne znaczenia catkowite.

Dla objasnienia powyzszego sposobu, wezZzmy réwnanie roz-
wigzane w poprzednim paragrafie:

10® + 92/-f7~=58.

Poniewaz 10 i 9 sg pierwsze wzgledem siebie, przeto:
10x -j- 9y = 58 — 7z = M.
Dalej znajdujemy, ze:
10.1+9 . (— D= 1,
skad: 10 . (M) -f 9 . (- M) = M,
i nastepnie, jako rozwigzania danego réwnania:
X — M-\-9w,
y= — M — 10w,
czyli, podstawiajgc zamiast M jego wartosc:
x = 58 - 7z 9w
y= _ 58-f-7z— 10w ....coeiiiinne

W wyrazeniach tych z réwnie jak i w moga przebiegac
wszelkie wartosci catkowite dodatnie i ujemne.

Z poréwnania wyrazen (5) z wyrazeniami na x i y poprzednie-
go paragrafu moznaby sadzi¢ na pierwszy rzut oka, ze one dajg
zupetnie inne rozwigzania, gdyz sag innej postaci. Gdybysmy je-
dnak napisali wszystkie odpowiedzi podtug jednych i drugich wzo-
row, przekonaliby$Smy sie, ze one zawierajg tez same liczby, tylko
w innym porzadku. Tak np. z wzoréw (5) przy iv= 0 mamy
rozwigzania:

Xx= 58, y= —58;z= 0;
tez same liczby otrzymamy z wzor6éw (2) § poprzedniego, czynigc:
p= —8ip' = 25. Gdybysmy we wzorach (2) § 436 uczynili

p= 0,p'— 0, wtedy bytoby:
x=0,2/=1,2= 7
Tez same wartosci mie¢ bedziemy z wyrazen (5), jezeli uczy-
nimy z= 7, w— — 1. | tak dalej. Moznaby zresztg ogélne wy-
razenia na niewiadome przedstawi¢ jeszcze pod innag postacia,
i zawsze otrzymaliby$Smy z tych wyrazenh tez same rozwigzania.
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Rozbiér innych przypadkéw rozwigzania tego rodzaju ro-
wnan, mianowicie gdy pomiedzy wspétczynnikami a, b. ..., m nie-
ma dwoch pierwszych wzgledem siebie, musimy pozostawié¢ dzie-
tom obszerniejszym.

438. Gdybysmy chcieli oznaczy¢, jakie wartosci nalezy na-
da¢ na te ilosci dowolne, ktore wchodzg do wyrazen ogélnych na
niewiadome, aby wartosci wszystkich niewiadomych wypadty do-
datnie, roéwniez gdybySmy chcieli z géry oznaczy¢ liczbe rozwig-
zan dodatnich danego réwnania o n niewiadomych, wtedy natrafi-
libySmy na zadanie bez poréwnania trudniejsze od rozwigzywane-
go w poprzednim paragrafie. Bez watpienia, w wielu przypadkach
szczeg6lnych, na to zadanie mozna dosy¢ tatwo odpowiedzie¢; lecz
0g6lne zadanie jest trudne i zwigzane z zadaniem o rozktadaniu
liczb catkowitych na skitadniki. W przypadku jednego réwnania
z trzema niewiadomemu

ax -|-by -j-cz= T
najtatwiejszym sposobem wynalezienia rozwigzan dodatnich zdaje
sie by¢ taki. Z danego réwnania mamy:
ax by = T— cz.
W tern ostatniem réwnaniu podstawiajmy za z kolejno:
1, 2,3 ..itd

i wynajdzmy przy kazdem podstawieniu odpowiednie wartosci cal-
kowite i dodatnie na x i y. Otrzymamy tym sposobem wszystkie
zgdane rozwigzania.

Nakoniec zastosowanie réwnan nieoznaczonych do rozwigzy-
wania zadan, odnoszacych sie do reguty mieszaniny, czytelnik znaj-
dzie dobrze wytozone w wybornem dziele St. Kramsztyka: ,Aryt-
metyka handlowali str. 224 § 101.9

439. Jakkolwiek rozwigzywanie réwnan nieoznaczonych
stopnia drugiego juz do nas nie nalezy, jednakze podamy tutaj
kilka najprostszych zadan tego rodzaju, pokazujacych, jak w ta-
kich przypadkach nalezy postepowac.

Zadanie l-sze. Znalez¢ takie dwie liczby, ktérych iloczyn,
dodany do ich sumy, wynositby 79.
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Oznaczajgc przez x iy liczby szukane, mamy podiug warun-
kow zadania:
@)-xy -f- x -(-y = 79, skad:
79 — X

a nastepnie: y — — 1-|]- 8.0
X -j-1
Ta ostatnia rownos$¢ pokazuje nam, ze x powinno by¢ takie,
aby * -f- 1 byto jednym =z dzielnikéw liczby 80. Wpynajdujac
wszystkie dzielniki tej ostatniej liczby znajdziemy, ze one majg ta-
kie wartosci: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40, 80; wiec otrzymamy
wszystkie wartosci catkowite na x, czynigce zadosyé danemu ré-
wnaniu, przyréwnywaj ac x -j- 1 kolejno do kazdego z tych dzielni-
kéw. Tym sposobem otrzymamy nastepujaca tablice, zawierajaca
wartosci, rozwigzujace réwnanie (1):
dzielniki ... 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40, 80,
*== 0, 1, 3, 4,7, 9,15,19,39,79,
y= 179 39, 19, 15,9, 7, 4, 3, 1, 0.

Poniewaz za$ rozwigzania w drugiej potowie powyzszych
szeregbw powtarzajg sie, przeto mamy wiasciwie pie¢ roznych
rozwigzan danego zadania:

jedna liczba = 0, 1, 3, 4,7,
druga , = 79, 39, 19, 15, 9.

440. W podobny do powyzszego sposéb mozna rozwia:
w ogo6lnosci réwnanie:
xy -f- ax -f- by = k\. .. (D,

z niego otrzymamy najprzod:
y (x ~{-b) = T— ax,
a nastepnie:
— ax -j- k

V= xjb

1

skad, odtgczajgc catkowitg, wypadnie:
- a—+ k
— f

y — + b . e (2).
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To ostatnie wyrazenie pokazuje nam, ze x -j- b powinno by¢
dzielnikiem liczby ab -j- k. Jezeli wiec roztozymy liczbe ab -j- k
na iloczyn dwéch czynnikéw mn, i ostatnie rownanie (2) napisze-
my w tej postaci:

— a4 m.n
«c-j- b’
wtedy, czynigc: X b = m, skad: x = m — b, otrzymamy
y ——a-|-n,czyli;jy —n —a

Dla kazdego zatem sposobu roztozenia liczby ab -j- k na ilo-
czyn dwdch czynnikéw m in znajdziemy dwie wartosci na s i dwie
wartosci nay. Z tych rozwigzan jedno bedzie:

X —m—b y—n—ag
drugie za$ otrzymamy, czyniac:
X -j- b= w,; skad:
X=n—Dby—m—a

Roztozenia za$ liczby ab -j- T na dwa czynniki min tatwo
sie znajduja, jezeli juz mamy liczbe te roztozong na czynniki
pierwsze.

44:1. Gdyby przy iloczynie niewiadomych xy znajdowat sie
jakikolwiek wspoétczynnik rézny od 1, wtedy nalezatoby podany
wyzej spos6b postepowania zmieni¢. Mianowicie: przypust¢my, ze
dane réwnanie do rozwigzania jest:

axy = bx -j- cy ... (D

Wtedy:

bx -b k
Y= ax—=¢°

Pomnézmy obie strony tego ostatniego réwnania przez a\

bedzie:

abx -)- ak
ay —
ax — ¢
skad, przez odigczenie catkowitej:
T . bc —ale
ay = b = ?l:l: -== (2)
ax — ¢

Z wyrazenia, znajdujacego sie na drugiej stronie tej réwnosci,
wyprowadzi¢ mozemy wniosek, ze ax — ¢ powinno by¢ dzielnikiem
liczby be -f- ak. Jezeli wiec licznik bc -j- ak przedstawimy pod
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postacig iloczynu dwoch czynnikéw mn, wtedy x nalezy tak wy-
bra¢, aby ax — c¢ byto réwne jednemu z tychze czynnikéw t. j.:

ax —c= tn, lub = n.

Jezeli zatrzymamy uwage naszg na czynniku m, wtedy z ré-
wnosci pierwszej wypada, ze x powinno nadto czyni¢ zadosy¢ wa-
runkowi:

m4-c

X — —————

a wiec m -j- ¢ powinno by¢ podzielne przez a, zatem z czynnikoéw,
na ktére mozna roztozy¢ liczbe bc -j- ak, te tylko nalezy wybrac,
ktére po dodaniu do nich c, dadza liczby podzielne przez a. Obja-
$nimy to przykiadem:
Niech bedzie réwnanie
bxy = 2x 2y -\- 18;
stad najprzod:

2x 4- 18
V~ bx —3"
a nastepnie:
[+ 10x + 90 y o . 96
51, = = bn 8-=2+ 63 &

Nalezy wiec teraz znalez¢ te dzielniki liczby 96, ktére doda-
ne do 3 dadzg sumy podzielne przez 5. Wynajdujgc wszystkie
dzielniki liczby 96, otrzymamy:

1, 2, 3 4, 6,8, 12, 16, 24, 32, 48, 96;

z nich tylko trzy, mianowicie: 2, 12, 32 majg powyzej przytoczong
wilasnosé; te trzy zatem dzielniki mogg by¢ tutaj uzyte. Jezeli wiec:
1. 5x — 3= 2, wtedy: 5y = 50,

skad: x = 1;y — 10;
2. bx — 3 = 12; wtedy: 5y 10,
skad: x = 3y = 2
3. 5x — 3= 32; wtedy: by 5.
skad: x = 7,y = 1

Poniewaz nie jest naszem zadaniem wyktadaé¢ teorye réwnan
nieoznaczonych stopnia 2-go, przeto na tych najprostszych przy-
padkach ograniczamy powyzszg wzmianke.
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PRZYKLADY XL

1) Rozwigzaé nastepujgce réwnania:
a) 8x -f- 65y = 81; b) 17z -j- 23y — 183;
¢) 13x-j-19y = 1170; d) 123x -f- 567y = 5028.
W tych samych réwnaniach znalezé wszystkie odpowiedzi
dodatnie.
2) Rozwigzaé¢ réwnania:
a) 9x — 11y — 8; b)) 19x — 5y — 119.
3) Rozwiagza¢ réwnania:

ay= 13+ ™ (15 — %), b) 91x — 221y,

73x 4- 17 58y — 56
d)— in = 21
4) Rozwigza¢ nastepujgce uktady dwéch réwnan z trzema
niewiadomemi; nadto znalez¢ rozwigzanie dodatnie:

¢) 3x = by -)- 1;

(@ x -\3y-f-5z= 44, (b) x 2y -f- 3z = 50,
3x -(- by -j- 7z = 68; 4x—5y —6z= — 66;
(©) x-\-y-\-2z = 17,
—£374~= 28

5) Rozwigza¢ nastepujace réwnanie z trzema niewiadome-
mi: 3x A- by 7z = 67.

6) Liczbe 200 roztozy¢ na takie dwie czesci, ze pierwsza
z nich podzielona przez 6 da na reszte 5, a druga podzielona
przez 11 da na reszte 4.

7) Znalez¢ ogdlne wyrazenie na liczby, ktére bedac podzie-
lone przez 3, 5, 7 dadzg na odpowiednie reszty 2, 4, 6.

8) Znalez¢ utamek majacy te wihasnos¢, ze jezeli kazdy z je-
go wyrazow powiekszymy o 3, wtedy otrzymamy utamek réwny (5) .

9) Ma kto$ kule otowiane dwojakiego rodzaju; kul pierwsze-

go rodzaju ma 50 sztuk i kazda z nich wazy 1 5 tuta, kazda kula

drugiego rodzaju wazy 22 tuta, i tych kul posiada on 25 sztuk.
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llez kul jednego i drugiego rodzaju powinien wzig¢, aby ula¢ 40 kul,
3
z ktérych, kazda ma wazy¢ po 1-j- tuta?

10) Ogrodnik ma mniej niz 1000 drzew do posadzenia. Je-
zeli je sadzi¢ bedzie rzedami tak, ze w kazdj™m rzedzie znajdowac
sie bedzie 37 sztuk, wtedy pozostanie mu 8 drzew; jezeli za$ sadzi¢
je bedzie rzedami po 43 w rzedzie, wtedy pozostanie mu 11 drzew.
llez ma drzew?

11) 180 rubli rozdzielono pomiedzy pewng liczbe mezczyzn,
kobiet i dzieci w ten sposob, ze kazdy mezczyzna dostat 24 rb., ka-
zda kobieta 21 rb., i kazde dziecko 9 rb. lluz byto mezczyzn, ile
kobiet i ile dzieci?

XLI.
Postep rdznicowy.

442. Szereg liczb tworzy wtedy postep réznicowy, czyli
arytmetyczny, gdy kazda z nich jest réwna poprzedniej, powiekszo-
nej lub zmniejszonej o jedng i tez sama ilo$¢, zwana roznica lub
wyktadnikiem, postepu.

Tak np. nastepujace szeregi tworza postepy roéznicowe:

2,58,11, 14 ..........
20, 18, 16, 14, 12 ............
u a—bd--2b,a43bra44b ............

Réznice, czyli wyktadnik w postepie znajdujemy, odejmujac
ktérykolwiek wyraz od nastepnego. W pierwszym szeregu wy-
ktadnikiem jest 3, w drugim — 2, w trzecim b.

443. Niech a oznacza wyraz pierwszy postepu réznicowego,
b za$ jego wykiadnik. Wtedy drugim wyrazem bedzie a-j- b,
trzecim a-)-2J, czwartym a-|]- 36 i tak dalej. Przeto w ogol-
nosci n-ty wyraz bedzie a-j- (n — 1) b.

444. Szeregi tego rodzaju spotykaliSmy juz przy rozwigzy-
waniu réwnan nieoznaczonych.

W rzeczy samej, w § 421 widzieliSmy, ze jezeli réwnaniu:

ax -(- by — k
czynig zadosy¢ wartosci x = m, y — n, wtedy wszystkie rozwig-



zania réwnania danego wyrazaja sie za pomocg dwoch nastepuja-
cych szeregow:
X —m, m-j-b, m-j-2b, .... m-|]-pb, ...
y=nn—an—2a.... n—pb, ...

Wartosci wiec na x tworzg postep réznicowy, Morego pierwszym
wyrazem jest m, a wyktadnikiem b (t. j. wspotczynnik przy y w da-
nem réwnaniu)] wartosci za$ na y stanowig takze postep réznicowy,
ktérego pierwszym wyrazem jest n, a wyktadnikiem — a (t.j. wspét-
czynnik przy x w danem roéwnaniu, wziety ze znakiem —).

445. Majac dany wyraz pierwszy i wykladnik postepu
arytmetycznego, znalez¢ sume danej liczby wyrazéw tegoz postepu.

Niech a oznacza wyraz pierwszy, b wyktadnik, n liczbe wy-
razéw, | wyraz ostatni i s sume wyrazéw. Wtedy:

s= a-f- («-j- b fa-)-2p--....-j-1L
Oczywiscie otrzymamy tez samg sume, piszac szereg w odwrotnym
porzadku; bedzie:

s= 1 LO)O_ b+ (I—2b-f___ -a.

Dodajac tak znalezione wyrazenia, mie¢ bedziemy:

2 s—Z-j-a)-\-(-j-a-j-....... n wyrazow;
czyli: 2s— n (I -(- a),
skad: S= (It A ) (D).
A Ze: /= a-fjh—Db. . . . (2,
przeto: s = :’2 Qa+ n—21) . . (3.

Réwnanie (3) daje warto$¢ na s, wyrazong za pomocg ilosci, ktére
podtug zagadnienia byty dane. Roéwnanie (1) daje dogodne wyra-
zenie na s; — z niego otrzymujemy nastepujgce twierdzenie: suma
wyrazow postepu arytmetycznego jest rowng iloczynowi z liczby ivy-
razéw przez potowe sumy wyrazow skrajnych.

Zastosujemy teraz réwnania, znalezione w tym rozdziale, do
rozwigzania niektérych zadan, dotyczacych postepéw réznicowych.

446. Znalez¢ sume 20 wyrazéw postepu:
1, 2,3,4. ...
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Tutaj a = 1, b= 1, n =m 20; przeto:
20
s = > 2-f 199= 10X21=: 210.

447. Znalez¢ sume 20 wyrazow szeregu:
1,3,5 7....
Tutaj a= I, b— 2, n = 20, zatem:
90
Z
448. Toz samo zadanie w ogdlnosci da sie tak wyrazic:
Znalez¢ sume n wyrazéw postepu:
1,35 7....1
stanowigcego szereg liczb nieparzystych, zaczynajac od 1.
Na zasadzie wzoru (2) § 445 mamy:

I = l—(—2{n —:D: 2n —,

20
S (2 + 19X 2):Z~ X 40 = 202= 400.

bedzie wiec:
»=-J[1+ 2* - 1]= y X 2,

czyli:
s= n2

449. Znalez¢ sume 11 wyrazoéw postepu:

20, 18, 16........
Tutaj: a= 20,b— —2, n= 11, przeto:
s=~ (40 - 2 X 10;= ~ (40 - 20)= 11 * 2° = 110.
450. Znalezé sume 8 wyrazéw postepu:
1 1 1 i
122 6 T "
N 1
Tutaj: a==12> b-_ & o g
. 8/2 i
przeto: *  2-(2+ad 4X 12~
451. lle wyrazow postepu:

15, 12, 9. ...
nalezy wzig¢, aby suma ich byta réwng 42?
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Tutaj s= 42, a= 15 b — — 3; przeto:
L=_. P- 3«- B=F (B- 3)

Mamy wiec n znalez¢ z tego réwnania stopnia drugiego: rozwig-
zujac je otrzymamy: n = 4, lub n = 7. Postep zadany jest 15,
12,9, 6,3,0, — 3, i z niego widzimy, ze zaréwno otrzymujemy
sume 42 z czterech, jego pierwszych wyrazéw jak i z siedmiu wy-
razow.

452. Pomiedzy dwie liczby, 11 i 23, wstawi¢ piec liczb ¢
dnich arytmetycznych.

Tutaj nalezy otrzymaé postep arytmetyczny, ztozony z sie-
dmiu wyrazéw, zaczynajacy sie od 11 a konczacy sie na 23. Be-
dzie wiec w tym przypadku: a— 11, | = 23, n = 7; réwnanie
przeto (2) § 445 da nam:

23 = 11 + 6b,
skad: 5=2.
Caly postep bedzie przeto: 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23.

PRZYKLADY XLI.

Znalez¢ sume nastepujacych szeregow:

1. 100, 101, 102 ............ 9 wyrazow.
3 1

2. 2, 3—, T 12 wyrazdw.

3 1 2 _ 1 15 wyrazow.

T ' —¥ ' ~T '
4. Pomiedzy 12 i 20 wstawi¢ 3 Srednie arytmetyczne.
5. Pomiedzy — 1i 5 wstawi¢ 8 Srednich arytmetycznych.
6. Wyraz pierwszy postepu arytmetycznego jest 5, wyraz
piaty za$ 11: znalez¢ sume 8 wyrazéw.
7. Suma pieciu liczb, stanowigcych postep arytmetyczny,

wynosi 15, a suma kwadratéw tychze liczb jest 55. Znalez¢
te liczby.

8. Jezeli suma n pierwszych wyrazéw postepu arytmes
nego jest zawsze n2(jakiekolwiek bytoby w), znalez¢ wyraz pierw-
szy i wykiadnik.
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9. Wyraz stojacy na miejscu p w postepie réznicowym roé-
wna sie r, wyraz stojacy na miejscu q w tymze samym postepie
jest réowny u, liczba za$ wszystkich wyrazow jest n. Znalez¢é wy-
ktadnik, wyraz pierwszy, wyraz ostatni i sume wyrazéw tegoz po-
stepu.

10. Mam tyle orzechéw, ze z nich moge utozy¢ trojkat ro-
wnoboczny petny. Dostalem nastepnie jeszcze tyle orzechow, ile
juz miatem, i z nowej tej ilosci orzechéw utozytem kwadrat petny,
ktérego bok zawierat tyle orzechéw, ile ich zawierat bok tréjkata.
Po takiem utozeniu wszystkich orzechéw, okazato sig, ze pozosta-
to mi jeszcze 20 orzechéw. llez miatem orzechéw z poczatku?

11. Pewna osoba rozpoczyna gre na takich warunkach, ze
W razie wygrania partyi, odbiera z banku 14 razy wzietg stawke.
Na pierwsza partye stawia 1 rb., ktérego przegrywa, na drugg 2 rb.,
ktére takze przegrywa, na trzecig 3 rb., ktore réwniez przegry-
wa, i t. d., na kazdg nastepng partye powieksza stawke o jednego
rubla. Po pewnej liczbie partyi wygrywa w koncu, i to tyle, ze to
co wygrata wynosito cisle taka sume, jaka we wszystkich partyach
do banku wniosta. llez partyi grata?

XLII.
Postep ilorazowy czyli geometryczny.

453. Szereg liczb, z ktorych kazda réwna sie poprzednie
pomnozonej przez pewien czynnik staty, nazywa sie postepem ilo-
razowym czyli geometrycznym. Ten czynnik staly nazywa sie
wyktadnikiem postepu.

Podtug tego okreslenia nastepujace szeregi liczb sg postepa-
mi geometrycznymi:

1,3 9 27,81

1 1 1 1 1
2' 418" 16

a, ar, ar2 ar3 ar4.

Wyktadnik w postepie mozna znalezé przez podzielenie
ktéregokolwiek wyrazu przez bezposrednio poprzedzajacy go.

W pierwszym przykiadzie wyktadnikiem jest 3, w drugim ,
w trzecim r.
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4:54. Niech a oznacza wyraz pierwszy postepu geometrycz-
nego, a r wykiadnik; wtedy drugim wyrazem bedzie ar, — trzecim
ar2— czwartym ar3i tak dalej; n-tym wyrazem bedzie arn~ 1

455. Znalez¢ suma danej liczby wyrazéw postepu ilorazowe-
go, gdy sg wiadome wyraz pierwszy i wyktadnik postepu.

Niech a oznacza wyraz pierwszy, r wyktadnik, n liczbe wy-
razéw, a s sume wyrazow. Wtedy:

s= a ar -j- ar2-]- ar3 arn~ i,
skad:
sr— ar -[- ar2-j- ar3 ... -f- arn~ 1-)- arn.
Przez odjecie pierwszej rownosci od drugiej otrzymamy:
sr —s= arn— a,
a(rn— 1)

skad: 1 .= (1)
Jezeli | oznacza wyraz ostatni, wtedy mieé¢ bedziemy:
= arn~L. .o (2),
@)

Réwnanie (1) daje wartos¢ na s, wyrazong za pomocg tych ilosci,
ktore podtug wystowienia zadania sa wiadome. Roéwnanie (3)
daje tez sarng warto$¢, wyrazong w dogodniejszej postaci do ra-
chunku w niektérych przypadkach.

Zastosujemy teraz te réwnania do rozwigzania niektdérych
zadan, odnoszacych sie do postepoéw ilorazowych.

456. Znalez¢ sume 6 wyrazéw szeregu: 1, 3, 9, 27 ... .
Tutaja= 1, r= 3,n= 6,przeto:

729 - 1
= 364.
s 3—1
457. Znalez¢ sume 6 wyrazéw szeregu 1, —3, 9, -27...
Tutaj: a= 1, r — — 3, n = 6; przeto:
(— 3)6—_1 729 - 1_ 182,
S=-3-1i="2"91

458. Znalez¢ sume 8 wyrazow szeregu 4, 2, 1, ...

Algebra. 25
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Tutaj: a= 4.r= ~  n= 8§;przeto:

428 L _255 2 255
1 64 X 1 32
2

459. Znalez¢ sume 7 wyrazéw szeregu: 8, —4, 2, —1. -g-.. .

Tutaj a= 8, r= — 1, w= 7, przeto:

129 2 43
S "6* X 3 ~ 8

460. Wstawi¢ trzy liczby $rednie geometryczne pomie-
dzy 2i 32

Tutaj nalezy nam znalez¢ postep ilorazowy, zawierajacy piec¢
wyrazéw, zaczynajacy sie od 2, a konczacy sie na 32. W zadaniu

tern wiec: a = 2, | = 32, n = 5; na zasadzie rownania (2) § 455: .
32= 2r\

czyli: rd= 16 = 24

skad: r— 2.

Zadany szereg jest wiec: 2, 4, 8, 16, 32.
461. Wartos¢ na s, znaleziong w 8§ 455, mozemy napisac tak:

Przypusémy, ze r jest mniejsze od jednosci. Wtedy im wiek-
sze bedzie n, tern mniejsze bedzie rn i biorgc n dostatecznie wiel-
kie, mozemy uczyni¢ r" tak matem, jak tylko chcemy *). Opuszcza-
jac r”, otrzymamy:

a

*)  Przypusé¢my, ze chcemy uczyni¢ >n<C A. Oznaczmy — = g,az

1 1
tem powinno byc — <c A, czyli gn> 4. Zauwazmy, ze:

m—1
7 1:- 14+ « 1T waT0~1> <
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Wypadek, otrzymany wyzej, mozemy wyrazie w ten sposob:
W postepie geometrycznym, w ktdrym icyktadnik jest liczebnie mniej-
szy od jednosci, mozemy wzig¢ zawsze dostateczng liczbe icyrazéw

tale, ze suma ich bedzie sie rézni¢ tale mato, jalc tylko chcemy od- a—.
462. Naprzykiad: wezmy szereg: 1, ZA "4 .. Tutaj a= I,
(o]

r= " przeto------- — 2. Biorac dostateczng liczbe wyrazéw te-

go szeregu, mozemy sume ich uczyni¢ tak mato réznigca sie od 2,

jak tylko chcemy. | w rzeczy samej: jezeli wezmiemy cztery wy-
razy, otrzymamy na sume 2 — -i-, jezeli wezmiemy pie¢ wyrazoéw,
wtedy suma ich bedzie 2 — —; jezeli sze$¢ wyrazéw, wtedy suma

bedzie 2 3 | tak dalej.

Wypadek powyzszy wyraza sie niekiedy dla krotkosci w na-
stepujacy sposob: suma nieskoriczonej liczby wyrazéw tego szeregu
jest 2, lub jeszcze krécej suma wyrazéw do nieskoriczonosci jest 2.

463. Utamki peryodyczne przedstawiajag nam przykiad
go, co nazywamy postepem geometrycznym nieskonczonym. Tak
np. 0,3242424 .... oznhacza toz samo, co:

+.
10~10" 100" 101T

gdyz kazdy z tych n wyrazéw, z wyjatkiem pierwszego, jest > 1. Stad

wypada:
in—1>n@—1

czyli: > 1-+n(@Q— 1.
Wystarcza wiec uczynic:
1 wm« 9- 1)> -3,
a rozwiazujac te nieréwnos¢ wzgledem n:
1- 1
U> 1\q— 1)’

1
czyli, podstawiajac zamiast g jego warto$¢ — :

- 1

Cs A (1 — i)
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3
Tutaj wyrazy po -- tworzg postep geometryczny, ktorego pierw-

szyrn wyrazem jest: z4 a wyktadnikiem 1 = Stad mozemy po-

wiedzie¢, ze suma nieskonczonej liczby wyrazéw tego szeregu jest:

24 | 1\ . 24 i
N1 — 3Q9g2]ite jest; -ggo”. Przeto wartos$¢ catego utamka peryo-

dycznego bedzie N +

W praktyce mozemy najprosciej znalezé wartos¢ utamka
peryodyeznego w ten sposdb:
Niech: s= 0,32424 ............
wtedy: 10s = 3,2424 ............
i 1000s = 324,2424 ............
stad, przez odjecie drugiej réwnosci od trzeciej,
bedzie: (1000 — 10) s = 324 — 3 = 321,
i nastepnie: s = 321 .
Kazde inne zadanie moze by¢ rozwigzane w podobny sposoéb.

PRZYKLADY XLIIL

Zsumowac¢ nastepujace postepy:
1 1,4, 16....... do 6 wyrazdw.
2. 1,722,272 ......... do 12 wyrazdw.

3.1 —i, {/r .......... do nieskonczonosci.

4, 6, — 2, — ......... do nieskoriczonosci.

Znalez¢ wartosci nastepujacych utamkéw peryodycznych:
5. 0,151615.........
6. 0,28131313..........

7. Wstawi¢ 4 Srednie geometryczne pomiedzy 5 o i 40’2 .

8. Suma trzech wyrazéw postepu geometrycznego jest 21.
suma kwadratow tychze wyrazéw jest 189; znalezé te wyrazy.
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9. W postepie ilorazowym wyraz pierwszy a=-", wyraz osta-

tni | = 1024, liczba wyrazéw n = 14; znalezé sume wyrazéw s
i wyktadnik r.
10. Znalez¢ sume xd-j- xay -)- X7y2-]-.......... -)- xya-)-j/9

11. Opowiadaja, ze gre w szacliy wynalazt Sessa Ebn Daher,
dla zabawy pewnego krdla w Indyach, nazwiskiem Shehran. Ten
ostatni, chcac wynagrodzi¢ odpowiednio wynalazce za gre, ktéra
mu sie bardzo podobata, pozostawit jemu samemu wybo6r nagrody.
Wynalazca za cata nagrode prosit tyle pszenicy, ile wypadnie, je-
zelibySmy potozyli na pierwszem polu szachownicy 1 ziarno, na
drugiem 2 ziarna, na trzeciem 4 ziarna, i tak dalej az do ostatnie-
go 64 pola, zawsze na kazde nastepne pole ktadac dwa razy wiecej
ziarn pszenicy, anizeli ich byto na poprzedniem. Krdélowi wydata
sie to zbyt mata nagroda. Okazalo sie jednak po obliczeniu, ze ta-
ka nagroda o wiele przechodzita moznos$¢ kréla. Jakaz byta ilosé
zgdanej pszenicy?

XLIH.
O Logarytmach.

464. Zastanawiajgc sie nad dziataniami algebraiczner
przychodzimy do przekonania, ze kazde z tych dziatan prowadzi
takze do dzialania odwrotnego. Nastepujgce rozwazanie blizej te
rzecz objasni:

Wystawmy sobie 3 liezby a, bi ¢, ktére sg z sobg w pewnym
zwigzku. Rozbierzmy tez takie pytanie: Jakiemi dziataniami,
wykonanemi na dwoch z tych liczb, mozemy otrzymac liczbe trze-
cig? Najprostszem z tych dziatan jest dodawanie; ot6z moze sie
najprzod przytrafi¢, ze liczba np. ¢ powstaje z dodania dwéch po-
zostatych liczb a i b, tak ze bedzie:

a=-j- b— c

Gdybysmy teraz, w przypuszczeniu, ze c jest sumag dwdch
liczb a i b, chcieli znalez¢ z wiadomej tej sumy c i jednego ze skia-
dnikéw, np. b, drugi sktadnik a, wtedy przyszlibySmy do dziatania
odwrotnego dodawaniu, t. j. odejmowania. MielibySmy mianowicie:

a—c—bh
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Iponiewaz a-f- b= i -(- a, przeto toz samo dziatanie (odejmo-
wanie), ktore nas prowadzi do znalezienia a z wiadomych ci b,
doprowadzi nas i do znalezienia b z wiadomych ci a. Innemi sto-
wy: dodawanie ma tylko jedno dziatanie odwrotne: odejmowanie.
Przypadek, w ktérym b bytoby wieksze od ¢ w réwnosci: a= c—b,
doprowadzi nas do pojecia liczb ujemnych.

Nastepnym sposobem potgczenia dwoch z liczb a, bi ¢, w ce-
lu otrzymania trzeciej, jest mnozenie dwdch liczb ai b, t. j.:

ab= c
Gdybysmy odwrotnie z wiadomego iloczynu c i jednego
z mnoznikéw, np. b, chcieli znalez¢é mnoznik drugi a, wtedy do-
szlibySmy do dziatania odwrotnego mnozeniu, mianowicie dzie-

lenia; bytoby woéwczas am

| tutaj, poniewaz porzadek czynnikéw nie zmienia wielkosci
iloczynu, t. j. poniewaz ab = ba, przeto toz samo dziatanie (dziele-
nie) stuzytoby i do znalezienia czynnika b z wiadomego iloczynu ¢
i drugiego czynnika a. Mnozenie ma wiec takze tylko jedno od-
wrotne dziatanie, mianowicie dzielenie. Rozwazanie tego przy-
padku, w ktérym b nie miesci sie catkowicie w c, prowadzi nas do
pojecia liczb utamkowych.

Nakoniec, jedna z tych liczb, np. ¢, moze by¢ wypadkiem pod-
noszenia do poteg; mianowicie: liczba ¢ moze by¢ réwng jednej
z pozostatych liczb, np. a, podniesionej do potegi, ktorej wyktadni-
kiem jest druga liczba b. Tym sposobem: a}= c¢. W tej réwno-
éci a jest pierwiastkiem, c potega, b za$ wykladnikiem tej potegi.

Gdybysmy teraz odwrotnie, z wiadomej potegi ¢ chcieli zna-
lez¢ liczbe a lub b, wtedy natrafilibySmy na dwa zupelnie rézne
dziatania, z tego mianowicie powodu, ze a6nie jest wcale réwne ba
Jezeli z wiadomej potegi c i wyktadnika b chcemy znalez¢ pier-
wiastek a, wtedy przychodzimy do jednego dziatania odwrotnego
wzgledem podnoszenia do poteg, mianowicie: wycigganie pier-
wiastku. Rozwigzanie réznych przypadkéw w tern dziataniu pro-
wadzi nas do rozroznienia ilosci rzeczywistych i urojonych; wy-
miernych i niewymiernych.

Lecz jezeli chcemy w inny sposoéb odwréci¢ zadanie o pod-
noszeniu do poteg i zadajemy sobie pytanie: do jakiej potegi nale-
zy podnie$¢ jedng z liczb danych a, aby otrzymac¢ druga liczbe
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dang c, wtedy natrafiamy na zupetnie innego rodzaju dziatanie od
poprzedniego, dziatanie, ktdre oddzielnego nazwiska nie otrzymato.
Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, przychodzimy do rozwazania
rownan, w ktérych niewiadoma jest wyktadnikiem. Oznaczajac te
niewiadoma, jak zwykle, gtoskg x, wypadnie nam w tym razie
rozwigzac¢ réwnanie:

ax= c.

Podnoszenie wiec do poteg ma dwa dziatania odwrotne: jedno
z nich jest wycigganiem pierwiastkdw; drugie, nie majgce oddziel-
nego nazwiska, prowadzi nas do réwnan wyktadniczych i, jak to
zaraz zobaczymy, do logarytmow.

465. Jakkolwiek nie bedziemy tu wyktadaé¢ sposobu
wiagzania rownan wyktadniczych, z tern wszystkiem pokazemy naj-
przéd gtéwne wiasnosci wyrazenia wchodzacego do takich réwnan
i nazwanego w matematyce wyrazeniem wylctadniczcem. Wyraze-
nie to jest takiej postaci: ax, gdzie a oznacza jakakolwiek liczbe
statg rézng od zera i jednosci, a x moze przybiera¢ wszelkie war-
tosci: catkowite, utamkowe lub niewymierne, dodatnie lub ujemne.

Wystawmy sobie, ze podstawiamy kolejno w wyrazenie
ax zamiast x wszelkie liczby, zaczynajgc od — 0o az do -j- 0o, prze-
chodzac przez wszystkie stopnie wielkosci. Wtedy otrzymamy
taki szereg wartosci:

Przy: x = — 00 ... - 2 =10 1 2, 3 4,
bgdzie: ax= oo ial2 —y 1, « a2 a3 a4 ... a°°.... (2

Jakkolwiek a w ogélnem wyrazeniu moze mie¢ znaczenie do-
datnie lub ujemne, to wszakze dla celu, jaki mamy na widoku, po-
trzebny jest tylko ten przypadek, gdy a oznacza liczbe dodatnia,
zresztg jakakolwiek, i ten tez tylko przypadek rozpatrywac be-
dziemy.

W szeregu (2) wyraz 1, odpowiadajgcy znaczeniu x = 0, jest
niezalezny od tej wartosci szczeg6lnej, jaka moze mie¢ a; lecz po-
zostale czeSci tegoz szeregu w zupetnosci zaleza od wartosci a
I pod tym wzgledem nalezy rozrézni¢ dwa przypadki: gdy a > 1
lub gdy a < 1.

l-sze. CGrdy a > 1. Szereg (2) przedstawia wtedy szereg
liczb rosngcych od lewej strony w prawag; nie trudno sie przeko-
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naé, ze liczby te, w miare tego, jak x powieksza sie nieogranicze-
nie, wzrastajg takze nieograniczenie, tak ze przy x = 00 i axma
wartos¢ nieskoniczenie wielkg. W rzeczy samej: jezeli a > 1, wte-
dy mozemy przyja¢, ze a= 1-j- *, gdzie & oznacza pewnag ilos¢
dodatnia.

Poniewaz: (1 -]-k)2= 1-j- 2* -(- *2 przeto: (1 -]- k)2 >
> 1-j- 2*, gdyz suma 12k jest widocznie mniejszg od 1+
-[- 2%-j- k2 Lecz mnozac obie strony tej nieréwnosci przez ilos¢
dodatnig 1 + 7 otrzymamy: (1 -j- k)3> (1 -(- 2Kk) (1 -j- k). A ze:
@+ 2k) A+ k =1 -j- 3k -j- 2*2, przeto iloczyn (1 -(- 2Kk)
1 -j-k > 1+ 3A wiec tembardziej:

1+ k3>1 + 3*

Powtarzajgc toz samo rozumowanie, znajdziemy, ze: (1+*)4>
>1 + 4*; i wogole przez nietrudng indukcye otrzymamy osta-
tecznie nieréwnos¢:

i+ kr> i+ kKXo 3).

Ta nieréwnos¢ pokazuje nam, ze jakkolwiek k byloby male,
mozemy zawsze znalez¢ na x ilos¢ dostatecznie wielka taka, ze
(1 + Kk)x bedzie wieksze od kazdej ilosci, jakg zechcemy pomyslec*).
Tak np. gdyby k = 0,001 i gdyby$my chcieli znalezé, przy jakich
wartosciach na x wyrazenie (1 + 0,00+ bedzie wieksze np. od 1000,
wtedy nalezatoby tylko rozwigzaé nieréwnosc:

1+ 0,001x > 1000,
z ktorejby wypadto: x > 999000,
co pokazuje, ze przy x > 999000 ilos¢ (1 + 0,00+ > 1000, atem-
bardziej przy wiekszych wartosciach na x. | toz samo odnosi sie
do kazdej innej wartosci na k.

Mozemy zatem z tego wyprowadzi¢ wniosek, ze jezeli a > 1,
wtedy wyrazy szeregu (2), zaczynajac od wyrazu $rodkowego 1,
bedg powiekszac sie nieograniczenie, tak, ze wartosci x = oo od-
powiadac¢ bedzie warto$¢ ax= o00. Przeciwnie za$, zaczynajac od
tegoz samego wyrazu 1 w lewa strone, wyrazy beda maleé tak, ze

jezeli x zbliza sie do — co, wtedy a~x — — zbliza sie nieograni-

czenie do zera.

) Toz samo wynika z przypiska na str. 386.



W uwazanym zatem przypadku a wiekszego od 1, wartosci
x = 0 odpowiada ax = 1, wartosci x = oo odpowiada ax = oo,
i wartosci x = — oo odpowiada al= 0.

2-re. Gdy a < 1, wdwczas wyrazy szeregu (2), zaczynajac
od wyrazu Sredniego 1 w prawg strone, beda sie ciggle zmniejszad,
i to nieograniczenie, tak, ze dla x = oo odpowiednia wartos¢:

ax= 0. W rzeczy samej: gdy a< 1, wtedy; bedzie > 1. Mo-

zerny wiec uczyni¢?i = 1 -]-h, gdzie Xoznacza pewng ilos¢ do-
datnia.
Stad bedzie: a 1 i nastepnie ax = 1
ad be : 1+ I €p =

A ze, jak to widzieliSmy w poprzednim ustepie niniejszego
paragrafu (1 -]- Tx, zaczynajac od x dostatecznie wielkiego, ro-
$nie nieograniczenie, tak ze staje sie wieksze od wszelkiej ilosci,
mogacej sie pomysle¢, wiec ZIjA')*’ czyli ax, staje sie mniejszem
od wszelkiej ilosci mogacej sie pomysleé, czyli dgzy nieogranicze-
nie do 0 i przy x = o0 staje sie zerem. Odwrotnie, zaczynajgc od
wyrazu 1 w lewg strong, wyrazy szeregu (2) rosng i to nieograni-

czenie, tak ze przy x = — 00, ax — 00. Gdyz-~-= 1-(-Ti t. d.

460. W nastepstwie przyjmiemy, ze a > 1 jest zarazem
catkowite; ten jeden bowiem przypadek ma dla nas znaczenie
praktyczne. Czynigc to przypuszczenie, zobaczymy teraz, jakim
sposobem moznaby odpowiedzie¢ na pytanie: czemu sie roéwna
wyktadnik tej potegi, do ktorej nalezy podnie$¢ dang liczbe a,
aby otrzymac inng dang liczbe c; innemi stowami, jak wynalez¢ x
z réwnania:

Przypuszczamy tu nadto, ze i c jest catkowite.

W celu rozwigzania tego réwnania podstawiajmy zamiast x
kolejno wszystkie liczby catkowite, zaczynajac od 0. Moze sie
przytrafi¢, ze dojdziemy do takiej liczby catkowitej, ktdra zadosy¢
uczyni réwnaniu (1); wtedy zadanie bedzie rozwigzane. Lecz za-
zwyczaj takiej liczby catkowitej nie znajdziemy, zawsze jednak
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dojdziemy do takiej liczby m, ze podstawiajac jg zamiast x w ro-
wnanie (1), bedzie:
am< c,
podstawiajac za$ zamiast x nastepng liczbe catkowitg m -(- 1,
otrzymamy wypadek wiekszy od c, czyli:
a™+i > cC.

Wtedy oczywiscie prawdziwa warto$¢ na obedzie zawarta
pomiedzy mim 1, czyli rownac sie bedzie m wiecej pewna ilos¢
mniejsza od 1. Mozemy wiec uczynié:

m -
a = ¢
czyli:
i
a.a = ¢
skad:
i
c
a — 4p

oznaczajac za$ dla krotkosci ilos¢ <— gloska d, bedzie:

nakoniec podnoszgc obie strony do potegi xu otrzymamy:
OX<= @ e (5))
Czyniac tu kolejno: xx= 0, 1, 2, 3... i t. d. przyjdziemy zno-
wuz do takich dwdch po sobie nastepujacych liczb ml i m1+ 1, ze:
dm < a,
a ai+1> a
Warto$¢ wiec x1bedzie zawarta pomiedzy liczbami mAi mx\-
-f- 1, mozemy zatem uczyni¢:

XX— mXx ! (LD
»2



395

Podstawiajgc dalej te wartos¢ na x1 w réwnanie (3), mie¢
bedziemy:

1
Wil - X2
= c
czyli: .
i
. . d*7 =
skad:
1
d* = ~~
Czyniac dla krétkosci = f\ i podnoszac obie strony tego
'réwnania do potegi x2 otrzymamy:
P = d o (5)
Z tego réwnania przez kolejne podstawianie zamiast x2 liczb
catkowitych 0, 1, 2, ... . znajdziemy w dalszym ciggu dwie liczby

po sobie nastepujgce m2i w2-)- 1 takie, ze bedzie:
fm < (= fn+l1l> d

Wtedy mozemy uczyni¢: x2= m2-}-—--- _tl t. d., dziatanie to
X

prowadzi¢ bedziemy dotad, dopdki albo sie ono nie skornczy, albo
tez dopodki nie dojdziemy do zgdanego stopnia przyblizenia. Pod-
stawiajgc teraz warto$¢ na xx w réwnanie (2), nastepnie wartosé
na x2 i t d., wyrazimy ostatecznie warto$¢ na x w postaci utam-
ka ciggtego:

m -f-

2+ -

Jezeli warto$é na x, odpowiadajgca réwnaniu (1), bedzie wy-
mierna, wtedy utamek ten wypadnie skonczony; w przeciwnym
razie bedzie on nieskoriczonym, lecz z oznaczenia coraz to wiekszej
liczby ogniw mozemy tak daleko zblizy¢ sie do istotnej wartosci

na x, jak tylko chcemy.
467. Po objasnieniach, danych w poprzednich paragrafac

mozemy przystapi¢ do okreslenia logarytmu i wytozenia gtéwnych
jego wiasnosci. WidzieliSmy, ze mozna zawsze znalez¢ wartos¢
na x taka, ktéra zadosy¢ uczyni réwnaniu:
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ax= N,
gdzie a oznacza pewng statg ilos¢ dodatnig, a N jakakolwiek liczbe.

W tem réwnaniu, a nazywa sie zasada, N liczbg a x jej loga-
rytmem. To jest:

Logarytmem liczby N przy zasadzie a nazywamy wyktadnik
X tej potegi, do ktérej nalezy podnies¢ zasade, aby otrzymac licz-
be dana.

Podtug tego okreslenia warto$¢ logarytmu pewnej liczby
zalezy od zasady; zbiér logarytméw wszystkich liczb, obliczonych
przy pewnej zasadzie, nazywa sie ukladem logarytméw przy tejze
zasadzie.

Dla oznaczenia logarytmu przyjmiemy takie znakowanie:

x = LogaN,
ktore czyta sie tak: x rowna sie logarytmowi liczby N przy za-
sadzie a.

U spodu trzech liter poczatkowych wyrazu Logarytm pisac
bedziemy, jako wskazéwke, ilo$¢ oznaczajacg zasade. W przy-
padkach, w ktoérych niema zadnej watpliwosci co jest zasada,
oznaczenie zasady w wyrazeniu LogaN jest zbyteczne i zazwyczaj
opuszcza sie. Wtedy powyzsze wyrazenie pisa¢ bedziemy tak:
Log N, czytajac Logarytm N.

468. Z powyzszego okreslenia logarytmu i z uwagi na s:
regi (1) i (2) § 465 wypada bezposrednio:

1. Ze logarytm 1 jest przy kazdej zasadzie rowny O.

2. Ze logarytm zasady jest zawsze réwny 1.

3. Ze przy zasadzie wiekszej od jednosci logarytmy liczb
wiekszych od jednosci sg dodatnie, logarytmy zas$ liczb mniejszych
od jednosci sg ujemne.

4. Ze w tym przypadku, gdy a > 1, logarytm nieskonczo-
nosci jest liczbg nieskonczenie wielkg dodatnia, logarytm zas zera
jest liczbg nieskonczenie wielkg ujemna.

5. Ze przy zasadzie mniejszej od jednosci, logarytmy liczb
wiekszych od jednosci sg ujemne, logarytmy zas liczb mniejszych
od jednosci sg dodatnie.

6. Nakoniec, ze w tym samym przypadku, gdy a < 1, lo-
garytm nieskoniczonosci jest liczbg nieskonczenie wielkg ujemna,
a logarytm zera jest liczbg nieskonczenie wielkg dodatnia.
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W dalszym ciagu wyktadu rozwazaé¢ bedziemy wylgcznie ten
przypadek, w ktorym a > 1. Uzywajac wiec oznaczen, wskaza-
nych w poprzednim paragrafie, mozemy wiasnosci dopiero co wy-
mienione wyrazi¢ tak:

1) Logal=0,

2) Logaa — 1,

3) Logaoo = oo,
4) Loga0 = — o0

469. Gléwne wilasnosci logarytmow sa nastepujace:

1-sza. Logarytm iloczynu réwna sie sumie logarytmoéw czyn-
nikow.

W rzeczy samej: niech bedzie danych ilekolwiek liczb: N, Nt,
iV2 oznaczmy dla krotkosci gtoska x logarytm liczby N przy
pewnej zasadzie a, podobnie = LogaNu x2= LogaN2... Po-
dtug okreslenia logarytmu wartosci =, X2.... s§ 0znaczone naste-
pujacemi réwnaniami, w ktérych a jest zasada:

ax= N
ax*= NI

ax,

Pomnoézmy odpowiedniemi stronami te wszystkie réwnania;
bedzie:

ax.ac.a*™....= N.iv, .iv2. ...,
czyli: X+ X+ X+ ... = N.A, .N2...

Ta ostatnia rowno$¢ pokazuje nam, ze zasade a potrzeba
podnies¢ do potegi x -)- xt -(- x2-(- aby otrzymaé iloczyn
N . Nt.N2...; z okreslenia wiec logarytmu wypada, ze:

Loga(N . Nx. = X -(- x1-j- x2-f- . . ., czyli
(1) Loga (N . .N2.) — LogaN -j- LogaNx -f- Loga -j- ..,

a réownos¢ ta wyraza nam wiasnos¢, ktorej chcieliSmy dowiesc.
2-ga. Logarytm ilorazu jest réwny réznicy pomiedzy loga-
rytmem dzielnej i logarytmem dzielnika.
Niech bedg dane dwie liczby N i , ktére nalezy podzieli¢
w ten sposéb, ze N jest dzielng, a  dzielnikiem. Dowiedziemy, ze:

@ L°g° I N\ = LogaN — LogaNL1l
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W tym celu oznaczmy dla krotkosci gtoskg x logarytm
liczby N przy pewnej zasadzie a, gtoskg za$ x xlogarytm liczby Nx
przy tejze samej zasadzie. Wtedy x ix 1wypadng z réwnan: (§ 467)

ax = N- ax*= Nx

Podzielmy obie strony pierwszego z tych réwnan przez odpo-
wiednie strony réwnania drugiego; otrzymamy:

Ta ostatnia rownos$¢ pokazuje, ze nalezy a (zasade) podniesé

N
do potegi x — xt, aby otrzymac iloraz . Podtug okreslenia wiec

logarytmu, x — xxjest logarytmem liczby ’N_ przy zasadzie a, czyli:

-"i
Loga()Vj) = x —xii

aze:x = LogaN] xx= Loga Nx, przeto ostatecznie:
L°ga J= LogaN — LogaNx.

3-cia. Logarytm potegi jest réwny iloczynowi logarytmu liczby
podnoszonej do potegi przez wylctadnilc potegi.

To jest: jezeli przez a oznaczymy pewng zasade logarytmow,
wtedy:

Loga(Np = p . LogaN... (3)
W rzeczy samej: oznaczmy dla krotkosci gltoskg x logarytm
liczby N przy zasadzie a; wtedy x wypadnie z réwnania:
ax = N.
PodnieSmy obie strony tego réwnania do potegi p; bedzie:
(ap — Np, czyli (8 239)
aPx - Np.

Ta ostatnia réownos$¢ pokazuje nam, ze jezeli zasade a podnie-
siemy do potegi px, wtedy otrzymamy liczbe Np. Wiec px jest
logarytmem liczby Npprzy zasadzie a, czyli:

Loga(Np) = px, albo:
Loga(Np = p Log, N.
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4-ta. Logarytmpierwiastku jest rowny ilorazowi, powstatemu
z podzielenia logarytmu liczby, z Tdorej wyciggamy pierwiastek,
przez wyktadnik pierwiastku.

To jest: Loga(VN) = -°9® N =y .LogaN.

W rzeczy samej: jezeli przez x oznaczymy logarytm liczby

iV’przy pewnej zasadzie a, wtedy toz x bedzie okreslone réwnaniem:
ax— N.
Wyciggnijmy pierwiastek potegi a z obu stron tego réwna-
nia; otrzymamy:
7?7
Vax = VN, czyli: (§260).

X

ag= Vn.
Ta ostatnia rownos$¢ pokazuje, ze — jest logarytmem liczby
i—
VN przy zasadzie a; to jest:

VN\|: i, lub nakoniec:

Loga iVj=y LogaN ... (4.
470. Wiasnosci logarytméw, pokazane w paragrafie
przednim, sa wielkiej wagi, i one to sg przyczyna, dla ktorej dzi-

siaj kazdy rachunek, cokolwiek dtuzszy, wykonywa sie za pomocg
logarytméw. +tatwo to zrozumiemy, jezeli wystawimy sobie, ze
przy pewnej danej zasadzie mamy juz obliczone logarytmy wszyst-
kich liczb i ulozone w tablice w ten sposéb, ze jedna kolumna za-
wiera same liczby, druga za$ odpowiednie im logarytmy. Gdy-
bysmy chcieli znalez¢ iloczyn ilukolwiek czynnikéw, wtedy mogli-
bysmy iloczyn ten wynalez¢ tak: odszukaliby$my najprzéd w ta-
blicy logarytmy wszystkich czynnikéw oddzielnie, nastepnie doda-
libySmy logarytmy: na zasadzie wiasnosci pierwszej § 469 suma
tychze logarytméw bytaby réwng logarytmowi iloczynu. Odszu-
kawszy nastepnie w tablicy liczbe, odpowiednig temu ostatniemu
logarytmowi, mielibySmy zadany iloczyn. Tym sposobem mnoze-
nie zostatoby sprowadzone do dziatania tego samego rodzaju, ale
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prostszego, mianowicie do dodawania. Podobniez na zasadzie dru-
giej wilasnosci, zamiast dzieli¢ dwie liczby dla znalezienia ich ilo-
razu, moglibySmy odszuka¢ w tablicy logarytmowej najprzod lo-
garytm dzielnej, potem logarytm dzielnika, nastepnie odja¢ od
pierwszego logarytm drugi, i otrzymalibySmy logarytm ilorazu.
Liczba, wzieta z tablicy, odpowiadajgca temu ostatniemu logaryt-
mowi, bylaby szukanym ilorazem. W podobny sposéb podnoszenie
do potegi moglibySmy sprowadzi¢ do mnozenia logarytmu przez
wyktadnik potegi; wycigganie za$ pierwiastku do dzielenia loga-
rytmu liczby, z ktérej chcemy wyciggna¢ pierwiastek, przez wy-
ktadnik pierwiastku.

Uwazajac wiec dodawanie, mnozenie i podnoszenie do poteg
za dziatania jednego rodzaju, odejmowanie za$, dzielenie i wycig-
ganie pierwiastkow za dziatania drugiego rodzaju, mozemy powie-
dzie¢, ze za pomocg logarytmow dziatanie kazdego rodzaju zostaje
sprowadzone do dziatania tegoz samego rodzaju, ale prostszego.

Z tego widzimy, jak wielka wage dla utatwienia i skrocenia
rachunkoéw arytmetycznych majg tablice logarytmowe, zawieraja-
ce logarytmy wszystkich liczb przy obranej z gory zasadzie.

471. Logarytm kazdej liczby, jak to wypada bezposrec
z samego okreslenia, zalezy od zasady. Ot6z moze sie przytrafic¢
potrzeba przejscia z jednego ukiadu logarytméw do drugiego, to
jest wypada rozwigza¢ zadanie: jakim sposobem, majac juz obli-
czone logarytmy wszystkich liczb przy jednej zasadzie, znalez¢ lo-
garytmy tych liczb przy innej zasadzie. Do rozwiagzania tego py-
tania przyjdziemy przez nastepne rozumowanie:

Przypus¢my, ze juz mamy obliczone logarytmy liczb przy za-
sadzie a; logarytm wiec pewnej liczby N jest nam wiadomy. Chce-
my za$ znalez¢ logarytm tejze samej liczby N przy innej zasadzie b;
czyli mamy: LogaN, szukamy zas$: Log™N. Uczynmy dla krétkosci
y — Log”N-, wtedy y nalezy oznaczy¢ z réwnania:

by = N.

Biorac logarytmy obu stron tego réwnania przy zasadzie a,
otrzymamy:

y Logab = LogaN,
skad:

1
y — Logab LogaN,
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Ta réwnos¢ pokazuje nam, ze aby otrzymac logarytm liczby N
przy nowej zasadzie b, nalezy tylko logarytm tejze samej liczby
przy zasadzie dawnej a pomnozy¢ przez czynnik staty dla catego
nowego ukiadu logarytmoéw i réowny utamkowi, ktérego licznikiem
jest jednos¢, a mianownikiem logarytm zasady nowej (6), wziety

przy zasadzie dawnej (a). Ten ulamek -Eaé_eb_’ przez ktory nale-

zy pomnozy¢ logarytmy wszystkich liczb przy zasadzie a, aby otrzy-
mac logarytmy tychze liczb przy zasadzie b, nazywa sie modutem.

Dwa sg gtéwne uktady logarytméw, uzywane w rachunkach.
Jeden, ktdrego zasada oznacza sie przez e, nazywa sie ukladem na-
turalnym; drugi, ktérego zasada jest 10, nazywa sie uktadem zwy-
czajnym. Pierwszy nazywajg jeszcze ukitadem logarytméw Nepe-
ra (od nazwiska pierwszego wynalazcy logarytmoéw, ktéry wyto-
zyt swoje pomysty w dziele ogtoszonem w roku 1614 pod tytuiem:
Mirifici Logarithmorum canonis descriptio); drugi za$ uktadem lo-
garytmoéw Briggsa (od nazwiska profesora w Oxfordzie, ktéry od-
powiednie tablice logarytméw ogtosit pierwszy w r. 1624 pod ty-
tutem: Arithmetica logarithmica).

Zasada logarytmow naturalnych, ktora, jak to powiedzieliSmy
wyzej, oznacza sie we wszystkich rachunkach przez e, jest liczbg
niewymierng i wyrazong szeregiem nieskonczonym:

11 11 1 | 1 | 1 |

6 Cl~t=1.2 + 1.2.3+ 1.2.3.4"“t .......
Obliczajac warto$¢ przyblizong tej ilosci znajdziemy, ze:
e = 2,718281828.... Jest to wiec ilos¢, ktdérej logarytm naturalny
jest rowny 1. Jakkolwiek zasada ta jest niewymierng, to wszakze
logarytmy liczb tatwiej przy niej obliczajg sie, anizeli przy innej
zasadzie. Jakim sposobem to by¢é moze, i za pomoca jakiego rozwa-
zania przychodzimy do takiej zasady logarytmow, wyktadaé tu nie
bedziemy, przechodzi to bowiem zamiar, jaki zatozyliSmy sobie
w tym rozdziale. Wspomnimy tylko, ze w teoretycznych rachun-

kach prawie wytgcznie natrafiamy na logarytmy naturalne.

Algebra. 26
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Podtug przyjetego wyzej sposobu pisania logarytmoéw, nale-
zatoby logarytm naturalny jakiejkolwiek liczby N pisa¢ tak: LogeN.
Lecz w tym razie opuszczaé¢ bedziemy wskazéwke e, a za to pierw-
szg litere L pisa¢ bedziemy mata. Wyraznie wiec: log N nalezy ro-
zumie¢ tak: logarytm naturalny W.

Drugim gtéwnym ukiadem logarytmow jest ten uktad, w kté-
rym za zasade przyjeto 10. Jego to wytgcznie uzywamy w rachun-
kach praktycznych, gdj'z posiada on pewne szczegélne wlasnosci,
ktore zaraz poznamy i ktoére pochodzg z tego, ze w nim zasadg
jest taz sama liczba, jaka stuzy za podstawe zwykiego sposobu
liczenia, to jest 10. Tablice logarytmowe, zwykle uzywane, za-
wierajg wihasnie takie logarytmy, i z tego powodu nazywajg jeszcze
logarytmy zwyczajne: logarytmami tablicowymi.

Przy oznaczaniu ich wypadatoby uzywaé¢ takiego sposobu
znakowania: Log[aN\ lecz i tutaj wskazowke 10 opuszcza sie i pi-
sze wprost: Log N. W dwoch wiec tych ukiadach logarytmoéw:
naturalnym i zwyczajnym, zasada przy pisaniu opuszcza sie; w in-
nych przypadkach nalezy ja zawsze pisac.

WidzieliSmy na poczatku tego paragrafu, jakim sposobem
przej$¢ od jednego uktadu logarytmoéw do drugiego. Stosujac row-
nanie (1) do przejscia od logarytméw naturalnych do logarytmow
zwyczajnych, mamy:

LogN=joh ologN'
czyli logarytm zwyczajny jakiejkolwiek liczby jest rowny jej loga-
rytmowi naturalnemu, pomnozonemu przez utamek, ktérego liczni-
kiem jest 1, a mianownikiem logarytm naturalny 10. Poniewaz
znaleziono za pomoca rachunkéw, ktorych tu przytacza¢ nie mo-

zemy, ze log 10 = 2,302 585092..., przeto =0,434294 481—
Te ostatnig ilos¢ oznacza sie zwykle gtoska M, i jg to specyalnie
nazywamy modutem logarytmoéw. Jest wiec:
Log N = MIog N .o 2
gdzie M= 0434 ....
To ostatnie réwnanie (2) daje nam moznos$¢ znalezienia loga-

rytmu zwyczajnego, skoro logarytm naturalny pewnej liczby jest
juz wiadomy.
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Odwrotnie, gdybysmy chcieli z logarytmu zwyczajnego odna-
lez¢ logarytm naturalny liczby, wtedy z réwnania (2) otrzymali-
bysmy :

logN=~Log N.

Aze: M = log 10 ' Przeto: Il\c/f = log 10 = 2,302...
stad: logN = 2,302 . .. LogN .............. 3).
472. Wychodzac z réwnania: 10* = N, otrzymujemy na

garytmy catkowitych poteg 10 takie wartosci:
Log 1= 0; Zog 10 = 1, Log 100 = 2; Log 1000 = 3; . . .
i wogole: Log I0m= m.

Roéwniez, poniewaz:

10~1= io= 0110 _'= in= 001;10" 3=:ii>:
= 0,001;iwogble: 10— ' Przeto:
Log01= — 1, Log001= —2; Log 0,001 = — 3.
it d, wogodle: Log—" = — m.

To sa jedyne logarytmy wymierne; logarytmy wszystkich
liczb pozostatych sa niewymierne.

473. Logarytmy niewymierne moga by¢ wyrazone ty
w przyblizeniu. Przyblizona wartos¢ kazdego logarytmu wyraza
sie w utamku dziesietnym; im wiekszej liczby cyfr dziesietnych,
doktadnie oznaczonych, uzyje sie do wyrazenia jej, tym stopien
przyblizenia bedzie wiekszy. Oznaczone tak wartosci przyblizone
logarytmoéw liczb catkowitych ukiadajg sie nastepnie w tablice,
ktorych sposéb uzycia zaraz poznamy.

Kazdy logarytm sktada sie z dwdch czesci: catkowitej, znaj-
dujacej sie przed przecinkiem, icyfr dziesietnych. Czes$¢ catkowi-
ta logarytmu nazywa sie jego cecha, czes¢ dziesietna zas: mantysa.
Tak np., gdy czytamy, ze Log 5137 = 3,7107096, to w nim 3 jest
cecha, pozostata za$ czes¢ utamkowa jest mantysa. W tablicach
zazwyczaj sg pomieszczone tylko mantysy; cechy sa opuszczone,
gdyz z samego wejrzenia na dang liczbe tatwo ich sie domysled.
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W rzeczy samej nie trudno pokazaé, ze cecha logarytmu zaioiera
zawsze w sobie tyle jednosci, ile jest cyfr w czesci catkowitej danej
liczby, mniej jedna. Gdyz skoro: Log 1 =0, Log 10 = 1, przeto
logarytmy wszystkich liczb wigkszych od 1, a mniejszych od 10,
czyli jednocyfrowych w swojej czesci catkowitej, beda wieksze od 0,
a mniejsze od 1. Wyrazac¢ sie wiec bedg tak: 0 i cze$¢ dziesietna.
Cechg ich zatem bedzie 0. Podobnie: poniewaz Log 10 = 1,
Log 100 = 2, przeto logarytmy wszystkich liczb wiekszych od 10,
a niniejszych od 100, wyraza¢ sie bedg tak: 1 z utamkiem dzie-
sietnym, czyli cechg ich bedzie 1it. d. Wogdle, jezeli jakakolwiek
liczba N zawiera m cyfr w swojej czesci catkowitej, wtedy liczba ta
jest wiekszg od 10”"i—1, a mniejsza od 10m Logarytm jej przeto
bedzie wiekszy od Log (10m-13, czyli odm — 1, a mniejszy od
Log (10m), czyli od m. Jego cze$¢ catkowita zatem, czyli cecha, be-
dzie m — 1.

2
Np. Log 3, Log 36’ Log 3, 4928 miec¢ beda za ceche 0.

Log 39; Log 39,4; Log 84,56 mie¢ beda za ceche 1.

Log 729; Log 729,6; Log 999,35 mie¢ bedg za ceche 2.

Log 4973; Log 4973,86 i t. p., mie¢ beda za ceche 3i t. d.

474, Majac juz dany logarytm zwyczajny jakiejkolw
liczby, nietrudno znalez¢ logarytm liczby dziesieé, sto, tysigc
i w ogolnosci 10nrazy wigkszej lub mniejszej od liczby danej.

W rzeczy samej: przypusémy, ze oznaczamy gtoskg W jaka-
kolwiek liczbe, i ze logarytm tej liczby, Log N, jest znany. Chce-
my za$ znalezé: po 1-sze Log (10N), Log (100iV), Log (1000W)...

w ogolnosci Log (10"*iV); lub po 2-gie, Log IN\, Log I—N j\

Co do 1-ego. Poniewaz logarytm iloczynu jest réwny sumie
logarytmoéw czynnikéw, przeto bedzie:

Log (10N) = Log N -j-Log 10 = Log N -j-1
Log (100 N) = Log N -J-Liog 100 = Lg N -)-2
Log (1000 N) = Log N -fLog1000 = LogiV + 3it. d.

Luog (10mMW) = Log N -f- Log (I0m = Loy N m.
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Z powyzszych réwnosci czytamy, ze aby otrzymac Log (IOW),
nalezy do Log N doda¢ 1; czyli wprost ceche logarytmn INpo-
wiekszy¢ o jednos$é; podobnie aby znalezé Log (100W), nalezy do
cechy Log N doda¢ 2 i t. d., w ogdlnosci, aby znalez¢ Log (10“ . N)
nalezy do cechy Log N dodaé¢ m.

Co do 2-go. Poniewaz logarytm ilorazu jest réwny roznicy
pomiedzy logarytmem dzielnej i logarytmem dzielnika, przeto:

Log ( )= LogN — Log 10= Log N — 1,
Log ( = LogN - Log 100= Log N — 2,

Log — Log N — Log 1000 = Log N — 3,
i wogdle:

Log ("Yorj — Log N — Log 10“ = Log N — m.
Stad czytamy, ze aby znalez¢ Log , halezy od cechy lo-
garytmu liczby N odja¢ 1; aby znalez¢ Log | q i nalezy od cechy

logarytmn liczby N odja¢ 2, i t. d., wogdle aby znalez¢ Log | --j ,

nalezy od cechy logarytmn liczby N. odja¢ m. Wiec: logarytmy
liczb, réznigcych sie tylko liczbg zer na koricu, lub potozeniem
przecinka, maja jednakowe mantysy, a réznig sie tylko cechami.
Te wihasnosci, opierajgce sie na tern, ze za zasade logarytmow
stuzy taz sama liczba, ktéra jest zarazem podstawg systemu licze-
nia, dajg moznos$¢ znalezienia logarytméw wielu liczb z wiadome-
go logarytmu jednej tylko liczby przez prostg odmiane cechy.
Tak np. z tablic znajdujemy, ze:
Log 2587 = 3,4127964.
Na zasadzie pierwszej z dwdch powyzszych wiasnosci bedzie:
Log 25870 = 4,4127964; Log 258700 = 5,4127964
i t. d.; na zasadzie za$ drugiej wtasnosci:
Log 258,7 = 2,4127964; Log 25,87 = 1,4127964;
Log 2,587 = 0,4127964.
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475. Poniewaz utamek jest ilorazem, przeto dla znalezie
logarytmu utamka odejmujemy logarytm mianownika od loga-

rytmu licznika. Oznaczywszy jakikolwiek utamek przez P , bedzie:

Lo9 (V)= Logp — Log g

Jezeli utamek bedzie niewlasciwy, t.j. jezelip > ¢, wtedy
i Logp > Log g, powyzsze wyrazenie da nam wartos¢ dodatnig na

Log |--J. Lecz gdy utamek jest wiasciwy, woéwczas p < g, L,ogp <
< @, i zwyrazenia: Logp — Log g otrzymamy warto$¢ ujemna na
Log |’\j . Ze logarytmy utamkéw wilasciwych (przy zasadzie
wiekszej od jednosci) sg ujemne, wypada to zresztg z tego, co byto
powiedziane w § 468.

Logarytmy utamkoéw dziesietnych wynajduja sie w podobny
sposob, jak logarytmy ulamkéw zwyczajnych, t.j. przez odjecie
logarytmu mianownika od logarytmu licznika.

Lecz z powodu wielkiej wagi w rachunkach praktycznych
i czestego zastosowania, pomoéwimy tu osobno o ré6znych sposobach
wyrazania logarytmoéw utamkow dziesietnych.

Wezmy jako przykiad utamek: 0,2587. Ulamek ten mozemy
napisa¢ z mianownikiem wyraznym tak: ~OOCff P°~US zasady,

stuzgcej do znalezienia logarytmu utamka, bedzie:
Log 0,2587 = Log 2587 — Log 10000 = 3,4127964 — 4;

czyli, wykonywajge odejmowanie na drugiej stronie:

Log 0,2587 = — 0,5872036.
Podobnie znalezlibySmy:
Log 0,02587 = Log 2587 — Log 100000 = — 1,5872036;
Log 0,002587 = — 2,5872036; i t. d.

| tutaj widzimy, jak przy liczbach wiekszych od jednosci, ze
logarytmy tych utamkoéw dziesietnych, ktére sie réznig tylko poto-
zeniem przecinka, majg jednakowe mantysy; rézne cechy stanowia
catg roznice pomiedzy tymi logarytmami. A nawet przypatrujac
sie sposobowi otrzymywania tych iogarytmoéw mozemy ustanowic
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takie prawidto: Logarytm ujemny utamka dziesietnego ma za ce-
che tyle jednosci, ile jest w tym utamku zer po przecinku przed
pierwsza cyfrg znaczaca; za mantyse za$ cyfry, otrzymane przez
odjecie wszystkich cyfr mantysy logarytmu licznika od 9, z wy-
jatkiem ostatniej cyfry z prawej strony réznej od zera, otrzymanej
przez odjecie od 10 tejze cyfry mantysy logarytmu licznika.

G-dy wiec: Log 2 = 0,3010300;
to: Log 0,2 = — 0,6989700;
Log 0,02 = — 1,6989700;
Log 0,002 = — 2,6989700;
Log 0,0002 = — 3,6989700; i t. d.

Lecz logarytmy utamkoéw rzadko uzywaja sie w tej postaci;
zazwyczaj hadajemy im inng, daleko dogodniejszg do rachunku,
i wskutek tego prawie wylacznie uzywana. Wezmy jeszcze raz
pod uwage tenze sam Log 0,2587. Jest on, jak wiemy, rowny
3,412 7964 — 4. Mozemy te rdéznice tak przedstawic:

Log 0,2587 = 3 -f 0,412 7964 — 4,
czyli: Log 0,2587 = — 1 -f 0,412 7964.

Tutaj logarytm ten zostat przedstawiony jako suma dwoéch
wyrazéw, jednego ujemnego, drugiego dodatniego; mianowicie
czes$¢ catkowita jest ujemng, czes$¢ zas utamkowa dodatnig. Zgo-
dzono sie pisa¢ razem obie te czesci, odznaczajac cze$¢ ujemnag zna-
kiem mniej, napisanym u géry w ten sposoéb:

Log 0,2587 = 1,412 7964.

Piszac w ten sposéb logarytm utamka dziesietnego, méwimy,
ze ma on ceche ujemng, a mantyse dodatnia.

Podobnie postepujac znalezlibysmy;
Log 0,02587 — 3 -f 0,4127964 — 5 = 2,4127964,

Log 0,002587 = 3 + 0,4127964 — 6 =3,4127964,
itd
Ten sposob pisania logarytmu utamka dziesietnego jest prze-
waznie uzywany; i my go w dalszym ciggu wytacznie uzywaé be-
dziemy. Widzimy z pow3zszych przyktadéw, ze w logarytmie
utamka dziesietnego, majacym ceche ujemng, a mantyse dodatnig,
cecha ujemna zawiera tyle jednosci, ile jest zer przed pierwsza cy-
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fra znaczacg w utamku, wigczajgc w to i zero na catkowitg; man-
tysa zas$ jest rowna mantysie licznika. Mozemy sie przekonaé za
pomocag nastepujacego rozumowania, ze to prawidlo jest ogdlne:
Przypus¢émy, ze mamy pewien utamek dziesietny wtasciwy p, przed
ktorego pierwszg cyfra znaczaca znajduje sie Tzer, wiaczajagc w to
i zero na catkowita. Pomiedzy przecinkiem wiec i pierwszg cyfrag
znaczaca jest T— 1 zer. Przypusémy dalej, ze mantysa logarytmu
tej liczby catkowitej, jakg otrzymamy, opuszczajgc w danym utam-
ku przecinek, jest m. Na zasadzie wtasnosci, dowiedzionej w § 474,
gdziekolwiekby$Smy umiescili przecinek w tej liczbie, zawsze man-
tysa logarytmu otrzymanej liczby pozostanie taz sama t. j. m. Po-
sunmy przecinek w danym utamku w prawa strone tak, aby pierw-
sza cyfra znaczaca stata sie catkowita; przez takie przesuniecie
przecinka powiekszyliSmy ulamek 1(P razy; nowa liczba bedzie
wiec réwng KP .p, mantysa w jej logarytmie bedzie m, cechg za$
bedzie 0, gdyz jedna tylko cyfra bedzie w catkowitej (§ 473). Zatem:
Log (1QP.p) = 0, m, czyli
Log (109 -(- Logp — 0, m, i dalej:
TLog 10 }mlLogp — 0, m, skad
Logp — 0, m— T
czyli: podtug uzytego sposobu pisania:
Logp = T m.

Tym sposobem, majgc tablice, zawierajgce logarytmy wszyst-
kich liczb catkowitych, mozemy odrazu bez zadnego rachunku na-
pisac¢ logarytm kazdego utamka dziesietnego, z cecha ujemna i man-
tysg dodatnia.

Gdybysmy mieli dany logarytm catkowicie ujemny utamka
dziesietnego i chcieli go przeksztaici¢ na logarytm z cechg ujemna,
a mantysa dodatnig, wtedy nalezaloby tak postepowaé: AYezmy
jako przykitad logarytm poprzednio znaleziony:

Log 0,02587 = — 1,5872036.
Logarytm ten mozemy napisa¢ w ten sposob:
Log 0,02587 = — 1 — 0,5872036.

Wartos$¢ tego logarytmu oczywiscie nie zmieni sie, gdy do
niego dodamy 1 i odejmiemy 1 ; bedzie wtedy:
Log 0,02587 = — 1 — 1+ 1— 0,5872036.
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Wykonajmy dodawanie w dwoch pierwszych wyrazach,
a odejmowanie w dwoch drugich; otrzymamy
Log 0,02587 = — 2 -j- 0,4127964, czyli:
Log 0,02587 = 2,4127964,
to jest to, co znalezliSmy inng drogg. Gdyby znowuz zaszia po-
trzeba zamiany logarytmu z cechg ujemng a mantysg dodatnig na
logarytm catkowicie ujemny, wtedy otrzymalibySmy zadany wy-
padek przez wykonanie tego odejmowania, ktore wiasciwie jest
wskazane w logarytmie, napisanym pod ta postacia.
Tak np. przypusé¢my, ze:
Log 0,002587 = 3,4127964
potrzeba przerobi¢ na logarytm catkowicie ujemny. Zwréé¢my tylko
uwage ha to, ze:
Log 0,002587 = — 3 + 0,4127964 = 0,4127964 — 3;

wykonajmy wskazane odejmowanie; otrzymamy:
Log 0,002587 = — 2,5872036,
jak poprzednio.

Jest jeszcze jeden sposob wyrazania logarytmow utamkoéw
dziesietnych, dosy¢ czesto uzywany w pewnych rachunkach, za po-
moca tak zwanego dopetnienia do 10. Przyklad najlepiej objasni
na czem przeksztalcenie takie polega. AVezmy logarytm liczby juz
tyle razy uwazanej:

Log 0,002587 = 3,4127964;
oczywiscie pozostanie on bez zmiany, jezeli do niego dodamy 10
i odejmiemy 10. Czynigc to otrzymamy:
Log 0,002587 = — 3 -f 0,4127964 -f 10 — 10,
czyli: Log 0,002587 = 10 — 3 -f 0,4127964 — 10,
albo jeszcze: Log 0,002587 = 7 -f- 0,4127964 — 10,
i nakoniec: Log 0,002587 = 7,4127964 = 10.

W praktyce ustalit sie zwyczaj opuszczania — 10, i pisania

samego dopetnienia logarytmu; t. j. powyzszy logarytm pisze sie tak:
Log 0,002587 = 7,4127964.

Oczywiscie zawsze nalezy w takim logarytmie, napisanym
pod postacig catkiem dodatnig, domysla¢ sie odejmnika — 10.



W podobny sposéb otrzymaliby$smy:
Log 0,2587 = 9,4127964 - 10
Log 0,02587 = 8,4127964 — 10
Log 0,0002587 = 6,4127964 — 10.

Chcac z logarytméw tak wyrazonych przejs¢ do logarytmow
z cechg ujemng i mantysg dodatnig, nalezy tylko odjg¢ 10 od od-
powiedniej cechy, nie zmieniajgc mantysy, i réznice ujemna napi-
sa¢ na miejscu cechy.

Nakoniec: chcac z logarytmu catkowicie ujemnego przejs¢ do
dopeknienia, nalezy tylko do niego dodac¢ 10 i odja¢ 10.

G-dyby w wyjatkowych wypadkach cecha ujemna byta wiek-
szg od 10, wtedy bierze sie dopetnienie do 20, lub do 30, lub
wogoble do takiej wielokrotnej 10, ktdra bedzie bezposrednio wiek-
szg od cechy danego logarytmu.

476. Zadanie. Obliczy¢ logarytmy liczb catkowitych c
do 10 z mantysa dwucyfrowa.

Wyprowadzenie najdogodniejszych wzorow, stuzgcych do
obliczania logarytmoéw, przechodzi zakres tej ksigzki; musimy wiec
positkowac¢ sie znanym nam juz z § 466 rozwinigciem logarytmu
na utamek ciggty. Obliczymy w ten sposéb Log 5, Log 7 i Log 9;
majac je, tatwo juz bedzie znalez¢ logarytmy liczb pozostatych.

Niech bedzie:
X = Log 5, czyli 10x — 5.
Poniewaz:
10° < 5 < 101,
czyli: 10° < 10¢< 101
wiec:
0< x < 1;
czynigc za$ x — — , dostaniemy:
i
10*== 5, czyli 5% — 10;
a poniewaz:

51< 10 < 52
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czyli mozna przyjaé x2= 1-f-— , skad znajdziemy, podstawiajgc

te warto$¢ na x2w poprzednie réwnanie:
i+ ! !

10, czyli 5.5X= 10,
skad:
5%3= 2,
a podnoszac obie strony tej réwnosci do potegi x3 otrzymamy:
= b

Podobnie jak poprzednio, znajdziemy:
22< 5 < 23

uczynimy wiec x3= 2 -)- o skad:

22.2% = 5,czy|i(ir: *

Podnoszac utamek -?— kolejno do poteg drugiej, trzeciej

i czwartej, znajdziemy:
/58 125 /5M 625
\T/ -~6T;u ]~ 256"
widzimy wiec, ze:

5\ /5M
4 )<2<(4)"
dlatego tez uczynimy = 3 -j---;(—-s; podstawiajgc za$ te wartosc

w poprzednie réwnanie, znajdziemy:
i
'5\3/5\

(5 (1=
5 /128

T —\I25

Z tego, cosmy dotad znalezli, otrzymamy nastepujacy uta-
mek ciagty:

skad wypadnie:
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1
X=r+i
2+1
31
*5
ktérego przyblizenia kolejne beda (8§ 404):
o 1 2 7 7 (-2
T'T 58" 10" 10x¢-f 3

.7
Biorgc zamiast x czwarte przyblizenie, t.j. ~ , popetlnimy

btad mniejszy od = 0,01 (8 410), a zatem doktadnos¢ zadana

bedzie osiggnieta; moglibySmy sie jednak przekonaé, postepujac
podobnie jak poprzednio, ze xb > 3 (Scislej: 9 < xb < 10), a zatem
mianownik pigtego przyblizenia:

10x6-j- 3 > 30,

skad wnosimy, ze btad powyzszy jest mniejszy takze od ir) ot —

— -; wiadomos¢ ta bedzie nam pdézniej potrzebna.
Rozwinmy w podobny sposéb x = Log 9. W roéwnaniu

10x = 9 przyjmujemy x = — , skad:
*2

o=+~ = 10,
a zatem x2= 1 'j""'Bj podstawiajac te warto$¢ w powyzsze ro-
X%
wnanie, znajdziemy:
(rf=*

podnoszac za$ utamek -]79-.do coraz wyzszych poteg, znajdziemy,

(\172))22 §< /(1|?; '

skad x3— 20 -j------- . Otrzymamy wiec utamek ciggty:

1+ 1
20+ i

X.
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Przyblizenia kolejne tego utamka beda:

0 1 72,
T T 21—

a poniewaz kwadrat mianownika trzeciego przyblizenia jest 441 >
0
> 100, wiec zadang dokladnos$¢ osiagniemy, biorgc Log 9 = & .

W podobny sposéb jeszcze znajdziemy:

1
Log 7 =
T IH
5 + 1
2+1
*5
co daje nastepujace przyblizenia:
0 .i + 11
1; ! ; e 5i3; -

poniewaz (13)2 > 100, wiec czwarte przyblizenie jest wystarczajgce.
Majac juz logarytmy tych trzech liczb, z latwoscig znajdzie-
my pozostate.
Poniewaz 2 = 10:5, wiec Log 2 = Log 10 — Log 5= 1—

7 3
Log 5= 1— 10= 10 auwz§+(n’'ag4c me°zliwy bitad:

3 1 r o 3 ,

To 305<  Log2< lo'300
a poniewaz 4=22i 8= 23 wigc Log4 = 2Log2ilog8=
3 Log 2, skad, mnozac powyzszg nieréwnos¢ przez 2 i 3:

6 2 6 , 2

10~ 300 < 094 < TO' 300"

9 3
To 300 < Lo9 8 < io+ 300’

3 9 1
a zatem Log4 = —,Log 8 = z btedem mniejszym od y — .

i i 7 = i = = 2=
Dalej: poniewaz 32= 9, wiec Log 3 1u Log 9 11._ X Im

= 10 Pureszcie £o§ 6 = Fog @ 4+ Log 3= fH+ A0 i?i Nie
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trudno sie przekona¢, ze i tutaj granice dopuszczalnych bledéw sg
zachowane. ZnalezliSmy wiec, dotaczajac znane logarytmy liczb O,
1i10:

3 10
LogO0O = —o00, Log 1=0, Log 2= Log3= ",

I-_rongz -6, Eog 5 = -7, Log 6 = %63,I:0.y7: ;‘1,

9 90
N3 =10,Lo39= 2iiLo910=le
Zamieniajac wreszcie powyzsze wyrazenia na utamki dzie-
sietne, otrzymamy nastepujacg tabliczke, w ktdrej cyfry, stojace
na drugiem miejscu po przecinku, nie mogg sie rézni¢ od prawdzi-
wych wiecej niz o 14

z

Log N + 0,01

— 00
0,00
0,30
0,48
0,60
0,70
0,78
0,85
0,90
0,95
1,00

Quouoo~NOUP~,wWwNEFR O

=

477. Tablice logarytmowe zawierajg logarytmy tylko li
catkowitych; widzieliSmy bowiem poprzednio, ze do odszukania
logarytmoéw liczb catkowitych sprowadza sie wynalezienie loga-
rytméw i liczb utamkowych.

Poniewaz nadto cechy sg zawsze tatwe do napisania z same-
go wejrzenia na dang liczbe, przeto cechy zazwyczaj w tablicach
logarytmowych opuszczajg sie. Tablica wiec logarytmoéw zawiera
z jednej strony liczby catkowite, z drugiej za$ strony mantysy lo-
garytmow tjmhze liczb.

Jedne tablice od drugich réznig sie najprzéd liczba tych liczb
catkowitych, ktorych logarytmy sa zamieszczone; powtoére stopniem
przyblizenia, czyli liczbg cyfr dziesietnych, do ktérych mantysy sa
doktadnie obrachowane. Pod tym wzgledem rozrézniajg tablice
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mate i wielkie. W maltych tablicach znajdujg sie logarytmy, obli-
czone do 4, 5-ciu lub 6-ciu cyfr dziesietnych, wszystkich liczb cat-
kowitych od 1 do 20000 najwyzej. W wielkich tablicach manty-
sy sg obliczone przynajmniej do 7-miu cyfr dziesietnych doktadnych,
i w nich zawarte sa logarytmy przynajmniej pierwszych 100000 liczb.
Do szkolnego uzytku zupeinie wystarczajg tablice mate; przypusz-
czamy, ze w rekach czytelnika znajdujg sie tablice logarytmow
pieciocyfrowych Schlomilcha (Fiinfstellige logarithmische Tafeln,
Braunschweig, Vieweg) lub takiez tablice Lalande:a, wydane przez
Dupuis, lub wyborne tablice Houel’a (Tables des logarithmes acinq
decimales. Paris, Mallet Bachelier) i t. p. Ze wzgledu na duzy
i wyrazny druk, nie meczacy oczu, oddajemy pierwszenstwo tabli-
com Schlomilcha, i o nich ciagle méwi¢ tu bedziemy, jakkolwiek
w wielu czesciach tablic lepszy uktad majg tablice Lalande’a—Du-
puis, i Houel'a

Pierwsza czes$¢ tablic Schlomilcha zawiera logarytmy wszyst-
kich liczb od 1 do 10909; zawartos¢ innych czesSci albo objasnia sie
samym tytutem, albo tez do naszego przedmiotu nie nalezy. Pierw-
sza strona pierwszej czesci jest podzielona na 4-ry gtéwne kolumny,
z ktorych kazda ciensza linijka jest jeszcze podzielona na dwie ko-
lumny; nad jedng znajduje sie litera N (numerus, liczba), nad dru-
ga litera L (logarithmus). Pierwsza z tych dwoch kolumn zawie-
ra liczby od 1 do 100, druga miesci w sobie w tych samych wier-
szach logarytmy tychze liczb. Tak np. obok liczby 79 widzi-
my 1,89763; to znaczy ze: Log 79 = 1,89763. Ostatnia cyfra jest
podkreslong z tego powodu: wiemy, ze logarytmy wszystkich liczb,
z matymi wyjatkami sg niewymierne; mantysy ich zatem sg tylko
przyblizone. Istotna warto$¢ logatytmu 79 nie jest taka, jak na-
pisano wyzej, ale cyfry za pigtg idg do nieskoriczonosci, i te ostat-
nie cyfry, zaczynajac od szostej, sa opuszczone. Ot6z jezeli pierw-
sza z opuszczonych cyfr, czyli szésta, wynosi mniej niz 5, wtedy
one po prostu sie opuszczaja; jezeli zas wynosi ona 5 lub wiecej,
wtedy przy opuszczaniu ich ostatnia cyfra zatrzymana powieksza
sie 0 jedno$¢, a na znak, ze ten wlasnie przypadek miat miejsce,
ostatnia cyfra zachowana podkresla sie. W powyzszym przykia-
dzie wiec byto: Log 79 = 1,89762....; lecz pierwsza z nastepujgcych
po 2 cyfr byta albo 5, albo 6... albo 9; poniewaz ona zostata opusz-
czong wraz z nastepujacemi, przeto dla zmniejszenia btedu napi-
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sano 3 zamiast 2. | rzeczywiscie, w wiekszych tablicach mozemy
znalez¢, ze w tym logarytmie cyfra nastepujaca po 2 jest 7.

Taz sama uwaga odnosi sie do wszystkich podkreslaé w ca-
tej tablicy.

Kazda z nastepnych stronic jest podzielona na 4-ry ko-
lumny. Nad pierwszg jest litera N (numerus); zawiera ona kolejne
liczby od 100 do 1090. Na poczatku drugiej jest litera L (loga-
rithmus), ktéra sie odnosi i do trzeciej kolumny. Obie te kolumny
zawierajg mantysy pieciocyfrowe logarytméw liczb. Nakoniec nad
czwartg kolumng sa litery P. P. (partes proportionales, czesci pro-
porcyonalne); znaczenie jej i uzytek zaraz poznamy.

W tym wierszu, gdzie jest litera L, znajdujg sie jeszcze cy-
fry 0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9. Kazda z tych cyfr jest ostatnig cyfrag
liczby, ktorej trzy pierwsze znajdujg sie w kolumnie pierwszej
z nagtéwkiem N. Przyklady najlepiej objasniag, jak wyszukiwaé
logarytm ktorejkolwiek z liczb, znajdujgcych sie w tablicach.

Przyktad: Znalezé Log 276.

Wiemy najprzod, ze cecha tego logarytmu jest 2, gdyz liczba
zawiera trzy cyfry. Co sie tycze mantysy, to odszukujemy w ko-
lumnie pierwszej tej liczby 276; obok niej w drugiej kolumnie pod
cyfrg 0 znajdujemy: 44091. Jest to mantysa logarytmu tejze
liczby. Bedzie wiec: Log 276 = 2,44091.

Gdybysmy chcieli znalez¢ Log 2760, wtedy logarytm szuka-
ny roznitby sie od znalezionego wyzej tylko cecha, i mielibysmy:

Log 2760 = 3, 44091.
Z tego logarytmu jeszcze bytoby:
Log 27,6 = 1,44091; Log 2,76 = 0,44091
Log 0,276 = 1,44091; Log 0,0276 = 2,44091 i t. d.

Przyktad. Znalez¢ Log 2765.

Tej liczby niema w kolumnie, nad ktérg znajduje sie gtoska N\
ale znajdujemy w niej najprzod liczbe 276. W kolumnie za$ trze-
ciej, w szeregu nad ktérym znajduje sie cyfra 5 (ostatnia danej
liczby 2765) i w tym wierszu, gdzie jest w pierwszej kolumnie 276,
znajdujemy trzy cyfry 170; sg to trzy ostatnie cyfry mantysy lo-
garytmu 2765. Dwie pierwsze cyfry 44 znajdujg sie w kolumnie
bezposrednio lezacej pod literg L. Te dwie pierwsze cyfi'y dlate-
go zostaty opuszczone, ze powtarzajg sie one w znacznej liczbie lo-
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garytmow liczb po sobie nastepujacych; dla oszczedzenia wiec
miejsca w tablicach drukujg sie tylko przy pierwszej z tych liczb;
wjnastepnych za$ opuszczajg sie. Tym sposobem dwie cyfry 44
odnosza sie do mantys wszystkich logarytméw, zawartych w na-
stepnych wierszach, az do miejsca, od ktérego dwie pierwsze cyfry
mantysy beda 45, jak w tej czesci tablicy, ktdrg mamy przed oczy-
ma, do liczby 282. Logarytm szukany bedzie wiec:
Log 2765 = 3,44170.

Nalezy tu jeszcze wspomnieé, ze te same dwie pierwsze cyfry 44
odnoszg sie takze do tych trzech ostatnich cyfr w wierszu poprze-
dnim, przed ktéremi znajdujg sie gwiazdki: 012, 028, 044, 059 i 075.

Dalsze przyktady wprost wypisujemy bez objasnien, zaleca-
jac wszakze czytelnikowi wyszukanie wszystkich tych logarytmow:

Log 2758 = 3,44059; Log 2819 = 3,45010;
Log 2823 = 3,45071; Log 2868 = 3,45758;
Log 354,7 = 2,54986; Log 35,47 = 1,54986;
Log 0,3547 == 1,54986; Log 0,003547 = 3,54986;
Log 8318 = 3,92002; Log 83,18 = 1,92002;
Log 0,8318 = 1,92002.

478. Uzycie tablic logarytmowych bytoby bardzo ogranic
ne, gdybysmy mogli logarytmy tych tylko liczb otrzymywa¢, kto6-
re sie bezposrednio w tychze tablicach znajduja. Zobaczymy je-
dnak, ze kazda tablice mozna niejako rozszerzy¢ i otrzymac z niej
logarytmy liczb, nie znajdujacych sie w niej bezposrednio, i to z ta-
kim stopniem przyblizenia, z jakim cata tablica jest obliczona, pod
warunkiem wszakze, ze te liczby nie przechodzga poza pewng gra-
nice. Pokazemy teraz wiasnie, jakim sposobem mozna doj$¢ do
takiego wtrgcenia do tablicy nowych liczb.

W tym celu musimy najprzéd zastanowi¢ sie nad pewnemi
wilasnosciami, jakie majg réznice pomiedzy logarytmami dwdch po
sobie nastepujacych liczb w tablicy. Zauwazmy najprzéd, ze na
zasadzie drugiej wiasnosci gtownej logarytmow réznica pomiedzy
dwoma logarytmami moze by¢ zawsze przedstawiong jako loga-
rytm ilorazu. WezZmy trzy liczby catkowite nastepujgce po sobie
w postepie arytmetycznym, ktérego wyktadnikiem jest r:

W, ~ -f-r. n -f 2|’;
Algebra. 27



nie trudno sie przekona¢, ze:
JET y + 2r
N" ~ N+r
Nalezy tylko sprowadzi¢ te dwa utamki do jednakowego mia-
nownika, i bedzie z utamka znajdujacego sie na pierwszej stronie
nieréwnosci (1):

me-(D-

(Ar—-r)8 N2+ 2Nr+ r2
N(X frj~ N~(N+r)
z utamka za$ znajdujacego sie na stronie drugiej:
ivV(iVv-1-2r) N 2-f- 2Nr
iY(iV-fr) ~ N(N+r)

Poniewaz za$ widocznie:

N2-(-2Nr -(-r2 N2-f 2Nr
~N(N+r) ~ >N(N+r)
przeto i nierownosé (1) jest tym sposobem dowiedziona.

Jezeli teraz wezmiemy logarytmy obu stron nieréwnosci (1),
otrzymamy:

Log{N-(-r) — LogN > Log (N-]-2r) — Log(N-\-1). ... (2

Pierwsza strona tej nieréwnosci pokazuje, o ile powieksza sie
logarytm pewnej liczby iY, jezeli te liczbe powiekszymy o pewng
ilos¢ r; druga za$ strona podobnie pokazuje przyrost, jakiego do-
znaje logarytm liczby N ——r, gdy ja znowuz powiekszymy o toz
samo r. Wilasnos$¢ réznic pomiedzy logarytmami, zawartg w nie-
rownosci (2), mozemy tak wyrazié:

Jezeli liczby powiekszajg sie o rowne ilosci, wtedy tym réownym
przyrostom liczb odpowiadajg przyrosty logarytméw ciagle zmniej-
szajagce sie*).

G-dybySmy uczynili w powyzszych nieréwnosciach r = 1,
wtedy liczby W, W-J- 1, W -J- 2 tworzytyby szereg liczb natural-
nych, to jest takich, jakich logarytmy sg pomieszczone w tablicach
logarytmowych. Ro6znice: Log (N -j- 1) — Log N, Log (N 2) —
— Log (N - 1), bytyby réznicami pomiedzy logarytmami po so-
bie nastepujacymi w tablicach (i dlatego czesto nazywane réznica-

*) Poleca sie wykres$li¢ linie krzywa y = Log x i sprawdzi¢ te
wihasno$¢ na rysunku.
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mi tablicowemi); wiasno$¢ wyrazona przez nieréwnos¢ (2), zastoso-
wana do réznic tablicowych, pokazuje ze:

Log (N-j—1) — Log N > Log {N -f 2) — Log (N -f 1),

to jest, ze rdznice tablicowe po sobie nastepujace tworzyé muszg
szereg malejacy. tatwo to sprawdzi¢: tworzac czy to za pomocg
tablicy Schlomilcha, czy tez jakiejkolwiek innej, réznice logaryt-
mow kolejnych, znajdziemy, ze im bardziej posuwac sie bedziemy
w tablicy do coraz to wiekszych liczb, tern odpowiednie rdéznice
beda mniejsze. | jezeli w pewnych czesciach tablic znajdziemy,
ze réznica nastepna jest réwng, lub nawet niekiedy wieksza od ro-
znicy poprzedniej, to pochodzi to tylko z tego, ze kazdy logarytm
w tablicy jest oznaczony w przyblizeniu, do 5-u cyfr dziesietnych,
z opuszczeniem cyfr dalszych.

479. Przechodzimy teraz do drugiej wtasnosci réznic por
dzy logarytmami, ktora nas doprowadzi do wprowadzenia do ta-
blicy liczb jakichkolwiek. Wt#asnos¢ ta polega na tern, ze jakkol-
wiek roéznice pomiedzy logarytmami stajg sie coraz mniejsze, to
wszakze w miare powiekszania sie liczb, réznice te roéznia sie od
siebie coraz mniej; czyli ciagle daza do tego, aby staé sie rownemi.

Aby pokaza¢ te wiasnos¢ roznic pomiedzy logarytmami,
wezmy pod uwage oddzielnie wyrazenia, stanowigce dwie strony
nieréwnosci (2) § 478, mianowicie: Log (N -]-r) — Log N i Log
(N -j- 2r) — Log (N -f- r). Pierwszg z tych ilosci oznaczmy gtoska d,
drugg zas$ gtoskag d1. Bedzie wiec:

d= Log (N-j-r) — Log N = Log JiY*—j,...(1Q)

d, = Log {N Ar 2r) — Log (N -f r) = Log .. (2
Odejmijmy teraz od réwnosci (1) rownosé (2); bedzie:
d— dx Log A-for
Y A

a ze roznica logarytmoéw jest réwna logarytmowi ilorazu, przeto:

d—dt — Log JV(W+2r)
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albo: d— dl— Log N2-f 2Nr -f r2

N2-f 2Nr
czyli:
d—dj= Log n2-fave 0O
Poniewaz w utamku T, 72’\ licznik jest sta a mianow
K5 oNr J b

nik w miare powiekszania sie liczby N ciggle sie powieksza, prze-
to widoczng jest rzeczg, ze utamek ten, a zatem i cale wyrazenie
na drugiej stronie réwnosci (3), ustawicznie sie zmniejsza. Jezeli
w wyrazeniu 13) zamiast r podstawimy jedno$¢, wtedy d i d1wy-
raza¢ bedg roznice tablicowe. Roéwnanie (3) pokazuje, ze réznica
pomiedzy dwiema r6znicami tablicowemi jest mniejsza od takiejze
réznicy poprzedzajacej.

Innemi stowy: réznice pomiedzy réznicami tablicowemi ciggle
malejg w miare posuwania si¢ coraz dalej w tablicy.

Jako przyktad wezmy kilka po sobie nastepujacych loga-
rytmoéw w tablicy siedmiocyfrowej:

d d — dj
Log 306 = 2,4857214
Log 307 = 2,4871384 09170 4 6000047
Log 308 = 2,4885507 09123 4 6000045
0,0014078

Log 309 = 2,4899585

Z wypisanych powyzej liczb widzimy: 1-sze ze réznice d po-
miedzy dwoma po sobie nastepujgcymi logarytmami stajg sie co-
raz mniejsze, i po 2-gie ze roznice d — dx pomiedzy niemi takze
maleja.

Jezeli wiec posuwac sie bedziemy w tablicy siedmiocyfrowej,
przechodzac do coraz to wiekszych liczb, wtedy, poniewaz réznica
pomiedzy roznicami tablicowemi dwoch nastepujgcych po sobie lo-
garytmoéw staje sie coraz to mniejsza, doj$¢ musimy do takiej cze-

4ci tablicy, w ktorej taz roznica bedzie mniejsza od j()007)000 * czy”

od jednostki dziesietnej siodmego rzedu. Wowczas w tej czesci ta-
blicy, przy réwnych przyrostkach liczb, i odpowiednie przyrostki
logarytmoéw przedstawia¢ sie bedg jako ilosci réwne; gdyz loga-
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rytmy obliczone sg doktadnie do siedmiu cyfr dziesietnych, arozni-
ce pomiedzy réznicami wyraza¢ sie beda dopiero co najwyzej
w 6smych cyfrach dziesietnych. Toz samo oczywiscie stosuje sie
i do tablic, zawierajgcych mniejsza liczbe cyfr dziesietnych; w nich
wczesniej nastapi ta rownos¢ przyrostkow.

480. Z poprzednich rozumowan wypada wiec, ze jezeli
miedzy dwie liczby nastepujgce po sobie w tej czesci tablicy, w kto-
rej juz réznice pomiedzy dwoma nastepujgcymi po sobie logarytma-
mi sg réwne, wstawimy liczby, z ktérych kazda nastepna réwna
sie poprzedniej, powiekszonej o jedng i tez samg ilos¢ mniejszg od 1,
np. 0 0,1, wtedy roznice tablicowe pomiedzy logarytmami, odpo-
wiadajgcymi tym liczbom, bedg tern bardziej rowne. Stad wypro-
wadzamy ten wazny wniosek:

W tej czesci tablicy, w ktorej dwie réznice tablicowe po sobie
nastepujace sa rowne, przyrostkom liczb réwnym, lecz mniejszym od
jednosci, odpowiadajag réwne przyrostki logarytméw) lub wyrazajac
sie krdcej, roznice pomiedzy liczbami sg proporcyonalne do réznic
pomiedzy odpowiednimi logarytmami.

Rozumowania poprzednie pokazuja, ze wniosek ten jest tylko
przyblizonym; ale stopien przyblizenia jest taki sam, z jakim sg
obliczone tablice logarytmowe.

~481. Mozemy teraz pokazaé, jakim sposobem znalez¢ z ta-
blic logarytm takiej liczby, ktora bezposrednio w tablicach nie znaj-
duje sie.

1-sze. Przypust¢my, ze chcemy znalez¢ logarytm liczby 4885,3.

W tablicy Schlémilcha znajdujemy logarytmy liczb 4385
i 4386. Mianowicie:

Log 4385 = 3,64197,
Log 4386 = 3,64207;
réznica pomiedzy nimi = 0,00010.

Liczba dana jest o 0,3 wieksza od liczby 4385; gdybysmy
znalezli, o ile sie powieksza logarytm liczby 4385 wtedy, gdy sama
liczba powieksza sie 0 0,3, wowczas dodajac te ostatnig ilos¢ do lo-
garytmu: 3,64197, otrzymalibySmy logarytm zadany. Poniewaz
przy powiekszeniu liczby 43850 1 logarytm w tej czesci tablicy
powigksza sie 0 0,00010, przeto, oznaczajac przez x to powieksze-
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nie, jakiego dozna tenze logarytm wtedy, gdy liczbe powiekszymy
tylko o 0,3, na zasadzie paragrafu poprzedzajacego mozemy utozyé
nastepng proporcye:

x :0,00010 = 0,3 : 1,

skad: 0.00010.0.3 4 50003,

Przyrostek logarytmu wiec, odpowiadajgcy przyrostkowi
liczby réwnemu 0,3, jest 0,00003. Dodajgc go do Log 4385, czyli
do 3,64197, otrzymamy 3,64200 jako logarytm liczby 4385,3. Be-
dzie wiec:

Log 4385,3 = 3,64200.

Poniewaz wszystkie logarytmy w calej tablicy sg obliczone
do pieciu cyfr dziesietnych, a zatem i roznice pomiedzy nimi sg
zawsze wyrazone w czesciach stutysigcznych, przeto zazwyczaj
mianowniki, zera i przecinki opuszczajg sie¢ przy obliczaniu tych
przyrostkéw, pamietajac wszakze, ze mamy tu do czynienia z cze-
$ciami stutysigcznemi, ze zatem to, co przedstawia sie w ostatecz-
nym wypadku jako liczba catkowita, jest czeScig stutysigczng. Po-
diug tego wiec powyzsza proporcya tak sie napisze:

x :10= 0,3:1;
skad: x = 3

W celu ulatwienia wynajdywania takich logarytmoéw, ktére
sie nie znajduja w tablicy, umieszczona jest w niej na kazdej stro-
nicy kolumna z napisem nad nigP. P., to jest: ,czesci proporeyo-
nalne“. W tej kolumnie dla kazdej z roznic tablicowych, przytra-
fiajacych sie na danej stronicy, sg juz obliczone przyrostki loga-
rytméw, odpowiednie ré6znym przyrostkom liczb. Tak np. na stro-
nicy 13 tablic Schlémilcha w kolumnie P. P. znajdujemy jako na-
gtéwki napisane dwie liczby 101 9. Sa to roznice tablicowe po-
miedzy logarytmami na tej stronicy, z opuszczeniem mianowni-
kéw. Pod nagtéwkiem 10 z lewej strony napisane liczby sg przy-
rostkami liczb, z opuszczeniem w nich mianownikéw 10; wiec:
1 oznacza 0,1; 2 oznacza 0,2 i t. d., z prawej za$ strony linii piono-
wej odpowiednie przyrostki logarytmoéw. Wprost 3, oznaczajg-
cych 0,3, znajdujemy 3,0; i to jest przyrostkiem logarytmu, odpo-
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wiadajgcym przyrostkowi liczby 0,3, wyrazonym w cze$ciach stu-
tysigcznych.

2-gi przyktad. Przypusémy teraz, ze chcemy znalez¢ loga-
rytm liczby 4385,37. Wynajdujemy z tablic Log 4385 = 3,64197;
réznice pomiedzy nastepnym i tym logarytmem mozemy znalezé
na pamie¢, nie wypisujgc drugiego logarytmu: bedzie to znalezione
w poprzednim przyktadzie 10; nastepnie z proporcyi:

a:10= 037:1
otrzymujemy: x = 3,7.

W tej wartosci na x catkowita 3 oznacza stutysiaczne czesci;
7 zas czesci milionowe. Poniewaz uzywane przez nas tablice do-
chodzg tylko do czesci stutysigcznych, przeto milionowe opuszcza-
my; — ale poniewaz jest ich wiecej, anizeli potowa stutysigcznej,
zatem cyfre zatrzymana 3 powiekszamy o 1. Na odpowiedni przy-
rostek logarytmowy otrzymamy tym sposobem 4. Dodajgc go do
Log 4385, znajdziemy w koncu:

Log 4385,37 = 3,64201.

Moglibysmy proporcyi powyzszej nie uktada¢, majac przed
oczyma kolumne P. P. Poprawke logarytmowg dla 0,3 mamy
w niej bezposrednio napisana; jest ona3. Co sie za$ tyczy 0,37,
to poniewaz 0,37 = 0,3 -j- 0,07, przeto do powyzszego przyrostku 3
nalezy dodac jeszcze przyrostek, odpowiadajgcy 0,07. Jakkolwiek
nie mamy go bezposrednio w tablicy, to wszakze mamy tam przy-
rostek, odpowiadajacy 0,7; — jest on 7. Dla 0,07 bedzie wiec on
10 razy mniejszy, t. j. bedzie = 0,7. Dodajac te ostatnig ilos¢ do 3,
otrzymamy na catkowity przyrostek 3,7, z ktdrym nalezy postapi¢

tak, jak byto pokazane wyzej. Rachunek sam zwykle rozkladamy
W nastepny sposob:

Log 4385 = 3,64197
03 .. . 3
0,07 .... 0,7

Log 43S5,37 = 3,64201.

3-ci przyktad. Znalez¢ Log 3059,4. Wykonywamy tu calg
robote bez zadnych objasnien:



424

Log 3059 = 3,48558

Log 3060 = 3,48572
1 14
réznica pomiedzy liczbami . ... roznica tablicowa:
x:li= 04:1;

x = 5,6 = 6 (z dostatecznem przyblizeniem).
Log 3059,4 = 3,48564.
Lub, z uzyciem kolumny ,czesci proporcyonalnelt
Log 3059 = 3,48558
0,4. __ 56
Log 3059,4 = 3,48564.
Czytelnik sam obliczy podiug powyzszych wzordw nastepu-
jace logarytmy, ktore podajemy dla wprawy:
Log 1387,2 = 3,14214; Log 2743,8 = 3,43835;
Log 5129,4 = 3,71007; Log 8976,5= 3,95310.

482. Zasady wytozone w poprzednim paragrafie daja r
mozno$¢ wynalezienia logarytmu jakiejkolwiek liczby. Nastepne
przyktady najlepiej rzecz wyjasnia:

1- szy przykiad. Znalezé logarytm liczby 24567.

Liczby tej w tablicach nie znajdujemy, gdyz rozciggajg sie one
tylko do 10909. Lecz sposobem, wytozonym poprzednio, mozemy
znalez¢ logarytm liczby 2456,7, otrzymanej przez odciecie przecin-
kiem jednej cyfry, tak, ze to co pozostato przed przecinkiem znaj-
duje sie w tablicach. Postepujgc znanym sposobem, otrzymamy:

Log 2456,7 = 3,39035.

A poniewaz liczba dana 24567 jest 10 razy wiekszg od 2456,7,
przeto logarytm jej mie¢ bedzie tez samg mantyse, ceche za$ wiek-
szg 0 1. Znajdziemy zatem ostatecznie:

Log 24567 = 4,39035.

2- gi przyktad. Znalez¢ logarytm liczby 3,5786.

Jakkolwiek dana liczba jest zawarta pomiedzy 3 i 4, to wszak-
ze nie bedziemy brali tutaj logarytmu 3 i dodawali do niego przy-
rostku proporcyonalnego do 0,5786, gdyz w tej czesci tablicy rozni-
ce tablicowe sg dalekie od réwnosci, a zasada proporcyonalnosci
przyrostkéw liczb do przyrostkéw logarytmoéw dopiero wtedy mo-
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ze by¢ stosowana, gdy roznice tablicowe sg réwne (§ 480). Przez
przesuniecie przecinka w prawa strone o trzy cyfry, otrzymamy
liczbe 3578,6, ktdrej logarytm mieé¢ bedzie tez samg mantyse co
i logarytm liczby 3,5786, i ktdrej czesc¢ catkowita 3578 przypadaé
bedzie w tej czesci tablicy, do ktérej z wiekszem przyblizeniem
mozna zastosowac zasade czesSci proporcyonalnych. Poniewaz Log
3578 == 3,55364, roéznica tablicowa jest 12, a przyrostek logarytmo-
wy, odpowiedni przyrostkowi liczby 0,6 jest 7,2, przeto otrzymamy:
Log 3578,6 = 3,55371.

A zatem ostatecznie bedzie:

Log 3,5786 = 3,55371 — 3, czyli
Log 3,5786 = 0,55371.

Wogole przy wynajdywaniu logarytmu liczby, nie znajdu-
jacej sie bezposrednio w tablicy, nalezy zawsze zacza¢ dziatanie od
umieszczenia przecinka w niej w ten sposob, aby z lewej strony na
catkowitg byta odcieta najwieksza liczba, jaka znajduje sie jeszcze
w tablicy.

3-ci przyktad. Znalez¢ logarytm liczby 879357.

Odcinajac przecinkiem z lewej strony najwiekszg liczbe, ja-
kiej logarytm znajduje sie w tablicach, otrzymamy 8793,57.

Dodajgc do logarytmu liczby 8793, to jest do 3,94414 po-
prawke odpowiednig utamkowi 0,57, ktéra jest 3 (doktadniej 2,85),
mie¢ bedziemy na szukany logarytm:

Log 8793,57 == 3,94417.
Log 879357 = 5,94417.

Lecz gdybysmy teraz chcieli znalez¢ logarytm liczby 879358,
lub Log 879359, wtedy postepujac tak jak wyzej, i wynajdujac po-
prawke badz to odpowiednig 0,58, badz tez odpowiednia 0,59,
otrzymamy na nig znowuz toz samo 3 (w pierwszym razie 2,90,
w drugim 2,95), skad mie¢ bedziemy:

Log 879358 = 5,94417,
Log 879359 = 5,94417.

Gdybysmy w liczbie 879357 poza ostatnig cyfrg 7 dopisali
jakiekolwiek cyfry, wtedy one oczywiscie jeszcze mniej miatyby
wptywu na poprawke, jak cyfra 7, i zawsze otrzymaliby$my dla ta-
kiej liczby logarytm napisany wyzej. Te przyktady prowadzg do
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uwagi, ze przy uzyciu tablic, w ktorych logarytmy sg obliczone
z przyblizeniem do pieciu cyfr dziesietnych, nie mozna, wogdéle
mowiac, oznaczy¢ w sposob pewny mantysy logarytméw liczb, za-
wierajgcych wiecej niz pie¢ cyfr znaczacych. Cyfry znajdujace sie
w liczbie danej poza piatg cyfra, rachujgc ku stronie prawej, maja
wptyw na dalsze cyfry mantysy, ale nie na piata.

Stad przy wykonywaniu dziatan nad liczbami za pomocg lo-
garytmow pieciocyfrowych, uzycie w tychze liczbach wiecej niz
pieciu cyfr znaczacych nie prowadzi do wypadku wiecej przyblizo-
nego, anizeli wtedy, gdy zachowujemy w liczbie tylko pie¢ cyfr.
Na te okolicznos$¢ nalezy zwraca¢ uwage, aby nie przecigza¢ ani
liczb uzytych do dziatania, ani tez ostatecznych wypadkdéw zby-
tecznemi cyframi, nie majgcemi w rzeczywistosci zadnego znaczenia.

Musimy tutaj ograniczy¢ sie do tej wzmianki, nie wchodzac
w blizszy rozbidr tej kwestyi, zwigzanej z ogélnem pytaniem o zna-
czeniu stopnia przyblizenia przy rachunku logarytmami, pytaniem
przechodzgcem znacznie poza zakres niniejszego dzietka. Mozemy
tutaj tylko postawi¢ jako og6lng zasade (wszakze nie bezwzglednie
prawdziwag), ze przy rachunku, wykonywanym za pomocg jakich-
kolwiek tablic logarytmowych, liczby uzyte powinny w swoich
czesciach znaczacych zawiera¢ najwyzej tyle cyfr, ile ich jest
w mantysach logarytméw. Uzycie wiekszej liczby cyfr nie prowa-
dzi do wypadkéw doktadniejszych, ani tez rachowanie wiekszej
liczby cyfr w ostatecznym wypadku nie daje wartosci wiecej przy-
blizonej do prawdziwej.

4-ty przyktad. Znalez¢ Log 0,0041587.

Podtug zasad wytozonych wyzej, bedzie:

Log 41587 _
10000000

Log 10000000 = Log 41587 — 7.
A Ze na logarytm 41587 znajdujemy:
Log 41587 = 4,61896,

Log 0,0041587 = Log 41587 —

przeto:

Log 0,0041587 = 4,61896 — 7,
co mozemy ostatecznie wyrazi¢ jednym z trzech sposobow:
albo jako logarytm catkowicie ujemny:

Log 0,0041587 = — 2,38104,
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albo jako logarytm z cechg ujemng, a mgntysg dodatnig:
Log 0,0041587 = 3,61896,

albo nakoniec za pomoca dopetnienia do 10:
Log 0,0041587 = 7,61896 — 10.

483. Pokazemy teraz, jak rozwigza¢ zadanie odwrotne,
jest jak znalez¢ liczbe, ktdérej logarytm jest wiadomy. OczywisScie
pytanie nie przedstawia zadnej trudnosci, gdy mantysa danego lo-
garytmu znajduje sie w tablicach.

1-szy przyktad. Znalez¢ liczbe N, ktérej logarytm jest réw-
ny 3,75488.

Podtug zadania: Log N = 3,75488.

Wynajdujemy najprzéd w tej czesci tablicy, iv Jctdrej sg loga-
rytmy liczb czterocyfrowych, te stronice, na ktérej sg dwie pierwsze
cyfry mantysy, t. j. 75; nastepnie w odstepie pomiedzy 75 i 76 wy-
szukujemy na tej samej stronicy trzech ostatnich cyfr, t.j. 488.
Znajduja sie one w tym wierszu, w ktérym w pierwszej kolumnie
jest liczba 568, i w tej kolumnie, nad ktéra jest ostatnia cyfra
liczby 7. Szukana wiec liczba:

N = 5687.

Gdyby byto Log N = 1,75488, wtedy szukajgc w taki sam
sposob, znalezlibySmy tez same cyfry, z ktorych sie sktada liczba N,
mianowicie 5687. Lecz nie bytaby to liczba zgdana, gdyz zawiera
cztery cyfry catkowite: tymczasem cecha logarytmu jest 1,
t. j. o dwie jednosci mniejsza od 3. Liczba szukana jest wiec sto
razy mniejsza od 5687, czyli:

iY = 56,87.
Podobnie, gdyby byto:
Log N =. 5,75488,
wtedy znalezlibysmy, ze:
N = 568700.
Nakoniec jezeliby dano:
Log N = 1,75488,
wowczas N bytoby utamkiem dziesietnym, majacym przed pierw-
szg cyfrg znaczaca jedno zero (gdyz cecha jest — 1), wiaczajgc w to
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i catkowita; cyfry za$ znaczace tego utamka stanowig liczbe catko-
witg, ktdrej logarytm ma za mantyse 75488. Otrzymaliby$Smy wiec:
N = 0,5687.

2- gi przyktad. Wiedzac, ze Log N = 1,62798, znalez¢ liczbe W.

Przy wyszukiwaniu liczby odpowiedniej danemu logarytmo-
wi z poczgtku nie zwracamy nigdy uwagi na ceche, ale tylko na
mantyse; i jakkolwiek tutaj cecha jest 1, co pokazuje, ze czes¢ cat-
kowita liczby mie¢ bedzie tylko dwie cyfry, to wszakze szukamy
tejze mantysy zawsze w tej czesci tablicy, ktora zawiera logarytmy
liczb czterocyfrowych. Moze sie bowiem przytrafi¢, ze mantysy
tej niema w czesci tablicy, zawierajacej mate liczby (jak w tablicy
Schlomilcha mniejsze od 100), ajednak znajduje sie ona w czesci
tablicy, zawierajacej logarytmy wigkszych liczb. Nadto gdyby sie
okazato, ze tej mantysy niema wcale w tablicy logarytmoéw, wtedy
dla wynalezienia odpowiedniej liczby trzeba bedzie uzy¢ zasady
proporcyonalnosci przyrostkéw liczb do przyrostkéw logarytmoéw,
zasady, ktoéra, jak juz wiemy, daje sie zastosowac tylko do tej czesci
tablicy, ktora obejmuje logarytmy liczb najwiekszych.

Mantysy logarytmu danego w tym przyktadzie nie znajduje-
my na pierwszej stronicy tablic, zawierajgcej logarytmy liczb
dwucyfrowych, znajduje sie ona jednak pomiedzy mantysami, od-
powiadajacemi liczbom czterocyfrowym, mianowicie odpowiada
ona liczbie 4246. A Zze cecha danego logarytmu jest 1, przeto szu-
kana liczba bedzie:

N = 42/46.

3- ciprzykiad. Wiedzac, ze Log N = 3,51140, znalez¢ liczhe W.

W tablicy nie znajdujemy mantysy 51140; sg tylko mantysy
51135 i 51148, pomiedzy ktéremi mantysa logarytmu danego jest
zawartg. Odpowiadajg one liczbom: 3246 i 3247; to jest:

Log 3246 = 3,51135,
Log 3247 = 3,51148.

Poniewaz dany logarytm 3,51140 jest zawarty pomiedzy lo-
garytmami 3,51135 i 3,51148, przeto i liczba szukana W bedzie za-
wieraé¢ sie pomiedzy liczbami 3246 i 3247, to jest rbwnac sie bedzie
liczbie 3246 wiecej pewna ilos¢ mniejsza od jednosci, ktorg oznacz-
my przez'y. Tym sposobem bedzie:

N = 3246 -f y.
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Aby wynalezé y, uzyjemy tutaj tej zasady, ze réznice pomie-
dzy liczbami sg proporcyonalne do réznic pomiedzy logarytma-
mi (§ 480). Roznica tablicowa tych logarytmoéw, pomiedzy ktdry-
mi dany logarytm jest zawarty, jest 0,00013, czyli 13 (§ 481, przy-
ktad 1-szy), i tej roznicy odpowiada roznica pomiedzy liczbami ro-
wna 1 (3247 — 3246). Logarytm dany 3,51140 jest wiekszy od
logarytmu mniejszego ze znajdujgcych sie w tablicy 3,51135 o 5;
i tej réznicy pomiedzy logarytmami odpowiada roéznica pomiedzy
liczbami réwna y. Bedzie wiec:

y: 1= 5:13

skad: y= ~ =038...= 04

Liczba szukana wiec N 3246 -(- 0,4 czyli:
N 3246,4.

4-ty przyktad. Wiedzac, ze Log N = 2,78410, znalez¢ liczbe N.

Gdybysmy znalezli liczbe, ktdrej logarytm miatby za ceche 3,
a mantyse tez samg co i logarytm dany, to jest ktdrej logarytm
bytby 3,78410, wtedy przez proste posuniecie przecinka o jedng
cyfre w lewa strone otrzymalibysmy z tej liczby i liczbe N.

Mantysy 78410 nie znajdujemy w tablicy; sg tylko mantysy
78405 i 78412, pomiedzy ktéremi zawiera sie mantysa logarytmu
danego. Pierwsza mantysa odpowiada liczbie 6082, druga za$
liczbie 6083. Bedzie wiec:

Log 6082 3,78405,

Log 6083 = 3,78412.

Rdéznica tablicowa pomiedzy tymi logarytmami jest 7; odpo-
wiada ona réznicy pomiedzy liczbami 1. Rdéznica pomiedzy loga-
rytmem danym 3,78410 i logarytmem mniejszym ze znalezionych
jest 5.  Oznaczajac wiec przez y przyrostek liczby, odpowiadajgcy
przyrostkowi logarytmu réwnemu 5, bedzie:

yml=5:7,

5
skad: y= ~ = 0,7.

Liczba wiec, ktorej logarytm jest 3,78410 jest rowng 6082 -j-
-(-0,7, czyli: 6082,7. Zatem liczba szukana W bedzie:
N - 608,27.
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5- ty przyklad. Wiedzac, ze Log N — 3,57545, znalez¢ N.

Wynajdzmy liczbe, ktorej logarytm ma tez samg manty-
se 57545, a ceche 3; to jest liczbe, ktorej logarytm jest 3,57545.
Wtedy przez proste przesuniecie przecinka, znajdziemy liczbe N.
Mianowicie bedzie: liczba, ktérej logarytm jest 3,57545 jest 3762,3;
liczba szukana zatem: N = 0,0037623.

6- ty przykitad. Wiedzac, ze Log N = — 1,41736, znalez¢ N.

Gdy dany jest logarytm utamka catkowicie ujemny, nalezy
najprzod przeksztatci¢ go na logarytm z cechg ujemng i mantysa
dodatnia, sposobem podanym wyzej, gdzie byta mowa o logarytmie
utamkéw. W terazniejszem zadaniu otrzymamy:

LogN — — 141736 = — 1— 041736 = —1— 1+ 1—
— 0,41736 = 2,58264.

Postepujac nastepnie tak, jak w przykiadzie poprzedzajgcym,

znajdziemy:
N = 0,038251.

484. Podamy na zakonczenie tego rozdziatu jeszcze Kki
zadan, aby pokazaé zastosowanie tablic.

Zadanie 1-sze. Nastepujgce mnozenie wykonaé¢ za pomoca
logarytmoéw:

x = 12 X 0,042 X 0,82683.
W tym celu bierzemy logarytmy obu stron; bedzie:
Log x = Log 12 -(- Log 0,042 -)- Log 0,82683;

nastepnie rachunek uktadamy w ten sposob:

Log 12 = 1,07918,
Log 0,042 = 2,62325,
Log 0,82683 = 1,91742.

Log x — 1,61985;
stad:
x = 0,41673.

Przy dodawaniu logarytméw, z ktérych jedne sg catkowicie
dodatnie, inne za$ majg ceche ujemng i mantyse dodatnia, nalezy
po skonczeniu dodawania mantys wykonaé¢ uwaznie dodawanie
algebraiczne cech, z uwzglednieniem ich znakoéw.

Tak wilasnie w przykiadzie powyzszym dodawanie zostato
wykonane.
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Zadanie 2-ie. Obliczy¢ za pomocg logarytméw wyrazenie:
67,2

Biorac logarytmy obu stron, otrzymamy:

Log x = Log 67,2 — Log 793,
czyli: Log x = 1,82737 — 2,89927.

Logarytm wiec x wypada ujemny, jak by¢ powinno, gdyz x

jest mniejsze od 1. Wykonywajac odejmowanie, znajdziemy:
Log x = — 1,07190.

W celu wynalezienia x nalezy logarytm ten przeksztatci¢ na
logarytm z cechg ujemng i mantysg dodatnia. Lecz zazwyczaj przy
wykonywaniu odejmowania odrazu przeksztatcamy wypadek osta-
teczny na logarytm takiej postaci. W tym celu do odjemnej do-
dajemy najmniejszg liczbe catkowitg takg, azeby od tej sumy mo-
zna byto odja¢ odjemnik, i nastepnie od wypadku tez sama liczbe
catkowitg odejmujemy. Oczywiscie przez to wypadek ostateczny
wartosci swojej nie zmieni. Tak np. w zadaniu, ktére rozwigzuje-

my, bedzie:
Log x = 1,82737 — 2,89927 = 2 + 1,82737 — 2,89927 — 2 =
= 3,82737 - 2,89927 - 2 = 0,92810 — 2= - 2-f 0,92810,
czyli: Log x — 2,92810.
Zazwyczaj dziatanie uktada sie tak:
— 2-j-2
Log 67,2 = 1,82737
Log 793 == 2,89927
Log x = 2,92810.
Stad otrzymamy: x — 0,084742.
Zadanie 3-cie. Znalez¢ wartosc:

0,0843
0,0064 '
Bedzie najprzod:

Log x = Log 0,0843 — Log 0,0064.
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Nastepnie: Log 0,0843 = 2,92583,
Log 0,0064 = 3,80618,
Log x = 1,11965

stad: x — 13,172.

Przy wykonywaniu odejmowania logarytmu 3,80618 od lo-
garytmu goérnego, nalezy pamieta¢, ze logarytm ten sklada sie
z dwoch wyrazéw: ujemnego — 3 i dodatniego 0,80618. Aby wiec
go odjg¢, powinnismy znaki zmieni¢ na przeciwne; zatem mantyse
dolng odja¢ od mantysy goérnej, ale ceche dolng doda¢ do cechy
goérnej: tym sposobem otrzymamy powyzszy wypadek.

Zadanie 4-te. Znalez¢ wartosc¢:

x = (0,0587)3

Biorgc logarytmy obu stron, mamy:

Log x = 3 Log 0,0587,
dalej: Log x = 2,76864 X 3.

Przy wykonywaniu mnozenia nalezy pamieta¢ o tern, ze
wilasciwie mamy do pomnozenia: (— 2 -)- 0,76864) przez 3. Otrzy-
mamy:

Log x = 4,30592;

skad: x = 0,00020226.
Zadanie 5-te. Znalezé wartos$é:
x = ]/0,00345.

Biorac logarytmy obu stron, otrzymamy:

Log x = -’} Log 0,00345,

czyli: Ifog X = — X grgggg -3-)-?- ?-2-

Li

Przy wykonywanlu dzielenia tego logarytmu przez 2 napo-
tykamy na trudnos$¢ z tego powodu, ze cecha jest ujemna i manty-
sa dodatnia, a cecha nie jest catkowicie podzielng przez 2. Aby
unikng¢ tej trudnosci, nalezy albo zamieni¢ logarytm na catkowicie
ujemny, albo tez, nie zmieniajac jego wartosci, przemieni¢ go na
taki, w ktéorymby cecha ujemna w zupetnosci dzielita sie przez dwa.
Gdybysmy uzyli pierwszego sposobu, wtedy nalezatoby nastepnie
znaleziony logarytm znowuz przeksztatci¢ na logarytm z cechg
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ujemna i mantysa dodatnig dla znalezienia x. Aby nie wykonywa¢
tego podwojnego przeksztatcenia, zazwyczaj postepujemy tak: do
cechy ujemnej dodajemy tyle jednosci ujemnych, ile potrzeba, aby
te ceche uczyni¢ podzielng przez mianownik; jak tutaj dodajemy—1;
aby za$ logarytm nie zmienit sie, dodajemy do jego mantysy tylez
jednosci dodatnich. Bedzie wiec:

3 _L 0,53782 — 4 +2 1,53782

Log x —

= — 2-f 0,76891 = 2,76891.
Stad: X — 0,058737.
Zadanie 6-te. Znalez¢ wartosé:

X = KkO,0004687 .

Mamy: Yog x — — 9 220000 Yoo _

@] (@]
Poniewaz cecha nie dzieli sie bez reszty przez 3, przeto, po-
stepujac sposobem wskazanym wyzej, do logarytmu 4,67089 doda-
jemy — 2 {2; bedzie wiec:

Log x = 6 + O2’67089 — — 2-f 0,89030 = 2,89030;

skad: x = 0,077678.

Zadanie 7-me. Obliczy¢ wartosc:
1,63
x — (0,082)
Stad mamy: Log x = 1,53 X Log 0,082 = 1,53 X 2,91381.
W przypadkach podobnych temu, jaki mamy przed oczyma,
gdzie wypada logarytm z cechg ujemng i mantysg dodatnia mno-
zy¢ przez wyrazenie ztozone (tutaj przez 1,53), najdogodniejszg be-
dzie rzeczg, dla unikniecia pomytek, zamieni¢ najprzéd logarytm
na catkowicie ujemny, nastepnie wykona¢ mnozenie, i potem, prze-
szediszy znowuz do logarytmu z cechg ujemng i mantysg dodatnia,
znalez¢ ostateczny wypadek. W obecnym przypadku mieé bedziemy:
Log x = 1,53 X (— 1,08619),
stad, wykonywajgc mnozenie:
Log x — — 1,66187 = 2,33813,
i nakoniec: x = 0,021783.

Algebra. 8
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485. Za pomoca tablic logarytmowych, mozna takze rozw
zywaé réwnania wyktadnicze w niektorych szczeg6lnych przy-
padkach. Rownanie wyktadnicze postaci:

ax = b,

gdzie a i b sg danemi liczbami, moze by¢ zawsze rozwigzane. W tym
celu nalezy wzig¢ logarytmy obu stron tegoz réwnania; bedzie:

x Log a — Log b,
skad: Log b

X~ Log~a'
Tak np. przypusémy, ze mamy do rozwigzania réwnanie:
(0,826)* = 2,88.
Biorac logarytmy obu stron otrzymujemy:
x Log 0,826 = Log 2,88,
skad: Log 2,88 0,45939 )
X ~~ Log 0,826 ~ —0,08302

Poniewaz mamy tutaj wykonaé¢ dzielenie przez Log 0,826,
przeto musimy wyrazi¢ logarytm ten pod postacig logarytmu cat-
kowicie ujemnego. Oczywiscie dzielenie wskazane 0,45939 przez
- 0,08302 mozemy znowuz wykona¢ za pomocg logarytmoéw; lecz
poniewaz liczby ujemne nie maja logarytmoéw, przeto wykonywa-
my dziatanie tak, jak gdyby wszystkie dane liczby byly dodatnie,
a nastepnie przed wypadkiem piszemy znak whasciwy. "Wykony-
wajgc wskazane dzielenie, znajdziemy ostatecznie:

x = — 5,56335.

Mozna jeszcze za pomocg logarytmow rozwigzywac réwnania
z niewiadomg, wchodzgacg do wyktadnika, nieco wiecej ztozone,
niz podane wyzej; niektére z takich réwnan podajemy w zadaniach.

PRZYKLADY XLIII

1) Czemu sie rownac beda logarytmy liczb: 9, 81, 729, 6561,
~ przy zasadzie 3?

2) Czemu sie rowna¢ beda logarytmy tychze samych liczb

przy zasadzie a) 9: b) 8?
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3) Czemu sie rownaé beda logarytmy liczb: ~ , ZZ

zZ0 1Z o t)zo
3 5

rzy zasadzie: a) =, b) --?
przy )5 b,

4) Pomiedzy jakiemu liczbami catkowitemu sg zawarte loga-
rytmy liczb: 5, 10, 32, 82, 215, 713, 1295, gdy za zasade ukiadu lo-
garytméw przyjmiemy a) 6; b) 9?

5) Znalez¢ logarytmy nastepujacych wyrazen:

a) Log P-faf’, Va-\-b . Vab
_(r-+s)v-x b Log
v+ f/ a
Ja—b[/ b_
c) Log 2 2y 2 V2
V'V

6) Wiedzac, ze logarytmy naturalne liczb: 2, 3, 10 sa:
0,69314718 ; 1,09861229 ; 2,30258509, znalez¢ logarytmy zwy-
czajne tychze liczb.

7) Znalez¢ z tablic logarytmy nastepujacych liczb:

1889 ; 18,89 ; 188900 ; 0,01889 ; 4345 ; 4345,1 ; 4345,2 ;
4345,3 ; 43450 ; 43451 ; 43452 ; 0,052173.

8) Z nastepujacych rownan znalez¢ wartos¢ na x, bez uzy-
cia tablic:

a Log x = 2; b Logx= 3; ¢ Log x = 05;

5
_ A

/ 1\
d) Log x = i (Odpow. Ji e) Logx — Loga— Log b\

f) Log x = n Log a -f- n Log b; g) Log x = 3 Log 18 —

Obliczy¢é za pomoca tablic logarytmowych wartosci nastepu-
jacych wyrazen:
4,3956 X 0,73654

9) 8,759 : 0,05764 ; 10) 11563

/3390 X 4,3472

13 X 0,066473
\ 13814

1

11) (8,0952)—3; 12)

4
14) J/ 047 jlg; 15 j/ 1,84+ K31;
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(Nalezy najprzéd obliczy¢ Ei?j liczbe stad otrzymang doda¢ do
184it d).
Rozwigza¢ nastepujace réwnania:
16) (0,35)*= 54,8.
17) 4X+ 2= 60: (nalezy wzigé¢ logarytmy obu stron; podstawi¢
zamiast Log 4 i Log 60 ich wartosci z tablic; otrzymamy réwnanie
stopnia pierwszego).

18) 10(8-*) 6-*) = 100; 19) ab=VIr, 20) 82 — 9 .8* -f-
—+-20 = 0; (oznaczywszy: 8*przez y i podstawiwszy w dane rowna-
nie, otrzymamy réwnanie stopnia 2-go i t. d.).

Rozwigzaé nastepujace réwnania z dwiema niewiadomemi:
20) Logx -j- Logy = 2; hx2— 3y2= 1925.

(Z pierwszego réownania nalezy najprzod znalez¢ xy i t. d.).

XLIV.
Procenty.

486. Procentem nazywamy wynagrodzenie, ptacone za uzy-
cie wypozyczonych pieniedzy. Pienigdze wypozyczone nazywamy
kapitatem. Sume kapitatu wraz z procentem, naleznym za pewien
przeciag czasu, nazywac¢ bedziemy suma, na ktérg zamienia sie da-
ny kapitat po uptywie tegoz czasu, albo krécej suma.

Procent moze by¢ dwojaki: prosty i ztozony. G-dy procent ra-
chuje sie zawsze od samego kapitatu poczgtkowego, wtedy nazy-
wamy go prostym; lecz jezeli procent nalezny, w chwili gdy przy-
pada jego wiyptata, dotgczamy do kapitatu i w nastepstwie procent
rachujemy od catej sumy, wtedy nazywamy go ztozonym.

Stopg procentu nazywamy kwote, ptacong za uzycie pewnej
oznaczonej ilosci pieniedzy przez pewien oznaczony czas. W pra-
ktyce tg iloScig pieniedzy jest zwykle 100 rb., a czas jeden rok.
Gdy wiec méwimy, ze stopa procentu jest 4 od sta (4%), to znaczy,
ze za uzycie 100 rubli przez ciag jednego roku ptacimy 4 rb. W te-
oryi dogodng jest rzecza, jak to zaraz zobaczymy, uzywac osobne-
go znaku dla oznaczenia procentu od jednego rubla za jeden rok.

487. Znalez¢ sume, na ktérg sie zamieni dany kapitat po
uptywie danego czasu przy procencie prostym.
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Niech K oznacza liczbe rubli, zawartg w kapitale, n liczbe
lat, r procent od jednego rubla za jeden rok, wyrazony w utamku
rubla, i M sume szukana, wyrazong w rublach. Poniewaz r jest
procentem od jednego rubla za rok, przeto Kr jest procentem od
K rubli za rok, a n Kr jest procentem od K rubli za n lat; bedzie
wiec:

M= K -\- nKr — K (1 -f- nr).

Z rownania M = K (1 -j- nr) mozna znalez¢ jedng z czterech

ilosci M, K, n, r, gdy trzy inne sg dane. | mianowicie:
M — K
Kn
488. Znalez¢ sume, na Jctérg sie zamieni dany kapitat,

uptywie danego czasu przy procencie ztozonym.

Niech K oznacza liczbe rubli kapitatu, n — liczbe lat, r — pro-
cent od jednego rubla za rok, wyrazony w ulamku rubla, i M —
liczbe rubli, zawartg w szukanej sumie. Oznaczmy nadto przez K
sume, na ktérg sie zamieni jeden rubel po uptywie jednego roku;
wtedy R = 1-j- r. Zatem KR bedzie sumg, na ktérg sie zamie-
ni K rubli w ciggu jednego roku. Wiec suma, na ktérg sie zamie-
ni KR rubli w ciagu takze jednego roku, bedzie KRR, czyli KR2
to ostatnie zatem wyraza¢ bedzie sume, na ktorg sie zamieni K ru-
bli w ciggu dwdch lat. Podobniez suma, na ktérg sie zamieni KR 2
rubli w ciggu roku, bedzie: KRR, czyli KRJ i to bedzie suma, na
ktorg sie zamieni kapitat K rubli po uptywie trzech lat.

Postepujac dalej tym samym sposobem znajdziemy, ze suma,
na ktorg sie zamieni kapitat K rubli, po uptywie n lat bedzie KR”,
wiec:

M = KR”".
Sam procent za przecigg tych n lat wynosi:
KR” — K = K (R”- 1)

489. Wartos$¢ terazniejsza, czyli obecna, pewnej sumy, me
cej by¢ wyptacong na koncu danego czasu, jest to ten kapitat, kto-
ry wraz ze swoim procentem za uwazany przecigg czasu zamieni
sie na tez sume. Przy oznaczeniach powyzej przyjetych, W jest
wartoscig terazniejszg sumy M.
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Dyskontem (potrgcenie procentu) nazywamy wynagrodzenie
za wyptacenie sumy naleznej przed tym terminem, w ktérym ona
miata by¢ wyptacona.

Z okreslenia wartosci terazniejszej wypada, ze ditug, majacy
by¢ zaptaconym w pewnym oznaczonym terminie, jest w zupet-
nosci pokryty przez wyptacenie wczesniej jego wartosci terazniej-
szej, odpowiedniej chwili, w ktorej nastepuje wyptata. Stad dys-
konto jest réwne roznicy pomiedzy sumag ptatng w oznaczonym ter-
minie, a jej wartoscig terazniejsza.

490. Znalez¢ warto$¢ obecng sumy ptatnej na koncu dar
czasu i dyskonto.

Mech K bedzie liczba rubli, wyrazajacych warto$¢ terazniej-
szg, n liczbg lat,'r procentem od jednego rubla za jeden rok, wyra-
zonym w utamku rubla, M liczbg rubli, oznaczajgcych sume na-
lezng, i D dyskontem. Nadto niech bedzie:

B= 1-fr.
Wtedy: przy procencie prostym:
M — K (1 -)- nr), § 487,

skad: K = -anr b= M —K = lI\/JIn:W
Przy procencie ztozonym:
M = KB”, § 488;
skad: K=~-,D = M —K M(B;»_l)
491. W praktyce zwyktg jest rzeczg zamiast dyskonta

okreslonego, jak byto tutaj wyzej podane, bra¢ procent od catej su-
my, wyptaconej przed terminem. Tak naprzykiad, przy procencie

prostym, zamiast ptacacy otrzyma Mnr jako wynagro-
dzenie za natychmiastowg wyptate.

492. Na poczatku kazdego roku do kasy wnosimy na |
cent K rb.; znalezé, na jaka sume zamienig sie wszystkie wniesione
raty po uptywie n lat przy procencie ztozonym.

Oznaczmy przez M szukang sume, r procent roczny od jedne-
go rubla, wyrazony w utamku rubla, i nakoniec uczynmy B = I-\-r.
Oczywista jest rzeczg, ze rata K, oddana na poczatku pierwszego
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roku do kasy, pozostanie, na procencie przez przecigg n lat; podiug
wzoru 8§ 488 zamieni sie wiec na sume KR"\ takaz sama rata JI
oddana do kasy na poczatku drugiego roku, pozostanie na procen-
cie n — 1 lat, zamieni sie wiec na sume KR"—1; podobniez trzecia
rata K, oddana na poczatku trzeciego roku, pozostanie na procen-
cie przez n — 2 lata, zamieni sie przeto na sume KR"~2 i tak da-
lej; — ostatnia rata K, oddana na poczatku w-tego roku, zamieni
sie na koncu tegoz roku na sume KR. Catkowita wiec wartosé
ztozonych rat po uptywie n lat bedzie sumg wyrazéw postepu ilo-
razowego:
KR”, KR"-\ KR"-2__ KR-
czyli bedzie:
M= KR" -f KR"- 1-f KR"- 2-f-....... \ -f KR.

Na zasadzie wzoru (1) § 455 otrzymamy ostatecznie:

' KR"+1 KR
No= e jT=Ti— .=
. Rn— 1
czyli: M= KR, ->— vy 8
493. Znalez¢, jaka ratg nalezy ptaci¢ rocznie, aby umot

w przeciggu n lat kapitat wypozyczony i jego procenty ztozone.

Przypusémy, ze dzisiaj zaciaggamy pozyczke K rubli, ktorg
chcemy umorzy¢ w ciagu n lat, przez wyptacanie rownych rat na
koncu kazdego roku. Oznaczmy procent od jednego rubla na rok,
wyrazony w utamku rubla, przez r, przez a— rate roczna, i uczyn-
my R = 1-yer. Wtedy kapitat K oczywiscie zamieni sie po upty-
wie n lat na sume KR"; suma wszystkich rat rocznych, wraz z ich
procentami ztozonymi, powinna réwna¢ sie KR". Stad otrzymuje-
my réwnos¢:

KR" = aR"- 1-j- aR"~2-j- ......... -)- aR -j- a,
czyli: KR" = a
Z roéwnosci tej znajdziemy z tatwoscig a.  Taz sama réwnosc stu-

zy¢ bedzie i do rozwigzania innych jeszcze zagadnien, odnoszacych
sie do rocznych wyptat.
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494. Do rozwigzywania zadan na procenty skladane m
by¢ uzywane tablice logarytmowe. Podtug § 488 gtéwny wzér na
procenty skiadane jest:

M—K.R",

gdzie K oznacza kapitat poczgtkowy, M sume na ktérg on zamieni
sie po uptywie lat n, R za$ jest rowne 1 -j- r, gdzie r jest procen-
tem od jednostki kapitatu za jeden rok. Biorgc logarytmy obu
stron, otrzymamy:

LogM = LogK -(-nLogR , ... (3
réwnanie, ktére daje nam odpowiedZz na te wszystkie pytania, ja-
kie sie odnoszg do wzoru gtdwnego. Mianowicie: réwnanie (1) bez-
posrednio daje nam odpowiedz na to pytanie: na co sie zamieni da-
ny kapitat K po uptywie n lat przy procencie sktadanym po 100 r
od sta na rok. Gdyby byto wiadome M, R i n, a szukane K, wte-
dy otrzymalibysmy:

Log K = Log M — n Log R ........... 2

Gdyby byly wiadome M, K in, a szukana stopa procentu,
wtedy mielibysmy:

Log—M—n Logk . @

Za pomocg tego wzoru znalezlibySmy R to jest 1 -j- r; odej-
mujac od znalezionej wartosci 1, i mnozac wypadek przez 100,
otrzymaliby$my procent od sta na rok.

Nakoniec gdyby$smy chcieli znalez¢ n z wiadomych M, KiR,
wtedy bytoby:

LogR—

Log M — Log K
Log R . (4.

Nalezy jednak zwrdci¢ uwage tutaj, ze przy pomocy tablic
logarytmowych pieciocyfrowych, tylko zadania o procentach skia-
danych z matemi stosunkowo liczbami moga by¢ Scisle rozwigzane.
Wiegksza cze$¢ zadan, odnoszacych sie do procentéw sktadanych,
wymaga tablic logarytmowych o znacznie wigkszej liczbie cyfr
dziesietnych: tu nalezg np. zagadnienia o umarzaniu pozyczek.
Zagadnienie, czesto zadawane, na jakg sume zamienitby sie jeden
grosz, oddany na procent sktadany w roku narodzenia sie Chrystu-
sa do daty obecnej, ktore teoretycznie rozwigzuje sie bardzo prosto
za pomocg wzoru (1), wymaga do Scistego obliczenia umiejetnosci
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obrachowania logarytmoéw do znacznej liczby cyfr dziesietnych,
i nastepnie z wiadomego logarytmu wynalezienia samej liczby.
Rachunki takie przechodzg poza obreb wyktadu poczgtkowego.

PRZYKLELADY XLIV.

1. Na jaka sume zamieni sie kapitat wynoszacy 17500 rb.,
przy procencie ztozonym 4% po uptywie 36 lat?

2. Jaki kapitat zamieni sie po uptywie 10 lat, przy procen-
cie sktadanym 4]-$,na sume 14595 rb.?

3. Na jaki procent trzeba wypozyczy¢ kapitat 36740 rb.,
azeby on zamienit sie po 15 latach na 79000 rb.?

4. Po ilu latach kapitat 17190 rb., przy procencie skiada-
nym 41% zamieni sie na 60177 rb.?

5. Po ilu latach potroi sie kapitat przy procencie sklada-
nym 47°9%?

6. Na poczatku kazdego roku do kasy wnosimy 125 rb.;
znalez¢, na jaka sume zamienig sie wszystkie wniesione raty po
uptywie 12 lat przy procencie ztozonym b%®?

7. Znalez¢, jaka rate nalezy ptaci¢ rocznie, azeby umorzy¢
w przeciggu 25 lat kapitat 10000 rb. i jego procenty ziozone przy
stopie procentu 479?

XLV.
Przemiany, przestawienia i potgczenia.

495. Przemianami (waryacyami) nazywamy rézne sposoby,
jakimi moze by¢ ustawiany pewien zbiér przedmiotéw.

Tak naprzyktad przemianami z trzech gtosek a, b, ¢, branych
po dwie na raz, beda: ab, ba, ac, ca, bc, cb.

Potgczenia tych samych przedmiotéw, réznigce sie tylko po-
rzadkiem, w ktérym sg one ustawione, nazywaja sie przestawie-
niami (permutacye).

Tak np. z trzech gtosek a, b, ¢ przestawienia beda: abc, ach,
bac, bca, cba, cab.

496. Polgczeniami w Scislejszem znaczeniu tego wyrazu
(kombinacyami) sg takie ustawienia pewnego zbioru przedmiotow,
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w ktérych, nie zwracamy uwagi na porzadek, w jakim stojg obok
siebie przedmioty.

Tak naprzyktad z trzech gtosek a, b, c (oznaczajgcych pewne
przedmioty), branych po dwie na raz, polgczenia bedg ab, ac, be,
zbiory ab i ba, bedace r6znemi przestawieniami dwdch przedmio-
tow a i b, tworza jedno potaczenie (jedng Jcombinacye), pbdobniez
zbiory ac i ca takze tworzg jedno potaczenie, rowniez bc i cb*).

497. Liczba przemian (waryacyi) z n przedmiotéw, bran
po r na raz, jest rowna:
nin—1)(n—2) ... n—r-j- 1.
Niech bedzie n gtosek a, b, ¢, d ......... przedstawiajgcych ty-

lez przedmiotéw. Znajdziemy najprzod liczbe przemian z tych
gtosek, branych po dwie na raz. W tym celu umies¢my a przed
kazdg z pozostatych glosek; otrzymamy tym sposobem n — 1 prze-
mian, w ktérych a znajduje sie na pierwszem miejscu. Umiesémy
nastepnie b przed kazda z pozostatych gtosek; otrzymamy tym spo-
sobem n — 1 przemian, zaczynajgcych sie od b. W podobny spo-
s6b znajdziemy n — 1 przemian, z ktérych kazda zaczyna sie od c
| tak dalej. Wiec wszystkich przemian z n glosek, branych po
dwie na raz, bedzie: n (n — 1). Znajdziemy teraz liczbe przemian
z tych n glosek, branych po trzy na raz. Pokazalismy dopiero co,
ze z n gtosek mozemy utworzy¢ n (n —=1) przemian, z ktérych ka-
zda zawiera po dwie gtoski; zatem zn — 1 glosek b, ¢, d ......... mo-
zemy utworzy¢ (n — 1) (n — 2) przemian, biorgc te gtoski po dwie
na raz. Utworzywszy te (n — 1) (n — 2) przemian z gtosek b,
Gd....... umiesémy nastepnie gloske a przed kazda z tych prze-
mian; otrzymamy tym sposobem (n — 1) (n — 2) przemian, za-
wierajacych po trzy gtoski, i w ktérych a znajduje sie na pierwszem
miejscu. Podobniez bedzie (n — 1) (n — 2) przemian, zawierajg-
cych po trzy gtoski i zaczynajgcych sie kazda od b. Podobniez ty-
lez bedzie takich przemian, zaczynajgcych sie od c. | tak dalej.
Ostatecznie wiec wszystkich przemian z n glosek, branych po trzy
na raz, bedzie: n (n — 1) (n — 2). Z rozwazania tych i tym po-
dobnych przypadkéw moznaby sie domysle¢, ze liczba przemian
z n glosek, branych po r na raz, bedzie:

*) Gloski, stuzace do oznaczenia przedmiotéw taczonych, nazywaja
sie w tej czesci algebry, ktérg zajmuje sie niniejszy rozdziat, elementami.
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nin—1)n—2) ... W—r -j- 1);
i pokazemy, ze tak jest w rzeczy samej. Przypus¢my bowiem, ze
juz jest wiadome, iz liczba przemian z n gtosek, branych por — 1
na raz, jest:
nin—L)n—2).... jn — (r— 1) -f- 1j;

dowiedziemy, ze podobny wzér wyrazac¢ bedzie i liczbe przemian
z n glosek, branych po r naraz. Gdyz zn — 1gtosek b, c, d .........
mozemy podiug zalozenia utworzyé: (n — 1) (W —-2) ..........
\n—1— (r — 1) -j- 1j przemian, kazda po r — 1 gtosek; —
umies¢my a przed kazdg z tych przemian, a otrzymamy tylez prze-
mian, zawierajacych po r glosek, i zaczynajgcych sie od a. Po-
dobniez taka sama bedzie liczba przemian, zawierajacych po r gto-
sek, i zaczynajgcych sie kazda od b. | jeszcze takaz sama bedzie
liczba przemian, zawierajacych po r glosek, i zaczynajgcych sie
kazda od c. | tak dalej. Ostatecznie wiec liczba przemian z n gto-
sek, branych po r na raz, bedzie:
nn —1)(n —2) ... W —r -j- 1)

Jezeli zatem wzor ten ma miejsce, gdy bierzemy por — 1
gtosek na raz, to mie¢ on bedzie miejsce i wtedy, gdy bierzemy po r
glosek na raz. Lecz poniewaz widzieliSmy, iz ma on miejsce wte-
dy, gdy bierzemy po trzy gtoski naraz, przeto wypada z powyzsze-
go dowodzenia, ze ma on miejsce i wtedy, gdy bierzemy po cztery
gtoski, a zatem ma miejsce i wtedy, gdy bierzemy po pie¢ gtosek
na raz, i tak dalej. Zatem jest on og6lnym.8

498. Z tego wzoru wypada, ze liczba przestawien z n glosek,
to jest liczba przemian z n glosek, branych wszystkie na raz, jest
rowngn (n— 1) (n — 2) ......... 3.2.1.

Dla krétkosci iloczyn {n — 1) (n — 2).......... 1 czesto ozna-
cza sie tak: h, lub tez N\ (n z wykrzyknikiem); tym sposobem znak

h, lub W oznacza iloczyn szeregu liczb naturalnych od-1 do n
wiacznie.  Symbol n\ mozna czyta¢ tak: faJcultet n.

499. Kazde potgczenie (icombinacya) z r przedmiotéw daje |r
lub r! przestawien (permutacyi).

Gdyz poditug § 498 te r przedmiotow moze by¢ przestawio-
nych w Ir r6znych sposobow.
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500. Liczba potaczen (kombinacyi) z n przedmiotéw, branych
po r na raz, jest:

nin —)(n—2) ... n—r 1)

Gdyz liczba przemian z n przedmiotéw, branych po r na raz,
jestn(n— 1) (n— 2)........ (n — r -j- 1) na zasadzie § 497; ka-
zde zas potaczenie (konrbinacya) tworzy r! przestawien podtug §4995
przeto liczba potgczenh musi by¢ réowna:

nn—1)(n—2) ........ n—r-}17

Jezeli licznik i mianownik tego wyrazenia pomnozymy przez

(n — n)!, wtedy przyjmie ono postac:
[\
A (n— N\

nie zmieniajac, rozumie sig, swojej wartosci.

501. Znalez¢ liczbg przestawien (permutacyi) z n przedmio-
toéw, Jctore nie wszystkie sa rozne.

Kiech bedzie danych n glosek: i przypusémy, ze w tych n gto-
skach a wchodzi p razy, b wchodzi g razy, ¢ wchodzi r razy, pozo-

state zas d, e ......... wchodzg kazda raz tylko jeden. Wtedy liczba
przestawien (permutacyi) z tych glosek bedzie:
n\
p\ A\ N\

W rzeczy samej: oznaczmy liczbe szukang tych przestawien
gloskg N. Gdyby w ktéremkolwiek z tych przestawien p gtosek a
zostato zmienionych na p nowych gtosek, réznych od siebie, wte-
dy, nie zmieniajgc potozenia zadnej z innych gtosek, moglibysmy
utworzy¢ z tego jednego przestawienia p\ przestawien réznych:
gdyby wiec p gtosek a zostato zamienionych na p nowych i réznych
gtosek, wtedy liczba wszystkich przestawien bytaby: N X p\» Po-
dobniez: gdyby g gtosek b zostato zamienionych na q nowych i ré-
znych od siebie glosek, wtedy catkowita liczba przestawien, jaka
teraz moglibysmy otrzyma¢, bytaby N X p! X <m | jezeliby r gto-
sek ¢ zostato réwniez zamienionych na r nowych i réznych od sie-
bie glosek, wtedy catkowita liczba przestawien bytaby: N X p' X
X fI X »'1. Lecz ta liczba musi by¢ réwna liczbie przestawien z n
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gtosek réznych (§ 498), to jest "\ Zatem: N X pf X gf X r!— n\
a stad:

plqlr!
I w takiz sam sposéb mozna postepowaé¢ w kazdym innym po-
dobnym przypadku.

PRZYKLEADY XLV.

1. Z oddziatu, zawierajgcego 24 ludzi, ile mozna utworzy¢
oddziatéw matych po 6 ludzi?

2. Znalez¢, ile mozna utworzy¢ przestawien (permutacyi) ze
wszystkich liter, stanowigcych wyraz Sulejow?

3. Znalez¢, ile mozna utworzyé potgczen (kombinacyi) z liter
wyrazu: ,granitowyll branych po cztery na raz?

4. Z dwudziestu spoétgtosek i pieciu samogtosek ile mozna
utworzy¢ wyrazéw, z ktérych kazdy bytby ztozony z dwoéch spét-
gtosek i jednej samogtoski w ten sposob, ze samogtoska zajmuje
w kazdym z nich $rodkowe miejsce?

5. Osada todzi, skladajgca sie z oSmiu wio$larzy i jednego
sternika, ma by¢ wybrang z pomiedzy dwunastu os6b, z ktérych
dziewie¢ moze tylko wiostowaé, a trzy moga sterowa¢, ale nie mo-
ga wiostowaé. Znalezé, iloma sposobami osada moze by¢ utworzo-
nag z tych dwunastu osob.

6. Na ptaszczyznie obieramy n punktéw a, b, ¢ .......... w ten
sposob, ze zadne trzy z nich nie leza na jednej linii prostej, i tgczy-
my je z sobg po dwa liniami prostemi ab, ac, bc,... Linie te prze-

cinajg sie z sobg w nowych punktach A, B, C... Znalez¢ liczbe N
tych ostatnich punktéw przeciecia.

7. lle moze by¢ liczb dziesiecioeyfrowych takich, ktérych
wszystkie cyfry sa rézne?

Uwaga. Biorac pod uwage jakikolwiek wyraz, zdanie, lub
wiersz, wogdle jakiekolwiek wyrazenie, i tworzac z gtosek, stano-
wiacych to wyrazenie, wszystkie przestawienia (permutacye), otrzy-
mywac bedziemy nowe ukiady glosek, z ktoérych jedne mie¢ bedg
w pewnym jezyku znaczenie, inne za$ beda bez zadnego znaczenia,
a nawet nie beda mogty by¢é wymoéwione. Zwykle pierwsze nazy-
wajg anagramami wzgledem poczatkowego wyrazenia. Niektore



446

anagramy maja stawe historyczng. Tak np. z wyrazéw vRoévolu-
tion franeaise” po upadku Napoleona za restauracyi, utozono ana-
gram: ,La France veut son roi“. Z nazwiska: ,Frbre Jacgues Cle-
ment“ (zabdjcy Henryka IH-go), ztozono: , C'est I'enfer qui m'a créou.
Jeden z najpiekniejszych przyktadéw takich anagraméw, majacy
zwigzek z naszg historyg, stanowi przedmiot zagadnienia nastepu-
jacego:

8. Gdy mtody Stanistaw Leszczynski powrécit za zycia
do Leszna z diugiej podr6zy za granica, wdwczas w tern miescie
zgromadzita sie cata rodzina Leszczynskich w celu powitania przy-
szlej gtowy moznego domu. Owczesny Rektor szkoly jezuickiej
w Lesznie, Jabtonski, chcac przyczyni¢ sie do uswietnienia uro-
czystosci, urzadzit dyalog, odegrany przez uczniéw, po ktérym
13 ucznidéw, przebranych za bohateréw, odtanczyto balet. Kazdy
z nich miat na tarczy jedng z liter stanowigcych wyrazy: ,Domus
Lescinia”, ztotem wymalowana. Po kazdej figurze baletu tancza-
cy ustawiali sie w ten sposéb, ze litery na tarczach tworzyty ana-
gramy z wyrazéw powyzszych. | tak po pierwszym balecie czyta-
no na tarczach obok siebie ustawionych: ,Domus Lesciniau; po
drugim tarcze tak sie ustawity, ze czytano: ,ades incolumisl Po
trzecim: ,omnis es lucida“; po czwartym: ,lucida sis omen"; po pig-
tym: ,mane sidus loci“; po sz6stym: ,sis columna Dei“; i nakoniec
po si6dmym: ,I! scande solium* (idz, wstgp na tron; jak wiemy,
sprawdzito sie to pozniej). Znalez¢ 1-sze; ile moze by¢ wszystkich
przestawien (permutacyi) z liter: ,Domus LoscinialL 2-re przy-
puszczajac, ze na utworzenie kazdej nowej permutacyi powyzszych
gtosek chtopcy potrzebowali tylko Y2 minuty, w jakim przeciagu
czasu wyczerpaliby te wszystkie permutacye; i po 3-ie ile papieru
potrzebaby byto na napisanie wszystkich permutacyi, gdyby w je-
dnym wierszu mozna napisa¢ cztery takie permutacye, i gdyby na
stronie catego arkusza zmiescito sie 40 wierszy?

XLVI.

Dwumian Newtona.

502. WidzieliSmy juz, ze (c a)2= x2-(- 2xa -j- a2 i
{x -)- «)3= x3-j- 3x2a -J- 3cca2-j- «3 przedmiotem teraZniejszego
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rozdziatlu bedzie wynalezienie og6lnego wyrazenia na (x -|- a)n
gdzie n jest jakgkolwiek liczbg catkowita i dodatnia.

503. Przez wykonanie mnozen znajdziemy:
(x -j- a) [x b) = x2-j- (a-)- b x -1 ab,

(x -f a) (x-]-b) (x -j- ¢) = x3-f- (@-\-b-\-c)x2\-(ab-\-bc -j- ca) x-\-abc
(x-)-a (x-)-b(x ¢ x-j-d=  -j-(a-j-b c-j-d) x3-)-
-j- (@b -f- ac -j- ad -\-bc -\-bd-\- cd) x 2-j-
(abc -j- bed -j- cda -)- dab) x -(- abcd.
Rozwazajgc otrzymane wypadki z tych mnozen, dochodzimy do

whniosku, ze sg one utworzone podtug nastepujgcych prawidet:

I. Liczba wyrazéw, znajdujacych sie z prawej strony znaku
roéwnosci, jest o jednos$é wieksza od liczby mnozonych dwumianoéw.

1. Wykladnik przy x w pierwszym wyrazie jest réwny
liczbie mnozonych dwumianéw, a w kazdym innym wyrazie wy-
ktadnik przy a jest o jedno$¢ mniejszy, anizeli tenze wyktadnik
W wyrazie poprzedzajgcym.

111.  Wspotczynnik wyrazu pierwszego jest rowny jednosci;
wspotczynnik wyrazu drugiego jest sumg drugich gtosek mnozo-
nych dwumiandéw; wspdtczynnik wyrazu trzeciego jest sumg ilo-
czyndéw drugich gtosek mnozonych dwumianéw, branych po dwie
na raz; wspoétczynnik wyrazu czwartego jest sumg iloczynéw dru-
gich gtosek mnozonych dwumiandéw, branych po trzy na raz; i tak
dalej; — ostatni wyraz jest iloczynem wszystkich drugich glosek
mnozonych dwumiandw.

Pokazemy teraz, ze te prawidia sg ogdlne, to jest majg miej-
sce, jakakolwiek bytaby liczba mnozonych dwumianéw. W tym
celu przypusémy, ze one majg miejsce dla iloczynu, powstatego
z pomnozenia n—1 dwumianéw: to jest przypusémy, ze mamy n—1

czynnikéw x -j- a, x -J- b} x -j- ¢, ... .x -j- K i ze:
x -f-a) (X -j- b) (x -f- ¢) .cce.. X -j- © = xn=l-j- pxn-2-j-
-j- gx=3-j- rxT-i - -j- u,
gdzie: p = sumie gtosek a, b, c,.......... Ic;

a — sumie iloczynéw z tychze glosek, branych po
dwie na raz;
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r = sumie iloczynéw z tychze gtosek, branych po
trzy na raz;

u = iloczynowi tych wszystkich gtosek.
Pomnézmy obie strony tej réwnosci tozsamosciowej przez nowy
czynnik (x -f- 1), i uporzadkujmy iloczyn na drugiej stronie podtug
poteg gtoski x. Bedzie:

@-f-a) (x -j- b) (x -f-¢).ceeee. x-j- B (x D= xn-\:
+ P+ xX=1+ @+ pDoec2 -j-
--(r q) xm3-(----.... —jJ-ul.
Lecz: p-\-l1=a-\-b [ -j- £ -j-1==sumie wszyst-
kich gtosek a, b, c,.... X |;
g-j-pl — q l@-\-b-(-c-f-......... -j- H = su-
mie iloczynéw wszystkich glosek a, b,
Cyrnnrrnnns I |, branych po dwie na raz;
r-j-ql= r-f-1 (ab -]- ac -j- bec......... ) = sumie

iloczynéw wszystkich glosek a, b, c ...
. ... X I, branych po trzy na raz;

ul = iloczynowi wszystkich gtosek.

Stad, jezeli te prawidta majg miejsce, gdy mnozymy n — 1 czyn-
nikéw, wtedy to, co bylo wyzej powiedziane, pokazuje nam, ze ma-
ja one miejsce i wowczas, gdy pomnozymy n czynnikéw. Lecz wi-
dzieliSmy, Zze one majg miejsce przy tworzeniu iloczynu z czterech
czynnikoéw: przeto podtug nich jest utworzony i iloczyn z jpigciu
czynnikow i tak dalej: majg one wiec miejsce w og6lnosci.

Wypadek og6lny z pomnozenia n czynnikéw dwumiennych
napiszemy dla krétkosci w ten sposéb:

(x -j- a) (x b) (X -j- €)eerrnnne cc-j-H xX-{-D)= x"-j- Px"~1-(-
-j- Qxn=2-]- Rxn-3.......... -j- V.

Na drugiej stronie powyzszej réwnosci P oznacza sume gtosek a,
b, C,nnnnn. I I, ktorych liczba jest ™\ Q oznacza sume iloczynéw
z tychze gtosek, branych po dwie na raz: — liczba tych iloczynow
_.nn 1) . nin D(»-2

t— = AL
jest—" . M jest suma 193
now, i tak dalej. Patrz § 500.

podobnych iloczy-
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Przypusémy teraz, ze kazda z gtosek b, c,.......... k, 1, staje
sie rbwng a. Wtedy pierwsza strona powyzszej rownosci zamieni
. . 5 n nin—1)
sie na (x -j- a)n Jr zamieni 'sie na na, y zamieni si¢ na — 15 as,
— — Y (n— . o
A zamieni sie nan (n ——k@y )a >1tak dalej. Bedzie wiec osta-

tecznie:
x -J- a)n = x" - ha’xH—.‘Lr}‘__ D G—- axX
.u
nn—1)n—2 , ,
“I 17273------ +
n» —1)(»-2)(« — 3 4 .
+ 1.2.3.4 + e +

504. Wzér, ktdry teraz otrzymalismy, nazywa sie dwumianem
Newtona, od nazwiska wielkiego matematyka angielskiego, ktory
go pierwszy w tej postaci ogdlnej podat. Szereg na drugiej stronie
znaku réwnosci nazywa sie rozwinieciem dwumianu (x -j- a)n, a gdy
zamiast (x-\-a)” piszemy ten szereg, méwimy, ze [x-]-a)nrozwijamy.

Zwracamy tutaj uwage na to, ze twierdzenie powyzsze zosta-
to dowiedzione w tym tylko przypadku, gdy n jest liczbg catkowitg
i dodatniag, asposéb, jakiego do dowiedzenia uzyliSmy, przedstawia
nam przyktad indulccyi matematycznej.

505. Wrezmy jako przyktad (x -f- a)6. Tutaj n = 6.

nn-—1) 6.5 win—1){h—2)_6.5.4
1.2 ~ 172 = 1% 170 ~1.2.3=
nn—1)nN—2)w—3) _6.5.4.3__
~1.2.3.4 —i.2.3.4~ °5
nn—)ynN—2)n—3)(n—4)_6.5.4.3.2___
1.2.3.4.5 ~ 1.2.3.4.5*¢ '
przeto:

(x -j- a)6= ab-j- 6aab-j- 15a2t4-f- 20 aX 3-j- 15a42-j- 6a5= -j- ab.
Przypusémy dalej, ze chcemy znalezé rozwiniecie (b2-)- cy)e;
w tym celu nalezy tylko podstawié¢ b2 zamiast x i cy zamiast a
w poprzedniej réownosci. Otrzymamy:
(b24- cy)* = (8A6+ 6y (b2Y + 15(c?)2A&A4+ 20(cy)\b2* +
-j- Ib(cy)\b22-f- 6{cyfb2-f {cyf =
Algebra.
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= bP- GeybD-|- 1bcyds - De336-
-f- 15¢c42434 -j- 6cBysh2-j- ceyb
Jako dalszy przyktad zadajmy sobie znalezé rozwiniecie
(x — fi)’; nalezy w tym celu we wzorze § 503 podstawi¢ — ¢ za-

miast a; otrzjmamy:
nh-—1)

(X — €)"= X" — ncxn' o+ 1.9 cXn~2—
n (n —:D(n --2) ,
1.2.3 exn T+

Podstawmy teraz w rozwinieciu (x -j- a)n jedno$¢ (1) za-
miast x, znajdziemy:
-1 . — 1 — 2
(I-j-a)" = I-f-«a n_(172_) H_I_«(_» I,.I.s) (.Sn ) ci
a poniewaz réwnos¢ ta jest prawdziwg przy kazdej wartosci na a,
przeto mozemy w niej napisa¢ x zamiast a, i bedzie:
(n — 1) nin— 1) (nh—2)
TT2 X2 1.2-3- X3
506. Dwumian Newtona mozna zastosowa¢ takze do roz
niecia wyrazen, zawierajacych wiecej niz dwa wyrazy. Przypusémy
naprzjddad, ze chcemy rozwing¢ (1 -]- 2x — x24 Uczynmyy =
— 2x — x2, wtedy mie¢ bedziemy:
1-j-2x —a24= (1 -f-ijf = 1 4y + 6y2+ 4if -J- czyli:
(1-$29—x24= 1-f-4 (2x — x2 -j- 6 (2x — xI3-j-
-j- 4 (2x — x323-j- (2x — x4

@ -j- ¥)n— 1-j- nx 4 "

Lecz:

(2x — x22= (2x)2— 2 (2x) x2-f- (x22= 4x2— 4Xx3+ x4

(2x — x23= (2x)3— 3 (2x)2.x2-j- 3 (2x) (x22— (x23=

= 8x3— 12x4-j- 6x5— x§
@x — x24= (2x)4— 4 (2x)X2-)- 6 (2x)AxI2— 4 (2x) (x28
-)- (x24= 16x4— 32x5 24x6— 8x7 x8
Podstawiajac te wartosci w powyzsze wyrazenie i robigc

wszystkie uproszczenia, otrzymamy ostatecznie:

(1 -]-2x — x24= 1-j-8x -}- 20x2 8x3— 26x4— 8x5-]-

-j- 20x6— 8X7-j- xs.
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507. W rozwinieciu (1 -j- x)nwspétczynniki icyrazéw réw
oddalonych od wyrazu pierwszego i ostatniego sg sobie réwne.

W samej rzeczy: wspétczynnik wyrazu stojacego na miejscu r
od poczatku rozwiniecia (t. j. takiego, przed ktérym znajduje sie
wyrazéw (r — 1), jest: nin —1 (Wz,z) l)' -W=r-( 2)‘pomno.
zywszy licznik i mianownik tego wyrazenia przez (n — r -)- 1)},
otrzymamy:

nN\
r—o'in—r-f 1
Wyraz, stojgcy na miejscu r od korica rozwiniecia, znajduje sie na
miejscu (n — r -j- 2)-giem, liczac od wyrazu pierwszego; jego
wspotczynnik jest wiec:

nn—1H(n—2) ....... \n— @ —r -f- 2)-j- 28
n—r-(- 1)
. nin—1) ¢t —2) ........ r
to best. wr 1 T ,

po pomnozeniu licznika i mianownika tego utamka przez (r — 1)!
zamieni sie¢ on na:
[0\
r—onH'(n—r-101

a to jest wyrazenie wspétczynnika, znalezionego poprzednio.

508. Suma wszystkich wspédtczynnikdio w rozwinieciu d
mianu (1 -j- x)njest réwna 2n.

Jezeli bowiem we wzorze:
nn—1) .

lja)' = 1 nx -f- 1.2

2+
nn—21)n—2)"
1.2.3 *
uczynimy x = 1, otrzymamy:
nn—1) . nn—121 (n—2)

2= lgwr o T 1.2.3
nn—1)nh—2)(n— 23
1 1.2.3.4 SRR
509. Dotad, moéwigc o rozwinieciu dwumianu (x +

przyjmowalismy, ze n oznacza jakgkolwiek liczbe catkowitg i do-
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datnig. Lecz wzor Newtona- moze by¢ zastosowany do rozwinie-
cia (x -j- @)” i w tym przypadku, gdy n jest utlamkiem dodatnimi
lub iloscia ujemna, catkowita lub utamkowa. Czytelnik w obszer-
niejszych dzietach o algebrze znajdzie zupelny rozbiér dwumianu
Newtona, w zastosowaniu do jakiegokolwiek wyktadnika. Uwa-
zamy jednak za ¢wiczenie pozyteczne poda¢ uczacemu sie sposoby
otrzymania niektérych wypadkéw, w razie wyktadnika utamkowe-
wo lub ujemnego, z wzoru og6lnego. W tym celu przyjmiemy,
j ako rzecz wiadomg, ze jakiekolwiek bytyby x, a i n, bedzie zawsze:

flC 1 )
(x -j- a)n— x*“ -f- naxn=1-]-—-- i axn_ 2-j-
nm—DMm—2) ., .,
1.2.3 ax
n(n DMh—2) (n— 3 e
1.2.3.4 amn

Lecz w tym przypadku, gdy n nie jest liczbg catkowitg i dodatnig,
szereg na drugiej stronie znaku réwnosci staje sie nieskoriczonym.

510. Jako przykiad wezmy rozwiniecie (1 -f- y)K W tym
celu we wzorze § 509 podstawmy 1 zamiast x, y zamiast a, i i za-
miast 11 Bedzie:

A -
nin — 1) _ 2(2 I]) N
T72  ~ 1.2 ¥ !
1/1
nn -H)(n—2) o ! 1
1.2.3 1.2.3 16

1/1
nn— 1) (n— 2) (n — 3) 2.2 L 42
1.2.3.4 1.2.3.4

128
i tak dalej. Zatem:

@+ 2 =1+ Y 2 2+ 16U 125 ¥4+ -

Jako inny przyktad wezmy (1 -}y) L Tutaj we wzorze § 509
nalezy podstawic¢: 1 za x, y zamiast a, i zamiast n. Otrzymamy:
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1 n(n — 1) 3 nn— 1)(n— 2 5
n—~ 2~~—~1.2 = 8 TT273 = 16’
—_— ————- t 2 3/4—m- = 128 ; 1tak daleJ Przeto:

_ 1 Q
(i+</f7=i-T7T%+ L.
Jako dalszy przyktad rozwinmy (1 -j- y)~m Tutaj nalezy
podstawié: 1 zamiast x, y zamiast a, i — m zamiast n. Bedzie:
n(n—1) ni(m-j-1
M= 1.2 =~ 1.2 ;
nh—1)n—2)_ m(m-)-1) (m--2)
1.2.3

1.273 —

nn — 1) w— 2) (n — 3)
1.2.3.4

mim + 1) (m+ 2) (m+ 3) _
1.2.3.4

i tak dalej.

Tym sposobem otrzymamy:

@+ _1- nj+

m(m -f- 1) [m -j- 2) (m -f- 3)
' 1.2.3.4 V ...

Jako szczegélny przypadek uczynmy m = 1, wtedy bedzie:

i+y-1=1— +y —yut14—....

Ten sam wypadek otrzymamy, dzielgc 1 przez 1 -j- .

1
Rozwinmy jeszcze (1 -f 2x — x2Y podiug poteg rosnagcych
gtoski x. W tym celu uczynimy 2x — x2= vy, otrzymamy:
L1+ 2x —x&X = 1+ yf =

o1 “0
%y — g~y + i6y ~i2

1 1

+ 8y + =
= 1+ -i-(2X- X2- ~ (2x- X292+ N f2* - XP*-

— ifg 2® — *24+
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Wynajdzmy nastepnie wartosci na 2x — 022 2& — ad4..,
podstawmy w powyzsze wyrazenie i zrébmy wszelkie redukcye;
otrzymamy ostatecznie:

Ll-{-288— aA7= I-]-as — x2  x3-- ad-}~

PRZYKLELADY XLVL

1. Napisaé trzy pierwsze i trzy ostatnie wyrazy rozwiniecia:
(a — a3

2. Rozwingé: (1 — 2y)7

3. Rozwingé: 1 — 2x -f- a24.

4. Drugi wyraz w rozwinieciu (as -j- y)njest 240, trzeci 720,
a czwarty 1080; znalez¢, czemu sie réwnaja x,y i n.

5. Rozwingé: (1 — 2ar \

—0
6. Rozwinag¢ do pieciu wyrazéw (a — 3b)~; pokazaé, ze
gdy a— lib= wtedy czwarty wyraz tego- rozwiniecia jest

wiekszy, anizeli wyraz trzeci i wyraz pigty, osobno wziete.
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Rozwigzania zadan.

L 1. 220 2. 26. 3. 89 4 274. 5 10. 6. 6.
39. 8. 9. 9. &5
. 1. 55 2 81 3. 94 A4 8l. 5 21. 6. 3.
2. 8. 127.
. 1. 5 2. 9. 3. 224. 4 7. 5. 8. 6.238.
144. 8. 15. 9. 2
V. 1. 43 2 2. 3. 72 4 6. 5. 5 6. b
7. 8. 2
V. 1. 15a— 96. 2. 3x2 —3y2 3. 3x — 3a— 26.
XX_—285. — 2a-)- 26 .. 2d. 6.5xi -f- 4X3-j» Bx2 -+-2x — 9.
6ab — 9aX -J- 7ax2-j- ax3 8. x3-\-y3 z3— 3xyz.
M. 1 3«—44& 2. 4a 2c. 3. 2x2— 2x — 4.
X? — ax -j- 2a2 5. '0x3—4a — 16,x3-]- 8x2
Ml 1 a 2.+ «3 3. —26+2c. 4. 3c.
4a — 166 — 2c. 6. 7* -f- 6. 7. — 8x3— 8x.
VII. 1. 8x5 2.12a9
4«33, 4. 15x 2/ 5*.
4 9 6. 12«36 — 9ab2
24«4 — 27ad. 8.x*ylk2— xsz6 xiyZ6
2r2+ 3xy — 2y2 10. 6x4- 96.11. a4d— 2x+1.
2a;5— 18a;4 -j- 39*3 — 253;2(=—F 1
. x6+ 100&c -f 720. 14. x3— 9a°’x.
. Cid-j- 4aX -f- 4ag2 — x4
a3 y3-)-3xy —2x — 2y -]- 1.
X5— 32if. 18. x4— a\
IX 1. 5x2 2. —8adzx2
X2— 2x -f- 4. 4.—a2 ia — 5.
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10.
12.
14.

© N0 AN

=Y
[y

© N gw

13.

14.
15.

w
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5a2%62-]- ab — 4. 6. x2-j- x -j-3.
xh-f- xi \-x3-j- x2-f- x -j- 1. 8.a2-\- ab— b2
ad— 2a36 -(- 4a262— 8a63f- 1664

a2-(- 2xy -(- 3y2 11. x? — 4x -)- 8.
x4-)- 2a3-(- 3x2-(-2x -f-1. 13. x — ¢
a(b c¢)— bc 15. x -f- y -(- 2z
X 1. 225x2-(- 420xy -f- 196y2
49x4 - 70xZ2+ 2bya 3. a4+ 4x3— 8a + 4.

4x4— 12z3— Ix24~ 24a; -(- 16.
x4-)- 2x3/ -j- X2 — y4 6. x4-[- x32-)- ya
X4 — x2— 2xy3 — y4 8. x4— x2%2-)- 2xy3— y4

x4 — 18a:2-}- 81. 10. \Gx4\-9Gx3/ ¥ \44x3/2—81y4.
. adk4— b4y 4

Xl. 1 a2+ b2-f-c2 2. a2+ b24- c2

26 (x 4-y)- 4. 2@ b-\c) (x-\y 2).

b2 — d2 6. 6.

ad~bd~c4" d 8. x2 xy w22

[x2 — xy y22 10. a4 — ad2-)- b4

ad— 64, 12. (x — 3) (X4- 3) (x24- 9).

(x 4- 5) (x2 — bx 4- 25).
@—2) @4-2) (x2+ 4) (a44- 16).
X— 2)(x 4- 2) (x24- 2® 4- 4) (x2— 2a; 4~ 4).

Xl 1 4«22 2. 7a2% 33

3 (x 4- 1). 4. x — 10.

& — Gx — b. 6. a4' 3. 7. a2— x -\- 1.
a2—x — 1L 9. x24- 1. 10. x 7.
Xll. 1 36adzx3. 2. {a4- 6) (a— b)2

12n6 (a3 4- b3. 4. (@ b) (a3— 63.

X (2x 4-1) (Saz — 1) (4x 4~ 3).
(x2+ 33 4-2) (x— 3) (x + 5).
@24~x 4" 1) x24" 1) x + 1) x — 1)

36«FHX3 9. 105«62(a 4- b) (a — h).
ag8— 1. 11. (X4- 1) (X4- 2) (X4- 3).
XIV. 1. 3a 4- P 2. 4«c 4- ’;/

X -JI'BZ'"-'j- 3 4, xz 1X2 x-\-1 -jj:——)—(————_:l—Tl.
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4«2 8 @2+ 62
36 3 (@-)-6
4x 2 (a— 6 [x3— 1) ix -]- 1)
3y’ 3@ 6" : a2 1
N N
XV. lé'y . 2. a+—1b' S. tf(c +_20)
.05+A7 , @#+ 6 .a;, —6
x—5 ° o . 6 x ="
r X —ma 9x2 4 (x — 1)
a2 —ax -f- a2’ ' 12a3’ " 4 (x2— 1)’
a(x2 axA-a?) X — ¢
x3— a3 —a{x—bx—c"’
yw, t 6a— 66—c 2a
4 a2- 62'
a2-f- 2a6 — 62 . da _ 6(a-j- 6
a2 — 62 ' a-)- x X2 — 62
2a;2 _ 2y2 48a3
X2—1 Xx3—y3’ @2 — a2 (x2— 9a2
XML 1 @a. 2. 1L {X--_---]l) x -3 2)
a2 (a— c)2— 62
4 a’-b 2- 6" abc -
XML 1. bx - 2. 1622 ° 3. X—A)—/ -
4. . 5 £x1lzI1£ . 6) — 1.
&#— 2 c a—b
N N\ 1 -T- J—
AR Rae X T LY SR R LR Sy
ara3 aa; X — t
d2 __ fi2
10. <@ Tt t/%) 11. X+ L 12. x.
XX, 1 oE 2.0 3 % .4 2I<- . 5 a

XX 16. 229 321 4 2 55 6.6 7.2 8.096
9. 24. 10. 120. 11. 6. 12. 5. 13 1 14 6. 15 125— 16. 11.

17. sA 18 I—&. 19. 10. 20. 12. 21. 5. 22. 2. 23. 4
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XXl 1L 10. 2.8. 3. - 7. 4.16. 55 6.7 7 ly
8.1. 9.2. 10. —1 11.y . 12.20. 13.3. 14.5. 15.a- h.

16. d+ b 17. 2@@+ b. 18 c. 19 a_Af—lJ :{_ggp—l - 20. 4
21. 50. 22. (a— b2. 23. a

XXIl. 1 30. 2. 2. 3 17, 31. 4. 20 Listopada. 5. 52.
6. 36,27. 7.28, 32. 8 103. 9. 8. 10. 36, 12. 11. 24, 76.
12. 21. 13. 840. 14. 30000. 15 24. 16. 50, 100, 150, 250.
17. 5, 6. 18. 75, 25. 19. 18, 3, 3. 20. 24000.

XX, 1. 72, 2. 12,16. 3. 8,16. 4. 30. 5. 55, 45.
6. po uptywie 18- godz. 7. 60. 8. 875, 1125. 9. 20, 80.

10. 5~ . 11. 240. 12. 24. 13. 60. 14. 25. 15. 49”~- min.

9
po trzeciej. 16. 32 min. po trzeciej.

17. drugi 16 tut., pokrywka 20 tut.

18. 6,3 metrow szesciennych tlenu i 23,7 metr. sze$¢, azotu.
19. 256. 20. 50. 21. 300. 22. 63. 23. 84 lata. 24. 1696.
25. 3 drachmy.

26. A jest oddalone od B na 100 mil. Okret przebyt 119 j~m.

27. 7 mil.

28. po c —Cjednostek czasu spotkajg sie. Niemozliwem jest roz-
wigzanie, gdy djest rézneod Oic = «c.

29. cr™_c jednostek czasu.

30. po -C-Xiqy’ednostek czasu.

31. po uptywie 17 lub 23-’&- minut.

32. 12 stop.

33. w wysokosci 4 N stopy. 34. 8.
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XXIV. 110, 7 2 20, 100 3. 2,—3 4 3 2 5 10, 5
6.4,9. 7.2~,1 8.02; 02 9.3,2. 10.63,14. 11.3,2.

[ ftr2C « 1 -
1% a b 3, APy -al-?-&%? 14. a_+_b’6' lo. % 8.

16. 4 <a+ fi), -] -(*- 6).
XXV. 1 21,3 2 3,4 6. 3. 40 5 4 5 —5 5

2 3 2 1 .
5 ¢g-,-J-, g 6.x= —(b+ c—a)it d

" 1 , asc

»-* = T (»+ «)>td. 8 x=y=¢e= ab+ K+ m =
9.x= ay=bz=c 100 v= 3, x= 4,y —5 3= 2
11. 5, 11, 17. 12. €= b2—c2 y= c2—a2 z= a2— b2

19 x=4A y -1 1.

5 7
"™ a= —a-|-6-f-ccy= —a-)-6—cz= " a— b-j- g

i= - g-a-)- 6-j-c

XXM, 1. 24, 60. 2. 45, 63. 3. 4, 8.
4. stupéw 24, odlegtos¢ pomiedzy dwoma najblizszymi 20 st., po-
miedzy skrajnymi (24 — 1)20.

5. 14, 10. 6. t"isSNr. 7.4700rb., A
?!1 g+ 1 4

8. idzie 4 wiorsty na godz., a ptynie 3 wiorsty na godz. z poczatku.
9. 54,90 kilometréw na godz.

10. 562-’[J , 937 ; . 11. 37, 45,52. 12. A2 rb, B 3rb. 60 kop.,
C 6 rb. 80 kop , D 13 rb. 20 kop.

13. 70. 42, 35. U. %Zn*"]n "> >mn lo

16. 40, 23. 17. 4500, 5500. 18. 42. 19. ™ wiorsty.

20. 90, 72, 60. 21. 324. 22. 40 *-, 34-* . 23. 150, 120, 90.

24. 346 rb., 3 rb,, 2-6—rb. 25. 120, 80, 40. 26. 432. 27. 25, 35.
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XML 1. x< 1 2.z< —A. 3. a< —2n.

20
4' * < 147
5. Jezeli ilo$¢ wina jest mniejsza od 6 kwart.
fi4
XXMILL 1. 8®y*12 2. —8xyv. 3. -
4. a6— 3a4)2-j- 3a28— i6 5. 2(bc + 1003 -f- ocH).
6. 1 — 4cc2 f- 6004— 4cch f- a8 7. 1 - 2cc-f- 3cc2 -f-2cc3 + @

8.1 3x-(-602-j- 7x3 6a4-(- 3a5-j- b,

XXIX. 1. 3a?b\ 2. 2ab. 3. - iab2 4.
7 c2

—_n — .
5. 0%2. 6. 4a +1 5J. 7. 7a2— 65. 8. ?Qa;— é .

9. 2—2x — 2. 10. 83— 602-f~12cc— 8. 11. 2@ — 3y-
12 @2— (@ + b x + ab 13. 34. 14. 123. 15. 55,5.
16. 70,58. 17. 0,94868. 18. 11,35781. 19. 18,63488. 20. oc —
—a—bhb 21. ©2— ax — a2 22. 27. 23. 138. 24.0,604.

XXX, 1i-. 2. . 3.100. 4. i . 5. a6. 6. a~I.
(0] iu z (
I T 9% ¥T ¥
7. cra. 8. a4-)-1-j-x-4 9. a- 1— 1. 10. «c -fcc ¥ -jcc V +2/ -
¥ Yyt s ¥ ¥
11. g-f- 2. 12. x —2x -\-x . 13. x — 2X
_ 3 /37& . .
XXXI. 1.71/2. 2. 9U. 3. 4.2+ 272 —2 3>

5. 2+ 467 6.4+ AV 7.5+ 2. 8.24

9. 3+ Vh 10. 11. 2 + 437 12. 4107
13. a-j- m. 14. n. 15. y \» x. 16. 4500.
17. y /-2 (§ 296). 18. 1+2r 3
/ - —_ - mra- ] —
19 yx3+ x2Vy — xy —yVy 20 a » = \anr+rs.
22—y
3

21. 2a. 22. 4a



XXl 1. = 4. 2. = 7. 31 2 4. 3, — ~
5. - Y®m 6-t 7-44>- 2- 8-3,-Y . 9 3 - b5
10.-10,9 %5 11. 5 1 L ]?2 24,0 13 + 1
.- 19 %o - 5 — 1-)- .24.,0. . a a-

14. + Vab. 15. + 1. 16. 0, a + h
XX, 1.+ 2,+ 3. 2.4 3.3, —2 4.+ 3 5 1

6. ® 7' 3ft2- 8-°>+ 5. 9-« - 2a —2a 10. 196, 49.
11. 256. 121, V~7, — K—T 13 2,i , — 14 /-17-
14. 3, -i, -4, —~ -

XXXIV. 1. 36, 24. 2. 36, 24. 3. 30, 24. 4. 196.

5. 6,12. 6. 126,96. 7. 10,9w. 8.4 9. ---—- d------- .
Vec2+ CI2

10. 524 m. dtug., 35 m. szer.

11. mili lub ~ mili na godzine.

XXXV. "l. 5,—4; 4,—5 2 + 8;+ 6.
48 41

3 4,-9;3, -9 . 4. 6,0; 5,0.

=39 3% & AT gy A

7.+ 4, +3,—"=. 8. £9; 4. 9. £+ 9+ 3
10. 5, 4; 4, 5. 11. +4, £3; 3, 4. 12 + 5+ 3

13. x = a: Wabc);it.d 14 + 1, 4-2; 4- 3.

XXXvl. 1. 10,15 2. 5,3. 3 7,4 4. 20, 15 dla pierw-
szego. 5. 756, 36, 27.
6. 4-~ w. idzie na godz., w. przeptywa pod wode.

7. 343 centym, szes¢, i 64 cent. szesc.
8. 3 metry 4,2 metra.
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9. 100, 80, 60 metr. Oznaczajgc przez Xx przeciwprostokatna,
przez y i z przyprostokatne, réwnania beda:

= yl+ z2{y+ y x):[z+y x)=i3:n >
(i-a+ 2+ 20) :(y a+ y- 20 = 13: 11.

10. Bachus w 6 godz., Sylen w 3 godz. Réwnania:

»— T N -a ™M+ a -
XXXIX. 1. a) 1,2,3,2,3;6) 1, 2,1, 1 1, 55
¢ 3,7,1,24,5,1, 2
3.a 1 43,13 1125 1) 1391, 1, 111, 1,2, 1, 2
e 1, 222221, 1,29
, 972 ,, 421 , 421
4 a)W ;6)T5T; C)-5iT-
5 a336,36..,; 612221, 12...;
) 7,12, 7 2, 1 14
. 1520
6-W

7. a) V~3; 6) j/ iL ¢ c) pierwiastek dodatni réwnania a2-j-

-j- 2x — 2 = 0; d) pierwiastek dodatni réwnania 7cc2— 8x —
— 3= 0.
8.6,1,1,3,1,5,1,3,1,1,12, 1,1...;
7, 1,4,3,1,2,2,1,3,4, 1, 14, 1. ...
11. Jezeli wartosc al-)——--l— -j— = P , a poprzednie przy-
® | 04
a3 4~ i

«4
- - P
blizenie oznaczymy-~ , to:

=P,ltd-

al

a?2
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12. Jezeli warto$¢ utamka 1) oznaczymy przez Er—, a przyblize-
p

nie poprzedzajace przez , wtedy wartos¢ ulamka 2) bedzie
Vn—1

m GdyzP,= P,_ian-f P, 2,

+n—1
P on I P M=2 1
A-l" -r “‘i’,_ii |/_/€ PN
\PnJ
a zer Pe—i — P M2 1| Pn=3,
przeto: Pt _ a, 1-F° =
1in-2 Pn-2
Pn 1 .
skad: p— = a, -d-tee pees it d
n—1 1 -Pn—3
a1 -f- ‘yj—

1 2 3 8 11 19 334
Id 12’ 25’ 37’ 99’ 136 ' 235 ' 4131

14 x2— £ —1=0; ~ , ~ , ~ ~ Jitod

XL 1 ax=2vy= 1 5 a= 4«= 5

c) x— 90, y= O\ dx= 4y= 8.
2.8 x= 7, y=5 6= 11,y = 18
3.8 x= 2, y= 17, byx — 17,y = 7,

c) x= 2, y=1; d)x = 145, 7 = 203.
4. a) x— 1,23, y=6,4,2;2= 5,6, 7.

5) x = 7,y — 8, £V= 9; ¢) niema rozwigzan.
5, = 15 y= 3,z= 1itd
6. 185, 15; 119, 81; 53, 147. 7. 105p -f 104.

S. o » Yo, ==== 9- 45>30>15;4>12>20' 10- 785-

11. Mezczyzn: 1,1, 1, 2,2, 3, 4,5
kobiet: 1,47 25312
dzieci: 15, 8, 1, 10, 3,5, 7, 2.

XL 1. 936. 2 139%-. 3. — 115. 4. 14, 16, 18.

5 — .Y ,... 6. 82 7.1 2 3 4, 5. 8. 1 2
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11.

12.
21.
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j—u—r-g Kg - VvV~ UE®E- 1.

2—p' i —P
7T_m@—p)—r(n—g _
qg—p
_2(@r- pu) £ @-+1) (u- 1 n
q—p 2
210. 11. 27.

XUL 1 1365 2. 63(r2"+1). 3. 4: 4 4-3-
gg- 6. 7.8,12,18,27. 8.3,6,12.

S= 2047— , r= 2. 10. - ,
8 a—my.

18,446,744,073,709,551,615 ziarn. Dla wyrazenia tego w kor-
cach mozna przyjaé, ze kilogram pszenicy ma okoto 20,000
ziarn, a korzec wazy 100 kilograméw.

Xun 9. 0,015196. 10. 0,27999. 11. 0,001885.
1,0218. 13. 0,6789. 14. 0,7699. 15.  1,3987.
x = 20y = h.

XLIV. 1. 71819 rb. 2. 9398 rb. 10 kop. 3. 5,24%.
Po 27 latach. 5.24,959. 6. 2089 rb. 7.674 rb. 23 kop.
XLV. 1. 134596. 2. 5040. 3. 126. 4, 1900. 5.27.

Ln(h- H(n- 2 (- 3 7. 10! - 9! = 3265920.

XLVI. 1. aB— 13alx -f 78anx2 .. — 78axu -f
13ax12— x13
1— 147 -f 84y2— 280y3-|-560(/4 — 6721/ + 448y6— 128y7.
1 — 8X -j- 28x2— 56x3-j- 70x4 — 56x5-j- 28x6— 8x7-j- xs.
X= 2,y= 3,n _
1 42— 4x2-f- 8x3-\-, ...
1040 4940

I
. a—lg -j- 1’8‘a—'§’§ f- 6oa V-b2 |.'lO u ¥63-|—'—---U a 3&.

KONIEC.












Wydawnictwa Gebethnera i Wolffa.

Avery W Pierwsze zasady fizyki. Ttomaczyt z ang. Wt Kwietniew-

ski. Wyd. 2-gie, przejrzat i uzupetnit Stt. Bouffat . . . 150
Badowski I. Cieometrya elementarna, podrecznik dla szkét srednlch
Wydanie drugie. Karton........ccoceereiiiiiiieicieireseeeeeere e 135

Bruner L i Toltloczko S. Chemia nieorganiczna. Z 73-ma rycinami
w tekscie i tablicy widmowg. Wyd. 2-gie, poprawione. Karton. 1 60
Oickstein S. Arytmetyka w zadaniach, w trzech czgsciach.

Cze$¢ 1. Liczby catkowite, wyd. 3-cie. Karton. . . . . — 60
Czeé¢ Il.  Utamki, z rysunkami w tekscie, wyd. 3-cie, popra-
wione i rozszerzone. Karton................. — 60
Czeé¢ 111.  Stosunki.—Proporcyonatnos¢. - Kwadraty —Szes—
ciany. — Zadania rézne. Wyd. 2-gie, poprawione
i rozszerzone. Kanon. . . . .. — 60

Falfofer A Pierwsze poczatki 3eometryi, przeJrom czyt z wioskiego
W. Kwietniewski. Z licznymi IYoimkami w uiscie. Wyd.
2-gie, p zej zane i poprawione. Karton. . . . 1—
Heilpern Rl Zasady botaniki. Podtug 23-go wydama dzieta ,,Ksngga
Przyrody" d-ra Pry ieryka Schoediera, zmienionego i zredago-

wanego pizez prof. d-ra Tl.ornego. Z 231 rysunkami
w teksécie. Wyd. trzecie, na nowo opracowane i dopetnione.
W 0Prawie KartOn........ccoooeiriorinieicee e 1—

Kwietniewski St. Zbiér zacb-n algebraicznych (W druku)....cccocociiiiiiiinn e,
*ookyer I Norman. Pierwsze poczatki astronomii, przet. W#. Skio-
dowski, z 54 drzew, w tekscie i rycing tytutowa kop. 50. Karton. — 60
tfhte. it i itutnewsky M Zbiér zadan algebraicznych i geometrycz-
nych, w zakresie kursu szkél S$rednich, 2 tomy. Przetozyli
li. Ko>y>lnciii2 i L. Zarzecki (W drUKU).coooininiinienceeees —_ —
nbfSbaum i. Pr. Wiadomosci poczatkowe z biologii, czyli nauki o isto-
tach zyje tych, przeznaczone dia uczacej sie miodziezy Z 4¢
rysunkami w tekécie. Wydanie 2-gie, poprawione i rozszc
rzéne, kop. 6u, karton. ... 75
Podreczmk zoologn d'a miodzi zy o 14. Z 288-ma
rysunkami w tekécie Wydanie trzecie, poprawione i uzupet-

nione. V7 oprawie PSSP PR TSP .. 120
gram wykuton *kyki w .kole $redniej. I. Pro-
giam nauk. rachnnl.$dw -vyéa < wo K da Mat:matyczno-Bi-
zyczueyo w Warszaw*. PO — 10
Roscot H E Chemia liieorg= m J'-d.e-znih <ta szh¢, $rednich.
Z .y tn. wyd. ang pize< zy ;dc. Hol. Miklaszewski. Z 73-ma
FAMKAME. KU . cooooeeeoeceoereoes e 120

- Cherjia organiczna. Podrecznik dla szkét $rednich (w druku) . —--—-
Fadnicka $ni. Zbiér zadan arytmetycznych z krétkiemi wskazéwka-
n i metodycznerni. rok |
— for. Rok li. .. . ...
— Tez. Rok H (w druku)

Siattler Helena. Poczatki nauk; w ul ym.
Y/ydanie nowo. powigkszone. Cz. | kop. 20, cz. JT . . — 30"

Silbers.ein Leon. Geometrya dia szkét wydziatowych. Oz. 1. z 129
figurami w tekscie. Karton. ... — 50

Stewart Balfour. Fizyka, przetozyt z ostatniego wydania anglelskle—
go Wiktor Biernacki, kandydat nauk matematycznych. Wyd. 2,
przejrzane i poprawione, z 48 ryc. w teks$cie k. 50. Karton. . — 60
WeybP g Z Wiadomosci poczatkowe z mineralogii. Podrecznik dla
szkét Srednich. Z 72 rycinami w tekscie. Karton............ 1—
7 .atowicz Bron. Zasady chemii. Wyd. 2-gie, przejrzane i znacznie
zmienione. Z 32-ma rysunkami w tekscie. Karton........c.......... 120



