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CZESC PIERWSZA.

Liczby niewymierne. Pojecie granicy.
Ciagi. Szeregi iiloczyny nieskonczone.

Liczby niewymierne.
Okreslenia zasadnicze.

L Podstawg wszystkich naszych dalszych rozwazan jest

pojecie liczby. Pojecie liczby tworzy sie przez kolejne uogol-
nienie. Najprostszym zbiorem liczb jest zbiér liczb catko-
witych dodatnich, przy pomocy ktdrych tworzymy nastepnie
liczby utamkowe, przyczem, jak wiadomo, do utworzenia
jednej liczby utamkowej postugujemy sie parg liczb cat-
kowitych. Dzieki liczbom ufamkowym staje sie mozliwe
z jednej strony dzielenie dwaoch jakichkolwiek liczb catko-
witych dodatnich, a z drugiej strony mierzenie odcinkow,
spétmiernych z odcinkiem jednostkowym. Odejmowanie
za$ staje sie dziataniem zawsze mozliwem, jak wiadomo,
w zakresie liczb wzglednych, t. j. dodatnich i ujemnych,
co stanowi nowe uogolnienie pojecia liczby. Liczbom wzgle-
dnym odpowiadajg odcinki o dwdch zwrotach przeciwnych
na prostej. Tak wiec kazde uogodlnienie pojecia liczby po-
zwala nam wykonac¢ takie dziatania, ktdre nie bylty mozliwe
do wykonania przed tem uogdlnieniem. Oczywiscie, mozli-
wos¢ wykonania tych dziatan jest uwarunkowana ich
okresleniem, tak iz przy kazdem nowem rozszerzeniu po-
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jecia liczby muszg by¢ podane definicje réwnosci i nie-
rownosci tych liczb, sumy, réznicy i t. d. Okazuje sie
przytem, iz zasadnicze wiasnosci dziatan, ktére sa spetnione
dla liczb catkowitych, zachodzg takze i dla tych nowych
liczb, jako to prawo przemiennosci, tgcznosci, rozdziel,
nosci i t. d. Na tern wiasnie polega zasada zachowania
(permanence) praw formalnych. W matematyce elemen-
tarnej spotykamy mndstwo przyktadéw zastosowania tej
zasady. Przeksztalcajgc wzory, w ktorych wchodza liczby,
wyrazone literami a, b, ¢ i t. d., nie potrzebujemy sie
troszczy¢ o to, czy a, b, ¢ sg liczbami catkowitemi, czy
utamkowemi, dodatniemi czy tez ujemnemi, gdyz, np.
(a-\-by = a*-\-2cib A-b* niezaleznie od tego, jakiemi sa
liczby a i b.

Liczby, o ktorych mowiliSmy dotychczas, sg to liczby
wymierne; zbior liczb wymiernych tworzg liczba zero

i liczby dodatnie i ujemne ksztattu ui gdzie m i n sg do-

wolnemi liczcbami calkowitemi, przytem o n mozemy zaw-
sze zatozyé, iz jest liczbg catkowitg dodatnia.

Nowem uogo6lnieniem pojecia liczby jest liczba nie-
wymierna

2. Liczby niewymierne okreslamy przy pomocy
skonczonej liczby liczb wymiernych, (a wiec przy pomocy
nieskonczonej liczby liczb catkowitych, gdyz kazda liczba
wymierna utworzona jest z dwdch liczb catkowitych). Dla
wyjasnienia mozemy najprzéd wykaza ., w jaki sposob
liczba wymierna moze by¢ okreslona przy pomocy nieskon-
czonej liczby liczb wymiernych. Zauwazymy przedewszyst-
kiem, ze gdy dana jest liczba wymierna w, to tem samem
dane sa wszystkie liczby wymierne mniejsze od w i wszyst-
kie liczby wymierne wieksze od w; odwrotnie, gdy znane
sg wszystkie liczby wymierne wieksze od w i wszystkie
liczby wymierne mniejsze od w, to tem samem dana jest



i liczha w. Na to, by znana byta liczba w, zresztg, nie ko-
niecznie muszg by¢ dane wszystkie liczby mniejsze od w
i wszystkie wieksze od w, wystarczy, by danych byto
nieskonczenie wiele wigkszych od w, z tym warunkiem
jeszcze, by miedzy liczbami wiekszemi i liczbami mniej-
szemi od w, byly liczby, ktérych réznica jest mniejsza
od dowolnie matej liczby. Tak, np. liczbe § mozna
okresli¢ zapomocg ufamka okresowego 0,(6); nalezy to
rozumie¢ w ten sposob, iz liczba okre$lona przez 0,(6) jest
wieksza od wszystkich liczb ciagu 0; 0,6; 0,66; 0,666;
0,6666;..., i t. d., a mniejsza od wszystkich liczb ciagu:
1 0,7; 0,67; 0,667; 0,6667;.... it d. Istotnie, jedynie tylko
liczba § spetnia te warunki, t. j. jest jednocze$nie wieksza
od wszystkich liczb pierwszego ciaggu, a mniejsza od wszyst-
kich liczb drugiego ciggu; gdyby byly dwie liczby c i c',
spetniajace oba te warunki, to stad wynikatoby, iz
Jo— przytem nieréwno$¢ powyzsza bytaby spet-
niona dla kazdej wartosci catkowitej wyktadnika n, co jest,
oczywiscie, mozliwe tylko o ile C'

3. Przekrdj. Przekrojem nazywamy podziat wszystkich
liczb wymiernych na dwie klasy, z zachowaniem nastepu-
jacych warunkéw:

1° Kazda liczba klasy pierwszej jest mniejsza od kazdej
liczby klasy drugiej.

2° Ani jedna Klasa nie jest pusta; (klasa jest pusta,
gdy nie zawiera zadnej liczby).

3° Kazda liczba wymierna musi naleze¢ bgadz do pierw-
sze] badz do drugiej klasy, t. j. obie klasy razem wzigte
stanowig zbior wszystkich liczb wymiernych; zadna liczba
nie moze naleze¢ do dwoch klas jednocze$nie.

Pierwsza klase nazywamy réwmiez klasg nizszg, a druga
klase — klasg wyzsza.

Dwie sg mozliwosci:

1° Miedzy liczbami wymiernemi pierwszej klasy jest



liczba wieksza od wszystkich innych liczb tej klasy, albo
tez miedzy liczbami wymiernemi drugiej klasy jest liczba
mniejsza od wszystkich liczb tej klasy; wtedy przekrdj
okresla te wiasnie liczbe wymierng odpowiednio najwieksza
z posrod liczb pierwszej klasy lub ewentualnie najmniejsza
z posrod liczb drugiej klasy. tatwo sie przekonac, ze nie
moze sie zdarzyé, by jednocze$nie byfa liczba najwieksza a
w pierwszej klasie, a jednoczes$nie byla liczba najmniejsza A
w drugiej. Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci;
gdyby bowiem takie liczby a i A istniaty jednocze$nie, to
ahA-A

<
a o

< A, i wskutek tych nieréwnosci liczba wymierna

— -— nie nalezataby do zadnej z dwdch Kklas, co jest

niemozliwe.

2° W pierwszej klasie niema liczby najwiekszej, ani
w drugiej niema liczby najmniejszej; w tym przypadku
przekroj okre$la liczbe niewymierna.

Istniejg przekroje obu wymienionych tylko co typow,
co wykaza¢ mozna na przyktadach. Zaliczmy do pierwszej
klasy wszystkie liczby wymierne, mniejsze od liczby wy

miernej " a do drugiej klasy wszystkie liczby wymierne

wieksze od —; liczbe za§ — zaliczymy dowolnie do klasy

pierwszej lub drugiej. Oto jest przykiad przekroju pierw-
szego rodzaju.

Damy teraz przykiad przekroju drugiego rodzaju. Jesli
a i b oznaczajg dwie dowolne liczby wymierne, to musi
zachodzi¢ jedna z trzech zaleznosci: a—b, a<b, a~>b»
PodnieSmy teraz dowolng liczbe wymierng w do kwadratu
i poréwnajmy w2z liczbg, dajmy na to 2. Rownos¢ tu
jest wykluczona, gdyz nie istnieje, jak wiadomo, liczba
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wymierna ﬂ ktérej kwadrat rownatby sie 2. Moze wiec

by¢ tylko:
w2> 2 lub w2<2.

Mozemy podzieli¢ teraz wszystkie liczby wymierne na
dwie klasy. Do pierwszej zaliczymy wszystkie liczby
ujemne, liczbe zero i liczby wymierne dodatnie, ktérych
kwadrat jest mniejszy od 2; do drugiej klasy zaliczymy
wszystkie pozostate liczby wymierne, t. j. te liczby dodatnie,
ktérych kwadrat jest wiekszy od 2. Przekrdj zostat wiec
okreslony, kazda bowiem liczba wymierna nalezy do jednej
z dwoch klas, zadna klasa nie jest pusta, przytem kazda
liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kazdej liczby dru-
giej klasy. W rzeczy samej, oznaczywszy dowolng liczbe
pierwszej klasy przez wf, a dowolng liczbe drugiej klasy
przez wu, jesli wj 0, poniewaz wu zawsze > 0, to, oczy-
wiscie, wtedy wj < wu.

Pozostaje wiec do rozpatrzenia przypadek, gdy
poniewaz wj2<.2, a *o//2>2, wiec wi2<wu2 czyli
wj2—wu2< 0, t j. (w/—wu) (wj -j- wjj) < 0, poniewaz

j— Wji > 0, wnioskujemy stad, iz Wj—w?//<0, t. j. ze
Wj <Cwiji, co bylo do okazania.

StwierdziliSmy, ze podany przez nas podziat na dwie
klasy jest przekrojem. Udowodnimy teraz, ze w pierwszej
klasie niema liczby najwiekszej, ani w drugiej liczby naj-
mniejszej

Niech a>0 bedzie dowolna liczbg wymierng pierw-
sze] klasy, to jest a2<2; nalezy udowodnié, iz jezeli
liczba dodatnia e jest dostatecznie mata, to i (a-j-s)2<2,
t j. a-f-e> a nalezy tez do pierwszej klasy. Wystarczy
w tym celu wybrac liczbe wymierng dodatnig e, by spel-

niata obie nierdwmosci: e<o, e < — - a~ W rzeczy samej



(a-f-e)2= fI*f-2«e-|-e2= «2 e(2a-f-e)< a2-j-3ae< a*-f-
+ 3a- 3g " czyli (a-f-e)2<2, co bylo do okazania.

Tak samo udowodnimy, ze i w klasie drugiej niema
tu liczby najmniejszej.

Istniejg wiec przekroje drugiego rodzaju.

Zbioér wszystkich liczb, okreslonych za pomocg prze-
krojow nazywamy zbiorem liczb rzeczywistych. Zbiér liczb
wymiernych jest, oczywiscie, czeScig zbioru liczb rzeczy-
wistych. Poniewaz kazdej liczbie wymiernej w odpowia-
dajg dwa przekroje, mianowicie jeden, w ktérym Kklasa
pierwsza posiada liczbe najwiekszg w i drugi przekroj,
w ktorym Kklasa druga posiada liczbe najmniejszg to, to,
dla unikniecia nieporozumien, uméwimy sie. iz na przyszto$¢
rozwaza¢ bedziemy tylko takie przekroje, w ktérych klasa
nizsza nie zawiera liczby najwiekszej.

Skoro rozszerzyliSmy nasze pierwotne pojecie liczby,
nalezy w odpowiedni spos6b rozszerzy¢ pojecia réwnosci,
nieréwnosci, dodawania, mnozenia tych liczb i t d. Do
péki tego nie uskutecznimy i nie okazemy, iz na mocy
rozszerzonych definicji dziatan, wszystkie zasadnicze prawa
dziatan nad liczbami wymiernemi sa prawomocne dla no-
wych liczb, to samo rozszerzenie pojecia liczby nie ma dla
nas wartosci.

4. ROwnos¢ i nieréwnos¢ liczb rzeczywistych.

Niech beda dane dwie liczby rzeczywiste a i [3 Liczbie
u odpowiada przekroéj, w ktorym dowolng liczba klasy niz-
szej oznaczymy przez' a, za$ dowolng liczbe klasy wyzszej
przez A; same za$ klasy przez (a) i (A), tak iz (a), nprz.,
oznacza zbior wszystkich liczb a, (A) za$§ oznacza zbidr
wszystkich liczb A. Liczbe §8 wyznacza przekrdj, w ktérym
dowolng liczbg klasy nizszej niech bedzie b, a dowolng
liczbg klasy wyzszej B; same za$ klasy (b) i (B). Moze sie
zdarzy¢, ze oba przekroje sg identyczne, t j. (@)= (0),



a w takim razie i (A) = (B), t. j. zbior wszystkich liczb a
jest identyczny ze zbiorem wszystkich liczb b, a zbiér
wszystkich liczb A jest identyczny ze zbiorem wszystkich
liczb B. W takim razie powiemy, ze liczba rzeczywista a
rowna sie liczbie rzeczywistej 8 i napiszemy a= [3 Gdy
przekroje nie sg identyczne, to a £ [3, to znaczy, iz nie
kazde a jest zarazem b, lub Zze nie kazde A jest B\ mo-
zemy wiec odrézni¢ dwa przypadki: 1° kazda liczba klasy
(@ nalezy do klasy (b), w takim razie powiemy, iz a <{3;
2° kazda liczba A klasy (A) nalezy do klasy (B), w takim
razie powiemy, iz a> |3

Przykiad: niech a bedzie liczbg wyznaczong przez prze-
kroj, w ktorym do klasy wyzszej nalezg liczby dodatnie
wymierne A, ktorych kwadrat jest wiekszy od 3, a do
klasy nizszej nalezg pozostate liczby wymierne a; dalej
niech 3 bedzie liczbg, wyznaczong przez przekréj, w kto-
rym do Kklasy wyizszej nalezag liczby dodatnie wymierne B,
ktérych kwadrat jest wiekszy od 5, a do klasy nizszej po-
zostate liczby wymierne b; w takim razie a<f3, ponie-
waz kazda liczba wymierna, dodatnia, ktorej kwadrat jest
mniejszy od 3, podniesiona do kwadratu da liczbe, mniej
szg od 5.

Jesli liczby a i [B sa wymiernemi, to podane tylko co
okre$lenia réwnosci i nieréwnosci przy pomocy przekrojow
wyrazaja to samo, co elementarne okre$lenia réwnosci
i nieréwnosci w teorji liczb wymiernych; innemi stowy,
to co jest okreSleniem w przypadku liczb niewymiernych
jest twierdzeniem fatwem do udowodnienia w przypadku,
gdy a i B8sg liczbami wymiernemi.

Z podanych tylko co okreslen wynika, oczywiscie, ze
kazda liczba a, wyznaczona przez przekroj, jest wieksza
od kazdej liczby a klasy nizszej tego przekroju; przytem,
jesli a jest liczbg niewymierng, to jest takze mniejsza od
kazdej liczby A klasy wyzszej tego przekroju, jezeli za$ jest



liczbg wymierng, to réwna sie najmniejszej liczbie klasy (A),
a wiec jest mniejsza od wszystkich pozostatych.

Liczba a jest dodatnia, jezeli nizsza klasa (a) zawiera
cho¢ jedng liczbe wymierng dodatnig, (zawiera ich wtedy
nieskonczenie wiele'. Liczba a jest ujemna, jes$li jej klasa
wyzsza (B) zawiera cho¢ jedng liczbe wymierng ujemna.
Liczba a jest zero, jesSli jej klasa nizsza (a) nie zawiera
ani jednej liczby dodatniej, a klasa wyzsza (A) ani jednej
liczby ujemnej.

5. Liczby przeciwne (symetryczne) i odwrotne.

Przypusémy, iz liczba a jest wyznaczona przez prze-
kroj, w ktorym Klasg nizszg jest (a), a klasg wyzszg jest (A).
Tworzymy nowy przekroj, zaliczajac do klasy nizszej wszyst-
kie liczby — A, a do klasy wyzszej wszystkie liczby — a;
dlaczego ten podziat na dwie klasy jest' przekrojem?)-
W ten sposob utworzony przekrdj wyznacza pewng liczbe p.
tatwo sprawdzi¢, iz, jeSli a jest liczbg dodatnia, to [3 jest
liczbg ujemng i odwrotnie, jesli za$ a jest zerem, to i @
jest zerem. Takie dwie liczby nazywa¢ bedziemy przeciw-
nemi (lub symetrycznemi), co wyrazimy, piszac, ze j3= —a.
Kazda liczba ma swojg przeciwng; jedna tylko liczba zero
rowna sie swojej przeciwnej (dlaczego?). Jezeli a nie jest zero,
to z dwéch liczb a i —a jedna jest dodatnia; te ktdéra
jest dodatnia, nazywamy wartosScia bezwzgledng lub mo-
dulem liczby a i oznaczaé bedziemy przez |a|; jesli a==0,
to |a] oznacza¢ bedzie zero; liczby a i —a majg wiec zaw-
sze te samg wartos¢ bezwzgledng. Zauwazmy, iz, jesli po-
stagpimy z liczbg — a, tak jak z liczba a, to okaze sie, iz liczbg
przeciwng do — a jest liczba a, co dowodzi, ze — (—ct)= a.

Niech bedzie cc>0, okreSlona przez przekroj, w kto-
rym a i A majg to samo znaczenie, co poprzednio; utworz-
my nowy przekroj, w ktorym do klasy nizszej zaliczymy
wszystkie liczby wymierne ujemne, liczbe zero i wszystkie



liczby ksztattu do klasy wyzszej zaliczymy wszystkie

pozostate liczby wymierne, ktdre, oczywiscie wszystkie sg
dodatnie. Liczbe |3 wyznaczona przez ten drugi przekrdj

nazywamy odwrotnoscig liczby a i oznaczamy przez ~ Jesli
teraz a<0, to ™ okreslamy jako liczbe przeciwng wzgle-
dem odwrotnosci liczcby — a, czyli a—bedzie wtedy ozna-
cza¢ liczbg-------- , (gdzie —a>0). Jesli wreszcie a= 0,

to odwrotowosci — nie dajemy zadnego okreSlenia, t, j. —

dla a= 0 jest wyrazeniem, pozbawionem sensu.
6. Miedzy dwoma liczbami wj i w2 przyczem, np.,

m< W, istnieje nieskonczenie wiele liczb niewymiernych.
W rzeczy samej, wystarczy okresli¢ liczbe a zapomocg prze-
kroju, w ktérym do klasy nizszej (a) zostata zaliczona liczba
wt, do klasy za$ wyzszej (JU) liczba wt. Mozna to, oczywiscie,
uczyni¢ nieskonczenie wielu sposobami. Jezeli chodzi spe-
cjalnie o liczby niewymierne, to dla wyznaczenia liczby a
mozna postgpi¢ w sposdb nastepujacy: niech w oznacza liczbe
wymierna, spetniajgcg warunek w1l2<u><«?2*i nie bedacy

kwadratem zadnej liczby wymiernej, jjesli wl = a

.M 7 . . P -
gdzie n—l ;—uiamkl nieskracalne, to w réwna sig, np.,

przyczem zakitadamy, iz wl> 0. Do wyz-

szej klasy zaliczymy liczby wymierne, ktérych kwadrat
jest wiekszy od w, a do klasy nizszej wszystkie pozostate
liczby wymierne; jasha rzecz, ze wtedy liczba wx (dodatnia)
bedzie nalezata do klasy nizszej, a liczba w2 do klasy wyz-
szej, przyczem w klasie nizszej nie bedzie liczby najwiekszej,



Jezeli teraz ivt <0, to okreslimy liczbe a jak poprzednio dla
liczb — i —wg, ktére obie sg dodatnie; liczba —a
bedzie zadang. Jesli teraz wx< 0, a wt> 0, to zastgpimy
liczbe W dowolng liczbg wymierng w/ dodatniag mniejsza
od wa i utworzymy liczbe a dla liczb «?," i w2 jak po-
przednio; liczba a bedzie zgdana.

Jedli cc<p, to istnieje nieskonczenie wiele liczb wy-
miernych iv wiekszych od a, a mniejszych od {3 czyli, jak
czesto mowi¢ bedziemy, zawartych miedzy a i @ W rzeczy
samej jedna taka liczba w istnie¢ musi, bo inaczej oba
przekroje, t. j. przekréj, okreSlajacy a i przekroj, okresla-
jacy j3 bylyby identyczne, wbrew zatozeniu, ze a<p. Tak
wiec jest a<w<p. Liczba Bjest okreslona przez przekrdj,
w ktérym klasa nizsza jest (6); mozemy wiec powiedziec,
ze liczba w nalezy do klasy (6); lecz w klasie (b) niema
liczby najwiekszej, (chociazby liczba j3 byla wymierng),
czyli istnieje liczba w'>w, a nalezagca takze do klasy (b);
wskutek tego a< w < w‘< (@ Miedzy liczbami w i w' mamy

nieskonczenie wiele liczb wymiernych, np. w" = W~~W>

w -f- w
2
a mniejsze od p. Cel nasz zostal wiec osiggniety.
Zestawiwszy oba tylko co otrzymane wyniki, mozemy
powiedzie¢, iz miedzy dwoma liczbami rzeczywistemi nie-
rownemi a i p istnieje nieskonczenie wiele liczb rzeczy-
wistych posrednich y, to jest spetniajacych nieréwnosé
a<y<p, jesli, np.,, a<p; ¢érod tych liczb y jest nieskon-
czenie wiele wymiernych i nieskonczenie wiele niewy-
miernych.
tatwo udowodnié, iz nieréwnosci a<p i p<y w za-
kresie liczb rzeczywistych, tak jak dla liczb wymiernych,
pociggajg za sobg nierowno$¢ cx<y. W rzeczy samej, we-
dtug udowodnionego poprzednio, jesli ct<P, to istnieje

i t. d. Wszystkie te liczby sg wieksze od a,



liczba wymierna u, spetniajgca warunek a<w<(3; tak
samo istnieje liczba wymierna v, spelniajgca warunek

liczba J3 jest okreSlona przez przekroj, w ktorym
klase nizszg oznaczymy, jak zwykle, przez (6), a klase
wyzsza przez (B); z tylko co napisanych nieréwnosci wy-
nika, iz u nalezy do (6), a v nalezy do Kklasy (7?), jest
wiec wO ; poniewaz liczba v nalezy do klasy nizszej
przekroju, okreslajacego liczbe y, a u<v, to u nalezy
takze w tym przekroju do klasy nizszej. Tak wiec liczba u
nalezy do klasy wyzszej w przekroju, wyznaczajacym liczbe
a, a do klasy nizszej w przekroju, wyznaczajagcym liczbe y.
Stad wniosek, iz a<y.

7. Wartosci przyblizone liczby niewymiernej.

Jesli a jest liczbg niewymierng, to liczby wymierne
pierwszej klasy stanowig wartosci przyblizone z niedomia-
rem, a liczby drugiej klasy — wartosci przyblizone z nad-
miarem. Wartoscia przyblizona liczby a z dokfadnoscig do

N |gdzie ™ jest liczbg wymierng) z niedomiarem nazywa

sie najwieksza wielokrotnos¢ utamka ™ mniejsza od a.

W rzeczy samej, istnieje taka liczba catkowita m, iz

@ rg<a<(m+ 1)J;
aby sie o tem przekona¢, utworzmy postep arytmetyczny
_np _3n_2p_p . p 2p 3p p
?7." ?’ q" q" "q ?° ?

0 roéznicy v wszystkie liczby tego postepu (podwdjnie nie-

ograniczonego) nie mogg naleze¢ do jednej i tej samej
klasy w przekroju, wyznaczajacym liczbe a, gdyz w prze-
ciwnym razie jedna z dwoch klas bytaby pusta. Stad wy-
nika, ze istniejg dwie liczby kolejne w postepie, z ktérych



poprzedzajgca nalezy jeszcze do klasy pierwszej, a naste-
pujaca nalezy juz do Kklasy drugiej; otrzymujemy w ten
P . V.
—i

sposob dwie kolejne liczby postepu m > spet-

niajagce nieréwnosc (1).
Im liczba ¥ jest mniejsza, tem, moéwimy, doktadnosc

jest wieksza.

Tak wiec z pojecia przekroju wynika, ze mozna zna-
lez¢ dwie liczby nalezace do réznych Klas, i réznigce sie
miedzy sobg tak mato, jak sie to nam podoba.

Nadajmy |ICZbIea szereg wartosci 1, 6\ S
gdzie n jest liczbg catkowita dodatnig. Otrzymamy kolejno
wartosci przyblizone z dokfadnoscig do jednosci cic-f-I,

z doktadnoscia do n mianowicie, ¢+ Fi n 2 do-
ktadnoscia do rr mianowicie c-l—%‘—i—ﬁ* ic- T

i t d., gdzie ¢, G, cs,..., sa liczbami catkowitemi, przy-
czem liczby cu c,, ¢3... i t. d. sg mniejsze od liczby n,

t. j. réwnaja sie jednej z liczb: 0, 1, 2, 3, , n—1 Mo-
zemy proces tylko co opisany rozwija¢ do nieskonczonosci,
o ile liczba a jest niewymierna. Otrzymamy w ten sposdb
dwa ciggi liczb:

n n n 'n 71°

c+1, n ot e oc+g-‘-32.-‘-£3n‘ol

Ciagi te posiadajg nastepujace wiasnosci: Kazda liczba
pierwszego ciagu jest mniejsza od liczby nastepujgcej tegoz
ciggu lub conajwyzej jej rowna; kazda liczba drugiego
ciggu jest wieksza od nastepnej lub conajmniej jej réwna.
Kazda liczba pierwszego ciggu jest mniejsza od kazdej
liczby drugiego ciggu. Jakkolwiek malg jest liczba do-



(lutnia e, mozna znalez¢ takie dwie liczby (a nawet nie-
skonczenie wiele takich par), z ktorych wieksza nalezy
do drugiego ciggu, a mniejsza nalezy do pierwszego ciggu
i ktorych roznica mniejsza jest od liczby e. Wszystkie te
wiasnosci wynikaja bezposrednio ze struktury (budowy)
tych ciggéw, a dowody, nie przedstawiajgce trudnosci, zo-
stawiamy czytelnikowi.

Wskazemy jeszcze na nastepujace wilasnosci tych cig-
géw (zbioréw przyblizen): niech a oznacza dowolng liczbe
wymierng pierwszej klasy w przekroju, wyznaczajgcym
liczbe a; w takim razie istnieje w pierwszym ciggu t. j.
w ciggu:

@ c\ Cf £ .
n ni u n* 3

w

cN, ¢C Ck
CH-{—"5%+ - + s ;- .
(gdzie 0 —1 dla & 1, 2, 3,...),

liczba, wieksza od a. W rzeczy samej, poniewaz a nie jest
najwiekszg liczbg klasy pierwszej (gdyz takiej niema)r
istnieje liczba wymierna a', wieksza od a, nalezgca takze
do klasy nizszej; niech k oznacza liczbe catkowita dodat-

nig, taka, ze ~<Ca'—a; wtedy ¢+ J + £8+ - + £ +1

-— gdyz liczba po stronie lew’j ostatniej nieréw-

nosci nalezy do klasy drugiej; a wiec ¢ © € n
i, Ck , 1 , 1 * / 1

. H’F{k> « el lecz 2 « —a> 7 wynika a - G

C

s . C
tak iz ostatecznie c-|—n— -l s

Ck .
"'+ﬁ'|2> a, co nalezato

udowodnic.
Tak samo, jezeli A oznacza dowolna liczbe wymierna,
klasy drugiej, to istnieje w ciggu:



@  «Hl AN+ &+511.,

c-|-Cld- —+ ... liczba mniejsza od A.

Kazda liczba wymierna a jest wiec zrédiem, z ktorego
wynikajg ciagi nieskonczone liczb wymiernych (2) i (29
0 podanej strukturze i posiadajace wyszczeg6lnione tylko
co wiasnosci. Odwrotnie, mozemy a priori zatozy¢, iz dany
jest ciag (2) lub (2'); kazdy taki cigg okresla liczbe rze-
czywistg a. Niech, np., dany bedzie cigg (2); utwdrzmy
przy jego pomocy przekrdj w sposéb nastepujacy: dowolng
liczbe wymierng r zaliczymy do klasy nizszej lub wyzszej
zaleznie od tego, czy w ciggu (2) istnieje czy nie istnieje
liczba nie mniejsza od r, t j. wieksza lub réwna.

Niech a oznacza liczbe wyznaczong przez ten przekroj.
Mozemy utworzy¢ dwa ciggi liczb wymiernych z wartosci
przyblizonych liczby a z dokladnoscig odpowiednio do 1,

do o do e i t d. z niedomiarem dla pierwszego

ciggu, z nadmiarem dla drugiego. Czytelnik udowodni
z tatwoscig, ze te dwa ciggi, otrzymane tg droga, sg iden-
tyczne z ciggami (2) i (2'), przy pomocy ktorych wyzna-
czylismy liczbe a.

Postugujemy sie zazwyczaj ukladem dziesiethym; dla-
tego tez wybieramy czesto z&=10; okreslamy wtedy liczbe a
przy pomocy wartosci przyblizonych z doktadnoscig do
jednej dziesigtej, do jednej setnej i t. d.; powstaje wtedy
rozwiniecie liczby a na ulamek dziesietny.

Dziatania nad liczbami rzeczywistemi.

8. Dodawanie.

Sumag dwoch liczb rzeczywistych a i p nazywamy
liczbe, ktdrg oznaczamy przez a-J-p i ktéra jest okreslona
za pomocg dwoch nastepujgcych wiasnosci:



1° @—p jest liczbg rzeczywistg wiekszg od sumy a-\-b
dwoch dowolnych liczb wymiernych a i b, mniejszych od-
powiednio od skladnikéw a i p, t. j. spelniajgcych waru-
nek a< o, 6<P, (albo inaczej a nalezy do klasy nizszej
przekroju, wyznaczajgcego liczbe a, b za$ nalezy do klasy
nizszej przekroju, wyznaczajgcego fi).

2° a-f-p jest liczba mniejszg od sumy A-\-B dwdch
dowolnych liczb wymiernych i i i, z ktéorych A> «
i?>[3, (t.j. A iB sg liczbami nalezacemi do klas wyzszych
odpowiednich przekrojow).

Nalezy okazaé, ze te dwa warunki istotnie wyznaczajg
liczbe rzeczywista i tylko jedna.

W tym celu zaliczmy do pierwszej klasy wszystkie
liczby wymierne ksztatltu a-f- b, t. j. liczby wymierne, ktére
mozna utworzy¢ dodajac do siebie sktadniki mniejsze od-
powiednio od a i mniejsze od (3 Do drugiej klasy =zali-
czymy wszystkie liczby ksztaltu A B, gdzie A > o, i?>j3;
kazda liczba wymierna r mniejsza od a-\-b jest tegoz sa-
mego typu, gdyz r —o<06 czyli r—a= b' jest liczbg
mniejsza od b, a wiec i od 3; r=(r —a)-f~ra= a-(-b"
Tak samo, jesli R~>A-\-B,to R= (R—A)-\-A = A-j- B,
gdzie B'—R —A~>B>". Jezeli wiec istnieje jakas$ liczba
wymierna w, nie objeta tylko co przytoczong klasyfikacja,
to ta liczba w musi spetnia¢ nastepujgce nieréwnosci.
©) 24 b<w< A§B,
przy wszystkich wartosciach wymiernych a, b, A, B, spet-
niajgcych nieréwnosci a<cc<J., i<j3<Z?; bo gdyby

A-\- B, to nalezalaby do klasy wyzszej. Ta liczba w
spetnia wiec warunek (3), ktéry stanowi okre$lenie sumy
a-j-0; taka liczba w moze by¢ tylko jedna, bo gdyby ja-
kas inna liczba w' nie nalezata do naszej klasyfikacji, to
takze mielibySmy a-\-b<iw'<A -\-B ] poniewaz w' ™ w,
niech wiec bedzie np. w' < w, wtedy mamy
a-j-b<w/<w< A-\-B, czyli w—w'< A -|- B—(a-f-h),



czyli 0<«; —w'<(A —a)-\-(B —h); jakkolwiek matg jest

liczba dodatnia e, mozna tak wybra¢c A i a, by A—a< -,
samo wybra¢ mozna B i b tak, by B ~b< .w  takim

razie 0< w—«/< ™+ jy e; niech e w—w' w takim

razie otrzymamy w —w'< w —w"' t. j. dochodzimy do
sprzecznosci, co dowodzi, iz nasze zatozenie w #£=w" bylo
fatszywe; tak wiec jest w= w', czyli jedna tylko liczba
najwyzej moze nie naleze¢ do naszego podziatlu na klasy;
ta liczba, o ile istnieje, jest wiasnie réwna sumie a-(-{3.
Jedli chcemy, by nasz podziat na klasy byt przekrojem,
trzeba, by kazda liczba wymierna nalezala do jednej
z dwoch klas, wiec o ile liczba wymierna w nie nalezy
ani do liczb ksztattu a-f-b, ani do liczb ksztattu A-\-B,
to my te liczbe zaliczymy do klasy wyzszej, ktora bedzie
wtedy posiada¢ liczbe najmniejszg; otrzymamy w ten spo-
sob przekroj okresli nam wiasnie te liczbe wymierng
wW—a-|-p

Jezeli takiej liczby wymiernej w niema, to kazda liczba
wymierna nalezy do jednego z dwdéch typdéw a-j-blub A -f-B,
tak.iz podziat na liczby ksztattu a-j-fi z jednej strony, ksztattu
A-\-B zdrugiej, stanowi przekréj. W klasie nizszej niema
wtedy liczby najwiekszej, w klasie drugiej liczby najmniej-
szej, bo zawsze istniejg liczby a', b\ A', B', spelniajace
warunki a< a'< A'< A, b<b<@<B'<B, tak iz
a'-j-b'>a+ b, A'-j-B'< A -f-B. Taki przekrdj wyznacza
liczbe niewymierng y; poniewaz zawsze

at b<x<A+B>

wiec ta liczba y jest wiasnie sumg a-j-p; ze ta liczba jest
wyznaczona w spos6b jednoznaczny, udowodnimy, jak po-
przednio, przez sprowadzenie do sprzecznosci.

O



Suma a-f- w zakresie liczb rzeczywistych posiada te
same wiasnosci zasadnicze co i suma w dziedzinie liczb
wymiernych, mianowicie: a-(- |Jjest‘zawsze liczbg okreslong
jednoznacznie; a-{-P= P-f-a, czyli ma miejsce prawo
przemiennosci;. (a-f-p)-f-y= a-j-(|3 + Y> czyli zachodzi
prawo tacznosci; jezeli (3>y, to a-|~P>a-f-y, czyli jest
spetnione prawo monotonji; dalej a-{-0=a, czyli zero
jest modutem dodawania.

Poprzednio (L 5), okreslilismy liczby przeciwne czyli
symetryczne a i —a; tatwo udowodni¢, ze suma dwdch
takich liczb réwna sie zeru, t. j. a+ (—a)—0.

Codo prawa przemiennosci, zauwazymy, ze przekroje,
okre$lajace cc-f-j3 i p-j-a s3 identyczne, stad sumy te sg
rowne. To samo tyczy sie i prawa tgcznosci.

Dowdd prawa monotonji. Niech ra<a<vt; Z><j3<77?;
c<y<C; gdzie a, b, ¢ sg liczby nalezace do klas nizszych
odpowiednich przekrojow; A, B, C nalezg do klas wyz-
szych. Poniewaz mozna tak dobra¢ C i b, by spet-
nione byty nieréwnosci y<C<6<£5; obierzmy nastepnie
aiA tak, by A—«</;—C, co jak wiadomo, jest moz-
liwe (L 7); wtedy A -j- G< a-|-b; dalej a-\-b nalezy do
klasy nizszej przekroju wyznaczajgcego liczbe cx-J-3, wiec
a-f-b< a-j-p, podobniez a-f-y < A-(-C; poniewaz
A-)-Ce<a-f-b, mamy a-|-y-<vi-f~C<OH-&<Ca+ f3
czyli a-|-y< a-j-j3; co trzeba byto udowodnic.

Udowodnimy jeszcze, ze a -j- (—a)= 0. Uzywajac tych
samych znakowa0d, mozemy napisac

a<a< A
—A'< —a< —a\ |
gdzie a i a' nalezg do klasy nizszej, A i A' za$ do klasy
wyzszej w przekroju wyznaczajgcym liczbe a; wskutek
tego A'>a i A>a'; liczba cc-{-(—a) jest wieksza od
wszystkich liczb ksztaltu a— ~4'>0, a mniejsza od wszyst-

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 2



kich liczb ksztatu A —a'> Q przytemjest jedyng liczba,
posiadajgca te wiasnosé; widzimy wiec, iz liczba <x-j-(—a)
jest okre$lona przez przekréj, w ktorym do klasy nizszej
nalezg wszystkie liczby wymierne ujemne, do klasy dru-
giej wszystkie liczby wymierne dodatnie i zero. Jest wiec
a+ (—a)=0

9. Odejmowanie.

Ro6znice liczb a i B okreSlamy jako rozwigzanie row-
nania f8+ #= a; tatwo udowodni¢, ze zawsze istnieje
liczba x taka, iz dodana do liczby danej 0 da sume dang a.
W rzeczy samej takg liczbg jest x = a.-\-{—fi). Wynikato
z prawa przemiennosci itacznosci przy dodawaniu; w rze-
czy samej, podstawiajgc w 0 -|]-:;r na miejscu X liczbe
a-f(-P) otrzymamy P+ *= 0-f[<x+ (* P]= [(P+ (~P)]+
+ a= 0+ a= a. Ze dziatanie w ten spos6b okreslone jest
jednoznaczne, wynika to z prawa monotonji przy dodawa-
niu ; gdyby bowiem bylta inna liczb y A™x, taka, iz 0-f-y —a,
to albo y>x, awtedy na zasadzie monotonji 0 -j-2> 0 -|-
-|-x — @, czyli p+2> o« albo y<x, ale wtedy B+Z< p5—
-]-x—a, czyli 0-)-?/<a. i dochodzimy do sprzecznosci.
Tak wiec liczba X, spehniajgca réwnanie p—&= a a ktérg
oznaczamy przez a—0 jest tylko jedna, przyczem a—0 =

= «+ (-0).

10. Mnozenie.

Okreslimy mnozenie najprzéd gdy czynniki sg licz-
bami dodatniemi. lloczynem dwoch liczb rzeczywistych
dodatnich a i O jest liczba rzeczywista, ktorg oznaczac
bedziemy przez a.0, i ktéra okreslona jest przez nastepu-
jace dwa warunki:

1° a.0 jest liczbg rzeczywista wiekszg od iloczynu a b
dwdch dowolnych liczb wymiernych dodatnich a i b, z kt6-
rych pierwsza mniejsza jest od a, druga za$ mniejsza jest
od 0; (a nalezy do klasy nizszej przekroju, wyznaczajgcego



liczbe a, b za$ nalezy do klasy nizszej przekroju, wyznacza*
jacego liczbe p.

2° Liczba |3 jest mniejsza od iloczynu A.B kazdych
dwoch liczb wymiernych A i B, z ktérych pierwsza jest
wieksza od liczby a, druga wieksza od liczby p.

Nalezy wykaza¢, ze te dwa warunki wyznaczajg liczbe
i tylko jedna.

W tym celu zaliczmy do klasy pierwszej liczby ujemne,
liczbe zero i liczby, ktore sg iloczynami liczb dodatnich a i b,
przytem 0<a<cc, 0<6<p. Do drugiej klasy zaliczymy
liczby, ktdére sg iloczynami liczb A i B, przyczem u4>a,
B>$. Jezeli jaka$ liczba nalezy do klasy pierwszej, to kazda
liczba wymierna od niej mniejsza bedzie takze nalezata do
klasy pierwszej; jezeli jaka$ liczba nalezy do klasy wyz-
szej, to kazda liczba wymierna od niej wieksza bedzie
takze naleze¢ do klasy wyzszej. Jesli wiec jest liczba wy-
mierna r nie objeta nasza klasyfikacja, to musi spetniaé
warunek ab<r < AB; ale taka liczba moze by¢ tylko
jedna, bo gdyby byla druga r', mniejsza, np, od r, to
ab<r'<r<AB i0<r- r'<AB- ab= (J4S)b + )

-j- yb)a -j- (A—/f) (B —b); otéz mozna tak wybrac/

liczby A, B, a i b, by réznica AB —ab byla mniejsza/
od dowolnie matej liczby dodatniej e; wystarczy w tym
celu tak wybra¢ liczby i i a, by i —a bylo mniejsze od

£
mniejszy od tak samo wybieramy B i b, tak by B—b

byto jednocze$nie mniejsze od &Ji od liczby dodatniej c.

Wtedy AB —ab czyli AB —ab<.

£ [ g
<N-) 2-~"3=¢’ dojs¢ do sprzecznosci, wystarczy uczy*

t



nic e<r —r"; wtedy z nieréwnosci 0 < r —r'<.AB —ab<i
<eO —r" wynika, ze r—r'<r —r', czyli sprzecznosé.

Stad wynika, ze nasze przypuszczenie o istnieniu dwdch
liczb wymiernych r i r', nieobjetych naszg Kklasyfikacja,
jest falszywe. Gzy nasz podziat na klasy stanowi przekroj?
Oczywiscie tak, o ile niema ani jednej liczby wymiernej r
nie nalezacej do jednej z dwoch klas; w przeciwnym ra-
zie dotgczymy do poprzednio okreslonej klasy wyzszej te
liczbe wymierng r, ktéra pozostata nieobjeta nasza klasy-
fikacjg. Z tem zastrzezeniem dodatkowem nasz podziat na
klasy da nam zawsze przekr¢j. Liczbay, okre$lona przez ten
przekréj, bedzie wiasnie iloczynem af3. tatwo sprawdzic,
ze y spetnia oba warunki, ktore podaliSmy, jako okresle-
nie iloczynu @ Ze niema innej liczby y*, spetniajacej te
same warunki, udowodnimy w ten sam sposéb, jak po-
przednio przy ustaleniu, iz niema dwdch liczb wymiernych
r i r7 nieobjetych jiaszag klasyfikacjg, czyli opieramy sie
na nieréwnosci |y —y'|<.4i? —ab<e.

Tak wiec iloczyn cc.@ istnieje i jest okreslony jedno-
znacznie, gdy a> 0, 8> 0. Aby przejs¢ teraz do przypadku
og6lnego, gdy liczby a i p sg zupetlnie dowolne, damy
nastepujace okreslenie: jezeli jeden z czynnikéw a lub @
jest zero, to iloczyn jest takze zero; jesli zaden z czynni-
kéw nie jest zero, to iloczyn réwna sie iloczynowi war-
tosci bezwzglednych liczb a i j3ze znakiem -j- albo —
zaleznie od tego, czy czynniki sg tego samego znaku, czy
réznego znaku.

lloczyn cc|3 w zakresie liczb rzeczywistych posiada te
same wiasnosci zasadnicze, co i iloczyn w dziedzinie liczb
wymiernych, mianowicie a.f3 jest zawsze liczbg okreSlong
jednoznacznie; spetnione sg réwniez prawa przemiennosci
i tgcznosei, t. j. aj3= f3.a, (cc,{3).y==0c.(j3.y); dalej jed-
no$¢ jest modutem mnozenia, t. j. a.l = a; wreszcie pra-
mo monotonji: jezeli j3<y, a ct>0, to a{3<ay; jesli j3<y,



a<0, to ap>ay. Wszyslkie te wiasnosci tatwo udowodnié
przy pomocy przekrojow. W dziale o réwnosci i nie-

rownosci liczb rzeczywistych 1 5, okres$lilismy liczbe ~

odwrotng wzgledem liczby a; teraz z tatwoscia mozemy
udowodni¢, ze iloczyn takich dwdch liczb (odwrotnych)

rowna sie jednosci, t. j. a.—=1; (dowdd?).

11. Dzielenie.

llorazem liczb a i p nazywamy liczbe X, czynigca za-
do$¢ réwnaniu p« = a, przyczem zaktadamy p Jp0. Taka
liczba x istnieje i jest tylko jedna. Aby sie przekonac

o istnieniu liczby x, wystarczy sprawdzié, ze liczba a.™
P

spetnia réwnanie fix= a, t j. po pomnozeniu przez p

daje a; w rzeczy samej Pe = Pi(fie = "Pe «=

= l.a = a na zasadzie praw tgcznosci i przemiennosci.
Na mocy prawa monotonji przy mnozeniu wnioskujemy,
ze drugiej liczby, czynigcej zado$¢ temu samemu okresle-

niu niema. Tak wiec iloraz, ktéry oznaczamy  jest okres-

lony jednoznacznie. Dla p=0 symbol 2 hie posiada zad-
p
nego sensu.

12. Pierwiastkowanie.

Przejdzmy teraz doréwnania xs— 2. W zakresie liczb
wymiernych réwnanie to rozwigzania nie posiada. Oka-
zemy, ze w zakresie liczb rzeczywistych rozwigzanie istnieje,
i ze nawet ich jest dwa; rozwigzania réwnania x2= 2 be-
dziemy nazywali pierwiastkami z dwdéch i oznaczali sym-
bolami ~2 i —\j2-

Utworzmy w tym celu przekr6j, ten sam, o ktérym
byta mowa poprzednio (L 3). Do nizszej klasy zaliczymy



liczbe zero, liczby ujemne i liczby dodatnie wymierne,
ktérych kwadrat jest mniejszy od dwdch, do klasy wyz-
szej liczby wymierne, ktorych kwadrat jest wiekszy od
dwdch. Niech a bedzie liczbg, wyznaczong przez ten prze-
kréj. Liczba a spetnia réwnanie X2= 2, czyli a2 réwna
sie 2; aby to udowodni¢, zauwazymy, ze liczba a2=a .a,
wedtug okreslenia iloczynu jest wyznaczona przez przekrdj,
w ktorym do klasy nizszej nalezg liczby ujemne, liczba
zero i liczby dodatnie, ktére sg typu a. a', gdzie 0<a<a
i 0<a'<a, do klasy wyzszej za$ nalezg liczby ksztattu
A .A', gdzie A>a, A'> a, a oprécz tego do klasy wyz-
szej nalezy liczba wymierna r>0, spetniajgca warunek
a.a'<sr < A.A' o ile taka liczba istnieje, przyczem a i a'
wybieramy tu z pos$rdd liczb dodatnich pierwszej klasy.

Otoz tatwo widzie¢, ze takg liczbg r jest w tym wy-
padku liczba 2; mianowicie a.al jest zawsze mniejsze od 2,
a A.A" wigksze od 2; w rzeczy samej, jesli a'—a, to
a'.a= a2 a wiec na mocy okresleniet. j. poniewaz a na-
lezy do klasy pierwszej, aa' jest mniejsze od 2; jesli za$ a'=j=,
to niech np. a‘'<o, wtedy aa'<al!< 2. Tak samo AA'>2
Widzimy wiec, ze liczba a2 jest wyznaczona przez przekrdj,
w ktorym do klasy nizszej nalezg liczby wymierne mniej-
sze od 2, do klasy wyzszej naleza liczby wymierne wieksze
od 2 i liczba 2, ktéra jest w tym przypadku najmniejsza
liczbg drugiej klasy. Ale taki przekrdj jest identyczny
z przekrojem, wyznaczajgcym liczbe 2; tak wiec a2—2.
tatwo teraz udowodni¢, ze liczba przeciwna (symetryczna),
X = —a spelnia to samo réwnanie x2= 2.

Przejdzmy teraz do okre$lenia pierwiastka ngo stopnia
z liczby rzeczywistej dodatniej p, czyli do rozwigzania
rownania xn= fi. Poniewaz réwnaniami algebraicznemi be-
dziemy sie zajmywad w innym dziale tej ksigzki, wiec tu
okreslimy tylko pierwiastek dodatni. W tym celu podzie-
limy liczby wymierne na dwie klasy, przyczem do klasy



nizszej zaliczymy liczby wymierne ujemne, liczbe zero
i liczby wymierne dodatnie, ktérych Ma potega jest mniej-
sza od liczby dodatniej p; do klasy wyzszej zaliczymy liczby
dodatnie ktérych ni& potega jest wieksza od liczby p. Udo-
wadniamy dalej, ze ta klasyfikacja obejmuje wszystkie
liczby wymierne, z wyjatkiem najwyzej jednej, co ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy liczba rzeczywista j3jest
liczbg wymierng, réwng ntei potedze innej liczby wymier-
nej; dopetniwszy wiec ewentualnie nasza klasyfikacje, otrzy-
mamy przekroj, ktéry wyznacza nam pewng liczbe rze-
czywistg a. Teraz trzeba udowodni¢, ze an= a.a.a...a= p.
W rzeczy samej, jezeli jakas liczba wymierna dodatnia jest
mniejsza od a, to jej nta potega jest mniejsza od p. Jesli
wiec utworzymy podziat na dwie klasy, podziat, jaki na-
lezy utworzy¢é dla okre$lenia liczby an to ten podziat
okaze sie identyczny z podziatem, okreslajacym liczbe P;
ztad wniosek, iz an= p. Szczegdty dowodu czytelnik do-
petni sam. W poprzedniem rozumowaniu liczba p byla
dowolna liczbg dodatnig rzeczywistg, a wiec mogta by¢
liczbg wymierna. Pierwiastkowanie okreslilismy tu tylko
dla wyktadnika n catkowitego.

13. RozpatrywalisSmy dotychczas wynik jednego dzia-
fania, wykonanego nad liczcbami niewymiernemi; mozemy
teraz rozpatrywa¢ wynik catego szeregu dziatan nad licz-
bami niewymiernemi, mianowicie dodawania, odejmowania,
mnozenia, dzielenia, potegowania i pierwiastkowania, byle
liczba tych dziatah byta skonczona i nie byto $rdd nich
dzielenia przez zero. Mozemy sprawdzi¢, ze zasadnicze
prawa i wynikajgcego z nich prawidla, ktére sg prawdziwe
dla liczb wymiernych, sa takze prawomocne dla liczb nie-
wymiernych, czyli dziedzina ich prawomocnosci obejmuje
zbidr liczb rzeczywistych; wykonujgc wdec przeksztatcenia
nad liczbami oznaczonemi przez litery, nie potrzebujemy
sie troszczy¢ o to, czy litery oznaczajg liczby wymierne



czy niewymierne. Pod tym wzgledem wazne jest prawo
rozdzielnosci czyli prawo mnozenia sumy,

©) (a+ j3)y= ay-f[3y,

gdyz prawo rozdzielnosci stosujemy bardzo czesto przy
dowodzeniu bardzo wielu wzoréw algebraicznych. Dowdd
tozsamosci (3) nie przedstaw ia trudnosci i polega na stwier-
dzeniu, iz przekréj, wyznaczajgcy liczbe (a+ P)Y jest
identyczny z przekrojem, wyznaczajagcym liczbe ay + py.
W gruncie rzeczy mamy tu do czynienia z faktem naste-
pujacem: warto$¢ przyblizong liczby (a-j-8)y z dowolng
doktadnoscia otrzymamy, zastepujac liczby a, j3 y war-
tosciami przyblizonemi a, b i ¢, i wykonujgc nad niemi
te same dziatania, byle tylko liczby a, b i ¢ roznily sie
dostatecznie mato odpowiednio od liczb a, |3 .

Niech f(a, |3) oznacza wynik jakichkolwiek dziatan nad
liczbami niewymiernemi a i pt z wylgczeniem dzielenia
przez zero. Mozemy otrzymac liczbe tak mato rézniacy
sic od f(a, ) jak sie podoba, jesli zastgpimy a i |3
liczbami wymiernemi o i b i wykonamy nad a i bte sa-
me dziatania, co da nam f(a,b), byle tylko liczby a i b
réznity sie dostatecznie mato od liczb a i p. Mozemy te
samg tre$¢ wyrazi¢ w sposdb nastepujgcy: niech e ozna-
cza dowolnie malg liczbe dodatnig; w zaleznosci od e
wyznaczy¢ mozna dwie liczby b' i B' takie, ze skoro tylko
liczby wymierne a i b spelniajg nieréwnosci:

a'<a<A' i b'<b<B\ to
[(otp )-e</(«,6)</(0,p) + ¢,
czyli inaczej: |”"(a, |3)—f(u,b) <e.

Podobne twierdzenie zachodzi, oczywiscie, i w tym
przypadku, gdy ilos¢ liczb niewymiernych jest wieksza od
dwoch, byle tylko byta ich liczba skohczona. Czytelnik
moze sprawdzi¢ stuszno$¢ tylko co wypowiedzianego twier-
dzenia na poszczegblnych przykiadach; mozna bytoby dac



dowdd ogdlny, oparty na indukcji, ale dla nas to jest zby-
teczne, gdyz w innem miejscu wrdcimy do tego samego
tematu, mianowicie w dziale o ciggtosci funkcji. Udowo-
dnimy, ze jesli funkcja jest ciggta i jesli znamy jej war-
tosci dla wartosci wymiernych zmiennych, to tem samem
wyznaczone mamy i wartosci tejze funkcji dla wartosci
niewymiernych zmiennych. Wiasnos$¢, o ktdrej mowa byta
w tym ustepie, jest wiec tylko przypadkiem szczegélnym
ogoblniejszej wiasnosci, ktora jest wynikiem ciggtosci. Nie
pomingliSmy jednak milczeniem tej sprawy w rozdziale
o0 liczbach niewymiernych z powodu jej waznosci w za-
stosowaniach, mianowicie przy wyliczeniach liczbowych.

14. Przekréj w dziedzinie liczb rzeczywistych.

Jasna rzecz, ze mozemy tworzy¢ przekroje w dziedzi-
nie liczb rzeczywistych zupetlnie w ten sam sposéb, jak
w dziedzinie liczb wymiernych. W tym celu wystarczy zbidr
wszystkich liczb rzeczywistych podzieli¢ na dwie klasy,
z zachowaniem tych samych trzech warunkow:

1) Kazda liczba rzeczywista nalezy do pierwszej lub
do drugiej klasy.

2) Zadna klasa nie jest pusta.

3) Kazda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kaz-
dej liczby drugiej klasy.

Zbadajmy, co nam da¢ moze taki przekrdj. Przede-
wszystkiem nie moze byc¢ jednoczesnie liczby najwiekszej a
w pierwszej klasie, i liczby najmniejszej |3 w drugiej klasie,

gdyz wtedy liczba rzeczywista o+2p, spetniajgce nierow-
a< a+|3 <(3, nie nalezataby do zadnej Kklasy.

Zbadajmy teraz, czy pierwsza klasa moze nie miec
ostatniego elementu, t. j. najwiekszej liczby i jednoczes$nie
klasa druga nie mieé¢ pierwszego, t. j. nie zawieraé naj-
mniejszej liczby.



Oznaczmy dowolng liczbe pierwszej klasy przez a,
dowwlng liczbe drugiej klasy naszego przekroju przez j3y
a same klasy przez (a) i @), tak iz liczby zbioru (a) wie-
cej liczby zbioru ({3) stanowig zbidr wszystkich liczb rze-
czywistych. W zwigzku z danym przekrojem utworzmy
nowy przekréj w zakresie liczb wymiernych, przyczem do
nizszej klasy zaliczymy kazdg liczbe wymierng a, ktéra na-
lezy do klasy poprzednio wspomnianej (a), do klasy wyzszej
zaliczymy kazda liczbe wymierng b, ktora nalezy do klasy
({3. Jasna rzecz, ze ten podziat na klasy obejmuje og6t wszyst-
kich liczb wymiernych, bo kazda liczba wymierna r, bedac
jednoczesnie elementem zbioru liczb rzeczywistych, jako
taka musi naleze¢ w pierwszym przekroju bad? do klasy (a),
badz do klasy ({3), a wiec w drugim przekroju do klasy (a)
lub do klasy (0). Przekréj w dziedzinie liczb wymiernych,
w ktérym klasg nizszg jest klasa (a), klasg za$ wyzsza (b),
jak kazdy przekrdoj w dziedzinie liczb wymiernych, wy-
znacza nam pewng liczbe rzeczywistg 8. Liczba 8, jak
kazda liczba rzeczywista musi naleze¢ badz do klasy (a),
badz do klasy ((3). Jezeli 8 nalezy do klasy (a), to jest,
powiadam, najwiekszg liczbg tej klasy. Dowod przez spro-
wadzenie do sprzecznosci; gdyby jaka$ liczba a, nalezaca
do (a), byta wieksza od 8, t j. gdyby 8<a, to mozna
bytoby znaleZ¢ liczbe wymierng r, zawartg miedzy 8 i a,
t. j. speilniajacg nieréwnos¢ 8<r<a; lecz liczba r, jako
mniejsza od liczby a, musi naleze¢ do klasy (a) w pierw-
szym przekroju, a wiec do klasy (a) w drugim; lecz w ta-
kim razie nie moze mie¢ miejsca nieréwnos¢ r>8, gdyz
zadna liczba klasy nizszej (a) nie moze by¢ wieksza od
liczby 8, okre$lonej przez odpowiedni przekrdj. Doszlismy
wiec do sprzecznosci. Tak samo udowodnimy, ze, jesli 8
nalezy do klasy (j3), to musi by¢ najmniejsza liczbg tej
klasy.

Tak wiec udowodnilismy, ze w przekroju utworzonym



w dziedzinie liczb rzeczywistych, albo w pierwszej klasie
[ jest liczba najwieksza, albo w drugiej klasie liczba naj-
i mniejsza.
Tu wiec zaznacza sie wyrazna roznica miedzy prze-
krojami w zakresie liczb wymiernych, a w zakresie liczb
rzeczywistych. Otrzymany wynik jest bardzo wazny; mozna
i go wyrazi¢ krotko, mowigc, iz przekr6j w dziedzinie liczb
[ rzeczywistych nie moze mie¢ ,luki“. WidzieliSmy, iz prze-

krgj w dziedzinie liczb wymiernych moze dac¢ ,,luke™; takie

wiasnie przekroje daty nam mozno$¢ rozszerzenia zakresu
i liczb wymiernych przez wprowadzenie liczb ogo6lniejszej

natury; w ten sposob ,luka™ jakgdyby zostata zapetniona.
| Gdyby co$ podobnego zachodzito w dziedzinie liczb rze-
czywistych, t. j. gdyby i tu mozliwa byta ,luka", mogli-
bysmy mie¢ otwartg droge do nowego rozszerzenia pojecia
liczby i do utworzenia liczb og6lniejszych od liczb rzeczy-
wistych; udowodniliSmy, ze tak nie jest.

Pozostajg wiec dwie mozliwosci, albo w klasie nizszej (a)
jest liczba najwieksza, albo w klasie wyzszej (fi) jest liczba
najmniejsza. Obie te ewentualnosci moga sie zdarzy¢. By
sie 0 tem przekonaé, rozpatrzymy odpowiedni przykiad.
Do klasy nizszej (a) zaliczymy wszystkie liczby rzeczywiste
mniejsze od liczby 8, do Kklasy drugiej wszystkie liczby
rzeczywiste wieksze od 8, sama za$ liczbe 8 zaliczymy do
klasy nizszej czy wyzszej, zaleznie od tego, czy chcemy
mie¢ przyktad pierwszej mozliwosci czy drugiej.

Otrzymany wynik mozemy stresci¢ w nastepujgcem
wystowieniu: jezeli utworzymy przekrdj w dziedzinie liczb
rzeczywistych, to ten przekréj wyznacza nam pewng liczbe
rzeczywista 8, posiadajgca te wihasnos$é, ze kazda liczba
rzeczywista od niej mniejsza nalezy do klasy nizszej (a),
kazda za$ liczba rzeczywista, wieksza od 8 nalezy do klasy
wyzszej (j3). Sama za$ liczba 8 moze naleze¢ do klasy (a),,

A



badz do klasy (|3). Liczba 8 jakby ,oddziela™ jedng klase
od drugiej.

Okreslenie. Zbior wszystkich liczb rzeczywistych (wy-
miernych i niewymiernych) nazywamy continuum liczbo-
wem lub arytmetycznem.

15. Interpretacja geometryczna.

Dla nadania naszym rozwazaniom wdekszej poglado-
wosci bez ujmy dla Scistosci bedziemy czesto postugiwac
sie interpretacja, geometryczna. Interpretacja geometryczna
oparta jest na odpowiedniosci doskonalej miedzy conti-
nuum liczbowem a continuum linjowem geometrycznem,
przyczem continuum linjowem nazywamy zbiér wszystkich
punktéw prostej (p). Pod odpowiednoscig doskonatg rozu-
miemy odpowiednos$¢, w ktéorym kazdemu elementowi
pierwszego zbioru odpowiada zawsze jeden i tylko jeden
element drugiego zbioru i odwrotnie; w danym przypadku
znaczy to, ze kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada na
prostej (p) jeden tylko punkt i, odwrotnie, kazdemu punk-
towi prostej (p) odpowiada tylko jedna liczba rzeczywista;
jesli prosta (p) jest, np. osig odcietych, to liczba, odpo-
wiadajgca dowolnemu punktowi tej osi nazywa sie odcietg
tego punktu i oznacza sie przez X.

Wskutek tej odpowiedniosci doskonalej mozemy po-
stugiwaé sie przy wystawianiu twierdzen analitycznych
jezykiem geometrycznem; kazdej zaleznosci analitycznej
miedzy liczbami odpowiada zalezno$¢ Scisle okreslona mie-
dzy punktami i odwrotnie. Dzieki temu mozna potaczyc
obrazowos$¢ jezyka geometrycznego ze Scistoscig analityczna,
przyczem pojecia geometryczne sa tylko obrazami odpo-
wiednich pojeé analitycznych, tak iz pomimo postugiwania
sie terminami geometrycznemi, rozwazania podane w tej ter-
minologji nie sg wcale oparte na geometrji; czyli tak zw.
arytmetyzycja matematyki daje sie doskonale pogodzi¢ z uzy-
waniem wystowienia geometrycznego. Mozna na zasadzie



odpowiedniosci doskonatej sporzadzi¢ sobie stowniczek dla
zamiany terminoéw analitycznych na odpowiednie nazwy
geometryczne i odwrotnie. Tak wiec punkt, to liczba rzeczy-
wista, prosta nieograniczona (0$), to zbior wszystkich liczb
rzeczywistych, odcinek ograniczony punktami A i B ozna-
cza zbidr liczb, skladajacy sie z liczb a i b, odpowiadaja-
cych punktom A i B i ze wszystkich liczb rzeczywistych x,
zawartych miedzy liczbami a i b; innemi stowy, odcin-
kowi AB odpowiada zbiér punktéw X, spetniajacych nie-
réwnosci jesli a<.b. Ten zbiér punktéw ozna-
czamy krotko symbolem (a, b) i nazywamy przedziatem;
moéwimy: punkt nalezy do przedziatu, nie nalezy do prze-
dzialu i t. d. Punkt A lezy na lewo od punktu B, na
prawo od punktu B lub zlewa sie z nim, zaleznie od tego,,
czy a<6, czy tez a> b, lub wreszcie a= b. Dlugos¢ od-
cinka AB jest to liczba dodatnia |a—¢| it. d. Inne przy-
klady spotkamy pdzniej.

Odpowiednio$¢ doskonalg miedzy continuum liczbo-
wem, a continuum linjowem geometrycznem przyjmujemy
tu jako pewnik. Jasna rzecz, ze przy pomocy odpowiedniego
uktadu pewnikéw geometrycznych mozna istnienie takiej
odpowiednosci udowodnié. Lecz rozwazania tego rodzaju
odbiegajg daleko od naszego przedmiotu i nalezg do dzie-
dziny badann nad podstawami geometrji, dokad odsytamy
interesujacych sie ta kwestja.*)

Idgc dalej w tym samym Kkierunku, mozemy ustalié
odpowiednio$¢ miedzy parami x,y liczb rzeczywistych
a punktami na plaszczyznie. Zbiorowi wszystkich takich
par X,y odpowiada¢ bedzie w sposob doskonaty zbidér
wszystkich punktéw plaszczyzny. Pare liczb rzeczywistych

* ,Encyclopedie des Sciences mathématiques” tome 111, premier
volumre, ,,Principe de la geomstriel par F. Enriques. Tam wskazana,
jest i literatura przedmiotu.



X,y nazywamy z tego powodu punktem, albo punktem
analitycznym na plaszczyznie. Tak samo przyjmiemy od-
powiednio$¢ doskonatg miedzy tréjkami x, y, z liczb rze
czywistych a punktami przestrzeni; taka trdjke liczb rze
czywistych nazywac bedziemy takze punktem, albo inaczej
punktem analitycznym w przestrzeni. Zbiory utworzone zjj
liczb rzeczywistych a®, xp bedziemy nazywali zbio-
rami punktéw analitycznych w przestrzeni p wymiarowej.

16. Wroémy do continuum liczbowego. Wiem
zbiér ten zawiera liczby rzeczywiste, t. j. liczby wymierne
i niewymierne; z poéréd liczb niewymiernych znamy i z

pomocg osobnych symboli \Ja oznaczamy te liczby niewy-:
mierne, ktore powstajg z pierwiastkowania, gdzie liczba
podpierwiastkowa a jest wymierna i dodatnia; takie liczby
sg pierwiastkami réwnan ksztattu all—a. Idac tgq sama droga,
mozemy okresli¢ liczby niewymierne, ktore powstajg w ten
sam sposéb, ale przez potgczenie catego szeregu dziatan tego
rodzaju, t. j. te, ktdre oznaczamy symbolami, zawierajacemu
skonczong ilo$¢ dziatan, miedzy ktoéremi sa pierwiastko-

wania. Takg jest np. liczba x = \§'2—\*3—\2-j-*"3.
zbiér wszystkich liczb tego rodzaju, t. j. liczb niewymier:
nych, utworzonych w ten spos6b, wyczerpuje wszystkie
liczby niewymierne? Zobaczymy pOzniej, ze pierwiastki
rownan algebraicznych stopnia 6 o spotczynnikach wy-
miernych stanowiag klase obszerniejszg od klasy liczb okres$
lonych przy pomocy skohczonej liczby pierwiastkowan
i innych dziatan algebraicznych, wykonanych nad liczbami
wymiernemi, o ile n> 4. Ale i ta obszerniejsza klasa liczb,
ktore nazywamy liczbami algebraicznemi, nie wyczerpuje
wszystkich liczb rzeczywistych. Podamy pozniej okreslenie
liczb nie; mozna udowodnié, ze te liczby nie moga by¢
pierwiastkami réwmania algebraicznego jakiegokolwiek
stopnia o wspotczynnikach wymiernych (albo o wspétczyn-



nikach algebraicznych, co wychodzi na jedno). Na takie
liczby, jak e i jt, zwane przestepnemi, nie nalezy sie za-
patrywa¢ jako na jakie$ wyjatki; przeciwnie. Do conti-
nuum powrécimy poézniej i w zwigzku z tem wrécimy
jeszcze raz do poruszonego w tym miejscu pytania.

Ciggi. Granica ciggu.

17. Okreslenie ciagu.

Ciagiem nazywamy zbiér liczb, danych w pewnym
okreslonym porzadku, tak iz kazda liczba, zwana wyrazem
ciggu, posiada swoje okreslone miejsce w ciggu, i odwrotnie
kazdy wyraz jest okresSlony w zaleznosci od swego poto-
zenia wérod innych liczb ciggu. Istnieje wiec w ciggu wy-
raz pierwszy, ktéry oznacza¢ bedziemy przez o,, wyraz
drugi a2, wyraz trzeci a. it d.; wyraz, zajmujacy miejsce
nu liczac od poczatku, oznacza¢ bedziemy przez a, i t. d.
Liczbe n w symbolu a,, nazywamy wskaZznikiem. Kazdy
wyraz ciggu jest funkcja liczby catkowitej dodatniej n
(wskaznika), ktora wskazuje numer porzadkowy tego wy-
razu, niezaleznie od tego, czy znamy czy nie znamy wzoru,
wyrazajacego te zalezno$¢ funkcjonalng. Ogdlna posta¢ ciggu
jest wiec nastepujgca:

®ii ai> aiie***>a,,,...

Wyraz a,, nosi nazwe wyrazu og6lnego.

Zajmowaé sie bedziemy ciggami nieskoriczonemi, t j.
takimi, w ktorych liczba wyrazéw przewyzsza dowolnie
wielkg liczbe catkowitg dodatnig n.

Cigg skonczony jest dany, jesSli znamy wszystkie wy-
razy tego ciggu; o ciggu nieskonczonym moéwimy, ze jest
dany, oczywiscie, w nieco odmiennem znaczeniu, gdyz
wszystkich wyrazow takiego ciggu napisac i wyczerpac nie
mozemy. Termin ten dla ciggéw nieskoriczonych oznacza,
ze dawszy sobie z gory dowolnie wielkg liczbe calkowitg



dodatnig n, znamy wszystkie wyrazy od axdo an i mogli-
bysmy te wyrazy po kolei napisa¢. Moze si¢ to sta¢ dzieki
temu, iz znamy prawo tworzenia sie wyrazéw tego ciagu;
prawo to moze by¢ dane za pomocg zwigzku miedzy wy-

razem a,, i wskaznikiem n w postaci wzoru, np. an= — lub

Oh——\)nn-\-n, lub an= n*-)-(—5n i t p.; kiadac
w tych wzorach na miejscu n po kolei liczby ciggu na-
turalnego: 1, 2, 3, otrzymamy wyrazy kolejne odpo-
wiednich ciggow:

A B .

27 374 5. n" -~
0, 40 .,0 12, 0,...., (—VYnn-\-n,—
—4, 29, — 116, 641,....... . «"+ (—D5B)»,...

Ciag moze by¢ dany i bez pomocy takiego wzoru.
Niech, np. cigg bedzie okres$lony w nastepujacy sposéb:
o* réowna sie liczbie dzielnikdw liczby n, wigczajac jeden
i samg liczbe n. Otrzymujemy ciag:

1, 2,232 4,2,..

Inny przyklad ciagu: pierwsze dwa wyrazy réwnajg
sie jednosci, t. j. at= 1, &= ., kazdy za$ nastepny wy-
raz réwna sie sumie dwoch poprzedzajgcych wyrazow,
t. j. U,= m, i-j-Un-- Jest to tak zwany cigg Fibonac-
ci’ego:

1,1 2 3,5 ., 13, 21, 34,....

Oto jeszcze pare przyktadow ciggdw:

| In—. .. xnfri+ 1. i
n‘ B
-j-(n Bsin%m; a, = (rc+|)co§?‘ﬂ——_’aj5;
M n a,, = najwiekszemu dzielnikowi

cos. = -j-nsin.



nieparzystemu liczby n; a,, = E(\Jn), gdzie E(x) oznacza
najwiekszg liczbe catkowitg nie wiekszg jednak od liczby x,
czyli mieszczacy sie w liczbie x.

Czytelnik napisze wedtug wskazanych praw pewna
liczbe wyrazéw odpowiednich ciggow.

18. Monotonicznym nazywamy cigg, w ktorym dwa
kolejne wyrazy an i ani sa ze sobg w zwigzku, wyraza-
jacym sie zawsze, t. j. dla kazdego n, jedng albo drugg
zdwoéch nieréwnosci a,,~a,,+i, lub a,,"a,,+., oczywiscie,
jedng z nich zawsze z wykluczeniem drugiej. Jako przypadek
szczegblny, ciggiem monotonicznym jest cigg, w ktérym
wszystkie wyrazy sg réwne, np. ciag a,,= I, t j.

Wsrod ciggbw monofonicznych zastugujg na uwage
ciggi (stale) rosnace i ciggi malejace. Ciggiem rosngcym
nazywamy cigg, w ktorym kazdy wyraz jest mniejszy od
nastepnego wyrazu, t j. w ktérym a,,<a,,+i; ciggiem ma-
lejacym nazywamy cigg, w ktorym kazdy wyraz jest wigekszy
od nastepnego, t. j. a, >«,,+It Tak np. ciagi an=ni lub
a,,—U——h_——’— sg ciggami rosngcemi, a ciagi a,,=n;i lub
an= 2-Msg ciggami malejacemi. Przykladem ciggu mono-

tonicznego jest ciag: an—wsinZ’\M + (n—j-1)0052’\z, t j.
ciag:
1,3 3,55 7, 7,....

ktory jednak nie jest rosnacy, bo w nim dwa kolejne wy-
razy moga by¢ sobie réwne.

Ciggi, ograniczone od goéry, i ciagi ograniczone od dotu.

Ciagg jest ograniczony od gory, jezeli wsrod liczb rze-
czywistych M istnieje cho¢ jedna, wieksza od wszystkich

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 3



liczb danego ciaggu, t. j. taka, ze nieréwnos$¢ a,,<.M jest
spetniona nieskonczong ilo$¢ razy dla kazdej bez wyjatku
wartosci wskaznika n\ oczywiscie, iz, jezeli jest jedna
taka liczba M, to istnieje ich nieskonczenie wiele, bo
kazda liczba M'~>M moze jg zastgpi¢. Ciag jest ograni-
czony od dotu, jesdli istnieje liczba m mniejsza od wszyst-
kich liczb danego ciagu, t. j. taka, ze nieréwnos$¢ a,, > m
jest spetniona dla kazdej bez wyjatku wartosci wskaz-
nika n.

Ciag moze by¢ ograniczony od dotu i od gory; wtedy
cigg, utworzony z wartosci bezwzglednych wyrazéw danego
ciggu, jest ograniczony od géry. Cigg, w ktorym wszystkie
wyrazy sa dodatnie, jest juz przez to samo ograniczony
od dotu; ciag, w ktorym wszystkie wyrazy s ujemne,
jest oczywiscie ograniczony od géry. Tak samo cigg ros-
nacy jest zawsze ograniczony od dotu, a cigg malejacy od
gory.

Przyktady: Ciag a,, = —». -j-20re jest ograniczony od
gory, gdyz an< ... dla kazdego n; nie jest natomiast ograni-

czony od dotu. Cigg a,, = wsin277zi—— 100 jest ograniczony
od dotu, gdyz o,> —... dla kazdego n, nie jest nato-
miast ograniczony od gory; *w rzeczy samej rcsin. —--...

bedzie liczbg wiekszg od dowolnie wielkiej liczby dodatniej
M., o ile n bedzie liczbg nieparzystg wiekszg od M -\-. ..

ioooo.{fi + (- 1)}

Clqg —————————— -----2=  jest’ ograniczony od gory’

Tak samo cigg: an—5—10 sinZO—J]]], czyli: 0, —5, 0, +5,

, — . jest ograniczony od gory i od dotu, gdyz dla
kazdego n Jest lan!< . .



19. Granica ciagu.

Niech bedzie dany cigg: at, a2, a3,..., a,,,...
Zbadajmy wyrazy tego ciggu pod wzgledem pewnej wias-
nosci (W), t j. zbadajmy, czy liczby naszego ciggu te
wiasnosé (W) posiadajg, czy tez nie. Wyniklego badania
moze by¢ trojaki:

1° Wszystkie liczby ciggu z wyjatkiem moze skonhczo-
nej ilosci liczb te wilasno$é posiadajg; bedziemy krétko
wyrazali te okolicznos¢, méwiac, ze ,prawieu wszystkie
wyrazy ciggu te wiasnos$¢ posiadaja.

2° Wszystkie liczby ciggu z pominieciem moze skoh-
czonej liczby wyjatkow tej wihasnosci nie posiadajg, czyli,
powiemy, ,prawie" zadna liczba ciggu tej wiasnosci nie
posiada.

3° Ani 1° ani 2° nie jest prawda, czyli jest w ciagu
nieskonczenie wiele wyrazoéw, te wlasno$¢ (W) posiadajg*
cych, i nieskoniczenie wiele wyrazow, ktére tej wihasnosci
liczbowej (W) nie posiadaja.

Przyktady: Niech dany bedzie ciag:

a,= Y , @ wiasnoscig liczbowg (W) bedzie:
Hliczba # jest mniejsza od jednoscill Utozsamijmy x z liczba-
mi naszego ciggu: 0,1000,0,500,0,~"~, 0, 250,.; a, po

siada zadang wiasno$¢, a2 jej nie posiada, a. posiada i t. d.;
zastanowiwszy sie chwile, przyjdziemy do przekonania, ze
prawie’ wszystkie wyrazy danego ciggu posiadajg zadang
wiasno$¢ (W), gdyz tej whasnosci nie posiadajg tylko te
wyrazy ciggu, ktérych wskaznik jest parzysty i mniejszy
od...., czyli jest liczba skonczona wyjatkdw.

Niech dany bedzie ten sam ciag, a wiasnoscig (TF)
niech bedzie: ,liczba x jest wieksza od 10*“. Utozsamijmy
X z kolejnemi liczbami ciggu. Jasna rzecz, ze ,prawie"
zadna liczba ciagu tej wiasnosci nie posiada, gdyz warun-



kowi zgdanemu czynig zado$¢ tylko te wyrazy ciggu, Kkto-
rych wskaznik jest parzysty i mniejszy od ... .

Niech dany bedzie cigg a,,= n, t j. ciag 1, 2, 3, 4,
5 , awlasnoscig (W) niech bedzie: ,liczba g jest
parzysta™ i sprébujmy utozsamic¢ liczbe x z wyrazami na-
szego ciggu. Okazuje sig, ze jest nieskonczenie wiele wy-
razOw naszego ciggu, czynigcych zados¢ zadanemu wa-
runkowi, ale jest takze nieskonczenie wiele wyrazow,
ktore nie spetniajg tego warunku. Zdanie wiec: ,,prawie"
wszystkie wyrazy danego ciggu sa parzyste, bytoby fatszywe.
Tak samo falszywe byloby zdanie: ,prawie™ wszystkie
wyrazy naszego ciggu sg hieparzyste.

Jezeli zachodzi przypadek 1° t. j. jezeli ,prawie¥
wszystkie wyrazy naszego ciggu dang wiasnos$é posiadaja,
to zawsze istnieje pewien wskaznik rD, taki, ze wszystkie
wyrazy o wiekszym wskazniku (t. j. dalsze) te wlasnos$¢ bez
wyjatku posiadajg: gdy n>n 0, to anposiada wtasnos¢(W).
W rzeczy samej, z zatozenia wynika, ze istnieje skoriczona
liczba wyjatkoéw, np. k wyrazéw wyjatkowych o wskazni-
kach rosnacych nx, nk, tak iz aBl a,K sa
jedynemi wyrazami danego ciagu, nie spetniajgcemi wa-
runku (W). Wystarczy wzia¢ .. = w*; dlan>«0, a, spet
nia¢ bedzie warunek (W).

20. Przypus¢émy, ze cigg nasz posiada wiasnosé
stepujaca: jakkolwiek wielkg liczbe M wybierzemy, ,,pra-
wieX wszystkie wyrazy naszego ciggu sg od M wigksze;
innemi stowy, poczawszy od pewnego miejsca, wyrazonego
wskaznikiem n0O, wszystkie wyrazy ciggu sa liczbami,
wiekszemi od M. Jesli to zachodzi, méwimy krotko, ze
cigg dazy do nieskonczonosci lub ro$nie nieograniczenie,
€O oznaczamy, piszac a,—>00, gdy n — oo.

Uwaga. Nie mozemy traktowac ,,nieskoriczonosci*
i symbolu 0o na réwni z innemi liczbami. Chociaz czesto



bedziemy uzywali terminu ,,nieskoriczono$é. dla wiekszej
wyrazistosci i dla skréocenia, to jednak uzywaé bedziemy
tego terminu tylko w pewnych zupetnie okreslonych zda-
niach, ktorych sens zostat uprzednio ustalony przy pomocy
osobnej definicji, tak iz kazde zdanie, zawierajace termin
,.hieskonczonos¢™ lub symbol oo, mozemy na mocy tylko
co wspomnianej definicji zastapi¢ przez inne zdanie, nie za-
wierajgce tego terminu. Poprzednio juz uzywalismy wyrazu
,.hieskonczono$¢" w zdaniu takiem jak: ,liczba wyrazéw
ciggu jest nieskonczona'; to znaczy, jak wiemy, ze liczba
wyrazéw jest wieksza od n, jakkolwiek wielkg jest liczba
catkowita dodatnia n. Teraz nauczyliSmy sie uzywac ter-
minu ,,nieskonczonos¢™ w zdaniu takiem, jak: ,a, dazy do
nieskonczonosci wraz z n, jesli a,,=rc2*. Jest to skrdcone
i symboliczne wystowienie, majgce zastgpi¢ nastepujace
dtuzsze zdanie: Jakkolwiek wielkg wybiore liczbe M, moge
do niej dobra¢ takag liczbe nO, ze, poczawszy od wyrazu
0 wskazniku rD, wszystkie wyrazy ciggu sg od M wigksze.
Fakt ten stwierdzamy, oczywiscie, przez dyskusje odpo-
wiedniej nieréwnosci; tutaj np. nalezy stwierdzi¢, ze nie-
réownosé

7i8> M
jest speiniona ,,prawie” dla wszystkich wartosci n; w rze-
czy samej, na to, by trzeba, by ;  wystar-

czy, oczywiscie, wzigé za n0 najwiekszg liczbe catkowitg,
zawarta w \IM, czyli E[\jM)-, wszelka liczba catkowita n,
wieksza od takiej liczby n0= E[\jM), bedzie réwniez wieksza
od UM, a wiec warunek zgdany bedzie spetniony, gdyz
liczba ni= a n bedzie wigksza od M, skoro tylko «>ra0.
Cigg, ograniczony od gory, nie moze, oczywiscie, da-
zy¢ do nieskonczonosci; jesli cigg nie jest ograniczony od
gory, to moze dazy¢ do nieskoriczonosci, ale nie koniecznie;
tak, np. ciag, przytoczony poprzednio jako przykifad ciagu,



ktéory nie jest ograniczony od gory, mianowicie cigg
a, = nsin2—-..., nie dazy do nieskonczonosci; w rze-
czy samej, jeSli n jest liczbg parzysta, to an= —. ..
Przyktady: Jezeli an= nsin/‘z—f— (n-f-1) cos. 7 to
a,,-> 00 dla n—to0; wystarczy zauwazy¢, ze a,,*n.
Jezeli an= _Ll—.il_«’ to a,,->- oo; wystarczy zauwazyc,
ze a,,>M, skoro tylko n>n0, gdzie

n0= 50+ E {V2500+ 100l/j.

Jezeli «,= n.sina™-}_ncos. 'jr> to an— wystar-
czy zauwazy¢, ze tu a, ™ n.

21. Granica zero.

Dajmy na to, ze ciag nasz posiada nastepujacg wias-
nos¢: jakkolwiek mata jest liczba dodatnia e, ,,prawie*
wszystkie wyrazy ciggu majg wartos¢ bezwzgledng, mniej-
szg od e, t. J. kazdej liczbie e. . odpowiada pewien wskaz-
nik n0, taki ze, skoro tylko «>n0, to |a,|<e; ten
wskaznik n. zalezy wogdle od e, dlatego tez zamiast n3
piszemy czesto w (e). Jezeli taka wiasnos$¢ zachodzi, to mé

wimy krotko, ze cigg dagzy do zera, i piszemy a -... dla
n-> oo, lub lima,= .; to samo wyrazamy, méwigc, ze
n— 00

granicg ciggu jest zero.

Przyktady. Jezeli a,,= — to liman= 0; w rzeczy sa-

n n ->-0
mej, - < e, skoro tylko n> -; jesSli wiec n0= E /-], przy-
czem zakladamy e<|, to n>n0 pocigga nieréwnosé

0,<e, gdyz |a,|= -< * s lecz no+ I>~-, czyli



N <s; z dwoéch nieréwnosci Jaqd <!; 2~ <
no4* . ’ "no't'. no+ .
wynika |a,,|<e, co trzeba bylo wykazac.

Jezeli a,,——t, lo limo,, = 0; wystarczy tu przyjaé

n n->ac

dla e<]|.

. . . ) .
Jezeli an—- sin — to lim a,,= 0; wystarczy zauwazy¢,
fl £ u—>00

7e |a,,|.«i; dalej jak w przykladzie pierwszym.

.y I 1 .
Jezeli a,,= (— 1)"II , toliman=0; wystarczy zau-
fl n—>co

wazyé, iz jad-’\F
Jezeli a, = Aiﬂ {Lf (—1)7, to lima, = 0; wystarczy

2
zauwazy¢, ze \a,\ Y, a wiec, jezeli n0tak obierzemy, by

to n>n0 pociggnie [oB<e< .

22. Granica g (dowolna).
Symbol an-~g dla n-»-00 lub lima, = .. oznacza,

ze an—qg dazy do zera. Méwimy wtedy, ze granicg ciggu
a,, 03, a3,..., an,... jest liczba g; orzeczenie takie jest
réwnoznaczne z orzeczeniem, ze granicg ciggu at—g,
a2—yg, at—g,..., a,,—g,.-.. jest zero. A wiec ,,prawie"
wszystkie wyrazy tego ostatniego ciggu sg, co do wartosci
bezwzglednej, mniejsze od e, gdzie e jest dowolnie mata
liczbg dodatnia.

Mozemy wiec nasze pierwotne okreslenie przeksztatci¢
w spos6b nastepujacy: jezeli kazdej liczbie dodatniej do-



wolnie malej e odpowiada taka liczba n0(e), iz nierownosc
«>n, (e) pocigga nieréwnos$¢ \an—g <z, to wtedy i tylko
wtedy lim an—ag.

n—-o

Uwaga. Zastrzezenie, ze n0 ma byc¢ catkowite, nie po-
siada bynajmniej znaczenia zasadniczego i moze by¢ na-
wet zupetnie pominiete, o ile przez n0 oznaczamy nie ko-
niecznie wskaznik, lecz wogole liczbe, posiadajaca te wihas-
no$¢, ze wyrazy ciggu o wskazniku n, wiekszym od n0,
posiadajg zadang wiasnosc.

Przyktad: Jezeli a, _J':rr to I|m a,,-l W rzeczy
samej . n{] _n—1;,1 an bedzie sie réznito od . mniej,

niz o e, jesli n>

T 1 X

Jezeli a,,= — , to liman=1i; w rzeczy samej
ATI n—>co

ifr-1= £ afi |g"“H="" @i sao tlo

to \an—i|<e.

Jezeli a,,=\]n-\-~n —\jn, to lima,, = i; w rzeczy sa-
mej, on v a2 —_\In+ \n —)in
\n-\-\jn-\-\jn 2|V + VA4 Vh (
li —an< \Jn-\-A\rJn—an:] + iji wystarczy te-
raz zbadaé nieréwnos¢ —I<4e, ktéra daje nam

n>d N AT PridZi >e 2N wWiCWr

dzimy, ze n~> 64ies pociaga nieréwnos¢ |i-ra\<e, co



byto do okazania. Jezeli, np., e=-j--, to 156,2...;

wystarczy wzig¢ «>156, by an rdéznito sie od £ juz mniej,
niz o jfo; jezeli, np., n= 13s to a,, —\j182 —13= 0,4907...
i réznica an=0,0092.... jest istotnie mniejsza od

Okreslilismy wiec, co znaczy, ze an-*-g, an—v0, 0,,->- 00,
gdy n rosnie nieograniczenie. Pozostaje jeszcze do wyjas-
nienia znaczenie symbolu a,—»---o00; oznacza to po-
prostu, ze —an—>-00, gdy n rodnie nieograniczenie. Tak,
np., a,—»— oo, jezeli an= lI000Oc—n2

23. Zobaczymy, ze sg ciggi, ktdre nie daza do zadnej

granicy, ani do oo, ani do —oo. Zanim podamy odpo-
wiednie przykiady, udowodnimy nastepujace:
Twierdzenie. Jezeli limo,, istnieje, to jest, jesli ciag

an ani... posiada granice, to poczgwszy od pew-
nego miejsca warto$¢ bezwzgledna rdznicy dwoch jakich-
kolwiek wyrazéw ciggu™jest mniejsza od e. Czyli inaczej:
jakkolwiek matlg jest liczba dodatnia e, istnieje wskaznik
ng taki, zejezeli n>n0i m>mQ, to |o,,—anj<e.
Mowigc, ze cigg dazy do granicy, tem samem wyklu-
czamy przypadek, gdy a,,—-oo lub 0,,— —o0o0. Tak wiec,
na mocy zatozenia, jest a,,->-g, gdy n—1o0o. Istnieje wiec

£
taki wskaznik nQ. ze skoro tylko n>n0, to \a,,—d\<'2"

zeli wiec i z»>?z0, to i \am—.r|<-; *cz z dwéch

nieréwnosci wynika j,,—a,,,|<e; wystarczy bowiem zau-
wazy¢, ze a,—am= an—g-\-g —a,,,= (a&,—0)-j-(g— an
i. napisac¢ ze [*[-i-1y |, t. J. ze warto$¢ bezwzgledna
sumy jest mniejsza od sumy wartosci bezwzglednych sktad-
nikéw, lub conajwyzej tej sumie roéwna; utozsamijmy
X z a,—¢, Yy z g—am; nieréownos¢ - f - j xXJH- yj



daje wiasnie \an—am< \a»—g\-\-\am—q\ < Ry 2o czyn»

rzeczywiscie, |a,,—am<e, co bylo do okazania.

Stad wniosek nastepujacy: jezeli istnieje okreslona
liczba dodatnia a taka, iz dla dowolnie wielkich wskaznikéw
n i m jest [fknh—cnj> a, to nasz cigg nie posiada granicy;
nalezy to rozumie¢ w ten sposob, iz wsréd par wskaznikow
nt i nij takich, ze |ani—ami|> a istniejg takie, dla ktérych
i jij im. wieksze sg od liczby nO dowolnie wielkiej. Tak
wiec nie znaczy to wcale, by nieréwnos$¢ |a,,— om>a byla
spetniona dla wszystkich wskaznikéw n i m wigkszych
od nO, wystarczy, by nieréwnos¢ |a,,— o0|>am zachodzita
dla niektorych tylko par nv m{, byle tylko wsrdd tych par
wskaznikéw n, i byly takie, w ktérych i % i a prze
wyzszajg dowolnie wielkg liczbe.

Dowod przez sprowadzenie do sprzecznosci. Niech
e= cc; jezeli istnieje granica, to mozna znalezé liczbe nO,
taka, ze, skoro tylko »>n. i m>ra0, to |a,—am<e = o;
wybierzmy wskazniki n i m z posréd tych par nI? mly
przy ktérych |ani—ami|>a, z zachowaniem warunku
n,>n0 i m. >ra0 co, jak wiemy, jest mozliwe; jesli teraz
n=nl i m= mt, to mamy \ani—ami\<a, bo %>»,,,
mt>n 0 ale jednocze$nie takze |ani—aW|>a; doszliSmy
wiec do sprzecznosci, co dowodzi, ze istnienie granicy jest
niemozliwe, o ile spetnione sg warunki zalozenia.

Przypusémy, ze dany jest cigg: an= cosjgn —1), t j.
ciag: ., —., -j-., —1, ; albo inaczej an= 1, jezeli
wskaznik jest liczbg nieparzysta, a,= —., jezeli n jest
liczbg parzysta. Poniewaz cigg ten jest ograniczony od
gory i od dotu, nie moze tu ani a,—>oo0. ani an—--—-o,.

Ciag ten nie dazy rdéwniez do zadnej granicy g\ w rze-
czy samej, jezeli a oznacza dowolng liczbe dodatnig mniej-
szg od ., to |[a,—am> a dla wszystkich tych par wskaz-
nikéw nl ig , dla ktérych n. -)-m1= liczbie nieparzystej,



gdyz w tym przypadku \ani—ami|= . ; cigg granicy nie
posiada.

Drugi przykfad : a, = ) & q4. —
2 2

jezelip>4i g>4, to @p—ag-(-i|>1, skad wniosek, ze
cigg granicy nie posiada.

24. Jezeli nieskonhczenie wiele wyrazéw ciagu réwna
sie jednej i tej samej liczbie o i jesli cigg zmierza do gra-
nicy g, to g—a.

Dowod przez sprowadzenie do sprzecznosci. Niech
#={=«; poczawszy od n0, t. j. dla n>n0 jest \an—g\<£',
wybierzmy z posréd wskaznikow wiekszych od n0 wskaznik
ni: ktéremu odpowiada wyraz ani rowny a, co jest, oczy-
wiscie, mozliwe, bo gdyby takich wskaZznikow n, wiekszych
od n. nie bylo, to liczba wyrazéw ciggu, réwnych a by-
faby skonczona, wbrew zatozeniu; otrzymamy |ani—g\—
= |a—qg\ < e, gdzie e dowolnie mala liczba dodatnia; wy-
starczy wzigé e= |o—gj, by sprzecznos¢ uwidocznié.

25. Jednoznaczno$¢ granicy. Ciag moze nie posiadac
granicy, lecz jesli posiada, to tylko jedna.

Dowod przez sprowadzenie do sprzecznosci. Niech dwie
liczby g i gu przyczem g #=gu beda granicami jednego
i tego samego ciggu: au a2 a3,..., an__ Liczba g jest
granica, to znaczy, iz liczbie dodatniej e odpowiada wskaz-
nik nO, taki, ze nieréwno$¢ n>n0 pocigga nieréwnosé
an—g <e; liczba g1l jest granicg, wiec, o ile n>n2 to
\an—<j|< s. Niech u oznacza wigksza z dwdch liczb
n0i zij; dla »>u spelnione sg obie nieréwnosci |a,,—"|<e
i loo—9\<e; lecz g—gt= (g—a,)+ (an— przecho-
dzac do wartosci bezwzglednych, otrzymamy:



\g—9i\<\g —o-l + HM1l—o»|, czyli dla n>v, \g—gl\< 2e\
wystarczy wybra¢ e= £|g— |, by sprzeczno$¢ uwidocznic.

Ciag, ktdry posiada granice, nazywamy zbieznym.
Ciag, ktéry nie posiadg granicy lub zmierza do + co lub
do — 00, nazywamy rozbieznym.

26. O ciggach, utworzonych z wyrazéw ciggu danego.
Wyjasnijmy, co znaczy utworzy¢ ciag z wyrazéw
ciggu:

O, @ u,...., 4
Utwdrzmy ciag:
«, )

W nastepujacy sposob: ux wybieramy zupetnie dowolnie
z posréd wyrazow ciggu (4); niech, np., M= atl; u2 wy-
bieramy z pos$réd pozostatych wyrazéw ciggu (4) po od-
rzuceniu wyrazu akl= niech u2= aki, w wybieramy
z posrdd pozostatych wyrazéw ciggu (4) po odrzuceniu
wyrazow akl= uxi ak—u, i t d. W ten sposéb Zzaden
wyraz ciggu (4) nie moze by¢ wziety dwa razy. By powstat
cigg nieograniczony (5) musimy wybiera¢ wyrazy wedtug
pewnego prawa, lecz prawo to musi by¢ tego rodzaju, by
zaden wyraz nie byt wziety dwa razy, zgodnie z tylko co
podanem wyjasnieniem. Jezeli to zastrzezenie bedzie spet-
nione, to w ciggu (5) moga by¢ wyrazy réwne, (t. j. rowne
jednej i tej samej liczbie), tylko w tym przypadku, gdy
i w ciggu pierwotnym (4) sg wyrazy rowne.

Ciag, utworzony z wyrazow ciggu zbieznego jest zbiezny
i zmierza do tej samej granicy.

Poniewaz cigg (4) zmierza do g, wiec nieréwnosé
jo,—.. @ gdzie a jest dowolng liczbg dodatnig, moze
by¢ spetniona tylko dla skonczonej liczby wyrazéw an na-
tomiast ,,prawie" * zawsze zachodzi nieréwno$¢ przeciwna.

*) Wyrazu ,prawie" uzywamy zawsze W znaczeniu, ktore zo-
stato poprzednio Scisle okreslone.



Zbadajmy teraz nier6wnosc
\um—g\>o0. )
Poniewaz wyrazy um zostaty wybrane z posréd wyrazow
anciggu (4), wiec nieréwnos¢ (. ) moze by¢ spetniona takze
tylko dla niektorych wartosci wskaznika m; ,,prawie* zaw-
sze wiec musi by¢ spetniona nieréwno$¢ przeciwna
un—g\<a,
a zatem un->-g.

Rozumowanie powyzsze stosuje sie i w tym przypadku,
gdy wyrazy ciggu (- ) wyczerpujg wszystkie wyrazy ciggu
), t j. gdy kazdy wyraz an ciggu (4) zostat wigczony
w skiad ciagu (5). Méwimy wtedy, ze ciggi (4) i (5) roznig
sie tylko porzadkiem.

Jezeli zmienimy porzadek wyrazéw ciggu zbieznego,
to otrzymamy nowy cigg zbiezny, ktéry bedzie zmierzat
do tej samej granicy.

27. Podamy teraz szereg wiasnosci, ktérych dowdd jest
bardzo tatwy i ktore wynikajg odrazu z okreslenia granicy.
Jezeli a,->-g, to |On|-MY;

dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze
<H— Iflil <|a,, —q\.
Jezeli On->,, to —rn->-—qg\
dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze:
|—an—(—09) |=la,, —g\.
Jezeli a,,— 00, to——-0.
an
W rzeczy samej, dla dowolnie matego e>0, nieréw-
nos¢ a,, > i speiniona jest ,,prawie* zawsze, a wiec ,,prawie.
zawsze spetniona jest nieréwnosc

—< g, co dowodzi, ze ——. .
Qn 4]

Jezeli a,,—1—o00, to é:'"> 0.



W rzeczy samej, —a,, — -|- 00, a wiec —---—->0, ale

w takim razie i _ ... i - *,
loq a,
Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe.
Naprzykiad: a,, = K;II-)-Q->O, lecz :I— nie dazy ani do

-]- 0o, ani do — oo.

Jezeli cin-~g, bm>-g\ i jezeli g>g\ to ,prawie"
zawsze a,, > bn.

Poniewaz On-t-g, to ,prawie'" zawsze a, > g —e; po-
niewaz bn— g', to ,prawie” zawsze b,,<.g,-\-ee Istnieje
wiec taki wskaznik u, ze dla «>u obie powyzsze nierow-
nosci N, ,<N'-|-ei an~>g—e sg spetnione; jesli e<t(y-5)J
to g'-\-z<g—e; a wiec bn<g'-\-&<.g—e<a,,, to jest
bn™ W

Jezeli ,prawie" zawsze a,, >£,,, i jezeli an—g, bn ¢,
to g™ ¢, czyli limo, limb, Dowdd przez sprowadzenie

do sprzecznosci.
Whnioski: jezeli a,-*~g i gr>0, to ,prawie" zawsze

0, >.; jezeli ,prawie" zawsze a,>. i jezeli a,,-"g, to
N>, jezeli a,,—*~g i g<0, to ,prawie" zawsze ¢, <. ;
jezeli ,,prawie” zawsze a, .. i jezeli a,->-g, to <7<0;
jezeli w ciggu at, a2 a3 __, nieskonczenie wiele

wyrazow jest dodatnich i nieskonczenie wiele ujemnych
i jezeli an™~g, to ~= ..

Jezeli ,,prawie’ zawsze on<n,<c,,, i jezeli a,—"
m gli C1'> g"! to gKgl<g"_

Jezeli ,,prawie™ zawsze a,<bn<c,, i jezeli a,->-0,
c,,—»0, to i b,,—-0. W rzeczy samej, dla dowolnego ¢>0
~prawie" zawsze |a,|<e i |c,|<e, a wiec takze ,,prawie"
zawsze |i,,|<e, co dowodzi, ze b,,—- .

Jezeli ,prawie’ zawsze a,<.bn<c, i jezeli a,—2g"



C, @, to bn->-g. Stosujemy poprzednie twierdzenie do
an-g<bn—g<c,,—g; poniewaz (an-g)~>-., (cn-g)~~0,
to i (bn—g)->-., skad b,,-+g.

Jezeli ,,prawie’ zawsze an<Z'B<c«, jezeli b,,—-g i je-
zeli (r,,—cn)—, , to an-*-g, cn-*-g. W rzeczy samej,
cn-g = cn—bn-\-bn—g= (chn—bn)-\-{bn—q), [c,—g\ <
< oo —.,]-f-E»—0o\< [c,,—a,\f-16,, — ; poniewaz ,,pra-
wie" zawsze [c,,—a,,|<e, \bn—£Erj<e na mocy zatozenia,
wiec ,,prawie' zawsze \c,,—#|<. e, skad c,,->-g.

28 Granica sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu.

Jezeli a,,->-0, to gdzie k jest liczbg stata.
Albo inaczej; jezeli ciag au a2 ai,..., a,,,... dazy do zera,
to ciagg kau ka2 ka3...., ka,,.. takze dazy do zera

W rzeczy samej, dla dowolnego e>0, nieréwno$é

jest spetniona ,,prawie’ zawsze. Stad wynika, ze nieréwnos¢

jest takze spetniona ,,prawie™ zawsze; a wiec ka,, —»- . ¢

Jezeli wiec wyrazy ciggu, dazacego do zera, pomno-
zymy przez te samg liczbe k, to granicg nowego ciggu
bedzie réwniez zero.

Jezeli an->g, bn-"g', to a,+ b,— g-)-g'; albo ina-
czej : jezeli ciag au a3 d3..., a,,... zmierza do granicy g,
a ciag fi,, b2 b3 __ , b, ... zmierza do granicy g', to ciag
«i+ &, a.i+b.,, o,+ .s,...., an-\-bn.... zmierza do gra-

nicy g+ g-
Z zatozenia wynika, ze nieréwnosé \an—g\ < azjest spetniona

~prawie" zawsze, t. j. dla »>p, a nieréwnos¢ \b,,—g‘\< »

takze ,prawie” zawsze, t. j. dla n~>u; niech n0 oznacza
wiekszg z dwodch liczb p i u. Jezeli ra>«0, to obie po-



przednio napisane nieréwnosci bedg spetnione. Na zasadzie
twierdzenia o sumie wartosci bezwzglednych mozemy na-
pisac:
la»—9) + (K —g"\< \a,, —g\+ \bn—g'\ < ¢,
albo inaczej
fla, ¢ b)—(@-fgN<..
skoro tylko n>no, t. j. ,prawie” zawsze; a wiec
(0n+ b11)_> g+ g\
czyli lim (an-(-&,,) = lim an-}-lim bn

A zatem granica sumy rowna si¢ sumie granic, zato-
zywszy oczywiscie, ze sktadniki granice posiadaja.

W podobny sposéb udowodnié¢ mozna, ze
lim(a,,—6,)= limon—Iim 6n; zresztg wynika to wprost
z poprzedniego, bo lim(a,, —b,)= limJ[a, -f- (—S,)}=

n—» oo
= liman-(- lim (—bn= liman—Iimb,, o ile te granice
«—>Co j—> co n—>00 n->00
istnieja.
Stad wniosek: jezeli liman= limbwto lim (a,, —b,) =
n—» oo n—» cc n—» 00

—Iliman—Ilimbn= .

n—>co n—» oo
Jezeli a,->0, a [dn< M dla kazdego ©g to o,, bn—v 0,
t. J. jezeli ciag
°Il ad a«>eel
zmierza do zera, a ciagg
ik bs,...t bny...
jest ograniczony od gory i od dotu, to ciag
ctj b], fi2 02, ABL ewsn @®n At
utworzony z iloczynéw odpowiednich wyrazéw dwoch da-
nych ciggéw, zmierza takze do zera.

W rzeczy samej, nieréwnosc zachodzi ,,pra-

wie'" zawsze, nieréwnosé zas j ,| < iKTdla kazdej wartosci ©g
ztad wynika, ze nieréwnosc



\an.bn<j~.M, czyli an.b,|<e

jest spetniona ,prawie“ zawsze, co oznacza, Ze granica
a,,.b,, jest istotnie zero.

Jezeli an— 0 i bn— 0, to a,,bn— 0. Dowdd podobny
do poprzedniego.

Jezeli a,,—g, b,-*g", to an.bn-+-g.g\ t. j., jezeli ciag
d\, a2 a3 — , a,,— dazy do granicy g, a ciag .1? bt,
b3 .... zmierza do granicy <', to cigg a™bu a2b2
o.ft3..., anbn,... zmierza do granicy gg’.

Mozemy napisa¢ an—g {-w,, bn= g¢g'- v,, gdzie
u,=an—g i vn= bn—g"' na mocy zalozenia zmierzajg

do zera; anbn=gg + gvn-\-g'un
a,bn—gg'= gvn-f g'un-f unvn,
lecz lim (gvn-f- g'un+ urvn) — lim gv,, + lim g'un-f
-f- limunv,,= . ; tak wiec Ilim(a,bon—gg’)= ., skad
n— 00 n—co

limanbn= gg\ co piszemy takze a,bn”~gg".

A zatem granica iloczynu réwna sie iloczynowi granic,
przy zalozeniu, ze granice czynnikow istniejg.

Cwiczenie. Udowodnié to samo twierdzenie bezpo$red-
nio przez badanie réznicy a,bn—gg".

Whniosek. Jezeli to kan™>~kg\ wynika to z po-
przedniego, przy zatozeniu, ze bn= k dla kazdego n; k jest
liczbg stals.

Jezeli przyczem g 30, to —>—, t, J. jezeli
cigg al( ax a3 ..., dn,... dazy do granai(n:y g\ ., to ciag
utworzonx z liczb odwrotnych a7 o an zmierza
do granicy —

Poniewaz g . =0, to od pewnego miejsca, t. j. dla n~>nn
zaden z wyrazow an nie rowna sie zeru; jezeli dla n”~nGi

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 4



zdarzy sie, ze a,,= . , to odpowiadajacy mu wyraz w ciggu dru-
gim opuszczamy; opuszczonych miejsc bedzie liczba skonczona.
Poniewaz a,,->-<,, to dla ra>ji,

M= |[n- g\< czyli £\gv<\an< f Y,

skad
3 i -\g\Mani<ig\
zauwazmy, ze <I1>>| "fllgl-lv?| Irl;‘”\'/\/
a wiec L LI
df = b g 1ob

poniewaz un—an—g ->-, , wiec istnieje taka liczba u, ze
dla re>u, \u\<£ \g\2.e; jezeli teraz n. oznacza wiekszg
z dwdch liczb ji i u, to dla n>n,

1

. 2
g a_>i_< . 1*-e ~9|’*=e>

. . i 1 R i
czyli ,,prawie” zawsze --------=- <f£, a wiéc ‘lim —= —
yit-p g ot e I
albo inaczej Jim —= ——, o ile lima,, istnieje i nie rew-
il >0ga,, lima,, n

na sie zeru.*)
Jezeli a,,—1g, bn->g" 4=0, to t.j. jezeli ci
a, g g ; y J ] ag

at, a2 a.
bny dO granicy
) .. an .
9 as Hicy f
* *pg
Istotnie: — = a,,. Im —lim (a,,.4;|=
On On n— 00 un n—co \ Ot
. . . . lim c
= liman.lim -i-= lima,, .1 ~ . &, A zatem
n4o0 n—>00 On n—>o0 IIH10 limbn g

*) Zamiast lima, bedziemy czasami pisali wprost liman, o ile to

Ti — CO

nie pocigga dwuznacznosci.



granica ilorazu réwna sie ilorazowi granic, o ile granice
dzielnej i dzielnika istniejg i ta druga granica nie réwna
sie zeru.

taczac twierdzenia o granicy sumy, iloczynu i t. d.,
mozemy otrzymac bardziej ztozone wyniki; tak, np. o ile
a,,-g, bn— g‘, cn->1g", to (an+ bnc,,->- (g-\-g")g"". w ten
sposéb dojdziemy do nastepujgcego ogdlniejszego twier-
dzenia o granicach:

Jezeli cu-+g, bn ¢’ c,”g", to R(an bn c,)->-

R (9,9 9", gdzie R (X,Yy, z) oznacza funkcje wymierna,
t. j. iloraz dwoch wielomianéw wzgledem x, y i z, przy-
czem twierdzenie sie stosuje o ile mianownik w wyrazeniu
R(an, b, c,) nie zdgza do zera.

Oczywiscie, zamiast trzech ciggéw i trzech granic,
mogtoby ich by¢ wiecej, byle tylko liczba skorczona.

_ y ] . . ns-fbra*+ 7
Przyktady: Znalez¢ granice wyrazenia ,, "\ = -

gdy n— co.

n3-\-~n3-\-1 AT Ao w danym wypadku mam

2n3-\-IOn —5 +LO 4 Y yP g

W Tnoé
do czynienia z funkcjg typu:

r{Kmv A

granice zmiennych J. réwnajasiezeru; tuR (. ,. ,, )=E,
a wiec n, + 5tt2-f 7
¢ 2n.+ 1IOn—5
Znalez¢ granice wyrazenia
AOnp-|- "f- Atnp~"-\- . -(- Ap—n -(- Aph

R gTlp 4B xnp~x3-Bnp~—+ ... -j- Bp—n -j- Bp
tj. ilorazu dwdch wielomianéw stopnia™? wzgledem n,przyczem
AQ, Al,..., BO, Bu... sg spétczynnikami liczcbowemi; BO 0.



Mamy tu iz(ﬁ) =
b,+ bA- -BZn—g—e—...
lim~™ (1)=-«<, )_~@,0,
i "D+ A ok ilet- AP
tak yigg Aonp | Binp_ T sV 1nF AP LA

Jezeli licznik jest wielomianem stopnia nizszego niz
mianownik, to w poprzedniem AO= 0, -R(0)= 0 i granica
naszego wyrazenia jest zero.

Jezeli stopien licznika jest wiekszy od stopnia mia-
nownika, nie mozemy stosowac tego samego rozumowania,
gdyz przypadek BO= 0 jest wykluczony.

Wtedy

JOP-|-Aln, .-(- . A+ In
. - :np—g-
Bng Bxng-1-\- Bing+-j- ..

przyczem p > ¢, a B04=0, A04=0. RoztozyliSmy nasze wy-
razenie na dwa czynniki, z ktorych pierwszy np-q dazy

do nieskonczonosci, a drugi zmierza do :—3’\5(:0 ; stad bar-

dzo tatwy juz wniosek, ze nasze wyrazenie dazy do nie-
skonczonosci.

29. Zbadajmy jeszcze ciag (postep geometryczny):
g2 s B )ee

Rozréznimy kilka przypadkow:

1° ar>l. W takim razie cigg rosnie nieograniczenie,
czyli X*— 0o, gdy ra—o0o0. Udowodnimy, ze poczawszy
od pewnego miejsca wyrazy jego sg wszystkie wieksze od
dowolnie wielkiej liczby M.

Niech x=\-\-d, gdzie of>0;



a»= (l+dj«= 1+ nrf+ ” (nA + ...+ ndn-1+ d»>

>, §wWt?, poniewaz wszystkie skiadniki poprzedniej sumy
sq dodatnie; tak wiec #">I-|-né¢Z, gdzie d= x—. > . ;

jezeli teraz n~>M’\_—’, to \A-nd> M\ a wiec tem bar-

dziej t. j. Xn—-00, bo ,,prawie‘ wszystkie wyrazy
naszego ciagu sg w tym przypadku wieksze od dowolnie
wielkiej liczby M.

. ° X = .; wtedy aB= . ; wszystkie wyrazy ciggu réwne
sg jednosci, a wiec lima?n= 1.
n — 00

3° 0<.Z;<|- Wprowadimy liczbe odwrotng y= —:
y> 1; w takim razie a#’= —, lecz yn— oo, gdy n—-oo,

a wiec ——-, , t. j.
€ v J

4° # = 0; wtedy ajn= 0, wszystkie wyrazy ciggu réowne
sg zeru, lima*= .

5° —1<rc<0. Wprowadzmy liczbe przeciwng y ——x\
wtedy O<y<. ., &= (—.)”.~"; ale yn—- , wiec xn= yn
réwniez zmierza do zera, a zatem £&—- .

. ° X<i—1 Wprowadzmy liczbe przeciwng y ——xX,
wtedy y~>., ¢"-> 00, Xxn= (—.)nyn; cigg czesciowy, utwo-
rzony z wyrazow parzystych, dazy do -f- oo; cigg czesciowy,
utworzony z wyraz6w nieparzystych, dazy do — oo; w rze-
czy samej, jezeli n= 2p, to x~= yif i a™-"-co, gdy
p—>o0; jezelin=2p-\-., to x*v+1= —y*p+\ al+ —— oo,
gdy oo. Nasz cigg w tym wypadku granicy nie po-
siada; Ciag, jak mowig niektorzy, wykonywa wahania nie-
skonczone.

7° x= —., wtedy xn=(—1)", = .. .= —1



wyrazy sg kolejno -)-1 i —. ; jest to cigg o ktérym mowa
byta poprzednio (L 23). Granicy nie posiada.

Otrzymane wyniki dadza sie streSci¢ przy pomocy
nastepujacej tablicy:

2< 3 x—— 1 —d<a<0x—o O<ax<l x=1 a;>l

-+

jlimxn niema - niema 0 0 0 1 niema

Hn — oo

wykonywa wykonywa
xn wahania wahania >0 .0 —>0 1 +00
nieskoriczone skoriczone

30. Ciag monofoniczny ograniczony.
Zalozenie-, cigg jest niemalejgcy i ograniczony od gory
albo nierosngcy i ograniczony od dotu, czyli

2) g< a< ac< .. i
a,,<.M dla kazdego n; albo
.) ai  at”™ °s/ e i

a,,~>m dla kazdego wskaznika n.

Whiosek (teza): cigg jest zbiezny, t. j. lima* istnieje.

Poniewaz oba zawarte w tem wystowieniu twierdzenia
mozna udowodni¢ w sposéb zupetnie podobny, podamy
tu dowod tylko dla ciggu niemalejacego, t. j. przy zatoze-
niu : ax< g< a. < ..; a,< M.

Podzielmy wszystkie liczby rzeczywiste x na dwie
klasy; do klasy nizszej zaliczymy kazdg liczbe xIt ktéra
albo jest réwna jakiemu$ wyrazowi naszego ciggu albo
mniejsza przynajmniej od jednego wyrazu ciggu, t. j. jezeli
X = xi, to musi istnie¢ taki wskaznik k, ze

a*0 *;
do klasy drugiej zaliczymy kazdg liczbe xn, nie czynigca
zado$¢ tylko co wystowionemu warunkowi, t. j. wiekszg
od wszystkich wyrazéw ciggu, czyli

*zr>a,,, (dla kazdego wskaznika n= 1, 2, 3,...)



Ten podziat na dwie Klasy jest przekrojem w dzie-
dzinie liczb rzeczywistych, bo:

1° Kazda liczba rzeczywista x nalezy badZz do klasy
pierwszej, badZ do klasy drugiej.

. ° Zadna z dwéch klas nie jest pusta, gdyz, np. liczba

nalezy do pierwszej klasy, liczba M do drugiej.

3° Kazda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kaz-
dej liczby drugiej klasy; jezeli Xi jest dowolng liczbg pierw-
szej klasy, to, na mocy okreslenia tej klasy, istnieje wy-
raz a* taki, ze Xi4™.aid jezeli Xn jest dowolng liczbg dru-
giej klasy, to Xn>ak bo tego rodzaju nieréwnos¢ jest
spetniona przy wszystkich wartosciach wskaznika; z zesta-
wienia tych dwdch nieréwnosci wynika:

Xi< Xn

Przekrdj ten, jak kazdy przekrdj w dziedzinie liczb
rzeczywistych, wyznacza pewng okreslong liczbe g, ktéra
jest, jak wiemy, albo najwiekszg liczbg pierwszej klasy,
albo najmniejsza liczbg drugiej. Ta liczba g wiasnie jest
granica ciggu. W rzeczy samej, jakkolwiek matg jest liczba
dodatnia e, g—s nalezy do klasy pierwszej, a g-j-e do
klasy drugiej, wskutek czego, jak bylo wyjasnione przed

chwilg, musi istnie¢ wyraz naszego ciagu, spetniajacy
nierdwnosc:

g—e<a,.<"N+e;
jezeli n>w0Q to lecz zawsze a,,<.g-f-e, wskutek
czego

g—e<a”)<an<.'+ e
czyli p—onJ”™e ,prawie" zawsze, to jest dla kazdego n
wiekszego, od n0. A wiec an—-g. Jasna rzecz, ze zaden wy-
raz ciggu nie moze przewyzsza¢ liczby g, tak, ze nierdw-
no$¢ an<g A-e mozna zastgpi¢ przez an”.g, a nawet przez
nieréwnos$¢ a,,<.g, o ile w ciagu niema nieskohczenie wiele
liczb réwnych miedzy sobg (a wiec rownych g)\ w rzeczy
samej, gdyby a*= g, to i atgri= g\ nie moze bowiem by¢



ak\i< g—ak bo cigg jest niemalejacy; nie moze by¢ takze
bo aieti nalezy do klasy pierwszej, a liczby klasy
pierwszej nie mogg by¢ wieksze od g. Jezeli wiec ak= g,
to i wszystkie nastepne wyrazy ciagu, czyli ,prawie*
wszystkie rownajg sie g; w tym przypadku szczeg6lnym

liczba g nalezy do klasy nizszej naszego przekroju.
Dla ciggu niemalejgcego jest zatem zawsze a,,lima,,,

n— co

jezeli zas$ ciag jest stale rosnacy, to an<Aig1ma,.

Jezeli cigg monotoniczny nie jest ograniczony od goéry,
co moze sie zdarzy¢ tylko przy ciggu monotoniczuym nie
malejagcym, to o0,,—>-00. Istotnie, wedle zalozenia, niema
takiej liczby M, ktéra bylaby wieksza od wszystkich wy-
razow ciggu; dla kazdej liczby M mozna znalez¢ wskaznik
no, taki, ze

Qo™ N
jezeli n>n0, to a wiec ,,prawie* wszystkie
wyrazy ciaggu sg od dowolnie wielkiej liczby M wieksze;
dowodzi to, ze cigg dazy do + oo.

Jezeli cigg monotoniczny (oczywiscie nie rosngcy) nie
jest ograniczony od dotu, w takim razie dazy do — co,
czyli an-> — co.

31. Przykiad: lim|[l-j-"|=e.
Przy pomocy tylko co uzasadnionych twierdzen mo-
zemy udowodni¢, ze ciag:
21, +

zmierza do granicy.
Udowodnimy przedewszystkiem, ze ten cigg jest rosnacy.

T n»—.
an = (1 + 1) S L 1.2 n*
. n(n— p-\-\) . , . nn-)(h—)..321

1.23..p np " 1.2.3..>—).n  'nn



jest to wzdr Newtona, rozwiniecie potegi dwumianu,
dla n catkowitego dodatniego. Przy pomocy elementarnych
przeksztatcenn otrzymamy:

aBd+1+4(1_s)+o(I_s)(I“ n+— ()

VoVl

p\ oznacza 1.2.3...p, t. j. iloczyn p kolejnych liczb sze-
regu naturalnego; rel= 1.2.3...ra.

OtrzymaliSmy na o,, sume n-\- 1 skfadnikéw dodatnich.
Przypus¢my, ze rozwinegliSmy zupeinie w ten sam sposéb
nastepny wyraz ciagu, t. j. an.; mozna to rozwiniecie
otrzyma¢ odrazu, zastepujac w ostatnim wzorze n przez
w4-1. Nowa suma sktadaé sie bedzie z n-\-2 skiadnikéw
dodatnich; dwa pierwsze sktadniki pozostang bez zmiany,
wszystkie nastepne skiadniki powieksza sie; np. skiad-

zostanie zastapiony przez sktadnik wiekszy

~(I —4~4iy) * 7’ Ponac™® przybedzie jeden nowy sktad-

nik; widzimy wiec, ze suma, wyrazajgca (rc. ~l)szy wyraz
ciggu, jest wieksza od sumy, wyrazajacej n-ty wyraz;
a zatem:

M. @l
nasz cigg jest rosnacy.

Dwie sa mozliwosci: albo cigg rosnie nieograniczenie,
albo jest ograniczony od gory i posiada granice. Przeko-
namy sie, ze zachodzi tutaj druga ewentualnos¢: liczba 3
jest wieksza od wszystkich wyrazow ciagu. W wyrazeniu

(7) kazdy z czynnikéw |l — [ — ~ 7 w"™) iest

mniejszy od jednosci; gdy wiec te czynniki we wzorze (7)
zastgpimy przez jedno$¢, to suma sie powiekszy, a wiec



a,<l+l+i+i+....1<l+ 1+ ]|+2"+2-"+ ...
e+ 27y czyMar<l + (I+ 2+7+--4+27-])=

= 1+. (-~ <3,

Cigg jest zatem rosnacy, bo a... > a, i ograniczony
od gory, bo dla kazdego n jest a,, < 3, t. j. wszystkie wy-
razy sa mniejsze od 3. Cigg zmierza wiec do granicy; gra-
nice te przyjeto oznaczaé liczba e; jest to liczba przestepna.
Mozna bytoby liczbe e obliczy¢ w sposéb przyblizony z do-
wolng dokiadnoscig przy pomocy naszego ciggu, ktdrego
wyrazy sg wartosciami przyblizonemi liczby e z niedomia-
rem, lecz musielibySmy wprzoéd utworzy¢ inny cigg, ma-
lejacy, ktéryby zdazal do tej samej granicy; wyrazy tego
drugiego ciggu bytyby wieksze od e. Taki cigg utworzymy¥),
zastepujgc n przez —n wwyrazie ogoélnym naszego ciagu;

. . . . / I\-(r+«
wyrai ogoélny nowego ciggu niech bedzie £,= |l -

=m"#+= W K );osuUd™-=
gL ey Y N S ,,'—:I|Icrx?\(I e
Lecz obliczenie wartosci przyblizonych liczby e ta droga
jest w praktyce niewykonalne, gdyz otrzymane ciggi sa
bardzo wolno zbiezne; przypus¢my, np., ze chcemy obli-

czy¢ e z dokladnoscig do w takim razie bn—an<

poniewaz bn= an|l-)-~-|, wiec bn—a, = "a,, skad
<'< ©czyli . > .. 10%, Poniewaz "» > . .- wis
n>e.lO*—.; tak, np., by obliczy¢ e z doktadnoscig do

*) Patrz ¢wiczenie N. 36.



tonw (I-f nalezy wzia¢ mwieksze od 270. To tez do
obliczenia estuzg inne metody, o ktérych bedzie mowa p6zniej.
Udowodnilismy mimochodem, ze nie tylko

>»I-b|—jm-00(|_|_ﬂ1) =e, ale takzeni’llinl ,(I—I—WJ = g, przyczem
lim + oznacza poprostu lim |1 — .Doktadniej-

sze metody dajg: . = 2,718281828459045.......
Jako zastosowanie teorji granic, udowodnijmy jeszcze,

dn
dla przykiadu, 2eﬁ———>—m, gdy 1:—-.., dla a>1.
W rzeczy samej:
a= ..*d, gdzie d>. ; an= .. -j-d)n> nn —} d.

fin  (w_i) (»—) . ) )
m £ gdy w->00, 2 d2™ -, ., a wiec i = >00%).
32. Granica jest liczba, wyznaczong przez nieskonczony

zbiér liczb danego ciggu. Granica zalezy wiec od liczb
danego ciggu, ale zalezno$¢ ta jest specjalnego rodzaju,
mianowicie granica nie zalezy od poszczeg6lnych liczb
ciggu, nie zalezy od skonczonej ilosci tych liczb; w ciggu
mozemy usung¢ skonczong liczbe wyrazéw, mozemy do-
faczy¢ skonczong liczbe wyrazéw, wreszcie wykonac obie
te czynnosci jedna po drugiej, t. j. zastgpi¢ skonczong
liczbe wyrazow ciggu innemi liczbami, nie wptynie to na
granice, o ile cigg jest zbiezny; jedli te zmiany przeprowa-
dzimy w ciggu rozbieznym, to i nowo otrzymany ciag
bedzie rozbiezny. Granica zalezy od nieskonczonej liczby
wyrazow ciggu; zmiana nieskonczonej liczby wyrazéw moze
mie¢ wpltyw na granice; naprzyktad, w ciggu ., f,

*) W ten sam sposob mozna bytoby udowodnié, z e -—+* .., gdy
n -* co, gdzie p jest liczbg catkowita dodatnig stata.



: : i*v ktory zmierza do jednosci, zastgpmy kazdy setny

wyraz zerem; nowo otrzymany ciag juz nie jest zbiezny.

Aby uchwyci¢ dlaczego tak jest, zauwazymy, ze gra-
nica jest okreSlona przez pewne warunki (nieréwnosci
la,, —g\ <e), ktore powinny by¢ spetnione ,,prawiet zawsze,
t. j. dla wszystkich wyrazéw poczgwszy od pewnego wskaz-
nika. Otdz zmiana skoriczonej liczby wyrazéw ciggu na te
warunki niema zadnego wplywu, gdyz przy zmianie skon-
czonej liczby wyrazéw, zaczawszy od pewnego wskaznika
zaden wyraz nie ulegt zmianie, a wiec, poczgwszy od tego
wskaZnika te same warunki (nieréwnosci an—<|<e) po-
zostajg spetnione, czyli granica sie nie zmienita. Inaczej
przy zmianie nieskonczonej liczby wyrazéw; jakkolwiek
wielkg jest liczba «0, istniejg wyrazy a, o wskazniku n
wiekszym od nO, ktére ulegly zmianie.

Uogolnienie pojecia granicy.
Pewne pojecia z teorji mnogosci.

33. Moc zbioru. Pojecia zbioru czyli mnogosci okr
nie bedziemy, gdyz jest to pojecie pierwotne, nie dajace
sie sprowadzi¢ do poje¢ prostszych, bardziej zrozumiatych.
Zajmowac sie bedziemy przewaznie zbiorami liczb lub
punktéw; liczby lub ewentualnie punkty, z ktérych zbior
sie sklada, bedziemy nazywali jego elementami.

Przyktady mnogosci: 1) zbidr liczb catkowitych do-
datnich; 2) zbiér liczb wymiernych; 3) zbidr liczb rzeczy.
wistj'ch; 4) zbidr liczb wymiernych, zawartych w pewnym
przedziale, np. w przedziale (0,1); 5) zbior liczb rzeczy-
wistych, zawartych w pewnym przedziale, np. w przedziale
(-, ); «) zbior liczb bedacych wyrazami danego ciagu, np.

ciggu, ktorego wyraz ogélny an= —i t. d.



Zbiory mogg by¢ skonczone i nieskonczone. Zbior jest
nieskonczony, jesli zawiera wiecej niz » elementéw réznych,
jakkolwiek wielkg jest liczba catkowita dodatnia n. Ciag
bedziemy uwazali za zbiér wyrazoéw tego ciggu; tak, np,
ciag a,= (—1)n zawiera dwie tylko liczby -j. i —.,
ale jako cigg, jest zbiorem nieskoniczonym wyrazéw, z kto-
rych kazdy odpowiada pewnej liczbie szeregu naturalnego
1,2,3,..,n,..

WSrdd elementdw zbioru skonczonego liczb musi by,
oczywiscie, liczba najwieksza i liczba najmniejsza. Nato-
miast zbiory nieskonczone liczb moga nie zawierac liczby
najmniejszej (lub najwiekszej). Tak, np., $rod liczb zbioru
. [ t. . 8roéd liczb, ktoére sg wyrazami ciagu
an= vl niema, oczywiscie, liczby najmniejszej. Zbiér liczb
wymiernych klasy nizszej przekroju, wyznaczajgcego liczbe
niewymierng, np. \j., jest zbiorem nie zawierajgcym liczby
najwiekszej.

Gdy dany jest zbior skonczony, mozemy jego elementy
policzy¢; dla zbioru nieskoriczonego pojecie liczebnosci jest
niezrozumiate, gdyz wszystkich elementdéw jego przeliczy¢
nie mozna. Jednakowoz istnieje pojecie ogolniejsze, ktore
obejmuje pojecie liczby dla zbioru skonczonego, ale stosuje
sie¢ takze i do zbior6éw nieskonczonych; jest to pojecie
»~-mocy”, a wiasciwie réwnej mocy. Aby tatwiej dojs¢ do
tego pojecia, zastanéwmy sie nad tem, co znaczy orzecze-
nie, ze dwa zbiory skonczone zawierajg jednakowg liczbe
elementéw; to znaczy, ze miedzy elementami obu zbioréw
mozna ustali¢ odpowiednio$¢ doskonatg, t. j. taka, ze kaz-
demu elementowi pierwszego zbioru odpowiada jeden tylko
element drugiego zbioru i odwrotnie, kazdemu elementowi
drugiego jeden tylko element pierwszego. Policzy¢ pewien



zbiér skonhczony, jest to ustali¢ odpowiednio$¢ doskonatg
miedzy elementami tego zbioru, a elementami zbioru skon-
czonego, utworzonego z kolejnych liczb szeregu naturalnego,
dajmy na to od 1 do n. Takg odpowiednios¢ doskonatg
mozna ustali¢ niekiedy miedzy elementami dwdch zbioréw
nieskonczonych; méwimy wtedy, Ze sg jednakowej ,,mocy*.

Okreslenie. Dwa zbiory sg roéwnej *mocy*, kiedy mie-
dzy ich elementami mozna ustali¢ odpowiednio$¢ doskonats.

Dwa zbiory réwnej mocy z trzecim sg, oczywiscie,
takze rownej mocy (przechodniosc).

Przyktady. Poréwnajmy dwa nastepujace zbiory liczb:

0, 3,45, i, )
2, 4,.,.,10,..., 2»,... 9)

Sg one réwnej mocy; kazdej liczbie n zbioru (.) od-
powiada liczba 2n zbioru (9), kazdej za$ liczbie m zbioru
771
A
wej mocy, chociaz pierwszy zbiér skiada sie ze wszystkich
liczb catkowitych dodatnich, a zbiér drugi zawiera tylko
liczby parzyste, czyli liczby drugiego zbioru stanowig
tylko czes¢ liczb zbioru pierwszego.

Jednakowej mocy sg np. dwa nastepujace zbiory: zbiér
liczb rzeczywistych przedziatu (. ,.) i zbior liczb rzeczywis-
tych przedzialu (a, b); w rzeczy samej, jesli x jest dowolng
liczbg pierwszego zbioru, t. j. liczba spetniajagcg warunek
. <[.:<;i, ay dowolng liczbg drugiego zbioru, t. j. spet-
niajacg warunek a”.y”~Cb, to odpowiednio$¢ doskonatg
miedzy liczbami x i y nstalimy np. przy pomocy wzoru
y=a -f-(b—a).x.

34. Zbiory przeliczalne. Najprostszym zbiorem
skonczonym jest zbiér liczb catkowitych dodatnich, ktory
dany jest nam w postaci ciggu naturalnego: .,.,3,..., «,...
Kazdy zbiér, jednakowej z nim mocy, nazywamy prze-

(9) odpowiada liczba zbioru (). Sa one wiec jednako-



liczcilnym. Zbiér (Z) jest wiec przeliczalny, jesli mozna
ustali¢ miedzy jego elementami a liczbami ciaggu natural-
nego odpowiednios¢ doskonata, wskutek czego kazdy ele-
ment a zbioru (Z) odpowiada pewnej liczbie ciggu natu-
ralnego i, odwrotnie, kazdej liczbie n ciggu naturalnego
jest podporzadkowany pewien element a naszego zbioru
(Z); ten element mozemy oznaczy¢ przez a,; tak wiec
element, odpowiadajgcy liczbie 1 bedzie a,, element, od-
powiadajacy liczbie 2, bedzie a2i t. d. Zbiér jest wiec
przeliczalny, jezeli mozna jego elementy ponumerowac,
czyli z elementow jego utworzyC cigg, tak, by zaden ele-
ment nie zostat opuszczony, t j. nie zostat bez wskaZnika.
Kazdy ciag jest przykiadem zbioru przeliczalnego i, od-
wrotnie, zbior jest przeliczalny, jezeli z jego elementow
;mozna utworzy¢ ciag, tak by kazdy element zbioru miat
swoje okreslone w nim miejsce (wskaznik).

Stad wynika, Ze zbiér, utworzony z pofgczenia ele-
mentow dwoch zbioréw przeliczalnych, jest takze przeli-
[czalny; albowiem je$li uu u2 n3..., oznaczajg ele-
menty pierwszego zbioru, a vit v2 elementy
drugiego zbioru, to mozemy zbiér, powstaly z potgczenia
elementéw tych dwdéch zbioréw, napisa¢ w postaci uu vl
i v3..., un, tak iz element un jest poporzadkowany
1liczbie 2n —1 ciggu naturalnego, a v,, liczbie 2n. Taki
[sam wynik otrzymalibySmy dla trzech, czterech, i, wogdle,
:dla skonczonej liczbu ciggéw, tak iz zbiér, ktéry powstaje
przez potaczenie elementow skonczonej liczby zbioréw prze-
liczalnych, jest przeliczalny. Co wiecej, zbior, ktory po-
Jwstaje przez polaczenie w jeden zbior przeliczalnej liczby
zbioréw przeliczalnych, jest przeliczalny; wygodnie nam
bedzie przy dowodzie tego twierdzenia uzywa¢ dwoch
wskaznikow; pierwszy bedzie oznaczat, do ktorego zbioru
dany wyraz nalezy, a drugi wskaznik bedzie oznaczat
miejsce tego wyrazu w odpowiednim ciggu; np., wyraz



Upk bedzie nalezal do zbioru o numerze p i bedzie zaj-
mowat w tym zbiorze, ustawionym w cigg, miejsce k.
Napiszmy po kolei dane zbiory, w pierwszym wierszu
pierwszy, w drugim drugi i t. d.

MI2E M1i3> o 1001 m 1550 =] «il.*;
“a m 8)3> -i;
"su; *8l2) - m 3% 25
“41;vanine  Vi.k-=3;

MON5-  us.t--4?

By podporzadkowa¢ wyrazy tej tablicy kolejnym licz-
bom ciagu naturalnego, wystarczy ustawi¢ je w nastepu-
jacym porzadku:

Mi,i> «i,0; «2,i: M>3 m2j2; «bi; Mi,4; m23; m3>2 mdi;...;
pierwsze miejsce zajmuje wyraz, dla ktérego suma wskaz-
nikéw p -J-q= 2, nastepuje grupa dwoch wyrazéw, dla
ktorych p-f-?= 3, potem grupa wyrazéw, dla ktérych
p g=4,i td; w kazdej za$ grupie porzadkujemy wy-
razy wedlug rosnacych wskaznikéw pierwszych. tatwo
stwierdzi¢, ze wyraz Uptk zajmuje w tylko co napisanym
ciggu miejsce n= \(p -\-k—D(p-|-&) — &+ L

Ciag o dwoch wskaznikach nazywa sie ciagiem po- |
dwéjnym; w ciggu podwojnym kazdy wyraz Mp”~jest wy- |
znaczony przez pare liczb catkowitych dodatnich p, k;j
tylko co podany dowod polegat wiasciwie na ustaleniu
odpowiedniosci doskonatej miedzy parami liczb p, ki licz- j
bami ciggu naturalnego. Mozna wiec poprzednio otrzymany
wynik wypowiedzie¢ jeszcze w sposOb nastepujacy: zbidr
wszystkich par liczb catkowitych dodatnich p, k jest prze-
liczalny; mamy tu przyktad zbioru, ktérego elementem nie
jest liczba, lecz para liczb.

Mozemy w ten sam sposéb rozwaza¢ zbidr, utworzony
ze wszystkich trojek liczb catkowitych dodatnich p, k, |



lub, co na jedno wychodzi, ciggi potrojne, t. j. o trzech
wskaznikach; wyrazem ogélnym takiego ciggu bedzie u Vitk,i.
Zbiér w ten spos6b okreslony bedzie przeliczalny. To samo
sie stosuje do ciggobw o dowolnej, byle skonczonej liczbie
wskaznikow.

Kazdy zbior nieskonczony, ktéry jest czescig zbioru
przeliczalnego, sam jest przeliczalny. Zakladamy, ze (Z)
jest zbiorem przeliczalnym, a kazdy element zbioru nie-
skonczonego (Zj) nalezy do (Z); elementy zbioru (Z) mo-
zemy przedstawi¢ w postaci ciggu

ui, MB..., Vu..

Niech nni oznacza pierwszy z kolei wyraz tego ciggu,
nalezacy do (ZX, u,2 drugi z kolei, il,s trzeci z kolei it d;
oczywiscie nx<n2<n3<...; ciag uni, i/,s, u,3 .. wyczer-
puje wszystkie elementy zbioru (Zj); zbior (Z,) jest wiec
przeliczalny.

Whniosek. Zbiér wszystkich liczb wymiernych jest
przeliczalny.

Mozemy sie ograniczy¢ do liczb wymiernych dodatnich!

kazda taka liczba jest ksztattu E, gdzie *= 1, 2, 3,.;

m= 1, 2, 3,..., azbidr wszystkich liczb powyzszego ksztattu
jest tej samej mocy, co i zbiér wszystkich par liczb, t, j.
jest przeliczalny. Kazda liczba wymierna dodatnia zajmuje
okreslone miejsce w ciggu liczb:

biibfithfhff L Kb
Mozemy z powyzszego ciggu usung¢ wszystkie utamki
skracalne, a zostawi¢ tylko nieprzywiedlne (t. j nieskra-
calne), otrzymamy cigg:
linh7Afizi, § 4f,

utworzony ze wszystkich liczb wymiernych dodatnich;
zbiér ten jest czeScia poprzedniego, a wiec takze przeli-
czalny. Liczby wymierne ujemne tworzg taki sam cigg

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 5



H—b 2 3, g f. 4
Stad juz prosty wniosek, ze zbidr wszystkich liczb wy-
miernych jest przeliczalny.

35. Zbiory nieprzeliczalne.

Zjawia sie teraz pytanie, czy wszystkie zbiory nieskon-
czone sg przeliczalne. OdpowiedZ na to pytanie jest prze-
czaca. Nieprzeliczalnym np. jest zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych przedziatu (a, b), czyli punktéow odcinka.
Poniewaz zbiér wszystkich liczb rzeczywistych dowolnego
przedziatu (a,b) jest tej samej mocy, co, np. zbidr liczb
przedziatu (0,1), to mozemy poprzesta¢ przy dowodzie na
przedziale (0,1). Dowod przez sprowadzenie do sprzecznosci.
Przypuszczamy, ze zbior liczb przedziatu (0,1) jest przeli-
czalny; niech u,, oznacza te liczbe przedziatu (0,1), ktora
odpowiada liczbie n\ w takim razie ciag

«i, ms3, mi... (:v)
wyczerpuje wszystkie liczby przedziatu (0,1), t. j., jezeli
O<[a;”I, to istnieje wskaznik k taki, ze x = vk Liczby
przedziatu (0,1) sg wiec uporzadkowane dwoma sposobami,
wedtug wielkosci i wedtug kolejnosci w ciggu; wedtug wiel-
kosci x poprzedza y, jezeli x<.y, wedtug kolejnosci w ciggu
X poprzedzay, jezelix=uk, ay~m i k<.I- Niech w,30zna-
cza pierwszy z kolei wyraz naszego ciggu, zawarty co do wiel-
kodci miedzy ux i u2; niech bedzie, np., ux< tak, iz
ml< m3< i22; wyrazy, ktérych wskazniki sg mniejsze od
ns, znajdujg sie poza przedzialem («x, ud. Niech w4 ozna-
cza pierwszy z kolei wyraz ciggu (10), zawarty miedzy
u,3i «j, tak, iz n4>«3; «,3< il,4< wW2; wyrazy, ktoérych
wskazniki sg mniejsze od 4 znajdujg sie poza przedzia-
tem (u,s,ud. Niech oznacza pierwszy z kolei wyraz
ciaggu po wyrazie uni, zawarty co do wielkosci liczbowej
miedzy dwoma poprzedniemi, t. j. miedzy u,3i w4, tak, iz
na”’riii m3<w,,5< w4; wyrazy, ktérych wskazniki sg



mniejsze od n5znajdujg sie poza przedziatem (m.3 «,,4), W ten

sam sposob okreslamy «.,6, w,7i t. d. Tak wiec unc ozna-

cza pierwszy z kolei numerdéw wyraz ciggu (10), nastepu-

jacy po wyrazie w,Al i zawarty co do wielkosci miedzy
i tak, iz 7i*>»*_i, a jednocze$nie:

«o*-1< Uk albo “**-*<

zaleznie od tego, czy k jest liczbg parzystg czy nieparzysta.
Taka liczba u,kistnieje, gdyz miedzy liczbami m4 1i

jest nieskoniczenie wiele liczb i kazda z nich ma wskaznik
wiekszy od nkY\ liczby, ktérych wskazniki sg mniejsze
od nic-., znajdujg sie wszystkie poza przedziatem (Ww»* 2 urk -
Liczby w2, 4,4 w,,, m8..., tworzg ciag nieskonczony
malejacy, liczby za$ uu u,3 u;0 ul..., ukk v... ciag ros-
nacy. Ciggi te zmierzajg do granicy, gdyz sg monofoniczne
i ograniczone od gory i od dotu; niech y oznacza granice
pierwszego ciggu, z granice drugiego; poniewaz kazda liczba
pierwszego ciggu jest wieksza od kazdej liczby drugiego
ciggu, to z-*Cy. Liczba z nalezy do przedziatu (0,1), a wiec
powinna naleze¢ i do ciagu (10); niech np. z= up. Ponie-
waz wskazniki nk rosng nieograniczenie, wiec, o ile k jest
dostatecznie wielkie, to nk>p-, z dwdch wyrazéw ciagu
o wskaznikach nki WsH jeden nalezy do ciggu rosnacego,
drugi do ciggu malejacego, tak, iz liczba z czyli up jest za-
warta miedzy liczbami uty i «njkH; lecz jest to niemozliwe,
gdyz wszystkie liczby, ktorych wskazniki sg mniejsze od
(a wladnie”"J<n*), sg zawarte zewnatrz przedziatu (u,,k u,,k+).
DoszliSmy wiec do sprzecznosci. Zbior liczb przedziatu
(0,1) nie jest przeliczalny.

Poniewaz zbior liczb przedziatu (0,1) nie jest przeli-
czalny, wiec mamy mozno$¢ przyjecia tego zbioru jako
pierwowzoru zbioréw mocy réznej od mocy ciggu natural-
nego liczb. Kazdy zbior tej samej mocy, co zbior liczb



przedziatu (0,1), bedziemy nazywali zbiorem mocy conti-
nuum. A wiec zbioér wszystkich liczb rzeczywistych do-
wolnego przedziatu («, b) jest mocy continuum; tak samo
zbiér wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich i ujemnych.
Zbi6or mocy continuum otrzymamy takze, usuwajac ze
zbioru E mocy continuum przeliczalng mnogo$¢ elemen
téw; pozostatosé stanowi zbior E\ ktory oczywiscie nie
moze by¢ przeliczalnym, gdyz dwa zbiory przeliczalne,
dodane do siebie, nie moga da¢ zbioru nieprzeliczalnego E.
Jednakowoz nie mozna stad jeszcze wnioskowaé, ze mno-
go$¢ E' jest mocy continuum; wniosek taki bytby stuszny,
gdybySmy umieli udowodnié, ze kazdy zbiér liczb jest
badz przeliczalny, badz mocy continuum; poniewaz udo-
wodni¢ tego nie umiemy, wiec nalezy dowdd nasz oprzeé
bezposrednio na moznosci ustalenia odpowiedniosci dos-
konatej miedzy elementami zbioru E' i zbioru mocy con-
tinuum. Zauwazmy przedewszystkiem, iz z kazdego zbioru
nieskoriczonego mozemy wydzieli¢ nieskoriczong liczbe ele-
mentow, stanowigcych zbior przeliczalny, (nawet tak, by
pozostaly zbiér byt takze nieskoriczony). Jezeli bowiem
jaki$ zbidr E jest nieskonczony, to na zasadzie okreslenia,
zawiera wiecej niz n elementéw, gdzie n jest dowolng liczbg
catkowita dodatnia; usungwszy ze zbioru E elementy ut, wg,
W3..., w;, hie-wyczerpiemy zbioru E, czyli pozostanie w E
przynajmniej jeden element, ktory nazwiemy m,+i, usu-
ngwszy urti, pozostanie w E znowu przynajmniej jeden
element i t d Tak wiec przeliczalny zbiér elemen-
téw, stanowigcych cigg nieskonczony uv u2 w3 ...,

jest skladowg czescig zbioru E. GdybySmy usuneli z E
przeliczalng mnogo$¢ elementéw wt, w3 ub,... Ugt..iv to
z pewnos$cig pozostanie w E nieskonczony zbior elemen-
téw. Symbolicznie mozemy to przedstawi¢ w sposéb na-
stepujacy;

E=DA-E\



gdzie E jest zbiér dany, D zbiér przeliczalny, a E' ozna-
cza zbior pozostaty po usunieciu ze zbioru E elementdw,
nalezacych do zbioru D; czyli inaczej znak -f- oznacza, ze
zbiér E powstaje przez pofgczenie zbioréw D i E' bez ele-
mentow wspolnych. Ale do E1 mozemy zastosowac rozkiad
podobny, czyli
E'=D'+ E",

gdzie D' oznacza znowu zbi6r przeliczalny; tak wiec

E=D+ (//+ E")= (&+ D))+ E"= D"-fE",
gdzie D", jako suma dwdch mnogosci przeliczalnych, jest
zbiorem przeliczalnym. Miedzy E i E' mozemy ustanowié¢
nastepujaca odpowiednio$¢ doskonatg. Poniewaz

E—D"-f-E", a E'= D'+ E",
wiec kazdy element zbioru E, nalezacy do E", bedzie od-
powiadat samemu sobie, gdyz jest jednocze$nie elementem
drugiego zbioru, czyli E"\ kazdy element zbioru E, nie na-
lezacy do E'\ nalezy do D" i jako taki bedzie odpowiadat
pewnemu elementowi zbioru 1)\ réwnej z nim mocy, przy-
czem ta odpowiednio$¢ bedzie tez doskonata.

Jezeli z mnogosci mocy continuum usuniemy skon-
czong* albo przeliczalng mnogos$¢ elementéw, otrzymamy
nowy zbiér takze mocy continuum.

taczac ze sobag razem elementy skonczonej liczby zbio-
row mocy continuum, otrzymamy nowy zbiér takze mocy
continuum. Mozemy bowiem podporzadkowa¢ elementy
pierwszego zbioru liczbom przedziatu (0,1), elementy dru-
giego zbioru liczbom przedziatu (1,2) elementy trzeciego
zbioru liczbom przedziatu (2,3) i t. d., wreszcie elementy

* Zbidr wszystkich liczb przedziatu (0, i) i zbidr wszystkich liczb
tegoz przedziatu bez liczby 0O, np., sg tej samej mocy. Niech £ ozna-
cza pierwszy, ' drugi zbiér. er=p + E", E — D' + E", gdzie D
jest dowolnym zbiorem przeliczalnym, a o' oznacza zbior o wiecej
jeden element 0. £ i ' sg wiec tej samej mocy.



ostatniego, dajmy na to nteK zbioru, liczbom przedziatu
(n—1,w), w takim razie mnogo$¢, utworzona z potgczenia
elementéw tych wszystkich mnogosci,* jest podporzadko-
wana liczbom przedziatu (0, n), a wiec mnogo$¢ ta jest mocy
continuum. Niech n roénie do nieskonczonosci; z jednej
strony otrzymamy wtedy zbiér E, powstaty z potaczenia
elementéw nieskonczonej przeliczalnej mnogosci zbiorow
mocy continuum E = Ey-f-A H--Ej -f- —f-En-f- ..., z dru-
giej za$ strony otrzymamy podporzadkowany zbiorowi E
zbior wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich; ten zbiér
jest mocy continuum, a wiec takze i zbidr E.

taczac w jeden zbiér elementy nieskonczonej przeli-
czalnej mnogosci zbioréw mocy continuum, otrzymamy
nowy zbiér takze mocy continuum.

Zbiér mocy continuum otrzymamy, dodajac nieprze-
liczalng mnogo$¢ zbioréw, mocy continuum kazda; pod
mnogoscig nieprzeliczalng rozumiemy tutaj mnogo$¢ mocy
continuum. Jest to stynne twierdzenie Cantora. Mozna
temu twierdzeniu dac¢ nastepujgce brzmienie: zbiér wszyst-
kich par liczb Xx,y, gdzie i jest mocy
continuum, czyli zbidér wszystkich takich par liczbowych
mozna podporzadkowaé¢ w sposéb doskonaty liczbom prze-
dziatu (0,1). Pare liczbowg X,y nazywamy punktem na
plaszczyZnie, przyczem x i y nazywamy spoOtrzednemi od-
powiadajgcego punktu. Zbiér punktdw, ktérych spoétrzedne
X,y czynig zado$¢ warunkom 0 1, sta-
nowi kwadrat; a wiec zbior punktéw kwadratu jest tej
samej mocy, co zbiér punktéw odcinka, np., jednego z bo-
kéw tego kwadratu.**

* Patrz uwage poprzednia.
** Dla dowodu odsytamy do dziet, poswieconych teorji mnogosci;
patrz, np. ,,Zarys teorji mnogosci¥* W. Sierpinskiego.



Punkty skupienia.

39. Pojecie mocy oparte jest na pojeciu zbioru i od-
powiednio$ci; nie zalezy wiec od natury elementéw zbioru,
czyli moze by¢ zastosowane do jakichkolwiek zbiorow;
tak, np., zbiér punktow moze by¢ jednakowej mocy ze
zbiorem funkcyj pewnej klasy it p. Jes$li mowa byla po-
przednio zawsze o zbiorach, utworzonych z liczb, to dla
tego jedynie, ze te mnogosci wilasnie sg podstawa wszyst-
kich naszych dalszych rozwazan. Rozwazauia nastepnych
rozdziatbw, przeciwnie, sa SciSle zwigzane z naturg ele-
mentéw zbioru. Naprzéd mowa bedzie o zbiorach, utwo-
rzonych z liczb rzeczywistych, lub, jak inaczej powiemy,
z punktow Da prostej; nastepnie zajmiemy sie zbiorami,
ktorych elementy stanowig pary liczbowe, czyli punkty na
ptaszczyznie, tréjki liczbowe, czyli punkty przestrzeniit. d.

37. Zbiory utworzone z liczb rzeczywistych, czyli zbiory
punktowe linjowe. Otoczenie punktu. Punkt skupienia.

Otoczeniem punktu (liczby) a nazywamy zbior (punk-
téw) liczb rzeczywistych x, spetniajgcych warunek

a<.x"a-f-e lub a—e”.x<a,

gdzie e jest dowolnie matg liczbg catkowitg dodatnig; in-
nemi stowy otoczeniem punktu a nazywa sie przedziat
(@a—e, a-j-e), przyczem sam punkt a do otoczenia nie
nalezy, czyli punkt a z tego przedzialu usuwamy. Nieraz
wygodnie jest odrdzni¢ zbiér punktow x, spetniajgcych
warunek a —e<[a?<a, od zbioru punktéw &, okreslonych
przez a<a?<;a-f-e; pierwszy z tych dwdch przedziatdw
nazywamy otoczeniem lewostronnem, drugi — otoczeniem
prawostronnem.

Punkt a nazywamy punktem skupienia zbioru (2),
jezeli istniejg punkty X, tego zbioru, spetniajgce warunek
a—E<xf<a lub a<xzKa -f-e, jakkolwiek mata jest
liczba dodatnia e. W takim razie w otoczeniu punktu a



mamy nieskonczenie wiele punktow zbioru (Z); w rzeczy
samej, gdyby w przedziale (a—e, a-f-e) znajdowata sie
tylko skonczona liczba punktéw zbioru (Z), to mozna
bytoby, oczywiscie, wyznaczy¢ takg liczbe dodatnig e', by
nie byto ani jednego punktu X, spelniajacego warunek
a—e' Xx,<aluba<x, a-f-e'. Mozna wiec poprzednie
okreslenie zastgpi¢ nastepujgcem: punktem skupienia zbioru
(Z) nazywamy kazdy punkt, w dowolnie matem otoczeniu
ktorego znajduje sie nieskoniczenie wiele punktow zbioru
(Z2); to okreSlenie punktu skupienia mozemy rozszerzyé,
biorgc w ostatniem okresleniu ,,otoczenie’ w znaczeniu
»Szerszem', t. j. zaliczajac sam punkt do owego otoczenia.
Takie rozszerzenie jest niezbedne, jezeli nieskorniczenie wiele
elementow zbioru (Z) sa liczhami réwnemi, co moze miec¢
miejsce, gdy elementem zbioru sg wyrazy ciggu (patrz ni-
zej ,uwaga'). Jezeli wiec nieskonczenie wiele elementow
zbioru (Z) réwna sie liczbie a, to na zasadzie tej dodatko-
wej umowy liczba a bedzie punktem skupienia.

Punkt skupienia moze do zbioru (Z) nalezeé, ale takze
moze do zbioru (Z) nie naleze¢. Punkt skupienia jest natu-
ralnem uogdlnieniem pojecia granicy, dlatego tez punkty
skupienia nazywamy czasem punktami granicznemi. W do-
wolnie malem otoczeniu granicy musza znajdowac sie ,,pra-
wie“ wszystkie punkty zbioru (Z), t. j. wszystkie punkty zwy-
jatkiem skonczonej liczby; w dowolnie zas matem otoczeniu
punktu skupienia musi sie znajdowa¢ nieskonczenie wiele
punktéw zbioru (Z), ale niekoniecznie ,,prawie" wszystkie.
Tak, np. jezeli zbior (Z) jest ciggiem, to punkt a bedzie
punktem skupienia, jezeli w dowolnie matem otoczeniu
punktu a znajduje sie nieskonczenie wiele punktéw ciggu
o wskaznikach np. parzystych, gdy tymczasem punkty ciagu
(Z) o wskaznikach nieparzystych mogg do otoczenia punktu a
wecale nie naleze¢; jasna rzecz, ze taki punkt a, choc jest punk-
iem skupienia, nie jest granicg. Tak, np. zbior punktow (liczb)



ciggu: a,, = —n\(n l)sinz"&n + sinz-i((n —m) I, czyli ciggu

Ot g i, £,— posiada punkt skupienia 0, gdyz w do-
wolnie matem otoczeniu tego punktu znajduje sie nie-
skonczenie wiele punktéw zbioru, mianowicie ,prawie"
wszystkie punkty o wskaznikach parzystych; zero jednak
granica tego ciggu nie jest. Punkt 1 jest takze punktem
skupienia powyzszego ciggu, gdyz w dowolnie malem oto-
czeniu punktu 1 znajduja sie ,,prawie’ wszystkie punkty
o wskaznikach nieparzystych. Punkt skupienia 0 do zbioru
nalezy, natomiast punkt skupienia 1 do zbioru nie nalezy.
Z tego zestawienia poje¢ granicy i punktu skupienia wy-
nika, ze granica zawsze jest punktem skupienia, punkt
skupienia natomiast moze nie by¢ granicg. Punkt skupie-
nia rozszerza wiec pojecie granicy. Jak widzieliSmy na
przytoczonym tylko co przykiadzie, zbiér moze posiadaé
wiecej niz jeden punkt skupienia, gdy tymczasem granica,
jak wiemy, moze by¢ tylko jedna.

Przyktady: 1) Zbior wyrazéw ciggu podwdjnego:

, (gdzie n—s. = . >m—1,2, 3,...) po-
siada nieskoriczenie wiele punktdéw skupienia, mianowicie
punktami skupienia sg wszystkie punkty —, gdzie n =1,

2,3,... i punkt 0. Punkty skupienia danego zbioru tworza
nowy zbior nieskonczony; taki zbior nazywa sie zbiorem
pochodnym. Punktem skupienia tego zbioru pochodnego
jest tu punkt 0.

2) Zbior wyrazow ciagu podwdjnego a,t,,= ~ n_~m’

(gdzie n= 1,2,3,...; m= 1, 2,3,...); zbior ten jest prze-
liczalny; mozemy np. wypisa¢ jego wyrazy wedtug naste-
pujacego tatwego do uchwycenia prawa: \-\~b

H+ ti i 4+ 4 8 =+t b b



t+ 4, 4+ 4, b+ Sei+ b b+t i+ 4+ H+0, .. Punk-
tami skupienia sg punkty: 9 1, ... i tworza
one mnogo$¢ pochodng; ta mnogo$¢ pochodna ma jeden
tylko punkt skupienia, mianowicie punkt O.

3) Zbior wszystkich liczb wymiernych przedziatu (0,1).
Zbior ten jest przeliczalny. Punktami skupienia sg wszyst-
kie liczby rzeczywiste (wymierne-i niewymierne) przedziatu
(0,1); w rzeczy samej, w dowolnie malem otoczeniu kaz-
dego punktu przedziatu (0,1) znajduje sie nieskonczenie
wiele liczb wymiernych. Mnogos$¢ pochodna utworzona jest
ze wszystkich punktéw przedziatu (0,1), jest wiec mocy
continuum.

4) Zbiér utworzony ze wszystkich wyrazéw ciggu
an= (—I)n; zbiér ten posiada dwa punkty skupienia -j-1
i —1

Uioaga. Przykiad ten pokazuje, ze nalezy odrozniac
zbi6r, utworzony z wyrazoéw ciggu, od zbioru wartosci licz-
bowych tego ciggu. Tak, np., zbiér, ktérego elementami
sg wyrazy ciagu o,,= (—1)”, jest zbiorem nieskohczonym,
gdyz zawiera nieskonczenie wiele réznych elementéw; tak,
np., element a2 jest rézny od elementu a4, chociaz warto$¢
liczbowa jest jednakowa, réwna jednosci. Tymczasem zbior,
ktérego elementami sg wartosci liczbowe danego ciggu, jest
zbiorem skoriczonym, gdyz zawiera dwa tylko elementy
-}-1 i — 1. Pochodzi to stad, ze wyrazy ciggu rdznig sie
miejscem, ktdére zajmuja, tak, iz dwa wyrazy, majace rozne
wskazniki, stanowia dwa elementy rézne, chociazby ich
wartosci liczbowe byty jednakowe.

38. Kazdy punkt a zbioru (Z), ktory nie jest zarazen
punktem skupienia, nazywamy punktem odosobnionym.
Jezeli punkt a nie jest punktem skupienia zbioru (Z), to
istnieje takie otoczenie* punktu o, ktdére nie zawiera zadnego

* ,Otoczeniell w znaczeniu wezszem.



punktu zbioru (Z); jezeli np. zbior (Z) skilada sie z liczb,,
to mozna znalezé taka liczbe dodatnig e, iz zadna z liczb
X, spetniajgcych warunek a<a;<a-j-e lub a—e<£C<a,.
nie nalezy do (Z). Odwrotnie, jezeli mozna znalez¢ taki
przedziat (a —e, 0-(-e), wewnatrz ktérego jest tylko skon-
czona liczba punktéw (elementéw), nalezgcych do zbioru
(Z2), to punkt a, oczywiscie, jest punktem odosobnionym.

Zbior, ztozony z samych tylko punktéw odosobnionych,
jest przeliczalny; takim np. jest zbiér 1, i,... Po-
niewaz rozne elementy zbioru (Z) mogag by¢ réwnemi licz-
bami, weZzmy pod uwage zbi6r (4), utworzony ze wszystkich
roznych liczb zbioru (Z). Kazdej liczbie o zbioru (A) mozemy
podporzadkowa¢ pewien przedziat 8,, wewnatrz ktorego
znajduje sie jedna tylko liczba a zbioru (.4). W ten sposob
ustalimy odpowiednios¢ doskonatg miedzy liczbami a zbioru
(A) i przedziatami 6,, pewnego zbioru przedziatéw na pros-
tej. Mozemy przyjaé, iz dwa jakiekolwiek nasze przedziaty
80 i 8b nie majg zadnego punktu wspdlnego. Wystarczy
wiec udowodnié, ze zbiér naszych przedziatow jest przeli-
czalny. Te z pos$rod naszych przedziatow 8,, ktore stano-
wig odcinek wigkszy od h lub réwny n, (co oznacza¢ be-
dziemy przez 8a”-h, gdzie h jest zupeinie dowolne >0),
tworzg zbiér E przeliczalny; gdyz w przedziale (— g -j-©9

2
takich przedzialtbw 8a mamy najwyzej T;] a wiec dla po-

numerowania ich wystarczy skonczona liczba wskaznikow;
poniewaz kazdy przedzial 8a bedzie sie miescit w odcinku
(—w -(-9, o ile n dostatecznie wielkie, wiec, kazdy prze-
dziat Sa>A bedzie podporzadkowany pewnemu numerowi
k, co dowodzi przeliczalnosci odpowiedniego zbioru E. Po
niewaz kazdy przedziat 8, bedzie spetniat warunek 8,,>1,
o0 ile h jest dostatecznie mate, wiec wystarczy wzigé pod
uwage, dajmy “Na to, cigg malejgcy wartosci A= 1, n= £,



h=1\,..., h= — it d Te z posr6d odcinkéw .,, ktore

spetniajg warunek 8 ~1, stanowig zbidr przeliczalny EX
te, ktdre spetniajg warunek . > . ,,~£, stanowig zbidr prze-

liczalny A,,..; te, ktore spetniajg warunek N>e, NN

stanowig zbiér przeliczalny E,,, i t. d.

Zbidér wszystkich odcinkéw 8a stanowi zbior Ex-\-Ex-\-
-\-Ea... -\-En-\-..., t. j. sume zbioréw poszczegdlnych EX,
E2..., E,,... i t. d; a wiec, jako suma przeliczalnej liczby
zbioréw przeliczalnych, jest zbiorem przeliczalnym. Tak
wiec zbiér (4) jest przeliczalny, skad wynika, ze i zbiér
(2) jest takze przeliczalny, albowiem kazdej liczbie a zbioru
(A) odpowiada najwyzej skonczona liczba elementow
zbioru (2).

39. Punkty skupienia zbioru (Z) tworzg nowy zb
ktéry nazywamy zbiorem pochodnym i oznacza¢ bedziemy
przez (Z'). Zbioér pochodny (Z") moze zawiera¢ nieskon-
czenie wiele elementow i posiada¢ takze swoje punkty
skupienia, ktore tworzg zbiér pochodny zbioru pochodnego,
czyli zbiér pochodny drugiego rzedu (Z"), i t. d.

Jezeli zbiory (Z) i (Z') nie majg zadnego punktu
(elementu) wspolnego, to zbiér Z nazywa sie zbiorem od-
osobnionym, gdyz, jak tatwo sprawdzi¢, skilada sie tylko
Z punktéw odosobnionych.

Jezeli kazdy punkt zbioru (Z') jest jednocze$nie punk-
tem zbioru (Z), t. j. nalezy do (Z), to zbior (Z) nazywa
sie zamkniety albo domkniety. Wszystkie punkty skupienia
zbioru domknietego naleza do tegoz zbioru.

Jezeli kazdy punkt zbioru (Z) nalezy do zbioru po-
chodnego (Z'), to zbiér (Z) nazywa sie gesty w sobie;*
kazdy punkt takiego zbioru jest zarazem punktem skupie-

*) Od pojecia zbioru gestego w sobie nalezy odrozniaé pojecie
zbioru gestego w przedziale (m,n). Zbior punktéw, nalezacych do



nia; zbiér gesty w sobie nie zawiera wcale punktéw od-
osobnionych.

Jezeli kazdy punkt zbioru (Z) nalezy do (Z') i od-
wrotnie, kazdy punkt zbioru (Z') nalezy do (2), t. |, jezeli
zbiér jest domkniety i gesty w sobie, to nazywm sie dosko-
natym. Zbiory (Z) i (Z") sa wtedy identyczne.

Przyktady. Zbior 1, * ... hie jest dom-

kniety, gdyz liczba 0 nalezy do (Z'), ale nie nalezy do (Z).
Zbiér 0, 1, 4f..., ©,... natomiast jest domkniety. Zbior
ten nie jest gesty w sobie.

Zbior wszystkich liczb wymiernych przedziatu (0.1)
jest gesty w sobie, natomiast nie jest zamkniety, gdyz (Z")
zawiera wszystkie liczby (wymierne i niewymierne) prze-
dziatu ¢ ,.).

Zbior wszystkich liczb x przedziatu (0,1), t. j. wszyst-
kich liczb, spetniajgcych warunek jest dosko-
naty; natomiast zbiér wszystkich liczb x, spetniajacych
warunek a<*< 4, nie jest zbiorem doskonatym, gdyz nie
jest domkniety, albowiem punkty a i b nalezg do (Z"),
a nie do (Z); taki zbiér punktéw bedziemy nazywali prze-
dzialem niewlasciwym; przedzialem niewlasciwym bedzie-
my nazywacé takze przedziaty a”.x<b i a<x”.b, ktore

przedziatu (m, n) nazywa sie gestym w tym przedziale, jezeli w kaz-
dym dowolnie matym przedziale, stanowiacym cze$¢ przedziatu (m, w),
istniejg zawsze punkty, nalezace do zbioru. Jasna rzecz, ze zbiér z
ge3ty w przedziale (m,n) musi by¢ gesty w sobie, gdyz z okreslenia
zbioru gestego w (m,n) wyDika, ze wszystkie punkty przedziatu
(m,w) nalezg do zbioru pochodnego z:. Odwrotnie, zbior gesty w so-
bie moze, oczywiscie, nie by¢ gestym w przedziale (m,n); wystarczy
dla przykfadu wzigé pod uwage zbidr, otrzymany ze zbioru wszyst-
kich punktéw przedziatu (m, n) przez wyjecie z tego zbioru punktow,
nalezacych do dowolnego przedziatu (a, (3, stanowigcego czes¢ prze-
dziatu (m, ri).



nie sg domkniete; dla odrdznienia za$ przedziat a” . x”~b
bedziemy nazywali przedziatem wiasciwym.

40. Zbior pochodny jest zbhiorem domknietym. Nie
(Z) oznacza dowolny zbidr, (Z") zbiér pochodny, t j. zbior
wszystkich puuktéw skupienia zbioru (Z); przez a ozna-
cza¢ bedziemy elementy zbioru (Z), przez a' elementy
zbioru (Z'); niech m bedzie punktem skupienia zbioru (Z).

Jakkolwiek matla jest liczba dodatnia e, w przedziale
(m—e, m-f-s) miesci sie nieskonczenie wiele punktow
zbioru (Z'); niech a' oznacza jeden z takich punktéw;
poniewaz a’ jako element zbioru (Z') jest punktem sku-
pienia zbioru (Z), wiec w przedziale (a' —e, o'-f-e) znaj-
duje sie nieskonczenie wiele punktowa. Przedziat (@’ —e,
a’ -f-e) jest catkowicie zawarty wewnatrz przedziatu (m— e,
w -}-. ), a wiec w przedziale (m —. e, m-j-. €) miesci sie
takze nieskonczenie wiele punktéw a. Stad wniosek, ze
punkt m jest punktem skupienia zbioru (Z), czyli nalezy
do (Z'); tak wiec kazdy punkt skupienia m zbioru (Z")
nalezy do (Z'). Zpiér (Z") jest domkniety, co trzeba byto
udowodnic.

Whniosek. Jezeli zbior (Z) jest gesty w sobie, to zbior
pochodny (Z") jest doskonaty.

Zauwazmy przedewszystkiem co nastepuje: jezeli zbior
(Z) jest czescig zbioru (E), to zbior pochodny (Z') jest
czescig zbioru pochodnego (E").

Jezeli zbiér (Z) jest gesty w sobie, to wszystkie ele-
menty zbioru (Z) nalezg do zbioru pochodnego (Z'= E)\
a wiec zbior Z’ posiada punkty skupienia, ktére tworzg
nowy zbior (Z'); (Z) jest czescig (Z'), a wiec (Z') jest
czedcig zbioru (Z"), czyli ze zbiér (Z') jest gesty; ponie-
waz jest domkniety, wiec jest doskonaty, czyli Z'= Z".

Przyktad. Zbidér (Z) wszystkich liczb wymiernych
przedziatu (.,.) jest niedomkniety, ale gesty; zbior po



chodny (Z") zawiera wszystkie liczby przedziatu (. ,.); jest
domkniety i gesty, czyli doskonaty.

41. Zbior ograniczony. Krance. Kres goérny i dolny.

Zbidr liczb (punktéw) jest ograniczony od gory, jezeli
wszystkie jego elementy sa liczbami mniejszemi od pewnej
liczcby M (lezg na lewo od punktu M). Zbiér jest ograni-
czony od dotu, jesli wszystkie elementy sg liczbami, wiek-
szemi od pewnej liczby m. Jezeli zbi6r jest ograniczony
od gbry i od dotu, to muszg istnie¢ takie dwie liczby m i M,
iz kazdy element x zbioru (Z) spetnia warunki m <x<M .
Liczby m i M bedziemy nazywali Kkrancami zbioru ogra-
niczonego (Z); jezeli ml<m, to liczby M1 i mx
beda, oczywiscie, takze krancami dla zbioru (Z). Jezeli
liczby m i M sg krancami, to kazdy punkt x zbioru (Z)
nalezy do przedzialu (m,M), a wiec i do przedziatu
(mu MX.

Stajemy wobec pytania, czy istnieje dla zbioru (Z2),
ograniczonego (od géry i od dotu), najmniejszy przedziat,
wewnatrz ktorego zawarte sg wszystkie liczby zbioru. Jezeli
zbiér (Z) zawiera conajmniej dwie liczby rozne, to, jasna
rzecz, przedziat (m,M), zawierajacy zbiér, nie moze by¢
dowolnie maly. Odpowiedz na powyzsze pytanie w sensie
twierdzacym daje pojecie kresu gdrnego K i kresu dolnego
k. Kresem goérnym nazywamy najmniejszg liczbe, od ktd-
rej zadna liczba zbioru (Z) nie jest wieksza; kresem dol-
nym nazywamy najwiekszag liczbe, od ktérej zadna liczba
zbioru (Z) nie jest mniejsza.

Kres gérny posiada wiec dwie nastepujace wiasnosci,
ktore te liczbe K najzupetniej wyznaczaja:

1) Kazda liczba x zbioru (Z) jest mniejsza albo co-
najwyzej réwna K, czyli x”.K dla wszystkich elementow
zbioru.

2) Istniejg elementy zbioru (Z) wieksze od liczby K —e,
gdzie e jest dowolnie matg liczbg dodatnia.



Pozostaje udowodni¢, ze taka liczba K istnieje Mamy
wiec twierdzenie: kazdy zbior, ograniczony od gory, po-
siada kres gorny.

Dowod przy pomocy przekroju. Do klasy wyzszej za-
liczymy kazdg liczbe rzeczywistg, wieksza od wszystkich
liczb x zbioru (Z); do klasy nizszej zaliczymy wszystkie
pozostate liczby rzeczywiste. Ten podzial na klasy jest
przekrojem, gdyz czyni zado$¢ odpowiednim warunkom;
zadna klasa nie jest pusta, gdyz, naprzykiad, dowolna
liczba x zbioru (Z) i kazda liczba od niej mniejsza nalezy
do Kklasy pierwszej; kraniec goérny M, ktéry na mocy za-
fozenia (zbiér ograniczony od gory) istnieje, nalezy do
klasy drugiej. Kazda liczba rzeczywista nalezy badZz do
klasy pierwszej, badz do klasy drugiej. Wreszcie kazda
liczba klasy nizszej jest mniejsza od kazdej liczby klasy
wyzszej; w rzeczy samej, jezeli liczba  nalezy do klasy
pierwszej, to istnieje taki element x' zbioru (Z), iz Ix4”x"\
jezeli 12 nalezy do klasy wyzszej, to a/<Z2, a wiec Z<72
Przekr6j ten wyznacza pewng liczbe K, ktora jest albo
najwiekszg liczbe klasy pierwszej, albo najmniejszg klasy
drugiej. Ta liczba K jest wiasnie kresem goérnym. W rze-
czy samej, zadna liczba x zbioru (Z) nie moze by¢ wigksza
od K, bo gdyby x>K, to x>KA-e>K, o ile liczba e
jest mniejsza od x —K\ lecz liczba K-f-e, jako wieksza
od K nalezy do klasy wyzszej, a wiec nieréwnosé
x~>K-\- e=12jest niemozliwa, jako sprzeczna z okre$leniem
liczb drugiej klasy. Musi wiec byé x A K\ z drugiej strony
liczba K —e, jako mniejsza od K, nalezy do Kklasy pierw-
szej, z czego wynika, iz istniejg liczby x' zbioru (Z), spet-
niajgce nieréwnos$¢ x'> K —. = . A wiec liczba K, wy-
znaczona przez nasz przekroj, jest kresem goérnym.

W podobny sposéb mozna udowodni¢ twierdzenie:
jezeli zbior (Z) jest ograniczony od dotu, to posiada kres
dolny k.



Liczba k jest wyznaczona przez dwie nastepujace wias-
nosci:

1) Kazda liczba x zbioru (Z) jest wieksza lub conaj-
mniej réwna k.

2) Istnieja liczby x' zbioru (Z) mniejsze od liczby
k-\-e, gdzie e jest dowolnie matg liczbg dodatnia.

Dowdd zapomocag przekroju. Szczeg6ly zostawiamy
czytelnikowi.

Zapomocg sprowadzenia do sprzecznosci tatwo jest
sprawdzié¢, ze dla danego zbioru, ograniczonego od gory,
moze by¢ tylko jedna liczba K. Tak samo dla zbioru,
ograniczonego od dotu, kres dolny k jest wyznaczony jedno-
znacznie; gdyby bowiem byty dwie liczby k i kt, (przy-
czem k £=AD, spetniajace tylko co wyszczegblnione wa-
runki, to doszlibySmy do sprzecznosci; szczegdty pozosta-
wiamy rowniez czytelnikowi.

Przyktady. 1) Zbioér (Z) wszystkich liczb catkowitych
dodatnich jest ograniczony od dotu, kresem dolnym jest
liczba jeden, nalezaca do (Z). Zbior ten nie jest ograni-
czony od gory.

2) Zbior (Z) wszystkich liczb rzeczywistych (punktéw)
przedziatu wasciwego (. ,.), t J zbior wszystkich liczb,
spetniajacych warunek O ~aj-”.; kresem dolnym jest .,
kresem gérnym 1; obie te liczby nalezg réwniez do (2).

3) Zbior wszystkich liczb x przedziatu niewtasciwego
. < #<,; kresem dolnym jest ., kresem gornym ., lecz
kresy k i K nie nalezg w tym przypadku do (Z).

4) Zbiér wszystkich liczb niewymiernych przedziatu
(0,1); kresami sg réwniez 0 i 1 i nie nalezg do (Z)

5) Zbidr wszystkich liczb wymiernych przedziatu wias

ciwego (,.); kresami sg tu réwniez . i ., lecz nalezg
do (2).
. ) Zbior liczb 1, kresami sg tu liczby 0

i 1, przyczem K — 1 nalezy do (Z), a A= 0 nie nalezy do (Z)
Rachunek rdzniczkony i calikony. 6



Z tych przyktadéw wynika, Zze kres zbioru (Z) moze
do zbioru (Z) naleze¢, ale moze do zbioru nie nalezec.

Jezeli kres k lub K nie nalezy do zbioru (Z), to musi
naleze¢ do zbioru pochodnego (Z), czyli by¢ punktem sku-
pienia zbioru. Gdyby bowiem punkt K nie byt punktem
zbioru (Z) ani punktem skupienia tego zbioru, to w dos-
tatecznie matem otoczeniu punktu K nie byloby ani jed-
nego punktu zbioru (Z), tak ze w przedziale (K —e, K-\-g)
nie byloby ani- jednego elementu x zbioru (Z), co jest
sprzeczne z okresleniem kresu K.

Jezeli k i K sg kresami zbioru (Z), to kazdy element
X zbioru spetnia warunek k™ .x”.K, t.j. nalezy do prze-
dziatlu wilasciwego (k,K). Kazda liczba M wieksza od K
bedzie krancem gornym zbioru, kazda liczba m, mniejsza
od k bedzie krancem dolnym zbioru.

Jezeli k—K, to zbiér (Z) zawiera tylko jedng liczbe;
jezeli elementami zbioru (Z) sg wyrazy pewnego ciagu, to
wyrazéw tych moze by¢ nieskonczenie wiele, ale w tym
przypadku wszystkie majg te samg wartos¢ liczbowa.

Jezeli zbiér (Z) jest domkniety, i jezeli posiada kres
K (ewentualnie &), to kres K (ewentualnie k) nalezy do
(Z); w rzeczy samej, stwierdziliSmy przed chwilg, ze K,
o ile nie nalezy do (Z), musi naleze¢ do (Z"); otéz dla
zbioru domknietego kazdy element zbioru (Z') nalezy do
(Z), co dowodzi naszego twierdzenia.

42. Najwieksza z granic (punktéw skupienia),
mniejsza z granic (punktéw skupienia).

Przypusémy, iz dany jest jaki$ zbior liczb rzeczywis-
tych (punktéw) (Z). Zbiér pochodny (Z"), o ile nie jest
pusty, moze takze posiada¢ swdj kres gérny i kres dolny;
bedzie to miato z pewnoscig miejsce, gdy np. zbidér (2)
jest ograniczony od goéry albo od dotu, jak sie o tem mo-
zemy przekona¢, rozumujac przez sprowadzenie do sprzecz-
nosci.

ne



Przypus¢my, ze (Z) jest ograniczony od gory i od dotu
i ze (Z") nie jest zbiorem pustym; wiec (Z') jest takze
ograniczony, a wiec posiada kres gorny i kres dolny.
Niech O oznacza kres gorny zbioru pochodnego (Z"), a ¢
jego kres dolny. Poniewaz zbi6r (Z") jest domkniety, wiec O
i g nalezg do (Z"), czyli Oi g sg punktami skupienia zbioru
(Z). Zadna liczba |, wieksza od O, nie moze byé punktem
skupienia zbioru (Z); gdyby bowiem 1>G, to liczba I,
nalezagca do zbioru pochodnego (Z'), byfaby wieksza od
kresu gérnego G tego zbioru (Z'). Tak samo udowodnimy,
ze zadna liczba mniejsza od g nie moze by¢ punktem sku-
pienia zbioru (Z). Tak wiec G jest najwiekszg z granic
uogélnionych, t. j. punktéw skupienia, a g jest najmniejszg
z granic (punktow skupienia). Wszystkie punkty skupienia
zbioru (Z) nalezg wiec do przedziatu wiasciwego (g, G)

Liczba G posiada nastepujace wiasnosci, ktore jg w zu-
petnosci wyznaczaja:

1) ,,Prawie” wszystkie elementy zbioru (Z) (ograniczo-
nego od gory) sag mniejsze od G-j-e, t. j. tylko skonczona
liczba elementéw zbioru (Z) przewyzsza liczbe G-{-e.*

2) Dowolnie mate otoczenie punktu G zawiera nieskon-
czenie wiele elementéw zbioru (Z), t. j. nieskonczenie
wiele liczb zbioru (Z) jest wiekszych od G—e, jakkolwiek
malg jest liczba dodatnia s.

Jezeli istnieje liczba G, spetniajgca powyzsze dwa wa-
runki, to, popierwsze, zbiér (Z) jest ograniczony od gory;

* Gdyby bowiem byto nieskoriczenie wiele elementéw zbioru (z),

wiekszych od O-fs, to w przedziale (¢ +t,k) musiatoby sie znajdo-
wac nieskonczenie wiele elementéw zbioru, a wiec, na mocy twier-
dzenia 1.43, musiatby istnie¢ punkt skupienia, ktéry, naturalnie, bytby

wiekszy od Cr, wbrew zatozeniu.



powtére G jest punktem skupienia zbioru (Z); potrzecie
G=G, t j. G jest najwiekszg z granic.

Liczba g posiada nastepujace dwie wiasnosci, ktore jg
w zupetnosci wyznaczaja:

1) ,,Prawie' wszystkie elementy zbioru (Z) (ograniczo-
nego od dotu) sg wieksze od g —e, t. j. tylko skoriczona liczba
elementéw zbioru (Z) jest mniejsza od g — e.

2) Dowolnie male otoczenie punktu g zawiera nieskon-
czenie wiele elementow zbioru (Z), a wiec jest nie-
skonczenie wiele elementdw zbioru {Z) mniejszych od g -j- e,
jakkolwiek matg jest liczba dodatnia e.

Jezeli istnieje liczba g, spelniajgca powyzsze dwa wa-
runki, to popierwsze zbiér (Z) jest ograniczony od dotu;
powtére g jest punktem skupienia zbioru (Z); potrzecie
g= g, t. j. g jest najmniejsza z granic.

Liczby g i G sg wyznaczone przez powyzsze warunki
jednoznacznie; dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci.

Jezeli zbiér (Z) nie jest ograniczony od gory, to niema,
oczywiscie, takiej liczby G, gdyz z dwéch warunkdéw, okres-
lajacych liczbe G, pierwszy nie moze by¢ spetniony.

Jezeli zbidr (Z) nie jest ograniczony od dotu, to niema,
oczywiscie, takiej liczby g, gdyz z dwdch warunkéw, okres-
lajacych liczbe g, pierwszy nie moze by¢ spetniony.

Jezeli g= G, to zbiér (Z") zawiera jeden tylko punkt,
zbiér (Z) za$ jest ograniczony i posiada jeden tylko punkt
skupienia. Odwrotnie, jesli (Z) jest ograniczony (od gory
i od dotu) i posiada jeden tylko punkt skupienia, to
g_=G.

Poréwnajmy ze sobg okreslenia gdrnego kresu K i naj-
wiekszej z granic G.

Jezeli kres gorny K jest punktem odosobnionym zbioru
(Z2), to oczywiscie K > G; jezeli kres gorny K jest punktem



skupienia zbioru (Z), to jest, oczywiscie, najwiekszg z gra-
nic; dowod przez sprowadzenie do sprzecznosci. A wiec
w tym przypadku 0 = K. Poniewaz K moze by¢ tylko
albo punktem odosobnionym albo punktem skupienia
zbioru (Z), wiec przytoczone dwa przypadki wyczerpujg
wszystkie mozliwosci; nigdy nie moze by¢ K < 0. Tak samo
mozna porowna¢ kres dolny k z najmniejszg z granic g.
Jezeli k jest punktem odosobnionym, to k<g; w przeciw-
nym razie k= g. Liczby (punkty) g i 6 moga do zbioru
(Z) naleze¢ lub nie naleze.

43. Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.

Kazdy zbior nieskonczony, ograniczony od gory i od
dotu, posiada przynajmniej jeden punkt skupienia.

Przypusémy, ze wszystkie punkty zbioru (Z) nalezg
do przedziatu gdzie m i M sg krancami zbioru
ograniczonego (Z), przytem m mozemy tak wybrac, by
punkt ten nie nalezat do (Z), Kazdy punkt (liczbe) X
przedziatu (m,M) zaliczymy do klasy pierwszej lub dru-
giej, zaleznie od tego, czy w przedziale (m, Z) mamy skon-
czong lub nieskonczona liczbe elementéw' zbioru (Z). Punkt
m nalezy do klasy pierwszej; punkt M do klasy drugiej,
bo w przedziale (m, M) sa wszystkie punkty zbioru (2),
a jest ich nieskonczenie wiele. Kazdg liczbe mniejszg od m
zaliczymy do klasy pierwszej, kazdg liczbe wieksza od M
do klasy drugiej; a wiec kazda liczba rzeczywista nalezy
do jednej z dwoch klas. Kazda liczba Xi pierwszej klasy
jest mniejsza od kazdej liczby Xn drugiej klasy; jezeli
Xi<m lub Xn>M, to rzecz jest oczywista; jezeli Xxi Xu
nalezg do przedzialu (m,M), to, zakladajgc Xj Xu, do-
szlibySmy do sprzecznosci. A wiec musi by¢ zawsze Xi<.Xu.
Nasz podziat liczb rzeczywistych na dwie klasy jest wiec
przekrojem. Przekréj ten wyznacza liczbe, ktdrg oznaczymy
przez g. Liczba g—s nalezy do klasy nizszej, liczba g-\-e.



do klasy wyzszej. W przedziale (m,g—e) mamy zatem
skoniczong liczbe elementéw zbioru (Z), w przedziale za$

przeciwnie, liczbe nieskoriczong tych elementow;
stad wmiosek, iz przedzigt (g —e, g-j-e) zawiera nieskon-
czenie wiele elementéw zbioru (Z); a wiec punkt g jest
punktem skupienia zbioru (Z). Twierdzenie zostato udo
wodnione.

Punkt skupienia, ktérego istnienie zostato stwierdzone
przez tylko co przytoczone rozumowanie, jest wilasnie naj-
mniejszg z granic, t j. g= g\ w rzeczy samej, w przedziale
(m, g —e) znajduje sie skonczona liczba elementdéw zbioru
(Z), czyli niema tam ani jednego punktu skupienia na-
szego zbioru; poniewaz e. ., jest liczbg dowolnie malg,
wiec nie moze byé g<g. Udowodnilismy ze:

Kazdy zbiér nieskohczony, ograniczony od gory i od
dotu, posiada najmniejsza granice g *

Twierdzenie Weierstrassa mozna wyglosi¢ jeszcze
w sposdb nastepujacy: jezeli zbidr (Z) jest nieskonczony
i ograniczony od gory i od dotu, to zbiér pochodny (Z")
nie jest pusty.

Jezeli zbiér pochodny nie jest pusty, to muszg istnie¢
granice najwieksza i najmniejsza g i G.

TJwaga. By wystowienie twierdzen uprosci¢ i ujednos-
tajni¢, wygodnie jest wprowadzi¢ nastepujgcg umowe: je
zeli zbior (Z) nie jest ograniczony od goéry, to fakt ten
wyrazimy, mowigc, iz zbiér posiada miejsce skupienia
(granice uogo6lniong) w punkcie niewfasciwym -f- oo; zda-
nie ,,zbiér (Z) posiada miejsce skupienia w punkcie nie
wihasciwym — o00* bedziemy uwazali za réwnoznaczne ze
zdaniem: ,,zbiér (Z) nie jest ograniczony od dotu®“. Oto-
czeniem punktu niewlasciwego -f- 0o jest zbidr wszystkich

* Czytelnik w spos6b podobny udowodni istnienia najwiekszej
Z granic G.



liczb x, wiekszych od dowolnie wielkiej liczby ./; otocze-
niem punktu niewfasciwego — 00 jest zbior wszystkich
liczb x, mniejszych od dowolnie matej liczby m; tak. np.,
zbiér liczb . . . stanowi otoczenie punktu niewtasciwego
-(- 0o, zbior liczb . . ... stanowi otoczenie punktu nie*
wiasciwsgo — oo. Zdania: ,,zbiér (Z) nie jest ograniczony
od gbry* i ,w dowolnem otoczeniu punktu niewfasciwego
-f- oo znajduje sie nieskonczenie wiele elementéw zbioru
(Zy posiadajg te samg treS¢. W ten*sposéb twierdzeniom,
odnoszacym sie do zbioréw ograniczonych, i twierdzeniom,
odnoszacym sie do zbioréw nieograniczonych, bedziemy
mogli nada¢ brzmienie jednakowe. Tak np., twierdzenie
Weierstrassa bedzie brzmiato: kazdy zbiér, zawierajgcy
nieskonczenie wiele elementéw (liczb, albo punktéw na
prostej), posiada przynajmniej jeden punkt skupienia.

Jezeli zbi6r jest ograniczony od goéry i od dotu, to
wszystkie punkty skupienia sa punktami wiasciwemi; jezeli
zbiér nie jest ograniczony od gory, to punkt niewlasciwy
+ oo jest punktem skupienia, ale, oczywiscie, nie koniecznie
jedynym. Tak samo, jezeli zbiér nie jest ograniczony od
dotu, to musi posiada¢ przynajmniej jeden punkt skupie-
nia, mianowicie punkt niewtasciwy — oo. Tak naprzykiad,
zbidr liczb ciggu naturalnego posiada jeden punkt skupienia,
punkt niewfasciwy -j- co; zbidr: 2, 3, 4, ~...on, M.
ma dwa punkty skupienia, jeden w punkcie wiasciwym
., drugi w punkcie niewfasciwym + oo; zbidr wszystkich
liczb catkowitych dodatnich i ujemnych posiada dwa
punkty skupienia, oba niewlasciwe — oo i 00.

Twierdzeniom o najwiekszej i najmniejszej z granic
mozna nada¢ brzmienie nastepujace: jezeli zbidr posiada
nieskonczenie wiele elementéw, to posiada granice naj-
wiekszg G i granice najmniejsza g.

Jezeli zbior jest ograniczony od gory i od dotu, to g



i G sg punktami wiasciwemi; jezeli zbidr nie jest ogra-
niczony od gory, to G jest punktem niewtasciwym -j- oo;
jezeli zbior nie jest ograniczony od dotu, to g jest punktem
niewtasciwym — oo. /

Jezeli g— G, to zbidér posiada jeden tylko punkt sku-
pienia; tak np., jezeli zbiorem (Z) jest zbior liczb ciagu
naturalnego, to najmniejsza i najwieksza granica sg sobie
rowne, gdyz q jak i G zlewajg sie z punktem niewasci-
wym -|- 0o.

Konsekwentnie musimy takze rozszerzy¢ pojecie zbiez-
nosci ciggu; mianowicie, jezeli cigg av an,... jest
ciggiem dazacym do nieskorniczonosci, to powiemy, ze po-
siada granice niewfasciwa, ze zmierza do granicy niewlas-
ciwej -f- oo; tak samo, jezeli an—*-- 0o, to powiemy, iz cigg
nasz zmierza do granicy niewlasciwej — oo. Jezeli ciag zmie-
rza do granicy niewlasciwej, to ,prawie" wszystkie wyrazy
ciggu nalezg do otoczenia tego punktu niewlasciwego.

43. Kryterjum Cauchy zbieznosci ciggu.

Przypusémy, ze dany jest pewien cigg; niech (E) ozna-
cza zbior, ktérega elementami sg wszystkie wyrazy tego
ciagu; (Z) za$ niech oznacza zbidér wartosci liczbowych
danego ciggu, tak iz dwa rézne elementy zbioru (Z) sa
dwoma rdéznemi liczbami, co niekoniecznie musi mieé
miejsce dla zbioru (E). Zbior (Z) moze zawiera¢ skon-
czong liczbe punktéw. tylko wtedy, gdy w ciggu danym
nieskonczenie wiele wyrazéw sg liczbami réwnemi. Cigg
bedziemy, jak zwykle, nazywali zbieznym, jezeli posiada
granice wiasciwa.

Twierdzenie. Jezeli cigg jest zbiezny, to jest ograni-
czony (od géry i od dotu) i posiada jeden tylko punkt
skupienia.

Uwaga. Punktami skupienia ciggu bedziemy nazywali
punkty skupienia odpowiedniego zbioru liczb, jak réwniez



punkty, ktérym odpowiada nieskoriczenie wiele réwnych
wyrazow cigga.

Zatozenie. Cigg al, a2, a3, , an,... jest zbiezny;
a,i->g.

~Prawie" wszystkie wyrazy ciggu spetniajg warunek
\an czyli zewnatrz przedzialu (g—e, P—e) znaj
duje sie skonczona liczba wyrazéw ciggu; niech anl,

a,.k beda temi wyrazami, spetniajgcemi jedng z dwdch
nierownosci x<.g —& lub x>g-\-&\ wszystkie inne spel-
niajg nieréwnos$¢ g —s .r r/-f-e. Niech M oznacza naj-
wigkszg z liczb [a,,,|, 1aM,..., |a,,J,\g—e|, \g+ e|. Wszystkie
wyrazy ciggu spetniajg nieréwnos¢ |aNI< 1/, czyli wszystkie
wyrazy ciggu sg zawarte w przedziale (—M, —JI/), czyli
cigg jest ograniczony.

Punkt g jest, oczywiscie, punktem skupienia ciggu;
fatwo stwierdzi¢, ze jest on jedynym punktem skupienia
ciggu Gdyby bowiem byt drugi punkt skupienia Ciagu gu
to ,,prawie¥ wszystkie wyrazy ciggu musiatyby spetniac
warunek \an—c<i|<e, czyli ,prawie” wszystkie wyrazy
ciggu bylyby zawarte w przedziale (g, —e, otoz,

jezeli . < e< 24— to przedziaty .. —e, g+ €) i {gx—e,

gx—e) nie maja ani jednego punktu wspolnego, a wiec nie
moeg by¢ ,,prawie’ wszystkie wyrazy tego samego zbioru
i w przedziale (J—e, g-j-e) i w przedziale (gt —e, -f-e);
gdyz jezeli ,,prawie™ wszystkie wyrazy sa wewnatrz (g— e,
g -f-e), to zewnatrz tego przedziatu, a wiec i w przedziale
(t—., gi s) musi sie ich znajdowa¢ skoriczona liczba
a nie ,prawie" wszystkie, skad sprzecznosc.

Twierdzenie odwrotne. Jezeli cigg jest ograniczony
i jezeli posiada jeden tylko punkt skupienia, to cigg jest
zbiezny, t. j. posiada granice wiasciwa.

Jezeli g jest punktem skupienia ciggu, to znaczy, iz
nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu znajduje sie w prze-



dziale (g —e, gr-f-e), jakkolwiek jest matg liczba dodatnia e.
Jezeli cigg jest ograniczony i nie posiada innego punktu
skupienia po za punktem g, to po za przedziatem (g —e,
g -f-e) mamy tylko skoriczong liczbe wyrazoéw ciagu. Niech
m i M bedg kraricami naszego ciggu; (liczby m i M istnieja,
bo ciag jest ograniczony). Gdyby nieskonczenie wiele wy-
razow ciggu spetniato nieréwno$¢ m< < ., —e, to w prze-
dziale (m, g —e) musiatby sie znajdowac przynajmniej je-
den punkt skupienia g14.9 tego ciggu. W rzeczy samej,
wynika to z twierdzenia Weierstrassa, jezeli wartosci licz-
bowe owych wyrazéw an stanowig zbiér nieskonczony;
w przeciwnym razie musi by¢ nieskonczenie wiele wyra-
z6w rownych tej samej liczbie |; ale w takim razie ta
liczba | jest punktem skupienia, nie zbioru (Z) wartosci
liczbowych wprawdzie, ale ciagu. Tak, w obu przypadkach
musiatby istnie¢ punkt skupienia po za punktem g, co
jest sprzeczne z zatozeniem. Tak samo udowodnimy, ze
tylko skoriczona liczba wyrazéw ciggu spetnia warunek
9+ e<a,<iY. ,Prawie. wszystkie wyrazy ciggu znajdujg
sie wiec w przedziale (g—e, g-—€), t j. ,,prawie” wszyst-
kie wyrazy ciggu speiniaja nieréwnosé
g—e<0,<"+ g

poniewaz liczba dodatnia e moze by¢ dowolnie mata, ciag
a,, jest zbiezny i zmierza do granicy wilasciwej g.

Tak wiec, warunkiem koniecznym i dostatecznym
zbieznosci ciggu jest ograniczono$¢ ciagu i istnienie jednego
tylko punktu skupienia.

Uwaga. Czytelnik sprawdzi, ze przez wprowadzenie
granic niewtasciwych mozemy twierdzeniom, dotyczgcym
ciggbw ograniczonych i nieograniczonych, nada¢ jednakowe
wystowienie, mianowicie:

Jezeli cigg posiada tylko jeden punkt skupienia (wias-
ciwy czy niewtasciwy), to punkt ten jest granica, do ktorej



cigg zmierza. Granica ta jest granicg wasciwg albo niewtas-
ciwg, zaleznie od tego, czy cigg jest ograniczony czy nie.

Odwrotnie. Jezeli cigg zmierza do granicy (wiasciwej
lub niewlasciwej), to ta granica jest jedynym punktem
skupienia ciagu.

Klasa ciggéw o jednym punkcie skupienia i klasa
ciggéw, posiadajacych granice, — to jedno i to samo.

Na podstawie tylko co przytoczonych rozwazah mo
zerny poda¢ prosty dowod podstawowego w teorji granic
twierdzenia Cauchy*ego, stanowigcego tak zwane ogélne
kryterjum zbieznosci.

Zeby cigg byt zbiezny (t. j. posiadat granice wiasciwa),
trzeba i wystarcza, by kazdej liczbie dodatniej (dowolnie
matej) e mozna byto podporzadkowac takg liczbe catkowitg
n0, ze warto$¢ bezwzgledna réznicy dwoch jakichkolwiek
wyrazow ciggu o wskaznikach wiekszych od n0 byta zawsze
mniejsza od e.

Warunek wystowiony w tym twierdzeniu jest konieczny,
t. J. jezeli ciag:

®V-M Uny
jest zbiezny, to |an—onj<e, dla n. . . i m> n0; dowod
podalisSmy w ustepie I. 23.

Pozostaje wiec do udowodnienia tylko, ze omawiany
warunek jest warunkiem dostatecznym, t. j. jezeli do kazdej
liczby dodatniej e mozna dobraé¢ taki wskaznik «.(e),* ’z
n>., i wi>n, pociagajg nieréwnos¢

‘v a, e
to cigg jest zbiezny.

Dowdd. Zauwazmy przedewszystkiem, ze cigg au a2...,

jest ograniczony od gory i od dotu; w samej rzeczy,
niech M oznacza najwieksza, a m najmniejszg z posrod
liczb O, o2 a3.,. a0 ah+i+e, onotl—e. Z zatozenia wy-

* Piszemy n”e) zamiast na by uwidoczni¢ fakt zasadniczy, po-
legajacy na tern, iz liczba no zalezy od liczby e.



nika, iz a,< a,,+i-f-e i a,,>afk 1—e dla kazdego » > ?2Q
t. j. ze wszystkie wyrazy ciggu o wskazniku wiekszym od
n0 znajdujg sie w przedziale (at;,_| —e, arori-|-e); tak wiec
tn M dla kazdej wartosci wskaznika n, t. j. wszyst-
kie wyrazy ciggu sg liczbami, nalezacymi do przedziatu
(m, M)\ ciag wiec jest ograniczony od gory i od dotu.

Jako dalszy wniosek z zatozenia, mozemy udowodnic,
ze cigg au az,..., posiada tylko jeden punkt skupie-
nia; w rzeczy samej punkty skupienia naszego ciggu moga
znajdowac sie tylko w przedziale (a,,..-!'—e, 0,,+.-|-€), gdyz
zewnatrz tego przedziatlu znajduje sie tylko liczba skon-
czona wyrazow, mianowicie nie wiecej niz n0. Przypusémy,
iz dwa rézne punkty g] i gi sg oba punktami skupienia
ciggu; w takim razie gx i gt muszg miesci¢ sie w prze-
dziale (a,,+i—e, a,+.-t-e); poniewaz wyniki naszego ro-
zumowania sg prawdziwe przy kazdej (dowolnie matej) war-
tosci s, doszliSmy wiec do sprzecznosci, bo, o ile e<J [gx—g2,
z nieréwnosci Ont—e fi< QoC«n,+i—e wynika
[Ni—. *|<. e, czyli \gx—gA<\gx—g2, co jest niemozliwe.
Tak wiec dwdch punktéw skupienia by¢ nie moze; nato-
miast musi by¢ przynajmniej jeden punkt skupienia, na
mocy twierdzenia Weierstrassa (L 43).

UdowodniliSmy wiec, ze nasz ciag jest ograniczony
od géry i od dotu i posiada jeden tylko punkt skupienia.

Stad wnioskujemy, ze cigg jest zbiezny i ze wzmian.
kowany punkt skupienia jest jego granica.

45. Jezeli liczba a jest punktem skupienia (Z), to mozna
utworzy¢ ciag czesciowy z wybranych elementéw zbioru (Z)
w ten sposob, by utworzony cigg byl zbiezny i granicg
jego byita liczba a. W rzeczy samej, niech ex €2, €8..., €,,..-
oznacza dowolny cigg malejacy o elementach dodatnich
i 0 granicy zero; mozna np. wziaé e, = i.

Niech xx oznacza element zbioru (Z), zawarty w prze-
dziale (a—el a-j-ej, niech x2 oznacza element zbioru



(Z2), rézny od xx i zawarty w przedziale (a—e2 a+ ..),
i t. d.; niech. xp oznacza element zbioru (2), rézny od xIr
#.,.., Xp-i i zawarty w przedziale (a —ep, a-f-Bp). Z okres-
lenia punktu skupienia wynika, ze taki element xp istnieje
dla kazdego p. Utworzy sie w ten sposdb cigg nieskon-
czonym, x2, agl— wyrazy tego ciggu zostaty wybrane
z posréd elementéw zbioru (Z). Ot(’)zFI)im m,= a. W rzeczy

samej, niech e oznacza dowolng liczbe dodatnig; poniewaz
e,-»- , istnieje wiec wskaznik nO taki, ze e, <e, skoro
tylko n>n0. Stad wynika, ze nieréwnos¢ n~>n0 pociaga
nieréwnos$¢ |a—icNke,, <e, czyli, rzeczywiscie, limx= «

n—»00
Czytelnik udowod&i w sposéb podobny, ze jezeli zbidr
(Z) nie jest ograniczony, np. od gbry, to mozna wybraé
Z posrod jego elementéw cigg czesciowy xu x2, xSl..,
taki, ze x,,->-...

Szeregi.

46. Istota i okreSlenia zasadnicze teorji szeregow.

Do teorji szeregbw dochodzimy w sposéb zupetnie na-
turalny przez uogdlnienie pojecia sumy w przypadku, gdy
liczba skiadnikdéw jest nieskoriczona. Wyobrazmy, iz dany
jest nieskonczony cigg liczb ax, a2 a3..., a,,..; teorja sze-
regbw ma na celu podanie okreslenia sumy nieskoriczonej
liczby skiadnikéw:

)] ai+ ..+ — °«H_ —

Gdyby liczba sktadnikdéw byta skoriczona, otrzymali-
bysSmy sume wszystkich sktadnikéw dodajgc dwa pierwsze,
nastepnie do sumy dwdch pierwszych — trzeci, do sumy
trzech pierwszych skladnikéw — czwarty i t. d.,, az do
wyczerpania. Gdy liczba skladnikéw jest nieskonczona,
okreslenie powyzsze niema sensu, gdyz wszystkich skiadni-
kéw wyczerpaé nie mozemy; przeciwnie, proces dodawania



kolejnych sktadnikéw jest nieskoniczony; otrzymamy tak
zwane sumy czesciowe:
sl= a); sa= al+«,; s3=al+a2+ 03 s4= Oj+a2+a3+o4
..SN= ot+ a2+ a3+ .. + a,,;...
Sumy czeSciowe szeregu (1) tworzg cigg nieskoriczony
'(2) % S5, Sj,..., Sm...

Okreslenie zasadnicze.
Jezeli cigg (2) sum czeSciowych dazy do granicy, to
te granice nazywamy sumag szeregu (1).

Jezeli zatem
lims,= s, to
n—00
s jest sumg szeregu (1), co wyrazamy, piszac
ai~hat+ ..+ — + a«+ ...=s

Jezeli szereg (1) posiada sume, czyli gdy ciag (2), utwo-
rzony z jego sum czesciowych, dazy do granicy, to szereg
(1) nazywamy szeregiem zbieznym. W przeciwnym razie
mowimy, ze szereg jest rozbiezny.

Znajac wyrazy szeregu (1), mozna, oczywiscie, znalez¢
sumy czesciowe, a wiec utworzy¢ cigg (2); odwrotnie, gdy
znamy ciag, jaki tworzg sumy czeSciowe, mozemy znalez¢
wszystkie wyrazy odpowiadajgcego szeregu. W samej rzeczy,
poniewaz

sn= aj -j- at -{- a3——..-J-on+l -j- a,,,
S,,_i= a, -f-a,-(-as-j- .. -f-a. i,
"Wee sj s i—u, tak iz A —s,, 2—s2 s,
@B=s3 2.,fl,=N ..
Przypusémy, np., iz wiadome jest, ze
2-+1 1

W takim razie



VS fi P -o-f -
2'+1—1 2"—1 1
27 2" 2

a» — sn— S, —i=
Sumag szeregu

b+ - N+ -

jest  lims, = lim2M=L jim A —5
n—> 00 n—>co > —> 00\ y

Przykiad 2-gi.

Przypus¢my, ze s,,: n ; w takim razie
n-1-1
— s1 — c2 T2 51_§ f_%as_$ S_') §_I*g\/l
n n—1 1

n-\-1 h ° n(n+ 1
Szukany szereg jest wiec nastepujgcy.

. 1
L__]—l— I
1.272.37~ 3.470 7Jn(rc+|)
Poniewaz
. . n . 1
lims,= lim lim 1,

n—=>C0 v _>00Dn + 1 n—-o00l + %
wiec szereg jest zbiezny; jego sumg jest liczba 1.
Przykiad 3-ci.
Rozwazmy teraz szereg, bedacy postepem geometrycz-
nym :
a-f-ay-~-ag* f-aq3-)-... + ag¢’_1-f-aqgn-f-..
Jego sumami czesciowemi sa:
§= a; s,= a-\-aqg\ s3= a-\-aq-(-aj8§;..
o—aqn
1 1—?0 —?B;-(9 £0
Nalezy rozpatrze¢ oddzielnie Kkilka przypadkéw, za-
leznie od wartosci wyktadnika q.

1) ?2>1-



W tym przypadku, jak wiemy (I. 29),
gqn—4 co,

a wiec warto$¢ bezwzgledna s,,— ----- ~g"—1) takze ros-

nie nieograniczenie, jak i en t J. |s,,|—-00. Wobec tego
szereg nasz jest w tym wypadku rozbiezny.

2) —1<}< L

W takim razie limg'n= 0, wiec

n->co
Hmsn= YZTqlim (1 —qgn)= YZTq

Szereg zatem jest zbiezny; jego suma

a
3yg==1
Ten przypadek rozpada sie na dwa podrzedne:
a) q= 1
wowczas s,,= n.a i |.*,,|->00; szereg jest rozbiezny.
b) g= —1;

wowczas son= 0, S;)x= a; zatem i tutaj granica nie ist-
nieje; szereg jest rozbiezny.

4 q<-1

Poniewaz w tym przypadku gn granicy nie posiada,
wiec szereg jest rozbiezny.

A zatem szereg, ktory jest postepem geometrycznym,
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jego wykiadnik q
jest zawarty w przedziale pomiedzy — I a +1, z wyklu-
czeniem krancéw przedziatu (przedzial niewtasciwy).

Jezeli szereg
@ ald-a2+ 03+ ... + «»teoe
jest zbiezny, to wyraz ogolny a,, musi dazy¢é do zera, gdy
wskaznik jego n rosnie nieograniczenie. Istotnie



gdy n rosnie nieograniczenie, to lims,= lims,, _i= s,

n— o n->00
a poniewaz lima,, = lims»—Ilims,,_ i, wiec
n->00 Nn—>o00 n—00
lima, = 0
n —00

Jest to warunek konieczny, lecz nie dostateczny zbiez-
nosci szeregobw: istniejg bowiem szeregi rozbiezne, ktérych
wyraz ogélny a* dazy do zera. Zbadajmy dla przykiadu
tak zwany szereg harmoniczny:

3 P+ b+ b+ L +
tu an=\ i lima,, = 0; udowodnimy, ze szereg (3) jest roz-
n—»o00

biezny. W tym celu utw6rzmy i zbadajmy sumy czesciowe.

A= 1, 2= 1+ sd= 1+ ++ (b+ H>1+ ++ (i+10),
a wiec s4> | -}-£-{-1£; podobnie
B==s4+(b+t+ b+ D>+ b+ b+ (P + 0+ |+ 0), clyli

*3> 1+ 5+ I+ I

Nastepnie siJ=ss+ .. + I+ 0+ 0+ i+
-Hts + B+ -+ V), si6> 1+ + + a+4 + i-

Udowodnilismy wiec, ze s@)> 1-j-2\ ; s(x)> 1-f- 3A;
IS2%)>1+4 .-

Zapomocg indukcji udowodnimy z tatwoscia, ze

N1-f-le

Poniewaz wyrazu szeregu (3) sag wszystkie dodatnie,
to sumy czeSciowe tworzg cigg rosnacy; jezeli wiec n 2Kk
to 1 czyli

s,,>1 -fE(lg2ri)A,

gdzie E(lg2n) oznacza, jak zwykle, najwiekszg liczbe cat-
kowitg nie wiekszg od lIg2n.

Gdy n— o0, to Ig2n, a wiec i E(lg2n) rosng do nie-
skonczonosci, wskutek czego sn— 00; szereg harmoniczny
jest rozbiezny.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 7



47. Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci sze-
regu.
Niech bedzie dany szereg

(1) “P+0%-|- °34% eee + oy - o
Utwoérzmy cigg sum czesciowych
(> AL 221 %85 Tl FSlen

Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci ciggu
(patrz 1 44) jest nastepujgcy: trzeba i wystarcza, by do
kazdej liczby e>0 mozna byto dobrac taki wskaznik n0, ze
gdy n>n0, to

M- *J £
dla kazdego p > 0.
Poniewaz
*eti>——*«=  Ontl “Fn+2 - eeed <,
wiec warunek konieczny i dostateczny zbieznosci szeregu
przyjmuje posta¢ nastepujacg: trzeba i wystarcza, by kazdej
liczbie dodatniej e mozna byto podporzadkowaé taka liczbe
Z0, by dla »>z?0

|o«+i -f- HIeH hetp!l e
dla kazdego p > U
Jezeli to kryterjum jest spetnione, to wynika zen, iz np.
przy statym p

4 [lim (oM1-f a,+2-f... a,+)= 0
n—00
czyli limerB= 0, lim (a, -j- aBrit= 0.
n-- oc n—00
lim a,+1-fo,2)= 0, i t..d.
n—00

Mamy wiec tu nieskonczenie wiele warunkéw (p=1,2,...),
ktére wszystkie sg spetnione, o ile szereg jest zbiezny; kazdy
z tych warunkoéw, poszczegdllnie wziety, nie jest warunkiem
wystarczajacym; aby sie o tem przekona¢, wystarczy po
wrdci¢ do szeregu harmonicznego. Dla szeregu harmonicz-



nego warunek (4) jest spelniony; w rzeczy samej, przy
statym p

LN Svow 2 a7 R p)

co czytelnik z fatwoscig udowodni. Mozna nawet udowod-

ni¢, ze lim (—Il—H-------m-mommmmmmeeee- r—2 jest zero, naw’et
n+ n+pP)

wtedy, gdy p rosnie wraz z n, o ile tylko stosunek ~ dazy

do zera.

Tak wiec z tego, ze przy pewnych statych warto$ciach
p (i nawet zmiennych) wyrazenie
(5) an+: -j- arta -J- <nip
dazy do zera gdy n—= 00, nie mozna jeszcze wnioskowac,
ze szereg (1) jest zbiezny. W tym celu nalezatoby wprzdd
stwierdzi¢, ze to zmierzanie ku zeru ma miejsce zawsze,
niezaleznie od tego, wedlug jakiego prawa zmienia sie p
w zalezno$ci od n.

Gdyby jednak wyrazenie (5) przy statym p nie dazyto
do zera, gdy n-~o0o0, to na tej zasadzie mielibySmy prawo
wnioskowaé, iz szereg (1) jest rozbiezny.

Z tych wyjasnien wynika, iz pomimo swej teoretycz
nej prostoty, ogdlne kryterjum zbieznosci, ktére podaliSmy
przed chwilg, moze by¢ w zastosowaniach bardzo ucigzliwe,
przyczem trudnosci mogg by¢ nieraz nie do przezwycieze-
nia. Wskutek czego stosujemy w praktyce cechy prostsze,
ale mniej ogo6lne, gdyz wyrazajgce tylko warunki dosta-
teczne, ale juz nie konieczne zbieznosci szeregbw. O tych
kryterjach bedzie mowa pdZniej.

Uwaga. Rdznicy snp—s,= anH--oM + 2 -f
oznacza¢ bedziemy symbolem Brp; gdy szereg jest zbiezny,
roznice s—s,, oznacza¢ bedziemy przez B,\ nazywamy ja
reszta; tatwo udowmdni¢, ze i?,= a1+ fl~ + ..+ a,+,+



t. j. ze réwna sie sumie szeregu, ktdry otrzymamy, odrzu
cajgc w szeregu (1) n pierwszych wyrazéw. Wynika to
z rownosci

Si) _ sn— °ntl+ A2t «=“H ang<
przez przejScie do granicy dla >-00. W rzeczy samej

lim (s,# —s,)= s—sn— ; z drugiej za$ strony

p—00

Iin>100 +a,..+ . +a;p)= sumie szeregu O\ + u,+2+e o
p_

Lot awH, + L

48- Nalezy teraz zbada¢, czy szeregi zbiezne, jako sumy
nieskoriczonej liczby sktadnikow, posiadajg te same za-
sadnicze wiasnosci, co i suma skonczonej liczby wyrazow.

Nalezy wiec przedewszystkiem zbadaé, czy suma sze-
regu zbieznego zalezy czy nie zalezy od porzadku skladni-
kéw (prawo przemiennosci); nastepnie, czy suma si¢ zmieni
czy sie nie zmieni, gdy skfadniki bedziemy tgczyé w grupy
i otrzymane grupy sumowac (prawo tgcznosci); nalezy
takze zbadaé, czy czynno$¢ odwrotna do poprzedniej wptywa
na warto$¢ sumy, t. j czy mozemy roztozy¢ pojedyncze
wyrazy szeregu na sumy dwdéch lub trzech np. skitadnikow
bez wptywu na warto$¢ sumy szeregu.

Na razie nie mozemy da¢ wyczerpujacej odpowiedzi
na pierwsze pytanie; okazemy niebawem, ze prawo prze
miennosci nie stosuje sie do szeregdw, t. j. ze suma sze-
regu zbieznego moze sie zmieni¢ ze zmiang porzadku skiad
nikow; ze nawet szereg zbiezny sta¢ sie moze ze zmiang
porzadku sktadnikow rozbieznym. Jednocze$nie wydzielimy
z posrdd szeregow zbieznych pewng klase szeregbw, mia-
nowicie tak zwane szeregi bezwzglednie (albo bezwarun
kowo) zbiezne, dla ktérych prawo przemiennosci jest spel-
nione.

Go do drugiego pytania, mozemy nan odpowiedzie¢
odrazu, mianowicie prawo tgcznosci jest dla szeregéw spet-



nione. W rzeczy samej, przypusémy, iz dany jest szereg
zbiezny
(¢D)] a, -f-a2-(- (- -y f- = s
i niech ux— -(-a2, nt=03-j-a4,..., up— ayp—t-j-«p,.1
Tworzymy szereg

0) w, 'J'U2+ we~(-mp+ ... czyli

(a,-(-a2)-1- a3-f-ad) + e+, (02p-i+ tBp+ o=

Szereg (0) jest zbiezny i suma jego jest takze S; w rzeczy

samej, niech su ss.., oznaczaja, jak zwykle, sumy
czesciowe szeregu (1), a et, c2,.., . sumy czeSciowe sze
regu (6). Z zatozenia wynika ze

lims,,= s iz ot=s2 a2—s4 ., ap—s.,p .

n->@
tak, iz cigg ax c2 c3, , gp. . jest utworzony z wyrazéw
ciggu zbieznego slt... s2>. s3. sp,... i stanowi czes$¢ tego ciggu.
Lecz z teorji granic wynika, ze cigg ol, a2, o0s,..., Gp.. musi
by¢ takze zbiezny i posiada te samg granice s (patrz ustep
1 26). Tak wiec szereg (6) jest zbiezny i sumag jego jest
liczba s. Dla ustalenia uwagi tgczyliSmy wyrazy po dwa;
czytelnik z tatwoscia zauwazy, ze podany dowod stosuje
sie i do kazdego innego przypadku. Samo przez sie sie ro
zumie, ze przy tgczeniu w grupy me zmieniamy porzadku
wyrazow, t. j. wykluczamy z pod naszych rozwazan ugru
powania w rodzaju nastepujgcego:

@id" ™M)+ ("2 + ci)4" («54"al) 4" I ("2p-2-f °2p)4~
-j- bt ou2prligr

Tak samo fatwo jest odpowiedzie¢ na pytanie trzecie;
ale w tym przypadku odpowiedz jest przeczaca. Aby to
okaza¢, wystarczy da¢ odpowiedni przykiad; w tym celu
wezmy pod uwage, np. szereg, ktorego kazdy wyraz (skiad-
nik) jest zero; taki szereg jest, oczywiscie, zbiezny, gdyz
wszystkie sumy czeSciowe sg tu réwne zeru, a wiec i ich



granica réwna sie 0. Zastgpmy kazdy wyraz zero przez
sume liczb przeciwnych -|-1 i — 1 t j. zamiast szeregu
0 —0—-8—+—+98-+— napiszmy (t- I)-f(I—1)-f(l—I)+ -
.—@1—1)+ .. O ile teraz usuniemy nawiasy, otrzymamy
szereg
i—l+ i—i+eer+ (- B+ -i

ktory jest rozbiezny. Czytelnik sam znajdzie dowolng liczbe
podobnych przyktadow'.

Jezeli do szeregu (1) dopiszemy jeszcze jeden skiadnik,
np. a, to otrzymamy nowy szereg

©) a+ 0i-f-0Oj —+ o0«+
ktéry bedzie zbiezny w razie zbieznosci szeregu (1) i sumg
jego bedzie s-(-a. Istotnie, gdy oznaczymy sume n+1
wyrazdw szeregu (7) przez s'n+l, to s',,+i= a-f-s,, a wiec,
przechodzac do granicy

lim*Vh = a-j-limsn= a-\-s

n— 00 tt—-00

Podobnie zamiast jednego, moglibysmy dodaé¢ do sze-
regu (1) kilka wyrazow (ale zawsze tylko liczbe skoriczong),
przyczem otrzymany szereg bylby tez zbiezny.

Stad wynika rdéwniez, ze od szeregu (1) mozna odjaé,
t j. usunaé pewng liczbe wyrazéw; szereg nadal pozosta-
nie zbiezny, a suma jego zmniejszy sie o sume odjetych
wyrazéw, np.:

as“l'ai 4“ab4™ «“h°n+...= s —ax—a?2

A zatem mozna w szeregu zbieznym zmieni¢ skon-
czong liczbe wyrazéw (t. j. usunaé pewne wyrazy, a na
ich miejsce wprowadzi¢ inne); otrzymany nowy szereg
bedzie tez zbiezny.

Okolicznos$¢ ta jest bardzo wazna; wynika stad wnio-
sek, ze zbhiezno$¢ lub rozbiezno$¢ szeregu jest wiasnoscig
graniczna, t. j. zalezng nie od skonczonej, lecz od nieskon-
czonej liczby wyrazéw szeregu. Wiasnos$¢ te mozna wyra-



zi¢ jeszcze inaczej, mianowicie, w spos6b nastepujacy:
zbieznos¢ szeregu pocigga za sobg zbieznos$¢ wszystkich
jego reszt i?,,; odwrotnie, jezeli ktdrakolwiek reszta R™ jest
zbiezna, to i szereg jest zbiezny. Jezeli szereg jest rozbiezny,
to i wszystkie reszty Rnsa rozbiezne; odwrotnie, jesli ktora-
kolwiek reszta jest rozbiezna, to i szereg dany jest
rozbiezny. Oczywiscie, porzadek wyrazow w R,, powinien
by¢ taki sam, jak w szeregu danym.

Stad wniosek, ze przy badaniu zbieznoSci szeregu, mo-
zemy ograniczy¢ sie do badania zbieznosci reszty R,,.

Jezeli wszystkie wyrazy szeregu zbieznego (1) pomno-
zymy przez te samg liczbe k, to otrzymany nowy szereg
(8) kal +kdj -k ——. 4+kan-|—.
bedzie zbiezny i jego suma bedzie k.s. Oznaczmy sume
czesciowg n wyrazow szeregu (8) przez s'n; oczywiscie

s'n=zKk.sn; a wiec

s'= lims',, = klims,,= k.s, co trzeba byto udowodnic.
n—+e00 n—=00

49. Szeregi o wyrazach dodatnich.

Szeregi, ktdrych wyrazy sg od pewnego miejsca wszyst-
kie tego samego znaku, sg pod wielu wzgledami tatwiejsze
do zbadania od innych, dlatego tez najprzdd zajmiemy sie
wihasnie tg klasg szeregébw. Dla uproszczenia bedziemy
w dalszym ciggu tego rozdzialu zakiadali, ze wszystkie
wyrazy, zaczawszy od pierwszego, sg np. dodatnie; lecz
wszystkie wyniki, otrzymane dla takich szeregéw bedg, na
zasadzie rozwazan rozdzialu poprzedniego, stosowac sie
i do szeregdw, w ktorych nie wszystkie, lecz ,,prawie”
wszystkie wyrazy sg tego samego znaku; przyczem termin
~prawie" bedzie oznaczat ,wszystkie z wyjatkiem skon-
czonej liczby' albo inaczej, co na jedno wychodzi, ,,wszyst-
kie, zaczgwszy od pewnego wskaznika'.

Przypusémy wiec, ze w szeregu (1) wszystkie wyrazy
sg dodatnie, t. j. a,,>0 dla kazdego n Poniewaz s,I+i=s,,+ a,,,



wiec s,,+1>s,,, czyli ciag utworzony z sum czesciowych
jest rosngcy. A zatem, jesli dla kazdego n jest spetniony
warunek, ze sn<.M, t. j. jezeli sumy czeSciowe sg ograni-
czone od gory, to szereg jest zbiezny, bo cigg rosnacy,
ograniczony od gory posiada granice (patrz 1 30). Analo-
gicznie dla szeregéw, ktérych wyrazy sg ujemne, wtedy
s,,+1< sn i cigg jest malejacy. A zatem, jezeli w takim sze-
regu dla kazdego n spetniona jest nieréwnos$¢ sn>w, t j.
jesli sumy czesciowe sa ograniczone od dotu, lo szereg
jest zbiezny.

Twierdzenie pomocnicze o porownywaniu dwdéch sze-
regbw o wyrazach dodatnich.

Jezeli wyrazy szeregow
m aA-f-  -f-a3-f-..-a,-)-...
©; bt + bt -f- bs-f-. -f- bn-f-...
sg wszystkie (albo ,,prawie’ wszystkie) dodatnie lub w kaz-
dym razie nie ujemne i jesli przy wszystkich (albo ,pra-
wMeu wszystkich) wartosciach wskaznika n mamy bn”? a,,
i jezeli szereg (1) jest zbiezny, to i szereg (9) jest zbiezny.

W toku rozumowania przyjmujemy, ze wystowione
warunki sg spetnione zawsze. Na zasadzie uwagi koncowej
rozdziatu poprzedniego czytelnik sam da sobie rade z do-
wodem w przypa lku, gdy te warunki sg spetnione ,pra-
wie'" zawsze.

Sume czesciowg n wyrazow szeregu (1) oznaczmy
przez sn za$ szeregu (9) przez s',; wowczas, na zasadzie
zatlozenia, mamy
(10)

Poniewaz szereg (1) jest zbiezny, a cigg st, s2.., S,,,... jest
rosnacy, wiec s,,<s, gdzie s=lims,,; a zatem na mocy
(10) zachodzi takze nieréwnos$é
(mn Fin<*:



lecz ciag s\, s'Q..., S',,,... jest rosnacy; z (11) wynika, Zze
jest ograniczony od gdry, a wiec szereg (9) jest zbiezny.

Analogiczne twierdzenie mozna udowodni¢ i dla sze-
regdw rozbieznych. Jezeli wyrazy szeregow (1) i (9) sa
wszystkie dodatnie, jezeli szereg (1) jest rozbiezny, i jezeli
dla kazdej wartosci n

bn Q3

to i szereg (2) jest rozbiezny. Dowod, zupetnie fatwy, zo-
stawiamy czytelnikowi.

Przykiady.

Udowodni¢, ze szereg

P+ N+ N A2+

jest zbiezny. Poréwnujemy wyrazy szeregu

odpowiednio z wyrazami szeregu
J_,J_id_ , i 1 [
1.2t 23Ty t "'t (n-1).nt
Warunki ostatniego twierdzenia o poréwnaniu dwoch
szeregbw sg tu spetnione. Wystarczy przyjac
1 + 1
a’  <»+i)»’ ; <«+ir
stwierdzamy, ze: a,,>0, ¢,,>(), bn<Can; wreszcie, ze szereg,
ktorego wyrazem og6élnym jest an jest zbiezny (patrz 1 46),
a wiec i szereg, ktorego wyrazem ogélnym jest bn takze
jest zbiezny.
Udowodni¢, ze szereg

A } 1
g2 "1 g 1 gn™ g
jest rozbiezny. Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze



Tgii "> n 1 Por°wna”™ dany szereg z szeregiem harmonicz-

nym, ktory jest rozbiezny.

Jezeli dany szereg (9) o wyrazach dodatnich i jezeli
chcemy sprawe jego zbiezno$ci rozstrzygna¢ przy pomocy
twierdzenia o poréwnywaniu dwoch szeregdw, powinnismy
szukaé szeregu zbieznego (1), ktdrego wyrazy sg ,,prawie"
zawsze wieksze od wyrazéw szeregu danego. Taki szereg
bedziemy nazywali szeregiem przewyzszajgcym szereg dany
(majorante). Mozemy wiec twierdzenie o pordéwnywaniu
dwdch szeregdw wypowiedzie¢ w spos6b nastepujacy: sze-
reg dany jest zbiezny, jesli istnieje szereg przewyzszajacy
zbiezny.

50. Szeregi o wyrazach dodatnich. Kryterjum zbiez-
nosci Cauchy. Kryterjum d’Alembert'a.

Na mocy rozwazah poprzedniego rozdziatu mozemy
by¢ pewni zbieznosci kazdego szeregu, dla ktdérego szere-
giem przewyzszajgcym jest szereg geometryczny l—J——F—j—
g Lr3j_ _[r«]_ 0 wykiadniku r dodatnim mniej-
szym od jednosci. Postepujac w ten sposob otrzymamy
kryterjum Cauchy.

Jezeli dla wszystkich wartosci n>n0 jest spetniony

warunek \fanO < 1, to szereg (1) a, -f-a2+ a3——=—++H,,+...

0 wyrazach dodatnich jest zbiezny.* W rzeczy samej, z \/aJ<r
wynika, ze 0,,<rn ma miejsce dla wszystkich wskaznikdw
n >« 0czyli ,,prawiedzawsze. Tak wiec szereg geometryczny
zbiezny 1 -f-r-f-r2-(- ... -|-rn+ ... jest wdanym przypadku
szeregiem przewyzszajacym, co dowodzi zbieznosci szeregu
danego.

Kryterjum Cauchy mozna takze wystowi¢ w nastepu
jacy sposéb. Utworzmy ciag

* ¢ oznacza liczbe stalg, niezalezng od n.



(12) au \/a2 yjaa, ™a,,

Jezeli istnieje liczba statla r mniejsza od jednosci,
taka, ze ,,prawie* wszystkie wyrazy ciggu (12) sg od niej
mniejsze, to szereg (1) jest zbiezny.

Przypusémy, ze cigg (12) jest ograniczony od goéry
i niech G bedzie najwieksza z granic tego ciggu, czyli
najwiekszg liczbg zbioru pochodnego, co oznaczamy piszac

lim ylan= G

Liczba G posiada nastepujaca wihasnosc, (ktéra jg wy-
znaczaj; nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu (12) przewyz-
sza kazdg liczbe G—e, gdzie e jest dowolng liczba do-
datnig, natomiast ,,prawie* wszystkie wyrazy ciggu (12) sg
mniejsze od kazdej liczby ksztattu G-\-&.

Jezeli wiec (?>-1, to w ciggu (12) jest nieskonczenie
wiele wyrazéw, wiekszych od kazdej liczby r mniejszej od
jednosci. Jezeli natomiast ¢?<I, to kazda liczba r, spet-
niajgca warunek ¢?<r< |, jest wieksza od ,,prawie'" wszyst-
kich wyrazéw ciggu (12). Wiasnosci liczby G wytozone
byty w rozdziale 42

Widzimy stad, ze dla danego szeregu (1) szereg geo-
metryczny zbiezny jest szeregiem przewyzszajgcym, wtedy
i tylko wtedy, gdy najwieksza z granic ciggu (12) jest
mniejsza od jednosci. W tym wiec przypadku szereg (1)
jest zbiezny na mocy kryterjum Cauchy.

Natomiast, jezeli G > 1, to nieskonczenie wiele wyrazéw
ciggu (12) jest wiekszych od jednosci; lecz jesli \/a*> 1, to
i /z> 1; wnioskujemy stad, ze w tym wypadku nieskon-
czenie wiele wyrazéw ciggu (1) przewyzsza liczbe jeden,
a wiec warunek MO,; 0 nie jest spetniony i szereg (1)

jest rozbiezny.



O ile ¢r=1, to nie mozemy utworzy¢ szeregu geo-
metrycznego zbieznego, przewyzszajacego szereg dany, ale
nie mozemy tez twierdzi¢, ze szereg jest rozbiezny, chyba,
ze w jaki$ sposdb udowodnimy, iz w ciggu (12) jest nie-
skonczenie wiele wyrazéw wigkszych od jednosci lub row-
nych jednosci. Jezeli ,prawie™ wszystkie wyrazy w (12) sa
mniejsze od jednosci i O—1, to stad nic o zbieznodci lub
rozbieznosci szeregu (1) wnioskowaé nie mozemy.

Jezeli cigg (12) posiada granice g, to, jak wiemy,
granica ta jest jednocze$nie najwiekszg z granic O; tak
wiec, jesli granica g jest mniejsza od jednosSci, to szereg
(1) jest zbiezny, jeSli <7>1, to szereg (1) jest rozbiezny.
Wypadek watpliwy bedzie miat miejsce gdy g= 1

Wytozone tu kryterjum Cauchy jest bardzo dogodne
w zastosowaniach, ale jak widzieliSmy nie jest og6lnem:;
jest to warunek dostateczny, ale nie konieczny; stosuje sie
tylko do szeregéw, ktére dajg sie poréwmac z szeregiem
geometrycznym.

Jezeli poréwnywaé bedziemy stosunek dwdch Kkolej-
nych wyrazow szeregu danego (1) ze stosunkiem dwdch
wyrazow kolejnych postepu geometrycznego, to otrzymamy
kryterjum zbieznosci d’Alembert’a. Kryterjum to jest na-
stepujace:

Jezeli istnieje taka liczba dodatnia r< 1, iz dla wszyst-
kich wartosci n>n0 czyli ,prawie” zawsze, spetniony jest
warunek

N
(13) Ch< r<il,
to szereg (1) jest zbiezny. W rzeczy samej, z warunku (13)
wynikaja nieréwnosci:
«*lk2<r; Nei<yp,  Un . ity
o, 1o a, ;



pomnozmy przez siebie stronami powyzsze nieréwnosci
(jest ich n —n0). Otrzymamy:

Nt1-<?1"'—,
stad

Oznaczmy stalg przez k\ w takim razie an+*<krn.

lloczyn krn jest wyrazem ogdlnym postepu geometrycznego
zbieznego: K -j- kr -f- &2-f-... -f- krn a zatem, na mocy
twierdzenia o poréwnywaniu dwdch szeregdw, musi byé
zbiezny i szereg (1).

Odpowiednia cecha rozbieznosci jest nastepujaca: jesli

istnieje taka liczba r 1, iz ,,prawie" zawsze ~ > r, to
szereg (1) jest rozbiezny. Dowod zostawiamy czytelnikowi.

Whioski. Jezeli o dazy do granicy mniejszej od

jednosci, to szereg jest zbiezny; jezeli dazy do granicy
en

wiekszej od jednosci, to szereg jest rozbiezny.

Zakres zastosowalnosci kryterjum Cauchy jest szersze,
niz d’Alembert’a, t. j. gdy kryterjum oparte na stosunku
n daje pozadany wynik, to i Kryterjum oparte na \ja,

nie zawodzi; odwrotnie jest inaczej; zdarzyé sie bowiem
moze, ze kryterjum d’Alembert’a zawodzi, gdy kryterjum
Cauchy daje sie zastosowa¢ z powodzeniem.

Obok ciggu (12) mozemy wzig¢ pod uwage cigg (14) *
(14) By . Il

a\” a2 a3 "an
Oznaczmy przez gei Oc najmniejsza i najwiekszg z gra-

* Zaktadamy, ze >0 dla kazdego n.



nic ciagu (12), a przez ga i 6t odpowiednio najmniejsza
i najwieksza z granic ciggu (14). Czytelnik udowodni, ze
miedzy temi liczbami zachodzg* nastepujace zwigzki:
9a” ilc  Oc™ Ga

Stad wynikajg wnioski nastepujgce: 1) Jezeli €0< I, to
i G&1, a wiec przy tein zatozeniu szereg jest zbiezny;
jezeli #a>1, to i $,,>1, a wiec przy tem zalozeniu szereg
jest rozbiezny. Pozostaje watpliwym przypadek, gdy Ga™ 1,
gdy tymczasem ga” |.

2) Jezeli istnieje taka liczba dodatnia r<|1, iz ,pra-
wie'" zawsze ’\é;f—<r, t. j., jezeli kryterjum zbieznosci

d’Alembert’a daje sie zastosowal, to GO<1. a wiec takze
i Ge<1, co dowodzi, ze w tym przypadku kryterjum Cauchy
takze nie zawodzi.

Jezeli Ga= ga, to i Ge—gg¢ czyli jesli lim istnieje,

» — CO

to musi istnie¢ takze lim\ja,, i granica ta réwna sie po-
0

n —-0

przedniej, t.j. nIi_r)nco\‘la,,zn Im
Przyktady.
I) Dany jest szereg:
(15) 1-f 2x -\- 3x2-f- Ja:3+ ... -f (rc-f- \)xn-\-...
Zastosujemy kryterjum d’Alembert’a
gMii _ (»+1)an= / A\
a,, n Xn~1 \ n)
O ile x jest liczbg dodatnig mniejszg od jednosci, to mozna
znalez¢ takg liczbe r i taki wskaZznik nQ, ze dla n~>ng,

< 1, iszereg jest zbiezny. W rzeczy samej, niech r*

** Patrz ¢wiczenie N. 35.



oznacza dowolng liczbe dodatnig, spetniajgcg warunek
a?<r< 1; w takim razie wystarczy wzig¢ n(0> rix' albo-
wiem wtedy

- fin+l
X {"+$ i - (1 ttIx<(l+n—0),x<r.

Zauwazmy, iz w danym przypadku

lim = xlim(l+ 9=x.

n—»o00 (@ n—» oo*” v
A wiec mozna byto odrazu wnioskowa¢, iz dla x < 1, szereg
(15) jest zbiezny, dla x>\, rozbiezny. Gdy x = \ szereg
jest takze rozbiezny, gdyz wyrazy jego sa wtedy wieksze
od jednosci. Gdybysmy chcieli stosowac¢ kryterjum Cauchy,

musieliby$Smy - zastapi¢ przez \Jan czyli przez x.\Jn-{-1

mozna udowodni¢ bezposrednio, ze

limsn-j-T= limwun.\¢1-f- limun . limVI+ i =
n—» oo n—> 00 n—» oo n—> 00
= lim\jn=1. Lecz mozemy sie oprze¢ na twierdzeniu,,
n—»oo

udowodnionym przed chwilg, ze lim \Jan= lim -—1 o ile
ta druga granica istnieje; poniewaz w danym wypadku
lim jak widzieliSmy, istnieje i réwna sie a, wiec
i lim\ja, czyli a,lim /z-34= x, a wiec lim\n+ 1=1.

I1) Niech bedzie dany szereg

x x1  x3 xn  Xni
16) I+ T+ in"+Y"A3+ -+ nl+ (71+1)!-

Zastosujemy i tutaj kryterjum dAlemberta.

«+i a
(1D gc;'ll 'n+ 1



niech x oznacza dowolng liczbe dodatnig i ustalmy liczbe
catkowitg n0 zapomocg warunku vO x < n0-f-1 W ta-
kim razie dla kazdego wskaznika /z>w0 stosunek po pra
wej stronie réwnosci (17) bedzie mniejszy od liczby mniej-
szej od jednosci, co dowodzi zbieznosci szeregu. Tak wiec
szereg (16) jest zbiezny dia kazdej dodatniej wartosci Xx;
zobaczymy p0Ozniej, ze pozostaje zbieznym i przy ujemnych
wartosciach liczby x.

Kryterjum Cauchy sprowadza si¢ w danym przypadku

do badania wyrazenia \l ——-x .
L] n I \Jnl L]
poniewaz lim”~ = a:hm—T—= 0, wiec, na mocy twier-
a,, n—=100n “i 1
dzenia, ktoresSmy stosowali przed chwila, x lim = 0,

n-*cOyJn\
czyli viny rodnie do nieskonczonosci wraz z .
Chociaz zakres zastosowalnosci kryterjum d’Alembert’a
jest mniej szeroki, jednak w praktyce kryterjum to ma
czestsze zastosowanie, niz kryterjum Cauchy, dla tego ze

w wiekszosci przypadkéw wyrazenie a'™H jest prostsze od

wyrazenia \ja,,.

51. Szeregi o wyrazach dodatnich malejgcych.

Dotychczas zaktadaliSmy tylko, ze wyrazy szeregu (1)
(o) a , +
sg dodatnie; teraz wprowadzimy procz tego nowe zatoze-
nie, mianowicie, iz od pewnego miejsca, t. j. ,prawie"
zawsze, wyrazy malejg, t. j., ze istnieje wskaznik nO taki,
ze przy kazdym w>w0 mamy an+l§jan

Twierdzenie Abela. Jezeli szereg (1) jest szeregiem
bieznym o wyrazach dodatnich malejacych, to limwa,,=0.



Dowod przez sprowadzenie do sprzecznosci. Zaprze-
czamy tezie, t. j. przypuszczamy, ze na,, hie dgzy do zera.
W takim razie, jakkolwiek wielkg jest liczba N, istnieja
wskazniki ra>N takie, ze »0,,8, gdzie 8 jest odpowied-
nio dobrang (dostatecznie matg, ale zupetnie okreslong)
liczbg dodatnig. Niech nx bedzie jedng z tych wartosci
wskaznika n, niech n2 bedzie inng wartoscig wskaznika,
wieksza od 2»x dla ktorej takze n2am-8; «3>2n2
«4>2w3,... it d.; liczby nt, ti2, «3,... stanowig nieskon-
czony cigg takich wartosci wskaznika n, dla ktorych

noOn~-8. Z zalozen wynika, zc /i2—

«S—TI2>"j,..., nt+l—-ik> Poniewaz a, jest tem
mniejsze, im n jest wieksze, wiec

a0 + ai+ «l+ e+ ad— an,-\- «»,(- = 8;

«i2+ + ...+ iz >xn3f'an3 -f- fing;

lecz ta ostatnia suma réwna sie (n3—n./)ani; lecz nA—w2> 7
wiec a2t-a,++. .+ a3i> (Rj—rda,3>-A *itd
Z tych nieréwnosci wynikajg nastepujace:
sw_in-8; s,a&i>8-|- S —f-i 8
srk—" 8-j-(fc—1)— ...

Stad wniosek, ze sumy czeSciowe rosng nieogranicze-
nie, czyli, ze szereg (1) jest rozbiezny, wbrew zatozeniu;
doszliSmy wiec do sprzecznosci.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 8



Kryterjum zageszczenia (Cauchy).

Dany jest szereg (1) o wyrazach malejacych dodatnich;
utworzmy szereg
(18) ai-\-2ai -\- 4a4-j-8<zs-f- It>al8-f-... -j- 2*ogt -f-...
Szereg (1) jest zbiezny albo rozbiezny zaleznie od tego,
czy szereg (18) jest zbiezny lub rozbiezny.
Zatdézmy, ze szereg (1) jest zbiezny i niech s oznacza
jego sume; wtedy
a,=a,; 2al= 2ai\ 404<2c3+ 2u4;
8a8<2ab5-f-200-j-2a7-(-2r/8;...
2ka2k<C2aMir-,"-j- 2 .. +2axk...

Oznaczmy przez av og 0,,..., On... sumy czesciowe
szeregu (18); c*+i=  -j- 202-)- 4a4-(- ... -j- 2kaXk<Cai~\~
+ 2a24'2a3+ 2a4-)-2a5-|-...-|-2ajA<2s; tak wiec sumy
czesciowe szeregu (18) sg wszystkie mniejsze od 2s; ponie-
waz cigg ten jest ciggiem rosngcym, wiec posiada granice
i wskutek tego szereg (18) jest zbiezny.

A wiec zbieznos¢ szeregu (1) pocigga za sobg zbieznos¢
szeregu (18). Udowodnimy teraz, ze, odwrotnie, zbieznos$¢
szeregu (18) pociaga za sobag zbiezno$¢ szeregu (1).

Zatozmy wiec, ze szereg (18) jest zbiezny, i niech a
oznacza jego sume. Napiszmy nieréwnosci, ktore, oczywis-
cie, sg prawdziwe:

a, = a,; 02-f r3<202; a4-f-ab+ a6-fa7<lais,..

a8+ fin ((eee + “14+ flI5<8°8> neee
azc 4 asm-1 4~ oo 4 apxrrzx2) 4e aom-2%-1)< 2% a2k;
Dodajgc do siebie te nieréwnosci stronami, otrzymamy
<ot+l<cr; stad wnioskujemy, iz wszystkie sumy czes$-
ciowe szeregu (1) sg mniejsze od liczby O, t. j., ze te sumy
czeSciowe stanowig ciag ograniczony od gory. Poniewaz
oprocz tego tworzg one ciag rosngcy, wiec sumy czesciowe



szeregu (1) stanowig ciag zbiezny, a wiec i szereg (1) jest
zbiezny.

Twierdzenie to ma wielka doniosto$é, gdyz na pod-
stawie tego kryterjum mozemy udowodni¢ z fatwoscig
zbieznos¢ lub rozbieznos$¢ szeregow w przypadku, gdy po-
przednio podane Kkryterja nie dadzg sie zastosowaé. W ten
spos6b mozemy otrzymac¢ coraz to nowe kryterja; w rze
czy samej, niech 2c,, oznacza szereg, ktorego zbieznos¢ moze
by¢ ujawniona przy pomocy cechy zageszczania, ale nie
wynika z poprzednich Kkryterjow Cauchy i D’Alembert’a
Szereg zbiezny 2c,, jest szeregiem przewyzszajgcym dla calej
klasy szeregdw zbieznych; stosujac twierdzenie o poréwny
waniu dwoch szeregéw, z ktorych jeden jest szereg 2c,,,

otrzymamy nowe Kkryterjum zbieznosci. Stosujgc te metode,
dojdziemy do calego szeregu coraz dalej idacych, coraz
subtelniejszych kryterjow.

Przedewszystkiem przy pomocy cechy zageszczania
mozemy zbadaé szereg
(i9) B A S T A T

wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy s>0; gdyz
dla s™~O szereg jest, oczywiscie, rozbieiny.

Na zasadzie cechy zageszczenia szereg (19) jest zbiezny
lub rozbiezny, zaleznie od tego, czy szereg zageszczony

(20) I+ 27N+ 4;~M+ 8. NA-K-o+ 200 + ..
jest zbiezDy iUU rozbiezny,' lecz szereg (20) mozemy na
pisaC w postaci nastepu/g €j

r I 1
It 2aiT22Th12e i) n

Widzimy wiec,, ze szere (20) jest poprostu postepem geo

metrycznym, ktérego wykladnikiem jest liczba |l1 Sze-



reg (20) jest wiec zbiezny, gdy s>1, bo wtedy wyktadnik
g— 9 jest mniejszy od jednosci; gdy za$ s<!l, to sze-
reg (20) jest rozbiezny; to samo tyczy sie wiec szeregu (19).

Twierdzenie. Szereg, ktérego wyrazami sa odwrotnosci
styoh poteg kolejnych liczb szeregu naturalnego, jest zbiezny,
gdy wktadnik potegi s jest >1, rozbiezny zas, gdy s<”lI.

52. Dalsze Icryterja zbieznosci.

Przy pomocy kryterjum, opartego na zbadaniu yfa*
nie moglibysmy uwidoczni¢ zbieznosci ciggu (19) dla s> 1
i jego rozbieznosci dla s<[l; w rzeczy samej, dla szeregu
(19) jest \Ja,,— (\t\l}, ) . Wtym przypadku mamy limv/a,,:

n

»-Fesy
= lim 1= 1i ,prawie"” wszystkie wyrazy sg mniejsze
«>-00\Jn/
od jednego.

Jest to wiasnie, jak widzielisSmy (L 50), okolicznosc,
ktora nie pozwala przy pomocy tego kryterjum rozstrzygnaé
sprawe zbieznosci lub rozbieznosci szeregu.

Otrzymamy kryterjum dalej idace przez poréwnanie
szeregu badanego z szeregiem (19) jako przewyzszajacym,
mianowicie:

Jezeli istnieje liczba ji> 1, taka, ze ,prawie™ zawsze *
(21) log —

logw N ' («»>0)
to szereg (19) jest szeregiem przewalajgcym dla szeregu
danego (1) i szereg dany jest zbiezny.

Z nieréwnosci (21) otrzymamy:

iogl™tlogn, £>«*, a»s</N.\

Okreslenie i wihasnosci logarytmu bedg podane péznie;.



a wiec dla szeregu danego £«,, = ar-f-«2 a, |- ...
n

szereg (19) jest szeregiem przewyzszajacym; poniewaz z dru-
giej strony s= to w tym przypadku szereg (19) jest
zbiezny, a wiec i szereg 2na,,.

Jezeli istnieje liczba p.<;i, taka, ze ,,prawie* zawsze
Iog(%h
logw N ~ *° szere8 “ °n Jest rozbiezny

W rzeczy samej, wtedy, an”-—jj, a poniewaz s= 1,

szereg (19) jest rozbiezny; szereg Za,, poczgwszy od pew-
nego miejsca ma wyrazy wieksze od odpowiednich wyra-
zO6w szeregu rozbieznego, wiec sam jest rozbiezny.

Mozemy, jak i poprzednio, zajaé¢ sie blizszem zbada-
niem ciggu*

— Joa* — — lg««
K" P g ih

ktorego wyrazy sa ,,prawie” wszystkie dodatnie, poniewaz
a»-+ 0.

Czytelnik udowodni, ze szereg EZa,, jest zbiezny, jezeli
najmniejsza z granic (22) jest wieksza od jednosci; jezeli
za$ najwieksza z granic tego ciagu jest mniejsza od jednosci,
to szereg 2a,, jest rozbiezny.

Przez ponowne zastosowanie Kkryterjum zageszczenia
mozemy udowodni¢ ze szereg

2(l0g2)(i X3(log3)li * Fn{dgmn A
jest zbiezny dla p>1 i rozbiezny dla p.~1; stad drogg po-
réwnania, t. j. przyjawszy dany szereg jako przewyzszajacy,
otrzymamy nowe Kkryterjum; w ten sposob dojdziemy do
nieskoriczonego taricucha coraz dalej idacych kryterjow. Ze
kazde nastepne kryterjum jest silniejsze od poprzedniego,

* Przypuszczamy, ze wyrazy a,, 02.. on,. Szeregu sg rozne od
zera; gdyby ktéry réwny byt zeru, moglibySmy ten wyraz opuscic.



udowodnimy* pdézniej, gdyz do tego przedmiotu wrdcimy
jeszcze raz, gdy zapoznamy sie blizej z funkcja logaryt-
miczna.

Zmiana porzadku wyraz6w w szeregu. Szeregi
bezwzglednie zbiezne.

53. Musimy przedewszystkiem ustali¢ doktadnie,
znaczy orzeczenie, iz dwa szeregi
(23) ai+ a2+ a3+ eel+ “n4 e
(24) 02-)- on-(-...

roznig sie tylko porzadkiem wyrazéw. Znaczy to, ze kaz-
demu wskaznikowi n odpowiada zupetnie okreslony wskaz-
nik n', taki, ze an réwna sie £3 i odwrotnie, kazdemu
wskaznikami m' drugiego szeregu odpowiada wskaznik m
pierwszego szeregu, taki, iz bm= any odpowiednio$¢ mie-
dzy wskaznikami n i n' pierwszego i drugiego szeregu jest
tu wiec odwracalnie jednoznaczna. Taka odpowiednio$¢
nazywa si¢ inaczej doskonala. Mozna wiec krotko powie-
dzie¢: dwa szeregi (23) i (21) roznig sie tylko porzadkiem
wyrazléw, jezeli miedzy wskaznikami tych dwoch szeregow
mozna ustali¢ odpowiednio$¢ doskonatg, taka, ze odpowia-
dajace sobie w tern podporzadkowaniu wzajemnem dwa
wyrazy sg rowne. Zmieni¢ porzadek wyrazOw szeregu —
znaczy to, majac szereg dany, utworzy¢ nowy szereg, roz-
nigcy sie od danego tylko porzadkiem wyrazow.
Bedziemy mowili, ze dwa szeregi (23) i (24) rbznig
sie tylko zmiang porzadku skonczonej liczby wyrazéw, jezeli
mozna tak ustali¢ wspomniang powyzej odpowiednio$¢
miedzy wskaznikami n i n' dwoch wyrazéw obu szere-
gow, ze, zaczgwszy od pewnego miejsca, zawsze n = n ’\ wtedy
»~prawie“ zawsze sn= an< a,, gdzie S, i §, oznaczajg sumy
czeSciowe odpowiednio szeregdw (23) i (24). Jezeli wiec széreg

* Patrz Gniczenie N 3



(23) jest rozbiezny, to i szereg (24) bedzie rozbiezny; jezeli
szereg (23) jest zbiezny i suma jego jest s, to i szereg (24)
jest zbiezny i suma jego jest s. Otrzymany wynik wyrazic¢
mozna wsposOb nastepujacy: zmiana porzadku skohczonej
liczby wyrazéw szeregu nie wplywa na zbiezno$¢ szeregu.
Gdy taka okoliczno$¢ bedzie zachodzi¢, powiemy inaczej,
ze ,,wolno* zmieni¢ porzadek wyrazdéw w szeregu.

Celem naszym jest doj$¢ do podziatu wszystkich sze-
regow zbieznych na dwie klasy, na klase szeregdw, w kto-
rych ,wolno"™ zmienia¢ porzadek wyrazow, i na klase ta-
kich szeregdéw, w ktorych ,,nie wolno™ zmieniaé porzadku
wyrazow. Zanim poznamy najobszerniejsza klase szeregdw,
w ktérych ,wolno™ zmienia¢ porzadek wyrazoéw, udowod-
nimy, ze szeregi, w ktdrych wszystkie wyrazy sg tego sa-
mego znaku, t. j. badz wszystkie dodatnie, badz wszystkie
ujemne, nalezg do tej szukanej klasy szeregdw.

Twierdzenie. Jezeli w szeregu zbieznym wszystkie wy-
razy s dodatnie, to ,,wolno” w nim zmieni¢ porzadek
Wy razow.

Zatozenie: Szeregi (23) i (24) rdznig sie tylko porzad-
kiem wyrazow; szereg (23) jest zbiezny. Wyrazy tego sze-
regu sg dodatnie.

Teza\ Szereg (24) jest takze zbiezny i suma jego jest
rowna sumie szeregu (23).

Dowdd: Niech sn oznacza sume czeSciowg n wyrazéw
szeregu (23), a amsume czeSciowg m wyrazdéw szeregu (24)*
Na mocy zatozenia lims,, = s, przyczem cigg sx, S2, $3..., S,,...

(o]

jest rosngcy. Kazdemu sktadnikowi bk sumy am= bl -\-bi A-
-j—&3-j- ... 4— odpowiada, na mocy zalozenia, réwny mu
wyraz «*, nalezacy do pierwszego szeregu; gdy k przybiera
wszystkie wartosci catkowite od &= | Ao k= m, wskaznik
k! przybiera pewne wartosci, z ktérych niech n bedzie naj-
wieksza. Jasna rzecz, ze w takim razie sn= al-f-a2-f-...-j-all



zawiera wszystkie te skladniki, ktére wchodza w skiad
sumy rx,; poniewaz zawieraé moze oprocz tego i inne
sktadniki, a sktadniki sg dodatnie, wiec @;,,<>,<3; ciag
ax ¢ c3..., cm.. jest ciggiem rosngcym, ograniczonym od
gory, bo cnxs dla kazdego m; taki cigg posiada granice
rlnml 6310m= 0, przyczem

UdowodnilisSmy wiec, ze szereg (24) jest zbiezny. Spoj-
rzawszy na zatozenie, widzimy teraz, iz (24) spetnia te
wszystkie warunki, ktdre zatozyliSmy co do szeregu (23).

Mozemy powtorzy¢ powyzsze rozumowania, zmieniwszy
role szeregow (23) i (24); zamiast nieréwnosci onxs, otrzyma-
my teraz, oczywiscie, smxc, skad mIir>no%m<;<'l', a wiec s<5.

Zestawiajac nieréwnosci o”s i s<”c, wnioskujemy,
ze musi by¢ 0= S

Whniosek I. Ten sam dowod stosuje sie w przypadku,
gdy wszystkie wyrazy sg ujemne. Twierdzenie mozemy
wiec uwaza¢ za udowodnione w przypadku, gdy ,prawie”
wszystkie wyrazy szeregu sg tego samego znaku.

Whniosek I1. Jezeli w szeregu .prawie' wszystkie wy-
razy sa tego samego znaku i jezeli szereg jest rozbiezny,
to przy kazdem innem uporzadkowaniu wyrazow tego sze-
regu otrzymamy szereg rozbiezny. Dowdd przez sprowa-
dzenie do sprzecznosci.

54. Szeregi bezwzglednie zbiezne.

Szereg nazywa sie bezwzglednie zbieznym, jezeli inny
szereg, utworzony z jego wartosci bezwzglednych, jest
zbiezny. *

Twierdzac, ze szereg a™-\-a2-\- a&\- an-\-... jest
bezwzglednie zbieznym, nie zakladamy wcale, Ze posiada
on sume, zakiadamy tylko, ze inny szereg, mianowicie
KI + |0*I+'W + —+ lasl+ -" posiada sume, czyli jest
zbiezny; okazuje sie atoli, ze to zalozenie pociaga za sobg



istnienie sumy i dla szeregu ax-f- di -f- a3 -}-a,-f ...
W rzeczy samej, poniewaz szereg o] jest zbiezny, do
kazdej dowolnie matej liczby dodatniej e mozna tak do-
bra¢ liczbe n0, by dla ns>nt>n0 zachodzita zawsze nie-
rownosc:

adl “I" + i . + ... |og<e;
kcz |<,+ aMil+ g, 142+... + &,/ < [a,,[+ BdHl+ lan+a+.. + jn,|;
le», + an,+1-f- «»,-(-2+ ... -|- Onji<e,

skoro tylko «2>n1>n0; a zatem szereg 2a,, jest zbiezny
na mocy ogoélnej zasady zbiezno$ci (patrz 1 45).
Do tego samego wniosku dojs¢ mozemy na innej dro-
dze. Niech
M«= £{jfInH-a»}, Z'»=£{]a«|— 0,};

gdy a»>0, to u,= a;, 5,= 0;
gdy o»<0, to w,= (), pr= |ow);
W szeregach: ut, 22, g, un... i

n, oj, n,-..

opusémy wyrazy, réwne zeru; otrzymamy wtedy dwa nowe
szeregi, ktérych wyrazy stanowig odpowiednio wyrazy do-
datnie i wartosci bezwzgledne wyrazéw ujemnych szeregu
danego Sa,, w tym uporzadkowaniu, w jakiem nastepujg
po sobie w szeregu £fa,,.

Niech s, s, i s, oznaczajg odpowiednio sumy czes-
ciowe n wyrazOw szeregow ~u, i a c, sume
czesciowg n wyrazOw szeregu 2|a»|.

W takim razie:
S,,—/S, —S n
= gs',-fs"H
Rozrozni¢ mozemy teraz trzy przypadki.
1) Oba szeregi o wyrazach nie ujemnych i
sg zbiezne.
2) Jeden z tych szeregdw jest zbiezny, drugi rozbiezny”™
8) Oba szeregi 2w,, i sg rozhiezne.

(25)



W pierwszym przypadku mamy lims’= s', lims”= s",

, . .. tt — 00 n— oo
a ze wzordw (25) wynika, iz
lims,= s—s'—s"
U_H 00
liman= a= s'-f-s"
n—>oo

Z ostatniej réwnosci wnioskujemy? ze szereg 2|rz,, jest
zbiezny, czyli otrzymaliSmy twierdzenie nastepujace:

Jezeli dwa szeregi, utworzone odpowiednio z wyrazow
dodatnich i z wyrazéw ujemnych szeregu Sa,,, S zbiezne,
to szereg jest bezwzglednie zbiezny

Twierdzenie odwrotne jest takze prawdziwe: jezeli
szereg jest bezwzglednie zbiezny, to zbieznemi sg réwniez
dwra szeregi, utworzony jeden z dodatnich jego wyrazéw,
drugi z ujemnych.

Z zatozenia wynika bowiem, Zze cr,<c, a z (25) wynika,
ze ih<on<a i s”<cr,<c; ciagi sh i s” sg monotoniczne,
wiec granice lims™ i Ilms istniejg, co nalezato udowodnic.

Nn—o00

Udowodnimy teraz, ze dowolne przestawienie wyrazéw
szeregu bezwzglednie zbieznego nie ma zadnego wplywu
ani na jego zbiezno$¢, ani na sume szeregu.

Na mocy zatozenia szeregi San i roznig sie tylko
uporzadkowaniem wyrazéw. Utworzmy szeregi i Ny»,
analogiczne do szeregow i X«,, postugujac sie szere-
giem zamiast Xo,, to jest, kiadac xn= \br\-\-bn\,
yn= ™\bn\—bn). Niech pni p” oznaczajg sumy czeSciowe
n wyrazéw szeregbw ~2xn i 27,, a pn — sume czesciow'a
n wyrazow szeregu Z6,. Mamy wtedy

Pn=Pn- pgh.

Szeregi 2,%,, i 2w,,, 0 ile uwzglednimy tylko wyrazy
rozne od zera, skiadajg sie z tych samych wyrazéw do-
datnich, tylko porzadek ich jest inny; tak samo szeregi

i Xo,,; stad wniosek, iz I i m = limpnh= s
Lo i i I"I—_P(I) 3 n—-» @
i lims™= limJ»" = s,,; poniewaz za$



P»= Pn~Pn-
wiec, przechodzac do granicy, lim s, =lims'—Ilim s”= s'—s"»

limp,,=limp~ —Ilimp”= s' —s"; ostatecznie Wiec
n —100 n — co u > o0
lim = lims,= s
R n—Vvoo «— 00
55. Udowodnilismy, ze w szeregach bezwzglednie zbiez-

nych ,,wolno" zmienia¢ porzadek wyrazéw. Udowodnimy
teraz, ze tylko szeregi bezwzglednie zbiezne posiadajg te
wihasnos¢. W tym celu wréémy do szeregéw i 2«,,.
Wiemy, iz zbiezno$¢ obu tych szeregéw pociaga za sobg
bezwzgledng zbiezno$¢ szeregu 2a» i odwrotnie. Mamy
jeszcze dwie mozliwosci: jezeli jeden z tych szeregéw jest
zbiezny, a drugi rozbiezny, to szereg dany Xon jest, oczy-
wiscie, rozbiezny, gdyz wtedy wartos¢ bezwzgledna sumy
czeSciowej sn tego szeregu na zasadzie (25) dazy do nie-
skoniczonosci. Taki szereg rozbiezny bedziemy nazywali
bezwzglednie rozbieznym i zadna zmiana porzadku wyra-
z6w nie moze przeksztatci¢ go na szereg zbiezny.

Jezeli wreszcie oba szeregi i sg rozbiezne,
a szereg 2an jest zbiezny, to szereg 2|a»| jest, oczywiscie,
rozbiezny, a ze zmiang porzadku wyrazéw szeregu, jak za
chwile zobaczymy, zmieniaé sie bedzie suma szeregu So,,,
przyczem mozna nawet otrzymac tg drogg szereg rozbiezny.

W tym celu udowodnimy twierdzenie nastepujgce:
Jezeli w szeregu £a,, mamy lima, = 0, a szeregi S«,,

n —00
i sg oba rozbiezne, to mozna zawsze znalezé takie
uporzadkowanie wyrazéw tego szeregu, by suma szeregu
rownala sie dowolnej liczbie cc, danej zgory. Nie zaktadamy

tutaj nawet zbieznosci szeregu fa,,.
Niech a bedzie liczba dang. Utwdrzmy szereg z wy-
razow szeregu 2a,, W SposOb nastepujacy. W szeregu 2u,,
opus¢émy wyrazy roéwne zeru; otrzymamy wtedy zbior



cu ci f.vi cm.: wyrazébw dodatnich szeregu 2a,,; w sze-
regu Xv,, opuscimy réwniez wyrazy réwne zeru; otrzymamy
wtedy zbior dt, d2 ds,.., dm,.. wartosci bezwzglednych
wyrazow szeregu Za,. Szereg f£a, skiada sie z wyrazow

cmi —dm potgczonych ze sobg w pewnym blizej nas nie
obchodzacym porzadku. Nowy szereg utworzymy z liczb
cmi —dnt w sposob nastepujacy: niech

ca+ + ..+ <Vi>ce
niech teraz pg oznacza takg liczbe, by
Ci+ ci+ o+ cn~ di—d2—. .. dM< a,
lecz
a+ cs4-c3+ .. -tecn —dx—d3—d3—... —
co jest, oczywiscie, zawsze mozliwe. Niech pg oznacza takg
liczbe, by
Ci+c#t+...+ Qtl—d —di—..—dM+cn+1+ cint2+...+cn+n> @

lecz
GH &y @ .. di2eCiyAlT-CyA2)r —l<a,
w ten sposéb postepujac dalej, dojdziemy do szeregu nieskon-
czonego, w ktérym po pxwyrazach (cl nastepuje p, wyrazéw
(d), potem pg wyrazéw (c), potem p4 wyrazéw (d) i t. d.
Niech S)i oznacza sume czesciowg k wyrazéw otrzy-
manego szeregu nieskornczonego. Szereg ten skiada sie z tych
samych wyrazéw, co i szereg 'Zan, przyczem uporzadko-
wanie jest takie, ze spetnione sg warunki
S i X Ai-tjea—§">a
Sal+n+!, >a.-, i a; Suy+t+psi< . a;
®f»1+142+,“3+ [H—17 a
N 1I-We+/ 8+H+t 5N >a» % d+ 2+M3+TE'5-1N a 1 4 d.
Stad wynika, ze
O<a dii2
0 < bmtHg+PS a” CthZ3
0-<«  AHP2)/BHI A< St
0 < a ™ Ciri-h“S+f*5
i t d A wiec
\Sk— &



dazy do zera, gdy k rosnie do nieskonczonosci, przybiera-
jac wartosci ciggu:

(26) lip Pi+ iig, m+ tH+ fti. m+ >+ P* -

Tak wiec lim$t= a, o ile k dgzy do nieskonczonosci,
przybierajgc cigg tylko co wskazanych wartosci. Jezeli te-
raz k nie nalezy do wspomnianego ciggu (26), to mozna
znalez¢ w tym ciggu (26) dwa wskazniki kolejne | ip
takie, ze

(27 S,<8k<Sp lub S,>Sk>SP

zaleznie od tego, czy | zajmuje w (26) miejsce parzyste
lub nieparzyste; gdy k->- 00, to / i p zmierzajg do nieskon-
czonosci Si-*-a i Sp—ta; stad wniosek, ze lim<S*= a, co

n — 00

trzeba byto udowodnic.

W poprzedzajagcych rozumowaniach a mialo warto$¢
stalg; zamiast tego mozna wzigz¢ szereg wartosci, stano-
wigcych cigg cip as,..., a,,... Dla udowodnienia, ze przy
odpowiedniem uporzadkowaniu wyrazéw z szeregu da-
nego Sa,, mozna otrzyma¢ szereg rozbiezny, wystarczy
zatozy€, ze cigg ax, < a8.,, an,... jest rozbieznymi rozu-
mowaé jak poprzednio. Szczegdty dowodu zostawiamy czy-
telnikowi.

Jezeli szereg jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie
zbiezny, to nalezy do ostatniej z trzech rozpatrywanych
kategorji szeregdw, t j. do szeregdw, ktdrych suma zalezy
od earzadku skiadnikow.

Zatem tylko szeregi bezwzglednie zbiezne majg sume,
wyznaczong przez wyrazy, niezaleznie od uporzadkowania.
Stad wynika, jak wazng klase stanowiag szeregi bezwzgled-
nie zbiezne; tylko dla tych szeregébw pojecie sumy jest
analogiczne do sumy skonczonej liczby sktadnikow.

56. Szeregi zbiezne, ktore nie sg bezwzglednie zbiezne.

Szeregi takie nazywamy niekiedy warunkowo zbiez-
nemi, majac na mysli, iz tym warunkiem jest stosowne



uporzadkowanie wyrazow. Badanie tych szeregbéw jest da-
leko trudniejsze od badania szeregéw bezwzglednie zbiez-
nych. W tym rozdziale dany przykiad tworzenia niekto-
rych szeregbw warunkowo zbieznych; w tym celu podamy
na poczatku pare twierdzen pomocniczych.

Twierdzenie pomocnicze pierwsze.
Jezeli szereg o wyrazach dodatnich 2an jest zbiezny

1jesli liczby wi w2, wB,..., stanowiag cigg ograniczony
od goéry i od dotu, to szereg 2a»«,,=alcl-f a2u2-\-alu3-\~...
anun jest zbiezny.

Z Zalozenia wynika, ze \um<M dla kazdego m i ze
kazdej dowolnie matej dodatniej liczbie e mozna podpo-
rzadkowa¢ taki wskaznik nQ, iz dla «>w0 i dowolnego p

K+ “ntl+ @2+ e+ Jr

Stad
(MVn-\- dntl -(-... -j- (ItpWAHI|  jan'F an+1 -F“ "f M <C6
A wiec na mocy ogdlnej zasady zbieznosci (patrz 1 47),
szereg alul-f- QW -f- a%«3-(- ... -f- Onn-f-... jest zbiezny, co
trzeba byto udowodnig.

Uwaga. Czytelnik wyprowadzi jako wniosek z tylko
co udowodnionego twierdzenia, ze szereg jest z' l-zay je-
zeli szereg, utworzony z wartosci bezwzglednych wyrazow
szeregu danego jest zbiezny. Wystarczy uczynic liczb’- "iagu
ml( W3, My... odpowiednio réwnymi -j-1 albo —1

Twierdzenie pomocnicze drugie.

Jezeli M}, WP, WG3,..., stanowi ciag malejacy, taki,
iz limw,, = 0, i jesli sumy czesciowe szeregu 2a,, stanowia

cigg ograniczony od gory i od dotu, to szereg
2 a,W,= VJW-|- aav 3-|- ... jest zbiezny.
Wychodzimy z tozsamosci;



«lal + «Q«2+ (I,Un= SIM+ (@ —sl)w2
(28) -f(*3—s,)us+ ... - (s»~ snri)ti,, = «dlux—w2)-f*

+ «s(«g— Wi+ -5 («$— «*)+ ... +S«-I(Mn-1—- ««)+*»“w
gdzie, jak zwykle $= ax «2j- i3-f- .. -f- &> a wiec
@ - Ski

Zauwazmy teraz, ze szereg
Wi— w9+ 2— M9+ — + Qe — w)+ —
jest zbiezny, poniewaz suma czesciowa n jego wyrazow

rowna sie ul—untu a limw,1#1= 0.
n—> o

Na mecy zatozenia istnieje taka liczba M, iz |sm<Jf
dla kazdej wartosci m. Na zasadzie wiec twierdzenia po-
mocniczego pierwszego, szereg

(29) SU<I—MH«g(MS—\B+*8wWe—M) + . 1/, ) + . ..
jest zbiezny.

Lecz z (28) wynika, ze suma czesciowa n wyrazow
szeregu ~Zavum réwna sie sumie czesciowej n —1 wyrazéw
szeregu zbieznego (29) wiecej wyraz snitn. Na mocy zato-
zenig >-0, jak rowmiez sni/n->- 0, a zatem a™A-a”y~...
...-fra,,un dazy do tej samej granicy, co szereg zbiezny
(29), czyli szereg jest zbiezny, jak to trzeba byto
udowodnic.

Uwaga. Tylko co udowodnione twierdzenie stoi w bliz-
kim zwigzku z tak zwanem twierdzeniem pomocniczem
Abela:

Jezeli liczby dodatnie u# n2, us..., un.. tworzg cigg
malejacy i jezeli wszystkie sumy czeSciowe szeregu
Sa,, = al-)-ag-j-a3-(-..a ,, s @ zawarte miedzy liczbami

n

AiB, to suma*=i czyli WJA-f- ugaa-|-.,.-)-?<nan spetnia
nieréwnos¢ N
Aul<J,ukak<Bul
*= 1

W rzeczy samej,



(30) wla i+ Mas+ Mas+- 1-\-ubHin={ui—wK + K —ns)s2+
+ (m—m)sst ... +(«V-i—m)s» i-j-unsn,
gdzie st=av s2= at+ ag..., S,= ad+ a2+ a,,;
poniewaz cigg ut, U2 . m,... jest malejacy, wszystkie réz-
nice ux— u2, u2—ws, u3— «4, un——unsg dodatnie, a wiec
z (30)
w2az+ ... {-Mnan< B{(Ml—wD) -f (n2—nB) + (n8—u4) -f...
ot (0 — tj. Ma2+...-f-?tna,,<5M 1.

Tak samo wynika z (30), ze

Mai (-Mefigt ...+ Ma>"{(M1—+ (M—«g)+ (m6—é) + —
e == (M, — M>-1) - M),
czyli Mal w2a2-{-..-f- -4

TrnioseA:: Jezeli wyrazy szeregu sg kolejno dodatnie
i ujemne, a ich wartosci bezwzgledne tworza cigg male-
jacy, dazacy do zera, to szereg jest zbiezny.

Woystarczy zastosowac twierdzenie pomocnicze drugie,
przyczem bierzemy a,,= (— I)*/1; sumy czeSciowe szeregu
li,an sg w tym przypadku ograniczone od géry i od dotu.
Jezeli liczby dodatnie uu us, u3..., tworzg cigg mate
jacy i limM,,= 0, to jak wiemy, szereg T,anun jest zbiezny;

poniewaz a,= (— 1)"+1, wiec Ea,w, daje nam szereg:
— M2FEMg— M4+...+ «2p-1- W2p+ —
Taki szereg nazywajg niekiedy przemiennym.
Zbieznos¢ szeregu przemiennego, gdy spetnione sg
wspomniane tylko co warunki, ustali¢ mozna takze i bez-

posrednio.

S2p= (ud4d— W2) + (m3— w4) 4- ... -|- (u-ip-i — M2p>;
poniewaz roznice w nawiasach sg wszystkie dodatnie, wiec
(31)

czyli sumy czeSciowe o parzystych wskaZznikach tworza
cigg rosnacy.

&2p+1 T~ ui ™2 Mg) w4 Ww5) --- W2p u2p+ Dt
wiec
(32) S, 7>85 P> 1>..)



czyli sumy czeSciowe o wskaznikach nieparzystych tworzg
cigg malejgcy. Zauwazymy dalej, ze
(33) <C Sop—i <C
(34) "N R B

Na zasadzie (33) cigg rosnacy (31) jest ograniczony od
goéry, posiada wiec granice I|msal— s; tak samo na mocy

(34) cigg malejacy (32) Jest ograniczony od dotu, posiada
wiec graniceplim s2+1= o. Lecz s2p+. —5b= nii+1l; przecho-
dzac do gran_icy, inamy:

lim 321)+1—I|m 72p= I|m Wt ;

p—+a@ p—=@
poniewaz limi2p+ti= o, lims2p= | I|m wp+i= 0, wiec
p—>@@ p—>00 p—>00

a—s= 0, czyli a-’\s
Przy pomocy twierdzenia o zbieznoSci szeregu prze-
miennego tatwo uzasadni¢ nastepujgce przyklady na sze-
regi warunkowo zbiezne.
Przyktady:

J:L) zereq } SRR R T o Gl L

jest zbiezny, bo jest to szereg przemienny, w ktorym war-
tos¢ bezwzgledna sktadnikow tworzy ciag malejacy, dazacy

do zera, gdyz warto$¢ bezwzgledna ogélnego wyrazu jest i

Szereg ten nie jest jednak bezwzglednie zbiezny, gdyz ciag,
utworzony z wartosci bezwzglednych wyrazoéw tego szeregu,

il—}—’\—|—i — ...~ (-*s= jest rozbiezny; istotnie, jest to
szereg harmoniczny @ 44).
1,1 1 (- )+

S reT’\+-:- + .+

Deared -0 A8 vt T
jest zbiezny na tej samej podstawie, co poprzednio; ponie-
waz w szeregu -r+ ‘=4 .=+ -—+ ¥ =f

1 V2 \3 vy4 yn

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 9



wyrazy sg, poczgwszy od drugiego miejsca, wieksze od odpo-
wiednich wyrazéw szeregu harmonicznego, wiec ten drugi
szereg jest rozbiezny.
3) Szereg - -jEE— o+ Y ———
v2—1 V2+1 V3—1 V3+1
1

. jest rozbiezny, gdyz sumy czes-
M —. \A-(- ] y, gay. y czg

- N

wp+i—i VJ»+|+t/) [I+I+?+ +Ip}
pomimo, ze to jest szereg przemienny, w ktérym warto$¢
bezwzgledna wyrazu ogélnego dazy do zera; nie powinno
to nas dziwi¢ gdyz ciag

- 1”2+ 17V3— ¥*Vv3+F JI- 1 4+ I™*
nie jest malejgcy. Gdybysmy liczby tego ciagu uporzadko-
wali w ten sposéb, by otrzymac cigg malejacy i nastepnie
utworzyli szereg przemienny

1 1 1 o,
v2-i \Wd -1-rV4—1 >J5-1
1 SSJL -+ L.
VIi - 1 V+ 1 YI2¢%I'VYB—. V3+ |
to otrzymalibySmy szereg warunkowo zbiezny.
4) Szereg
* 2" 45 n* "

jest rozbiezny, gdy s<!0; jest warunkowo zbiezny, gdy
wyktadnik s spetlnia warunek 0<s<;i; jest bezwzglednie
zbiezny, gdy s>1.

Uwaga. Szeregi przemienne, ktéremi zajmowalismy
sie przed chwilg, naleza do kategorji szeregéw, w ktorych



warto$¢ bezwzgledna reszty mniejsza jest od wartosci bez-
wzglednej ostatniego uwzglednionego wyrazu. W rzeczy
samej, niech s oznacza sume szeregu przemiennego ux— w2-f-
-l-mB—rmA—+-..., w ktérym mil> w2> w3>... i limu,—0.

n —100

Jak widzieliSmy s jest zawarte miedzy dwoma kolejnemi
sumami czesciowymi 8% i t j. Sp>s>S.P+i dla kaz-
dej wartosci p. Stad
—1 £C2i41  $plecz ssp—=x 3p  ~2p,
"“J<C pp  $p lecz Yp— ] —

czyli
Sp4— S *2p-t
| *p< s< K, -j- Mep-rl.
albo inaczej:
V= — «g-j- w3 — w4-|- ... -(- Utp—1— 9.Mgp
S= ui—uj+ u3—ui H-——*“gp~*9+Mii+H>

gdzie 0 oznacza liczbe, zawartg miedzy 0 a 1, t.j. 0<9<1.

Whprowadzajac reszte (patrz 1 47), mozemy otrzymany
wynik wyrazi¢ jeszcze w sposob nastepujacy: kladac
s= s,,-\- R, [i™l<«»+i, czyli |i?,|= 9.nb+l, niezaleznie od
tego, czy n jest liczbg parzystg, czy nieparzysta. Innemi
stowy, jezeli zamiast sumy szeregu wezmiemy sume jego
n pierwszych wyrazéw kolejnych (t. j. sume czeSciowa s,,),
to popelnimy biad R,,, ktéry co do wartosci bezwzglednej
jest mniejszy od wWVH, a wiec tembardziej mniejszy od w,
t. J od wartosci bezwzglednej ostatniego j. kolei skiadnika
sumy s,

57. Dzialania nad szeregami.

Dodawanie szeregow.

Gdy dane sa dwa szeregi:

(35) al-j- + «34—Hdn+ ...
(36) 0j -j- 02-(- «3-j-... -|-
to szereg

(37) (aj-)- 63 - (a2-j-bi )+ («3+ b+ ..+ (a»-f-¢«)-j-...
nazywamy sume dwdch szeregéw (35) i (36).



Jezeli szeregi (35) i (36) sa zbiezne, to zbieznym jest
i szereg (37) i suma tego szeregu réwna sie sumie pierw-
szego z tych szeregbw wiecej suma drugiego.

W rzeczy samej, niech s, a, i S, o0znaczajg sumy
czesciowe odpowiednio szeregéw (35), (36) i (37); wedtug

zalozenia lims,,= s, limoM:o; z drugiej strony
n—> Q0 w —>100

— "W}'dly
przechodzac do granicy, otrzymamy:
limS,= limsn-)-lima,= s -(-o,
n— QD n— oo N— oo
co dowodzi, ze szereg (37) jest zbiezny i suma jego réwna
sie¢ s-|-a
Jasna rzecz, ze zamiast dwoch szeregéw skladowych
(35) i (36) moze byc¢ ich wiecej, np. trzy, cztery, it d,
w kazdym razie liczba skonczona; w kazdym z tych przy-
padkow stosowa sie bedzie twierdzenie, analogiczne do
udowodnionego. Jezeli szeregi (35) i (36) sg bezwzglednie
zbiezne, to i szereg (37) jest takze bezwzglednie zbiezny.
Analogiczne okre$lenie i twierdzenie stosuje sie do
odejmowania szeregéw; w szczegdty nie ma potrzeby wcho-
dzi¢, gdyz miedzy dodawaniem a odejmowaniem szeregow
istotnej rdznicy niema.
Mnozenie szeregow.
Dziatanie, przy pomocy ktdrego z szeregéw (35) i (36)
tworzymy szereg ]
(38)  albl-f- (a2Fi-j- aib?) -)- (adbl+ a2b2-j- aj)d - ..
ktérego wyraz ogdlny jest
4* a¥24“an2"4”  4* a2 1ld~aibn
nazywa sie mnozeniem szeregéw. Dla skrdcenia szereg (38)
oznacza¢ bedziemy przez Sc,, tak, iz cl= aldl,
o= (V'id-«A\ 3= (asbl-f- «25-f aj)x), i t d
Przy mnozeniu szeregbw moga zachodzi¢ okolicznosci
bardziej ztozone, niz przy dodawaniu szeregéw; naprzykiad,



moze sie zdarzyC, ze szeregi (35) i (36) sa zbiezne, ale sze-
reg (38) jest rozbiezny. Taka okoliczno$¢ zajs¢ moze zreszta,
jak zaraz zobaczymy tylko wtedy, gdy oba szeregi sa wa-
runkowo zbiezne, ale i to nie zawsze.

Dla przyktadu utworzmy szereg, ktory powstaje przez
mnozenie szeregu zbieznego (warunkowo)

4 - L +4 11+ -
VI V2n \3 V4 v5

przez siebie (podnoszenie do drugiej potegi). W tym przy-
padku = pn— (-1)"+1 wyraz za$ ogélny szeregu (38)

i V»
daje:
1 1 1
39 c« = cos
(39 M N2(n- ) wen - 2)+
1 1

T \jx(n-f- 1—x) n . 1

X(N-J-1—x) = —x*\-(n-\-Yx=  \ 1)2—[2x— (n-f-1]2

Maximum tréjmianu —xi-\-(n-\-\)x zachodzi dla x = ﬂ—_z!:l

i rowna sie N(«-j-1)2; a wiec x(n-(-1—«)<?i(ra+ 1)2

________________ 1 2 ..
\x(n-\-\— { 1, . —— dld kaz-
x(n )L 40 ) \jx(n-\=-T—x) »{3 |alZ

dej wartosci X w przedziale od X— 1 do x=n.
Wyraz ogoélny |1, jak wynika z (39), jest sumg wyra-

0
z6w, z ktéorych kazdy jest nie mniejszy od N Ij stad
»

JH L, e . . .
joi > ., 3 2 nierownosci tej wnioskujemy, ze w szeregu

2c¢,, wyraz ogolny nie dazy do zera, gdy n->- oo, czyli nie
jest spetniony warunek konieczny zbieznosci (L 46). Niech
X oznacza dowolng liczbe dodatnig mniejsza od 2; na za-

sadzie nieréwnosci ¢, m 0 z e m y nawet twierdzic,



Ze w szeregu 2|c,,| prawie wszystkie wyrazy sg wieksze od X
Jezeli wezmiemy a,= b, =--—-- 1———— , to otrzymany sze-

reg Zc,, bedzie zbiezny (patrz ¢wiczenia N. 30 i 31).

lloczyn dwoch szeregdw zbieznych moze by¢ szeregiem
rozbieznym, jak przekonaliSmy sie przed chwilg; lecz jesli
iloczyn ten jest szeregiem zbieznym, to suma tego szeregu
musi sie réwnac iloczynowi sum dwdch omawianych sze-
regow. Twierdzenia tego dowiodt Abel. Wskazdéwki, ty-
czgce sie dowodu tego twierdzenia czytelnik znajdzie
w dziale ¢éwiczeh i zadan, patrz éwiczenie N. 30.

W tym miejscu udowodnimy, Zze iloczyn dwoch sze-
regow zhieznych, z ktérych jeden przynajmniej jest bez-
wzglednie zbiezny, jest zawsze szeregiem zbieznym i suma
tego szeregu rowna sie iloczynowi sum tych dwoch oma-
wianych szeregbéw (twierdzenie Cauchy-Mertensa). Zakta-
damy, iz szeregi (35) i (36) sa zbiezne, przyczem np.
pierwszy z nich, t.j. (35) jest nadto bezwzglednie zbiezny.

Oznaczmy przez s,, ani S,, sumy czesciowe n wyrazoéw
szeregow (35), (36) i (38) i utworzmy roéznice S',,=5"n—s, a,,,
ktorg uporzadkujemy wedtug porzadku wskaznikéw litery a.
5= (r1(-r2f-.-)-co,'( (ZHe&)= 48 )A-AH=Jb,.)=
= al(bn+[+ ..+ &n) -+as ‘blt+ + bn+to+ .+ b$,, _i)+..+ ..., -+

+ai(ij+ hi+ .+, li+ o, +J(/1+ [at ..o+ ... + aj,bl;
a wiec, oznaczajgc dla skrécenia przez a* wartos$¢ bez
wzgledng wyrazu ak czyli, kladac a* —la*|,
(40) \S,, <a3 pl+l+b,,+.2+.. + b2, 432 Al+l+i,<g+.. . +Aj,Ii|+...

+@,-x\bnH +
+a,+FLA2+Ak+ L+ 0, Qi +alte> bt+bt+,.. +bn>+....

+aa».|*il
Poniewaz szereg (35) jest bezwzglednie zbiezny, wiec
mozna znalez¢ takg liczbe M, iz suma



ai+ a2~-\~— + a= ai 4" 1sl4" w4 g%
jest mniejsza od M dla kazdej wartosci wskaznika m.
Poniewaz szereg (36) jest zbiezny, wiec mozna znalez¢
takg liczbe M\ iz dla kazdej wartosci m
IN+ >4~*3+ + bm<M*.
Niecb e oznacza liczbe dodatnig, dowolnie matg; do
liczby e mozemy dobra¢ taka liczbe 0, iz dla kazdego

w>n0 i dla kazdego p
£
41 °n+i+ a»t2+ <14- a»+p< itfZerjtf7

(42) \bn+i -f bn+2+ 4 " bniplkk 2 F,  jy-r

wynika to ze zbiezno$ci odpowiednich szeregéw. Uwzgled-
niajagc (42), z nieréwnosci (40) otrzymamy:

\S',, <(«!'+ a2 -(-a,, i)’\q?j’\ f-r (a,tl+ant2+ .. .+ak;)
skad dalej

\S><Mm \M'" A~ M-\-Mncz™' 4 "I©6
Poniewaz
S,,,= Sh—sn<g, wiec lim (S& —s,,0,,) = 0,
n — co

czyli
lim = lims,.limo,,==s.a

n—> 00 n— 00 n — 00
t. j. sumy czeSciowe parzystej liczby sktadnikéw szeregu
(38) daza do granicy s.c.
Oznaczmy przez S",, roznice S:n+i—s«+i.Cn+i; przy
pomocy analogicznego rachunku dojdziemy do wniosku,
ze lim<9",= 0, a wiec lim£.n#l= s.o.

Stad wniosek, ze szereg (38) jest zbiezny i ze suma
jego réwna sie s.o0, jak trzeba byto udowodnic.

Jezeli nie tylko szereg (35), ale i szereg (36) sg bez-
wzglednie zbiezne, to szereg (38) bedzie nie tylko zbiezny,



ale nawet takze bezwzglednie zbiezny. Dowdd, jako bardzo
fatwy, zostawiamy czytelnikowi.

58. Szeregi podwojne.
Sag to szeregi, ktérych sktadniki dane nam sg w postaci
ciggu podwojnego:
®I1 RIS eee Xy
var aas O3 eee MNpjeee
- ail a 733 eee @rese

®1i2 » /Sele

Oznaczymy przez smm sume wyrazoéw zawartych w m wier-
szach i n kolumnach poprzedniej tablicy, t. j.

'mn = (an -f- «12 4~ L -)- «ln) (- («2i 4% A22 4% e st fI25) 40 —
b (o4~ TER2 L+ o« =)

Szereg podwdjny nazywa sie zbieznym, jesli suma sm
dazy do okreslonej granicy s, gdy min dazg do nieskon-
czonosci, niezaleznie od prawa, wedtug ktoérego rosng mi n.
W przeciwnym razie szereg nazywa sie rozbieznym.

Mozemy naprzykilad przejs¢ do granicy w nastepujacy
sposob, ktéry nazywamy sumowaniem wierszami: tworzymy
naprzéd sumy wyrazOw pierwszego, drugiego wiersza
it d,t]

au 4-an 4-«i3 4- eeed- ain 4- eee= g
21 4-«2 4- B4~ 000 d- 2" +Heee =

aml 4“ fINnR4™ am3 4~ ee14“ (nn4" eee 4" <

Nastepnie tworzymy szereg %4~ss4*“Ss4“ 4" sm4*e-
Zauwazymy, iz

§ — lini Sp», 4~ 2== AP si 4752+ e d; == i
n—00 n d

— of N—oo



tak iz suma szeregu sx-f-s2-f-s3+ ...= lim (lims,  oczy-

m—PCO«—>00 /
widcie, przyjmujemy, iz wszystkie granice, o ktérych tu
mowa, istnieja.
Mozemy przej$¢ do granicy podwoOjnego szeregu, Su-
mujac kolumnami, t. j. tworzymy naprzéd sumy wyrazéw
pierwszej, drugiej kolumny i t. d., czyli

au + aZl+ @BL et am + = a

aia " f a22 + MS2 + ~~~4“am|7f7

«l« 4n a3n ~f“ fl*n ~i~
Nastepnie tworzymy szereg al-)- 02-(- ¢3-j-... 0,,-)-
ktérego suma, o ile istnieje, roéwna sie oczywiscie

lim (lim
n—>o0o\m—->00 /

Widzimy, iz sumowanie szeregobw podwojnych jest
w Scistym zwigzku z sumg nieskoriczonej liczby szeregow.
Jezeli szereg podwdjny jest zbiezny, to oba wyzej wymie-
nione sposoby powinny da¢ te samg sume, t. j.

lim / limsnm\ = lim / lim = s;
m —mcc\n—mo0  / WHOOWW—>wm 7/

ale i kazdy inny sposdb sumowania powinien da¢ te samg
granice; tak, np. takze lims,,,= s i t. d.

tatwo daé¢ przykiad stwierdzajgcy te okolicznosé, ze
sumowanie wierszami, moze dac liczbe inng, niz sumowa-
nie kolumnami, tak, iz z istnienia jednej z tych sum nie
mozna wnioskowaé, iz szereg podwdjny jest zbiezny. Moze
sie nawet zdarzy¢, iz sumowanie wierszami i kolumnami
daje te samg sume, ale sumowanie wedlug innego prawa
daje co innego.

Dla utworzenia odpowiednich przykiadéw, zauwazmy,
iZ znajac wyrazenie sum czeSciowych st w zaleznosci od
m i n, mozna z tatwoscig odtworzy¢ skiadniki am, odpo-



wiedniego szeregu podwojnego. Mianowicie czytelnik spraw-
dzi, iZ <&!=$!
Ami 1 *~m-11

aln — Sin sl,n—1

Amti==smn  smn-d  sm—(-F-sm »-j dla 7>1, 71 1
Niech, np. smn= ~ g ~ ; obliczmy, jak wyzej, wyrazy amm
i napiszmy odpowiedni szereg podwdjny. Sumowanie wier-
szami da nam lim / I|m

n—+m\n— Om/-\ I'm
sumowanie za$ kolumnami da nam
lim ( lim =
n—>(1)\m —oc N -f- n? +
natomiast lim sn,,- 0.
Jezeli smn— ---—-r—  to sumowanie wierszami i ko-

(in-\-7iy

lumnami daje te samq sume 1, sumowanie za$ wedtug

prawa
limsn,, daje

Czytelnik z fatwoscig utozy szereg podobnych przy-
kltadéw. Wobec tych przykiaddéw zrozumiemy wage naste-
pujgcego twierdzenia:

Jezeli wszystkie wyrazy szeregu podwdjnego sg do-
datnie, i jezeli istnieje suma wedtug wierszy (albo wedtug
kolumn), to szereg jest zbiezny i sumowanie wedtug kazdego
innego prawa da te samg granice.

Zatozenie: amn>0 dla kazdej pary wskaznikéw m, n;
Si "t'sa4" si-f-eee+ s -j-... jest szeregiem zbieznym, Kkto-
rego suma réwna sie s.

Przekonajmy sie naprzod, ze sumowanie kolumnami
da te samg granice.

Ui>'j- a~"+ ar 't amn <*si ‘B ss “F 3 “F oot H'§m

todyzZ "p-j- oomn<C.Sm,,,



przyczem smm przy, statym m rosnie wraz z n, gdyz skiad-
niki sg wszystkie dodatnie; z tego powodu

Swu nl_l&joﬁm; lecz nl_lmosrm—s, -J- M+-s3-j- ... -j-9m s

na mocy twierdzenia o granicy przy dodawaniu skohczonej
liczby skiadnikéw; tak wiec
aln-(- (in-F* ... “f-dmiiO
oznaczmy aln-\-a™, + ... + am, przez um,; ciag
NMre Mhi 73nieeej  n>see
jest rosngcy i ograniczony od géry, a wiec posiada gra-
nice, ktéra oznaczymy przez c,,.
Wyrazy, nalezgce do tej samej kolumny, tworzg wiec
szeregi zbiezne.
Udowodnimy teraz, ze szereg  -j- c2-)- 0s-j-... -f-@;,
jest zbiezny; w tym celu zauwazmy, iz

Sm= M~ .. P trmC8l-j- § - ... -S,,,<CS
limsmn=lim uml -j- lim un2-j- ... -f- lim My, <¢f

m — 00 m— co m—- co m— 00

lecz limu,,i—ol limm,2= 02—, limum,= aj}
m— co

m— 00 m— 00

tak, iz lims,,,i,,= 01-)-53+ 03-)-...+ oMs.

Szereg -f- 02-(- ¢3-)-... -j- 0,4 -... jest ograniczony
od goéry i posiada wyrazy dodatnie; taki szereg, jak wiemy
jest zbiezny i posiada sume cr-"s, (patrz 1 47).

Tak wiec, sumujac wedtug kolumn, mamy granice g;
mozemy teraz wyjs¢ z zalozenia, iz

...-t-0,,... = @ zamiast §+ -j-J5 « i ro-
zumujgc w sposob analogiczny do poprzedniego, otrzy-
mamy zamiast << s. Zestawiajgc te dwa wyniki,

widzimy iz s= o, co trzeba byto udowodnic.

Latwo sie przekonaé, iz kazdy inny sposéb sumowa-
nia da te samg sume s. Niech vim=a,,i-f- am2-\- ... -j- (tm,
wtakim razie 9m,,= M,,+ *%+ ..+ vm,, przyczem vnmr< sm



ze zbieznosci szeregu st -j- sa -j-$8-f-... -j-s. -f-... wynika,
iz do kazdej liczby dodatniej t mozna dobrac taka liczbe

V, iZ «H+ sv + a + jakkolwiek wielka jest
liczba m > v; poniewaz vmn<sm, wiec i
(43) V., [, ,.-|- t+a,,-|- vt+3.,,-|- ... -(- j-
dla kazdej wartosci n i dla m>u.
Poniewaz -f-sq-f-s»-|-..= s wiec przy dosta-
tecznie wielkim wskazniku v, mamy
(44) [+ + S3+ eeet+ Fy_s|<ioe;
liczba v jest ustalona przez powyzsze warunki (43) i (44).
Poniewaz

lim (vi,, -)- M, -f-...-J-vin = § -J-SS+ *S“F e -}

wiec mozna znalezé taka liczbe p., iz n>p pocigga nie-
rownoscé
(45)  pIn-f-vei, -f- v — (si v 2+ —4~*v)I<t B
z zestawienia (43), (44) i (45) wynika
Mn~t~von -f-sand® (T4 VL "k W2, Ud~ s "t v A< g
czyli

i
skoro tylko m>v i n>p, jakkolwiek matg jest liczba do-
datnia e, czyli sm, dazy do granicy s, gdy m i n dazg
jednoczes$nie do nieskoriczonosci wedtug dowolnego prawa.

Udowodniong wiasno$¢ mozna, oczywiscie, rozciggnaé
na szeregi, ktérych wyrazy sg ,,prawie” wszystkie tego sa-
mego znaku.

Twierdzenie o poréwnywaniu dwoch szeregéw stosuje
sie takze do szeregbw podwdjnych o wyrazach dodatnich:
jezeli wszystkie wyrazy pierwszego szeregu podwojnego sg
mniejsze od odpowiednich wyrazéw drugiego szeregu po-
dwdjnego, i jesli ten drugi szereg jest zbiezny, to i pierw
szy takze jest zbiezny.



Szereg podwdjny nazywa sie bezwzglednie zbieznym,
jesli inny szereg podwojny, utworzony z wartosci bez-
wzglednych wyrazéw szeregu danego jest zbiezny. tatwo
sprawdzi¢, ze bezwzgledna zbiezno$¢ pocigga za sobg
zbiezno$¢ szeregu danego; jezeli szereg podwojny dany
zawiera nieskonczenie wiele wyrazéw ujemnych, to two-
rzymy nowy szereg podwdjny, ktdrego wyrazy réwnajg
sie odpowiednio warto$ciom bezwzglednym wyrazoéw sze-
regu danego; jezeli w ten spos6b utworzony szereg po-
dwdjny okaze sie zbieznym, to szereg dany jest bezwzgled-
nie zbiezny i mozemy obliczy¢ sume jego badZz przez su-
mowanie wierszami, badz przez sumowanie kolumnami,
badz to przez sumowanie wedtug jakiegokolwiek innego
prawa, gdyz przy kazdym z tych sposobéw musimy otrzy-
mac¢ te samg granice. Dowdd pozostawiamy czytelnikowi.

59. lloczyny nieskoriczone.

Jak teorja szeregdw prowadzi do uogolnienia pojecia
sumy, tak teorja iloczynéw nieskoriczonych jest uogoélnie-
niem pojecia iloczynu w przypadku, gdy liczba czynni-
kéw jest nieskonczona.

Przypusémy, iz mamy cigg czynnikow

*, .. )eest Znie..5
utworzmy iloczyny czeSciowe
= 32 f 3=t 3 )‘.’
/ n— .o, VN

Jezeli istnieje granica tych iloczyndéw czesciowych Pn,
gdy « rosnie do nieskonczonosci, i réwna sie P, to mo-
wimy, iz iloczyn nieskoriczony

o 18T eee %
jest zbiezny i réowna sie P, gdzie, jak zaznaczyliSmy,
P = lim Pn,

n — 00



co piszemy takze w postaci
P = vliv3v3...v,,...

Mozna z tatwoscig zwigzaé teorje iloczynéw nieskon-
czonych z teorjg szeregdbw. Tak, np., niech al*=vl,

ftt Pj Pl 2 1)), Par - @y n,...,
on= vlt. —1),... jasna rzecz, ze P jest sumg
szeregu

(46) ax+ «s+ a3-+...+ an-|-...,

poniewaz suma czeSciowa n wyrazow tego szeregu réwna
sie wiasnie P,,.
Zauwazymy takze, iz
log P,,= log vx-j-logvs+ logv3-f ...-f logvn,
a wiec logP jest sumag szeregu
47 logvx+ logv2-flog -f...+ logvn+ ...

Zbieznos$¢ szeregu (47) jest wiec warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym, by iloczyn

N*Y*G oo
byt zbiezny i posiadat warto$¢ rézng od zera.

Przypadek, gdy limP,,= 0 r6zni sie pod niektorymi

n — 00

wzgledami od przypadku, gdy limP, = P4=0, i dlatego

bedziemy moéwili, ze iloczyn nieskoriczony jest zbiezny, bez
dodatkowych omowien, tylko w tym przypadku, gdy granica
limPn nie réwna sie zeru; inng kategorje iloczynéw beda
stanowity dla nas te, w ktorych limP,, = 0; wreszcie trze-
cig i ostatnig kategorje bedg stanowity iloczyny nieskon-
czone rozbiezne.

Jezeli iloczyn jest zbiezny (a wiec lim P,,= P ==0), to
v,, dazy do jednosci. Wynika to stad, iz wtedy szereg (47)
jest zbiezny, a wiec jego wyraz ogdlny logv,, dazy do zera,
czyli lim t?,,=1 Albo (46) inaczej an=P n—Pn_i=P,,_i(u,,—1);
poniewaz szereg So,, jest zbiezny, wiec lima,, = 0, czyli



lim (wn—1P,,_ |— I|m (v,,—1). limP,, i= 0;

n—co n— 00
poniewaz zakladamy, iz
limP,, 4=0, wiec lim (v,,—1)= 0, czyli lim —1

n —-00 n — 00 n — 0o
Jezeli iloczyn nieskonczony réwna sie zeru, to v,, moze
nie dazy¢é do jednosci; granica moze by¢ inna, albo wcale

moze nie by¢ granicy; np. jezeli vn—~, to limP,,= 0
M

«-*100
i limv,= 0; jezeli v, —”"jn -f-(—I1)(n—2)|, tolimPr="0,

lecz v,, nie dazy do zadnej granicy.

My zajmowacl sie bedziemy gtéwnie przypadkiem, gdy
iloczyn jest zbiezny, t. j. gdy limP,,= P:j=0; z tego po-
wodu wygodnie nam bedzie wprowadzi¢ réznice v,— 1,
ktérg oznaczymy przez w,, tak, izv,,= 1 gdzie w,—>-0.

Naprzdd zbadajmy przypadek, gdy wszystkie liczby
un sg dodatnie.

Zauwazmy, iz

1+ M)O + “*)0 + “)"-O + M)=
= 1+ Ul+ “a+ MH-...+ M+ MM -f MVy-f MM, + ...
poniewaz wszystkie un sg >0, wiec

P»!>1-j-
gdzie s,— -f-n2-f-wB-j-__ -f-un jest sumag czeSciowa
szeregu
(48) Ux-f- Mg— My-J-... + un-)-...

Z drugiej strony

*

2= MM MM-f ...+ UM< 5,

gdzie z lewej strony ostatniej nieréwnosci wystepuje suma
wszystkich mozliwych iloczynéw z liczb «x, W2, ...m, po dwa.

Tak samo, jezeli a8 oznacza sume wszystkich mozli-



wych iloczynéw z tychze liczb po trzy, to, jak tatwo
sprawdzic,

Jnll
9s<.3f
jezeli oP> przyczem p<rc, oznacza sume wszystkich mozli-
wych iloczynoéw z liczb U, un po p czynnikéw, to
e
a wiec
¢ s3 sn
pn<. + M+ 1+ M+ -+ A
czyli
SS S3,, s \
(49) 1+ v,<Z), <l + «+ .2+ + Nf
Twierdzenie-.

lloczyn nieskonczony (1+ M). + M) (1+ ws)—U + M)—
w ktdrym wyrazy un sg dodatnie, jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy szereg (48) jest zbiezny.

Twierdzenie to wynika z nieréwnosci (49). W rzeczy
samej, poniewaz liczby m, sa dodatnie, iloczyny czesciowe
P,, tworzg cigg rosnacy; jezeli wiec okazemy, iz cigg ten
jest ograniczony od géry, to tem samem udowodnimy, iz
iloczyn nieskonhczony jest zbiezny.

Zatozmy wiec, ze szereg (48) jest zbiezny; w takim
razie cigg jego sum czesSciowych jest ograniczony od gory,
czyli istnieje taka liczba M, iz

s,,<M, dla kazdego n.
Z nieréwnosci (49) wynika nieréwno$¢*

* Dowod przez indukcje. W iloczynie  —s,.X,.s, sn.



gdzie A nie zalezy od wskaZznika n i jest sumg szeregu
Mn+l
nieskonczonego . + M+ . f + eeet+ . + (W-|-i); + —'
ktory jest zbiezny (patrz 1 48, przykiad drugi).
Z nieréwnosci P,,<4 dla kazdego n wynika zbieznosé
iloczynu nieskonczonego, t. j. istnienie limP,, = P.

n— 00

Odwrotnie, zat6zmy, ze iloczyn jest zbiezny; w takim

razie iloczyny czesSciowe P,, sg ograniczone od gory, t. j. spel-

niona jest nieréwnos$¢ P,,<M dla kazdego n, o ile odpo-

wiednio dobierzemy liczbe M. Z nieréwnosci (49) wynika
s,,<P,,—., czyli 5,,<M—.;

sumy czesciowe szeregu (48) sg wiec ograniczone od gory,

a poniewaz cigg ten jest rosngcy, wiec lims,, istnieje, a za-
n— 00

tem szereg (48) jest zbiezny.

lloczyny nieskoriczone bezwzglednie zbiezne.
Zajmiemy sie teraz iloczynami.

® (L+<)(1+m(1 + « Yoo (1 +«-)...,
w ktérych liczby un mogg by¢ i dodatnie i ujemne.

Jezeli szereg (48) jest bezwzglednie zbiezny, to iloczyn
nieskonczony (50) nazwiemy bezwzglednie zbieznym.

To okredlenie mozna zastapi¢ nastepujgcem: iloczyn
nazywa sie bezwzglednie zbieznym, jesli inny iloczyn,
utworzony z danego przez zastgpienie liczb ut, u2,.. w»,..
przez ich wartosci bezwzgledne jest zbiezny.

Twierdzac, iz iloczyn (50) jest bezwzglednie zbiezny,
stwierdzamy tylko zbieznos¢ innego iloczynu, nalezy wiec
udowodnié, ze iloczyn bezwzglednie zbiezny jest zbiezny
w znaczeniu, jakie nadaliSmy temu terminowi na poczatku
tego rozdziatu; niech w,—\uH; twierdzac, ze iloczyn (50)
jest bezwzglednie zDiezny, stwierdzamy zbiezno$¢ szeregu
0 wyrazach dodatnich:

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 10



(51) wl--wa-(-w3-j-... w,

stad wynika, ze iloczyn nieskonczony

(52) (1-F«B)(I+M2(2 4 ws)...(1+ «7)...

jest zbiezny (na mocy tylko co udowodnionego twierdzenia)
Oznaczmy jak poprzednio,
a,= (t-j-ud (Il -fnd) ... (1 -funt)a,= I\ —PM;

oznaczmyz, podobniez:

K= (i+ »i) (i+ wt)(i+ wa... (i-f ws-i)wn= n,,- nn_1

gdzie P,, i nn oznaczajg iloczyny czesciowe iloczyndw
nieskonczonych (50) i (52).
Szereg jest zbiezny, gdyz jego sumy czesciowe s3

rowne iloczynom czeSciowym iloczynu zbieznego (52). Po-
niewaz w,, — |w,|, wiec, oczywiscie, [an] b,, a wskutek tego
szereg So,, jest takze zbiezny. Lecz sumy czesciowe sze-
regu . a, sa rowne iloczynom czeSciowym iloczynu nie-
skonczonego (50); ze zbieznoSci szeregu . a, wynika wiec
zbiezno$¢ iloczynu nieskonczonego (50).

Szeregi bezwzglednie zbiezne majg wiasnosci najbardziej
zblizone do wiasnosci sumy skoriczonej liczby skiadnikow;
podobniez, iloczyny nieskonczone bezwzglednie zbiezne
posiadajg wiele wiasnosci takich samych, jak iloczyny
skonczonej liczby czynnikow.

Z poérod tych wiasnosci zajmiemy sie dwoma, mia-
nowicie: .) iloczyn nie zalezy od porzadku czynnikoéw,
.) iloczyn rowna sie zeru wtedy i tylko wtedy, gdy jeden
z czynnikéw rdéwna sie zeru.

Udowodnimy naprzdd, ze zachodzi wiasno$¢ naste-
pujaca:

Jezeli iloczyn nieskonczony (50) jest bezwzglednie
zbiezny i jesli e oznacza dowolnie matg liczbe dodatnig,
to mozna dobra¢ do e taki wskaznik nQ ze iloczyn ilu-
kolwiek czynnikoéw ksztattu . -|-u,,, przy n>n0, rozni sie
od jednosci mniej niz o e, t j. ze

Gt «F)<I+ M)eee O+ «-*)-1 <e,



Dowdd jest nastgpujacy:
(’ + VBD (J 'f' eee O "f'ltn]f) = fﬁ —}— + eee+ g%t
gdzie al oznacza sume liczb uni, u,2 u rk c. sume wszyst-

kich iloczynéw tych liczb po dwa; o. sume wszystkich
iloczynoéw tychze liczb po trzy i t. d. Oznaczmy, jak po-
przednio, w,,—\u,\; w takim razie

o -f-Whi) (1-]- Mrgee. . + Wn)— . — + eeejx otk
gdzie a'lt a'2,..,a'k sg utworzone przy pomocy liczb w,,
w ten sam sposob, w jaki ol( ... & utworzone sg z liczb

u, Stad (oj o\, |o. < a'g.., @*|< a'k; a wiec
I°i+ °s+ —+ < °'i+ o*+ ..o\, czyli
ce HVBD o+« (U R — I<(T+wnl) (T+w,,D) L+ Wh—
lecz
@--MVi)(I f-wn)...i I\-u', k) —1—a”-j- 0's- T - o'k<ra\-\-

°\Y
+ Vot Ltk

stad
(53) 11+ uni).. + w(l+UuR—. <."»+ "N+ .+ ~TT"
gdzie
(5. a\ = w, -f-wni Whk

Poniewaz szereg (51) jest z zalozenia zbiezny, wiec
ka? lej liczbie e. . podporzadkowa¢ mozna taki wska-
znik 0, by

Wn-EMttl FW,+29- .. “FWn+p £

dla kazdego p, skoro tylko n>n0; stad wynika, iz
(55) 0,1<e
jezeli w (54) wskazniki nt, vt,...,nk sg wszystkie wieksze
od n0.

Liczbe e wybieramy mniejsza od w takim razie,
na mocy (55),

io»



N+-2+.. +(tf <6rd+eSH- +6+..< ¢

a wiec z (53) wynika, iz

M+ wniy @+ wnip T+ Mp) .1+ u.w—I|<2e,
co lrzeba byto wykazad.

Niech P oznacza warto$¢ iloczynu nieskonczonego bez-
wzglednie zbieznego (50).

Jezeli Zzaden z czynnikéw 1-\-un tego iloczynu nie
réwna sie zeru, to P 4=0.

Takie jest twierdzenie, ktore teraz udowodnimy. Niech
e i rg majg te same znaczenie, ktére ustalilismy przed
chwila. lloczyn P napiszmy w postaci

P = Pn.En gdzie ra>ra0;
P»= (1+M)(1+Mg)...(1+o); E,,= (1+u, ) (I Ha +2D)..(1THan)...
P,, nie réwna sie zeru, gdyz jest iloczynem skoriczonej
liczby n czynnikéw, z ktérych zaden, na mocy zalozenia,
nie réwna sie zeru.
En= limEnp

P— oo
gdzie Enp—(I-f M) (L -f nmd) ... (1 + wwetr);
otéz
(- + wviH) (1 -t-rant?) ...(1 +r«,+p)>1 —e>£, czyli En,,> |,
gdzie p dowolne, a ra ma wartos¢ ustalong poprzednio; stad
~An= lim
P —> o0
czynnik E,, nie moze sie réwaac zeru, gdyz jest™E.
Tak wiec P jest iloczynem dwoéch liczb Pn i En,
z ktorych zadna, jak wykazaliSmy, nie moze sie réwnac
zeru. A wiec P =0, co trzeba byto udowodnié.
Udowodnimy teraz, ze warto$¢ iloczynu nieskonczonego
bezwzglednie zbieznego (50) nie zmieni sie ze zmiang po-
rzadku czynnikéw. Przypusémy wiec, ze iloczyn

(56) A+ «i)(l.. . o,



utworzony jest z tych samych czynnikéw, co iloczyn (50)
w innem uporzadkowaniu, przyczem nadajemy terminowi
»Sklada sie ztych samych czynnikéw, tylko w innem upo.
rzagdkowaniu' znaczenie, ktére ustaliliSmy poprzednio przy
szeregach (L 53). Niech P,, oznacza iloczyn czesSciowy ilo-
czynu (50), a rw» iloczyn czesciowy iloczynu (56). Niech
e<£ oznacza liczbe dowolnie matg, a n ma warto$¢ wiekszg
od nQ, gdzie nO jest liczbg dopasowang do e, jak poprzed-
nio. Niech m oznacza liczbe (wieksza od n) taka, by ilo-
czyn n,, zawierat wszystkie te czynniki, ktére wchodzg
w skiad iloczynu P,,; wtedy, oczywiscie

AT e+ W) (147 mig) eee(! + MO

gdzie . HMni, . + msg, ..., . + «*, oznaczajg czynniki, ktore
wchodzg w sklad nm a nie sg zawarte w P,,; jasna rzecz,
ze nz, . sg to wszystko liczby wieksze od n, a wiec

i od nO. Ztego powodu, jak widzieliSmy, zachodzi nie-
rownosc

czyli
. — . < lpnT<|+ £)

przyczem, gdy e dazy do zera, min dazag do nieskonczo-
nosci, o ile zaczgwszy od pewnego miejsca wszystkie w*
nie réwnajg sie zeru. Stad wniosek, ze
nm n
lim — 'y

n— 00%n 1

czyli ri= P, co trzeba bylo wykazac.

Przyktad. lloczyn nieskonczony, ktérego czynnik
dn* -1

in jest bezwzglednie zbiezny, gdyz w.tym przy-



padku wn= —J”.>a szereg £ jest bezwzglednie zbiez-

2
ny. Zobaczymy pozniej, ze wartos¢ tego iloczynu jest <

60. Wyznaczniki nieskoriczone.
Oznaczmy przez D,, wyznacznik nastepujacy, rzedu n:

1-|-a, Oia ... .... o]}
a2 1 'j' ai> H23 eee
am 1-f- RBB
dpi a,,2 «n3 1“F d,,n

ktérego wyrazy utworzone sa przy pomocy wyrazdw ciggu
podwdjnego

((]J._ «18 013. o> (RD:I‘») b

a21r r2or %> -

anls> *®  ttivy ®.®

ont EM3» **® gs>nn Yeee

Wyznacznikiem rzedu nieskonczonego nazywamy gra-
nice limz>,, o ile takowa istnigje.
n— 00

Twierdzenie. Jezeli szereg podwdjny utwo-
rzony z wyrazéw wzmiankowanego ciggu podwdjnego jest
bezwzglednie zbiezny, to wyznacznik nieskonczony, odpo-
wiadajacy temu ciggowi jest zbiezny.

Zatozenie: Szereg podwojny 22|anmy jest zbiezny; teza:
Dn dazy do granicy, gdy n-r-oo.

Oznaczmy przez Pnl iloczyn

1+ ail)(l +«l«)(l + a8l)0 +22)0 -
(1 AL 4«3i)(1+ a3 (1+ ass) (1* aBw)..
- (A-Fanbh (1+ Ct2) ... (1-f-0«n),
gdzie a«=|a»|; gdy P,,, dazy do granicy, ponie-



waz na mocy zatozenia szereg 2Samm jest zbiezny. tatwo

sprawdzié, iz
\Di<Pn,
jezeli bowiem rozwiniemy wyznacznik Dn iiloczyn P,a na
sume skladnikéw, to okaze sie, iz kazdemu sktadnikowi,
wchodzacemu w skiad Dn odpowiada réwny mu co do
wartosci  bezwzgledny sktadnik w rozwinieciu iloczynu
Prt, lecz oprdcz tych wyrazéw sg w Pr>jeszcze i inne
skladniki, a poniewaz wszystkie wyrazy w P.. sg dodatnie,
wiec stad odrazu wynika wzmiankowana nieréwnosc.
Dla tej samej przyczyny
| PM\p Pn] Rerpl Pu*,
modut kazdego sktadnika w rozwinieciu réznicy DnHo— Dn
jest sktadnikiem roznicy P(ntpa— P> przyczem ta ostatnia
roznica zawiera oprocz tego jeszcze inne sktadniki dodatnie.
Poniewaz P,, dazy do granicy, wiec do kazdej liczby
dodatniej e mozna dobraé wskaznik nO taki, ze skoro
tylko » > .& to P(np*— P,,.<e, dla dowolnej wartosci
liczby p\ a wiec n. ... pocigga takze nieréwnosé
\D»+P — Pa<e;
" pOWolujac sie na ogblng zasade zbieznosci, wysnuwamy
stad, iz cigg Di, J)2 jest zbiezny, co trzeba
byto udowodnig.

Cwiczenia i zadania.

.. Udowodni¢ za pomocg przekroju istnienie pier-
wiastka dodatniego réwnania & -)-x 3—a, gdzie a>. .

.. Srednia arytmetyczno-geometryczna.

Niech a i b oznaczajg dwie liczby dodatnie, przyczem
a< b

a+ i.. Yy
»— jest Srednia arytmetyczna,

bl—\ab jest Srednia geometryczna tych liczb.



Tworzymy nastepujgce dwa ciggi

i 72 ®--j »eee
oo, | eoej
. «i —j-fi,
gdzie ek = VAj; o=

-

«nN+l--- h ~n“F &)t Mt-f-1--- Vl»  >see

Udowodni¢, ze pierwszy cigg jest rosnagcy, a drugi
malejacy, ze kazda liczba pierwszego ciggu jest mniejsza
od kazdej liczby drugiego ciggu i ze dazag do wspdlnej
granicy, (ktéra sie nazywa S$rednia arytmetyczno-geome-
tryczna) Poda¢ konstrukcje geometryczng ciggu tych od-
cinkow.

Wskazéwka: Udawadniamy naprzod, iz a<ez <i>,
a<\ <5 \jab< — |, czyli ax< fi, a wiec

ffl<a. < .. <.. Stad wynika «<ax< .. <...<(/,, <...<fi,, <
< fi<”N<fi; a wiec liman= a, limfi,—-13 Lecz

n-> 00 n->co
2b, 1= a ,, b, dalej . limr,_i= lima,. *limb,, czyli
m->00 n — CO n » 0O
P—x}fi, —x —o0 | bn  2\anbnj—
=i /(\*t' S« nﬁb —tt;l /W \an 6 < §; wiec

(In < @
>

3. Srednia arytmetyczno-harmoniczna.
Ciag g, 3 a3..., n*,... jest harmoniczny, jezeli ciag
liczb odwrotnych, t. j. ciag

J 1L 1

X VvV a3"" ”
jest postepem arytmetycznym.

Wtedy .+ ](Ijz Z



Niech O<a<d. Udowodni¢, ze Srednia harmoniczna liczb
a i‘b jest mniejsza od ich $rednio geometrycznej.
W rzeczy samej
a+-b—. "ab,. \b —\jaf*ab

a+b \iab - a+ b

Tworzymy dwa ciggi:

« «i, «8 | oo

fc, 7 »eee, bN,...
2ab j  avA N, 0 A+ )
a+ b1 — 2 2 + V 7

N :
o = L-=i o + ) -

Udowodnié, ze cigg pierwszy jest rosnacy, ciag drugi
malejacy, ze kazdy wyraz pierwszego jest mniejszy od
kazdej liczby drugiego ciggu i ze dazg do wspdlnej gra-
nicy, ktérg nazywamy $rednig arytmetycznie-harmoniczna.

.. Srednia geometryczno-harmoniczna.

Rozwigzac takie same zadanie dla ciggéw, okreslonych

przez wzory: al= ¢ ab bt=\ja%;

. .\ ,h O
« -a j. 7 =\abl:.." onti—" ],

5. Zbada¢ ciagi, okreslone w nastepujacy sposob:

.) anJab, D= Vs v
o ™+ \ by - WV( &4 ..
’ _a+ b , . .
) on - 5 fi2't a 2- 2G M)
*2= VI *2);--5a,Hi= i(0«-fbn\ bn+l=\It(a\+ b *nye..

3 18
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Ve~ ~ <b hntl~ "28i= } ( —«),

Er—® 4. . mant’

N 4% a+1— (*“«d bH) \»

bn‘l'l —«»+| —a
7 B»- én < _fm4_
;1\ )
<b)
Do drugiego pytania.
Vi..+ V » &mH—a ... — )
Mt Nef bn ~
.5, —1IN A 4* fin 5,-j- an

gdyz ft..-|-flInj > «,+ bn; bn—a, < (b—a).
Dany jest cigg Fibonacci’ego:
1,2 3,5 ., 13,...., dn...,
ktory jest okre$lony przez: ax= .. .. —., anH = a,,-j~ a»-i»

Znalezé lim Cb—, nie''znajdujac wartosci a,, w zaleznosci od

n— oo n-fl
wskaznika n. Udowodni¢, ze: &-i~+,.— = (—Dn*A
nastepnie, ze: a,—ama,, ,,,-f-«»-i a*-*,-,, gdzie w < n;
s K= Nt eFe—

Udowodni¢ wreszcie, ze a,= ;/p5=

7. Znalez¢ granice ciggu ml, n?, ...,
jezeli M= a, ut= b,..., u.. = £(«,,+ nb X,...

. . Znalezé granice ciggu ml, — , u,,,...,

jezeli w, *+;_J



19 Znalezé lim ta],

n— 00
jezeli 10mti+ m,-i= 3w, m= 1U m —3; ut=a, ut= h.
10. Znalez¢ granice

n— »

jezeli u—a , u \ ¥1= un-fa
11. Znalez¢ granice limM,,,

ozl L 2-f. 3%+ L -fn”
jezeli u,, np+l
Odpoiciedz: lim m,= i»l+ P 8dy v> —i
limw,= o0, gdy p< —..
12. Czy ciag m1, w2, ..., jest zbiezny;

we=}t + 4 i+--*F+ N *gra
13. Przy jakich wartoSciach zmiennej & szereg
1 . 2 , 4 , . , , 2»
X+ X5 X R R L ),
jest zbiezny i kiedy jest rozbiezny?
14. Niech sp oznacza sume czesciowg p wyrazow sze-
regu harmonicznego. Zbadaé zbiezno$¢ szeregu
X . X2, X3, , X*
S 2s2 3i
15. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu
ui+ ..+ M+

gdy up—sin. ~2p

®,*, W sinpx.sin(p -f I)*.’
gdy up= xpsinpa;
gdy np= sin

gdy up= xps\n (\jpn)



gdy b ( +«)(I+rc.)...(I+7);
gdy "P= Arctg-t F~

. 9
gdy ««.=:="% =5

o = G

16. Znalezé lim wMgdzie h1: & ) @d)..-(@--n)
n->00

n!
17. Zbada¢ cigg uiy u?, w8,.. . up.

gdzie w)= sin—zjlpﬁ‘
gdzie bh— %
gdzie up= sin ("M\lp*+ap”;

gdzie up= sin|(vp+ a— a. .

gdzie t/p= tg/ t\& + aj;

gdzie mp= sin \(yjp-f a-j-V/>)"|; a> .

O kazdym z tych ciggéw powiedzie¢: czy jest ograni-
czony, jakie sg jego punkty skupienia, jaka jest najwieksza
z granic; ktéry z tych ciggéw jest zbiezny.

18. Udowodnié, ze jezeli szereg gdzie
,>. ,jest zbiezny, to jest zbiezny rowniez szereg
..-fu,.4-...., a takze i szereg -_1('1« +T-T . -h ...

\-\- un

19. Udowodni¢, ze ze zbieznodci szeregu w.-j-«.. -j-...

.. +wi12+... wynika zbiezno$¢ szeregu 5 - ~-j §3+ (Pt



20. Zbada¢ zbiezno$¢ ciggu «1, «2.... up,..., gdzie
%= sina?,w i+i= sinM/,.*

21. Udowodnié¢, ze:
@&t+ta.&+..tapf).=(V+a..+..+V)(V+V+-»+V)

—{(«A ~ \ ailY + («A—"3ai)i “eee + (@A —3A iJr ees};
wyprowadzi¢ stad nierownos$¢ Schwarza

22. Udogodni¢ nieréwnoééU;:aaP<pbP-

bF):a’—P>pa*-I, gdzie b>a ip>..

v -i- b
23. Udowodni¢ nieréwnosé a—i—p > W
24. Udowodni¢ nieréwnosé
p(V v +..v) > n
25. Jezeli mamy liczby O, a8,..., ap i . X 2 'H
spetniajgce warunki

. <\<\<...<bp\to

(fli-)-fig+ eee+ ap) (L i+ (aA + %N+ eeeqphP-
26. Jezeli liczby as1 a2, ..., @ sa wszystkie dodatnie i
<Ny medbp, to
j MA 4~a2h 4~ .+ aPp N

. t+ Ft et P

27. Jezeli b1>b2>b3> ...>bn> ...>0; ., o]
lecz PR T S =a, O
to lim azb2-\-...-\-anbn__.. sn

A+&s+-..+&» -l,m »

glee Sn _ﬂIj, _(_ " e0e' x5y

* By rozwigzaC te zadanie, trzeba zna¢ wzdr na warto$¢ Srednia.
Mamy up+i— up = sinwj, sinup—= (Wp—  i).cos limup=

p ->-00



28) Jezeli g, to limSi+ *to > o

) n
Niech SJ: s ,_j_r)p; po*ézmy 0, g|+gz—f-—l~]-llo4~g].
N9+ %+ ..+ eeet *y i 0+ Ot et A

Widzimy, iz wystarczy udowodni¢, ze z ¢,—-0 wy-
nika i (M—r. 3—.-}-q,)->-0. Niech p0oznacza liczbe cat-
kowitg, funkcje zmiennej «, ale takag, ze p. (n)—-00, ale

im () o po) = EQin; £ (%6+'% + -+ )=
— " (% “T* % + — + ilp, )+ ~ (ipo+i+ Ipo+2 + ... g«)— Un+ F«:
poniewaz limnPj,)= ., wiec do e. . mozna dobra¢ n0

tak, by n>n0 pociggato |NRI<fe;

stad |V,\= —il™+i+ ok -f-,,. f-op| < —2nN E<" i€’
skoro tylko n>wO0;

dalej Wn\= | %+ n,+ ..+ gRI< K,

gdzie A”> |gf dla kazdego p; ze taka liczba K istnigje,
wynika stad, ze kazdy cigg zbiezny jest ograniczony. Po-

niewaz — —— 0, wiecdlan> m0”» n0, — AX<czyli
|C/,,|<™e. Tak wiec [7n| i | WO\ ,,prawie. zawsze sg mniej

sze od f£e; poniewaz !-(% -f %+ ..+ qn|< |E,,|-f-| FB<-

wiec N (%-fff -f-...+ g ., gdy n 00, i twierdzenie
nasze zostato udowodnione. Nalezy zwréci¢ uwage, ze
cn= i (& -}-sa-f-...-f~s,)) jest Srednig arytmetyczng n ko-
lejnych liczb naszego ciggu; jezeli wiec cigg dazy do gra-
nicy, to jego $rednie arytmetyczne zmierzajg do tej samej

granicy.
tatwo sprawdzié, ze twierdzenie odwrotne nie jest



prawdziwe, t. j. Srednie arytmetyczne mogg zmierza¢ do
granicy pomimo iz cigg st, s§, nie dazy do granicy.
Wystarczy przykiad nastepujacy: 0

=i @-(-H"}
cigg ten nie posiada, jak wiemy, granicy; tymczasem
C, = o gdzie aH= » lub «-j-1, zaleznie od tego, czy «
jest liczbg parzystg czy nieparzystg. A wiec aM—

Na tej drodze mozemy da¢ okreslenia granicy ciagu
szersze, anizeli dotychczasowe; jest to droga do rozsze-
rzenia pojecia granicy.

29. Jezelia, a b, b to

AIQ’I(D ﬁ(ﬂj -j- a2bn—-(- bl) — ab.
Niech = &+ b wtedy
—flj - 20§ -J-... Fana)= + =} 3

+ N(ai dn+ ai 9n-l -f- —+« %)= Lh+ Vn
UH= b A2 0 #' a"—b.a, poniewaz an— a, ha mocy

twierdzenia, udowodnionego w poprzedniem ¢wiczeniu;

1 N a Ki~t~"Hi~t~—+ [l
LLEVAN n 7

gdzie ja»|<--i, bo cigg zbiezny jest ograniczony. Poniewaz
9»| U, wiec £(|%|+ hd+... + |r),!'}->0na podstawie po-
rzedniego ¢wiczenia.
A wiec £/,->-ub, Pi->-(); stad wynika, ze
@ b,-j- a2b,;x-j- ... -j- <abj)= LA-j- Vn—a ab.

30. Udowodni¢ twierdzenie Abela o mnozeniu szeregdéw
sn—al-|- a2-)- a3-f-... f'a,,; c,,= bt j- b2-j- ... -)- O»;
g—d by w2—  b2-j-gh —abe++azbh?-a2 ...

irn—atbn-j- g -f-...-\-a,,bl;
b5 S S -fiV.,+ .. -fwn



Twierdzenie Abela polega na tein, ze jezeli
Sn Sj G, >GBipn p.

to p —s.a.
Przedewszystkiem mozemy sprawdzi¢ tozsamosci:
Pn— 4~ai anal =b 1sn -|-b 2S,, j -j- bHt,

a dalej:
PL+ P-i‘i“— + Pn= % + Sgb, 1+78 °n-2+ ...+ 0j !

sM | (tfi -\~Pt+ - +/>«)=i («iok+ «,-i-f..+ Q);
przechodzac do granicy dla n—-00, otrzymamy na pod-
stawie twierdzen, udowodnionych w c¢wiczeniach N. 28
i N. 29.
p=s.a,

poniewaz pn~*-p\ sn->-s; cr,-*-a.

31. Opierajac sie na poprzednich wynikach, udowod-
nié¢, ze
Ffl-b+ %%+ ™M =j-d(1+*) +H(i1+* + *)-eee,
(1 — s+ L—Hh4 )iz o — 0 -4-4)+ 0 'L+ i+ £)— o

32. Udowodni¢, ze szereg

1—s—i+t+ 5+t —~H~i—h—-A+—>»

w ktorym mamy po wyrazie 1, dwa wyrazy ujemne, po-
tem 3 dodatnie, potem 4 ujemne, potem 5 dodatnich i t. d.,
a wartosci bezwzgledne wyrazow tworzg cigg harmoniczny,
jest zbiezny. Zbadaé szereg utworzony w podobny sposob
z tg tylko rdznica, ze grupy wyrazow o jednakowych zna-
kach zawierajg kolejno 1, 2, 4, 8, 16 i t. d. wyrazdw.

33. Dowiesc, ze, jezeli szereg -4-wW3-f-...-]-Wp-j-...
jest rozbiezny i jezeli ml> n2> nB>... >«p>... >0,

Iim UX"’"I’TS"‘I*‘—'F u2p-i_ j

p—»00 ~2 + M4 F o=t “2

34. Dany jest cigg alt a2 o3 0 ,, , ..



Zbada¢ iloczyn nieskonczony
V1.Vi V3...Wh o,

gdzie = A xs, v,= £+5~* ..

Zbadac zbieznos¢ tego iloczynu nieskoriczonego w przy-
padku szczegdlnym,
a) gdy ciagg gj, a2,..., an)... zmierza do granicy g, t.j.
gdy an-+g.
b) gdy cigg jest postepem arytmetycznym.
c) gdy an= n2

35. Udowodni¢, ze (patrz 1 50) da <lc< G 6/0

Oa oznacza najwiekszg z granic ciggu an Ge za$

oznacza najwiekszg z granic ciggu \[a,; an> 0. Z okresle-

nia liczby Oa wynika, ze ,,prawie” zawsze jest mniej-

«n+l

sze od Oa4d* e, gdzie e>0; inaczej, istnieje taka liczba n0, ze

~"N"<Gat+t e °"<Oat e N < £ a+ e,.

“ «0 a no+2

skad, dla n>n0,
czyli an<ano®|-'|~" ;
Qo (Ge+ B
a wiec yan<("0+ Be«nne(Go+e) " dla kazdegon>n0.
Lecz, gdy n—-00, to

- 1 _n_c _
{Ga-)-e).a,0» .{Ga+ e) » dazy do Ga-f-E czyli

to

(é?lt—j—e)h.{Ga+ e)*t“ jest ,,prawie” zawsze mniejsze od
Ga-\-2e, a wiec na zasadzie tylko co otrzymanej nierow-
nosci \[an takze jest ,,prawie’ zawsze mniejsze od Ga-\-2z.
Stad wynika, Ze najwieksza z granic ciggu \Ja, nie moze

Rachunek réznicekowy i catkowy. 1



by¢ wieksza od Ga-f 2e, czyli Ge Ga-f-2s; lecz ponie-
waz liczba dodatnia e jest dowolnie mata, wiec Ged .Ga

Dowod twierdzenia ga”.ffc jest zupetnie podobny do
poprzedniego.

36. Udowodni¢ bezposrednio, ze

UdowodniliSmy (patrz 1 31), Zze ciag || +~) jest ros-

nacy i granice tego ciggu oznaczyliSmy przez e. Wpro-
wadzmy teraz nowy cigg

7B wny ey NMZiC
#H=1 A= 2 ss= 1-f-+ s, f- + 2,-|-.
Ciag ten rowniez jest rosnacy i ograniczony od gory, gdyz

(patrz 1 31) jest zawsze s,,<3; stad wynika istnienie gra-
nicy gr= limsn Trzeba udowodnié, ze g=a.

Jezeli liczby dx <, d, sg wszystkie dodatnie, to
(1— @—dg>1- (™j-rfg), a stad przez indukcje

@ —rft) (1-—-~g)(I —)—(1---"n)> 1 —(F1L-F-¢/2-]-"3_| —j_"™)-
Niech d,—-, d9=~ ..... d,, = m_\ wtedy nieréwnosci
n n n
poprzednie dajg:
3. (- %
22n3' (I a\ - 4 a<>

n—Ij «
(>-4--14- n s (ny n

Utwdérzmy roznice sn— K | ; réznica ta

datnia, bo s,,> |l ! z drugiej strony



il L o~ )R-k

In—l)»
’\3' ’ 2n .

cayli .- (] + 1) <AH-{+3j+ 3+ -+ yrnif
albo - (I+ ¢8)'< -1<
lecz z nieréwnosci 0 < s»— M++A}" 7~ wynika, gdy

n—> 00, przez przejscie do granicy, ze lims,,= limjl-(-

czyli, ze ¢ = »
B ) o AW+ .
Udowodnijmy jeszcze, ze 6,,=1—"—I jest dla kaz-

dego n liczbg wiekszg od e. Poniewaz udowodnili$my
E):iltrz 1 31), ze lim bn= e, wystarczy udowodni¢, ze ciag
jest malejacy. Zauwazymy, ze

ir~nl) < (' D]'+aiV*+4]V‘+ - + dp,i,J\'

. [ . . fi_ J.
gdzie p —{b, jezeli n jest liczbg parzysta, ap = ——je-
zeli n jest liczbg nieparzystg. Stad

N 1HD <~ iR o'+ 2PHIr+Girc-teee)<l



—vw (BN}

—meenjr-J . < 1 wynika

r<hr

czyli 6*<6mi, co tr2eba byto wykazac.
37. Zbada¢ ciagi:
_(a— D! —2 - lg,w __sinn
~n\+ 2 5a----- Ig.(lg.n+2); wne T g

an==--/"' gdy n-~-j-00.
V»+ |
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