KRAKOW












N5/

RACHUNEK RQZNICZKOWY | CALKOWY






TV

00.2RMP
MOM

ANTONI LOMNICKI
PROFESOR B, POLITECHNIKI LWOWSKIE)

RACHUNEK ROZNICZKOWY
| CALKOWY

DLA POTRZEB PRZYRODNIKOW | TECHNIKOW

TOM I

SZEREGI NIESKONCZONE - ROWNANIA ROZNICZKOWE
GEOMETRIA ROZNICZKOWA

WYDANIE DRUGIE

PRZEDRUK FOTOGRAFICZNY Z 1 WYDANIA
AADEMI UMIEJETNCSCI W KRAKOME 1939T.

WYDAWNICTWO ,,UNIYERSUM- KATOWICE



Wszelkie prawa zastrzezone
Ali rights reserved

Druk: Drukamia Dieceijalna $w. Knyza w Opolu - R 14527



ROZDZIAL XXI

Szeregi nieskonczone
Ustep |
SZEREGI LICZBOWE '

$267. Wstepne wiadomosci o szeregach liczbowych | funkcyjnych

Zarbwno w elementarnej jak i w wyzszej matematyce mamy czesto
do czynienia z szeregami nieskonczonymi.
Szereg nieskonczony otrzymujemy z kazdego ciggu nieskoriczonego:

0) fll) fI2i fI3] e1e anieee
faczac jego wyrazy ze sobg znakiem dodawania:
a
() flj -j- a2-J- a3-{- an+ .. = Jj?a,
Utwdrzmy cigg sum czesciowych:
«
1= =g7Tq
s3= al ~h°2+ a3"e1» sn= @&*f B>

Jezeli ten ciag {s,} jest zbiezny, tj. posiada skoriczong granice g to sze-
reg nazywamy zbieznym, a liczbe s nazywamy wartoscig lub sumg tego
szeregu (por. tom 1, 8 35). Jezeli cigg {5} nie jest zbiezny, tj. nie po-
siada skoriczonej granicy, to szereg (1) nazywamy rozbieznym.

Jezeli wszystkie wyrazy a@A ciggu (1) s liczbami statymi, to sze-
reg (I1) nazywamy szeregiem liczbowym, jezeli za$ sg funkcjami jednej
lub wiecej zmiennych, to szereg nazywamy szeregiem funkcyjnym.

Przyktady takich szeregow spotykamy juz w matematyce elemen-
tarnej. Tak np. z ciggu, zwanego postepem arytmetycznym (por. tom I,
8 196), otrzymujemy liczbowy szereg, zwany szeregiem arytmetycznym.
Biorgc pod uwage postep arytmetyczny pierwszego rzedu, tj. taki w kt*-

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. IlI. |
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rym wszystkie roznice sasiednich wyrazéw majg statg wartosC d, otrzy-
mujemy nastepujacy szereg arytmetyczny pierwszego rzedu:

ai “I'(@ '¥ + @dr2d-j-... @+ («—1)d) ee-
Suma czesciowa s, takiego szeregu ma wartosc:

= | (ki + «)=| 28+ («—1)d)

W § 196 tomu | podano wzOr na M-t sume CzeSciowg takze dla Sze-
regu arytmetycznego wyzszego rzedu (tom I, wzor 206, str. 612).

Z postepu geometrycznego, tj. z takiego ciagu, w ktorym wszystkie
ilorazy sasiednich wyrazéw majg statg wartosC g’ otrzymujemy szereg
geometryczny.

ar+ OIS+ ai 92+ eee + «i2" 1+ ooe

Suma czesciowa sn takiego szeregu ma wartosc:
f—1

Jezeli tutaj q uwazamy za liczbe stalg, to szereg geometryczny jest sze-
regiem liczbowym, jezeli za$ q uwazamy za zmienng, to mamy do czy-
nienia z szeregiem funkcyjnym.

W analizie wyzszej spotykaliSmy rowniez rozmaite szeregi, jak np.
nastepujace szeregi liczbowe, przedstawiajace liczby e, £ n, loge2:

i
2 w— 1

Hog2= I -1 +1-1 + ...+ <-1Ir-j+ ..

Szeregi Taylora i Maclaurina sg przykladami szeregow funkcyj-
nych, jak np.:
., ., ® @8, x3, ,  «-l

A=t 4 I+ 204 3+ 4 (M_I)I+ --— 2l

N
26
lub:

X3

Z funkcyj trygonometrycznych buduje sie szeregi postaci:
|a 0-f- (axcos x 4- £isinX) 4- (az cos 2X -j- b2siN 2X) 4~ee1+ 1

(u,cosnx -f- bKsinnx) + ... —4a04-  (a*008 kc-fAsin A¥)
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zwane szeregami trygonometrycznymi. Ogolnie z kazdego ciggu funkcyj:
AWIilifd [ (4 -1.(%),

mozna zbudowaC szereg funkcyjny, faczac ze sobg wszystkie wyrazy

tego ciggu znakiem dodawania:

oc

li(»)+ %)+ [.<* 1.(* -=NT(*
i)+ <)+ 1<)+ + L)+ ﬂ—l—( )

Zajmiemy sie najpierw szeregami liczbowymi, whasnosci ich bowiem
sg niezbedne do zrozumienia wasnosci szeregow funkcyjnych

8 268. O koniecznych i dostatecznych warunkach zbieznoSci sze-
regow liczbowych
A) ZbieznosC ciggu sum czesciomych {s,} jest warunkiem koniecznym
i dostatecznym zbieznoci szeregu. Rozstrzygniecie, czy dany szereg nie-
skonczony jest zbiezny czy tez rozbiezny, jest zatem fatwe w tych nie-
licznych wypadkach, gdy potrafimy znalezé do$¢ prosty wzér na sume
czesciowa,
1) Tak np dla szeregu arytmetycznego pierwszego rzedu jest:
lims, = +-° da d™*0 i a>0
T =—o00 , d<0

zatem ten szereg jest rozbiezny. Podobnie okazuje sie, ze szeregi arytme-
tyczne wyzszych rzedow sg rozbiezne.
2) Dla szeregu geometrycznego jest: *

¢ 1

Stad wynika (por. tom |, 8 35), ze szereg geometryczny jest zbiezny
tylko dla |[r/] < 1 i ma wartosc:

3) Zbadajmy zbiezno$C szeregu:

1
T- ZJ_ZL JL4~f "\»|»l+ 1) I . k(k+\)

zZwanego szeregiem Brounckera. Sume czeSciowg tego szeregu mozemy
przedstawi¢ w postaci*

‘o= P* + 2T3+ 374+ 1+ ~rarr>= (f- § + 6 - 51+

+6-D+-+G-.-T1l)-"-.-Ti
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Wobee tego:
s= lims,= 1
N-+D
Szereg Brounckera jest wiec zbiezny i ma wartos¢ 1
4) W szeregu:

1-1+ 1—1+ 1-...
sumg czesciows jest:

*=1-1 + 1-1+...+(-D-1

Dla parzystego n= 2w jest wiec s,,—0, a dla nieparzystego n—2m+ 1
jest sn= 1 Ten szereg jest wiec rozbiezny.

Te przypadki, w ktorych sie tak prosto przedstawia wzor ogélny na
sume czesciowa, nalezg do rzadkich wyjatkow. Zwykle badanie szeregow
tg drogg jest bardzo ucigzliwve. Wobec tego uciekamy sie do ogolnych
twierdzen o granicach ciggow i stosujac je do ciggu {s,}, wyprowadzamy
rozmaite jego wdasnosci, ktore pozwalajg nieraz w bardzo prosty sposob
rozstrzygnagC kwestie zbieznoSci szeregu nieskonczonego.

B) Stosujac do ciggu {§;} ogolng zasade zbieznoSci Cauchy’ego
(por. tom I, § 31), otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Koniecznym i dostatecznym warunkiem zbieznosci szeregu jest, aby do
kazdej dodatniej liczby e mozna bylo dobrat takg liczbe N, zeby sie dla
wszystkich n> N i dla wszystkich naturalnych p spetniata nierGwnosc:

@ K+p <f
czyli:

| + a«+2+ ene+ an+p\ < £

Przykiady.
1) Zbadajmy przy pomocy tego warunku zbiezno$C szeregu:

127~ 2a~ b2* ~ nt~

dla ktérego nie znamy dogodnego wzoru ogolnego na sume czesciowag sn
Tworzymy:

1
P M — (»+ |)2+' (»+! ;5514*“'+ w+ p)2
stad:
1 1

\sntp S 1< M(M_|_ 1)+ («_+ i)(M+ (n+p—YU+ P
[n w+lj™in+l »+ 2) {n+ p—1 w+p)

n n+p
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Checac uczyniC prawg strone mniejsza od dowolnej dodatniej liczby' e
wystarczy obra¢ n> N= — Wtedy bowiem jest - < f, a wiec tem bar-

dziej ----—--- < e Warunek (1) spetnia sie zatem dla wszystkich na

turalnych p, gdy n> N=  ato dowodzi, ze badany szereg jest zbiezny.
Jakkolwiek wiec nie znalezliSmy wartosci (sumy) tego szeregu, to jednak
wiemy, ze ta wartoSC istnieje i jest jaka$ skoriczong liczba,

Uwaga. Okazemy pozniej (por § 293 *1, ze zachodzi bardzo ciekawy zwigzek
miedzy wartoscig tego szeregu a liczbg a, a mianowicie, ze ten szereg ma wartos¢ | aa

2) Zbadajmy szereg:

(2 f+f+ 3+
zZwany szeregtem harmonicznym  Obierzmy w nierownosci (1) p n
i utworzmy:

ki» —RA =7, 14 pigo 4V 4

Ostami dodajmk prawej strony jest rowny i, wszystkie zaS inne s
wigksze od  , a zatem:
i 1 1
Biorgc £= + widzimy, ze nierownoSC (1) nie spetnia sie dla wszystkich
p, a mianowicie nie spetnia sie dla p= n, jakiekolwiek obralibysSmy m To
dowodzi, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny.
Szeregi, oméwione w przykiadach 1) i 2), sg specjalnymi przypad
kami szeregow
1 ,1.1, 1.
©)) P+2i+3+-"+" +
zwanych szeregami £ (). OkazaliSmy zatem, ze szereg f (2) jest zbiezny
a szereg £(1) rozbiezny. Zbieznos¢ tych szeregow dla Hiuych s oméwimy
pozniej.
Szereg nieskonczony:
(1)} = anl+ “«a+ a8+ eee
otrzymany z danego Szeregu przez opuszczenie n poczatkowych wyrazow,
nazywamy »-tg reszta szeregu:
(D) ai 4" °a 47°8 4* eee 4* an4- aH 47 ata " o
Do kazdego szeregu nalezy wiec caly cigg reszt: rv ra,...r,,...



Jezeli szereg (1) jest zbiezny i ma warto$¢ s, to oczywiscie:

S= »+ 1

Stad:

a wiec:

rB= s—s,

limr,= a—Ilims,—a—s= 0

n —oq n-¥ oo

To znaczy: jezeli szereg nieskorczony jest zbiezny, to ciag jego reszt dazy
do zera.

Reszte rn mozemy takze okresli¢ jako biad, ktory popetniamy, bio-
rac zamiast doktadnej wartosci szeregu jego Wtg sume czesciowa. Przy
rachunkach liczbowych, opartych na szeregach nieskonczonych, badanie
reszt ma szczegblnie wielka doniosto$¢. MieliSmy sposobno$¢ przekonac
sie 0 tym w rachunku rézniczkowym, w rozdziale poswieconym szere-
gom Taylora i Maclaurina (por. tom I, str. 388 i nast).

8 269. 0 niektorych koniecznych lecz niedostatecznych warunkach
zbieznosci szeregow

Wiemy, ze kazdy cigg zbiezny musi byC obustronnie ograniczony
(por. tom I, § 27, str. 103). Jezeli wiee szereg nieskonczony jest zbiezny,
to cigg jego sum czesciowych musi byC ograniczony, tj. musi istnie¢ taka
liczba A, Ze: *

Kl <~
dla wszystkich n.

Ograniczonos¢ sum czeSciowych jest wiec koniecznym warunkiem
zbieznosci szeregu, lecz bynajmniej nie dostatecznym.

Tak np. w szeregu:

1—1+ 1—1+....

ciag sum czeSciowych jest ograniczony, sumy te majg bowiem wartosci
0 lub 1, a wiec w kazdym razie jest:

Kl <2

a mimo to, jak wiemy, jest tep Szereg eozbiezny. Warunku tego nie
mozna zatem uzyC, bez zadnych dodatkowych zatozen, do rozstrzy-
gniecia zbieznosci; natomiast mozna go z pozytkiem uzywac do rozstrzy-
gniecia rozbieznosci. Jezeli sie bowiem okaze, ze cigg sum czeSciowych
nie jest ograniczony, to szereg jest napewno rozbiezny.

Drugi taki konieczny lecz niedostateczny warunek zbieznosci nie-
skonczonych szeregow otrzymujemy, badajac wprost same wyrazy ansze-

feb>v a nie jego sumy czesciowe.
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I tak oczywistym jest, ze:
un== sn sn-1

Jezeli szereg jest zbiezny, to zarowno s,—s jak i s,, ,->S, a WieC,
stosujac tu twierdzenie o réznicy granic, otrzymujemy:
Iin(1 an—s—s
czyli;
liman= 0
n->¢
To znaczy: w kazdym szeregu zbieznym wyraz ogdlny dgzy do zera. Twier-
dzenie to wynika takze odrazu z twierdzenia B z poprzedniego para-
grafu, jezeli potozymy we wzorze (1) na str. 4 p= 1 Jest to zatem
warunek konieczny zbieznosci, lecz bynajmniej nie dostateczny, jak to
wynika z nastepujacych przykiadow.
1) Zbadajmy szereg:

log(! + [)+ g1+ J) +log(l + I) -f... + log(l +  + eee
Wyraz ogolny tego szeregu dgzy do zera, albowiem:

liman= lim Iog\fl-f--] =log1=0

n-t-0o n-+00 n

Pomimo to ten szereg jest rozbiezny, jak tatwo okazad, obliczajac
bezposrednio jego sume czesciowa: *

«.=iog[(n +r)" (i +f)"(*+ +j)j=

Otoz:
lims,= limlog(n 1)= -4-00
n—*00 n—00
a wiec badany szereg jest rozbiezny.
} 2) Wiemy, ze szereg harmoniczny:

L+f+.1+4+"- + m+e"

jest rozbiezny, jakkolwiek w tym szeregu a,—i —0.

Warunek: a,—0 nie wystarcza zatem do rozstrzygniecia zbiez-
nosci, natomiast niespetnianie sie tego warunku dowodzi rozbieznosci
szeregu. Tak np. w szeregu geometrycznym o ilorazie g= 1, a 0 wy-
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razie poczatkowym a, roznym od zera, mamy an= alt a wiec takze
liman—al”=0, a zatem szereg geometryczny jest dla q=-f- 1 roz-

biezny. Dla q= — 1 wyraz ogolny takze nie dazy do zera, lecz oscy-
luje pomiedzy — a {-fiX a wiec i w tym przypadku szereg jest roz-
biezny. Dla |<] > 1 wzrasta |¢"'| nieograniczenie, a wiec i |a,,| = |[alg™]
wzrasta nieograniczenie, a nie dgzy do zera. Szereg geometryczny jest
wiec rozbiezny dla |j| ~ 1. Natomiast wiemy, ze jest on zbiezny dla|g\ < 1.

Uwago, ma szeregu geometrycznego warunek konieczny: a,, -* 0 jest zarazem
warunkiem dostatecznym, albowiem an= olgr1 dgzy do zera tylko wtedy, gdy
|2] < a wiec gdy szereg geometryczny jest zbiezny. Poniewaz w matematyce ele-
mentarnej omawia si¢ zazwyczaj tylko ten jeden rodzaj szeregéw zbieznych, przeto
poczatkujacy w studium analizy popetniajg czesto ten biad, ze uwazajg warunek
Or*0 za dostateczny takze w Ogolnym przypadku. Oméwione powyzej przyktady
i) i 2) wykazujg naocznie btedno$¢ tego mniemania.

Wobec niedostatecznosci warunkéw |s,| < A i an—0 postaramy
Be wyprowadzi¢ rozmaite warunki dostateczne dla zbieznosci szeregdw.
Najprosciej przedstawia sie to zadanie dla szeregbw o wyrazach dodat-
nich, totez zajmiemy sie najpierw wylacznie takimi szeregami. Jezeli
wszystkie wyrazy szeregu sg dodatnie, to sumy czesciowe wzrastajg mo-
nofonicznie. Wobec tego szereg o dodatnich wyrazach jest albo zbiezny
(do skonczonej granicy) albo rozbiezny do niewdasciwej granicy -f- oo.

Warunek ktory byt dla dowolnych szeregow tylko ko-
niecznym warunkiem zbieznoscig jest dla szeregbw o wyrazach dodat-
nich zarazem warunkiem dostatecznym. Wiemy bowiem, ze ciag {«} mo-
nofoniczny i ograniczony jest zbiezny (por. tom I, str. 105). Dowodzi to
prawdziwosci nastepujacego twierdzenia.

Jezeli w szeregu o wyrazach dodatnich cigg sum czesciomych jest ogra-
niczony, to szereg jest zbiezny.

Jezeli A jest liczbg, ograniczajacg z gory wszystkie sumy czesciowe
* to i granica tych sum, czyli wartos¢ s szeregu, nie przekracza tej liczby.

§ 270. Majoryzowanie szeregdw 0 wyrazach dodatnich

Z twierdzenia, dowiedzionego na koncu poprzedniego paragrafu,
wynika bardzo wazna i czesto uzywana metoda badania zbieznosci sze-
regbw o wyrazach dodatnich, a mianowicie poréwnywanie dwdch
szeregow. Jezeli wszystkie wyrazy szeregu o wyrazach dodatnich (lub
nieujemnych):

al + aa+ a8+ -+ +
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(& ktdrego zbieznosci nic nie wiemy) nie przekraczajg odpowiednich wy-
razOw szeregu zbieznego 0 wyrazach dodatnich (lub nieujemnych):

M+ 0\ + eee'" N+ eee
o i pierwszy szereg musi byC zbiezny.
Dondd. Wedtug zatozenia zachodzi dla kazdego naturalnego k nie-
rownosc:
a*2s$ bk
Niechaj sk oznacza sume czeSciowg pierwszego a tk drugiego szeregu.
Musi by¢ zatem takze:

skSs tk
Nazwijmy literg t wartos¢ (sume) drugiego szeregu; poniewaz cigg {tk
jest monotoniczny, przeto musi by¢ a wiec takze

Ciag {*} jest monotoniczny i ograniczony, a wiec jest zbiezny, a zatem
takze pierwszy szereg jest zbiezny, c. b. d. o.

Ten drugi szereg nazywamy majoranta pierwszego szeregu; mo-
wimy,. ze drugi szereg majoryzuje pienwszy.

Podobne kryterium porownawcze odnosi sie do szeregdw rozbiez-
nych o wyrazach dodatnich a mianowicie, jezeli wszystkie wyrazy szeregu:

ai 4* flz + a3 + err*t* an +

(0 ktdérego zbieznosci nic nie wiemy) nie s§ mniejsze od odpowiednich
wyrazOw szeregu rozbieznego o Wyrazach dodatnich:

4 K+ 8+ o1+ K-f- ..

to takze i pierwszy szereg jest rozbiezny.

Dowod. Jezeli szereg o wyrazach dodatnich jest rozbiezny, to cigg
jego sum czesciowych {tk} jest nieograniczony, zatem do kazdej dowolnie
wielkiej liczby L da sie znalez¢ takie N, ze dla wszystkich k> N
spetnia sie nierdOwnosc:

tk L
Poniewaz zas jest sk”™ tk, przeto takze:

sk> L-
a to dowodzi, ze ciag {$ jest nieograniczony a zatem rozbiezny. Wo-

bec tego i szereg- ax-f- a2-f-... jest rozbiezny, c. b. d. o. Obydwa te
twierdzenia mozna wypowiedzieC w nastepujacej postaci: szereg 0 wyra-
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zach nieujemnych, dajacy sie zmajoryzéwac szeregiem zbieznym, jest
zZbiezny, szereg zas, majoryzujgcy rozbiezny szereg o wyrazach nieujem-
nych, jest rozbiezny.

Tych twierdzen uzywa sie czesto do badania zbieznosci, a mianc-
wicie porownuje sie badane szeregi z innymi szeregami, ktorych zbiez-
nos¢ lub rozbiezno$¢ zbadaliSmy poprzednio na innej drodze, np. z sze-
regiem geometrycznym, harmonicznym, z szeregiem £ (2) lub z szeregiem
Brounckera.

Jeszcze wazniejsze jest posrednie zastosowanie tych twierdzen do
badania zbieznosci, a mianowicie wyprowadzimy z takiego porownania
szeregbw pewne proste, bardzo praktyczne kryteria, ktore pozwolg roz-
strzygngC kwestie zbieznoSci w bardzo wielu przypadkach.

Przyktady na bezposrednie zastosowanie twierdzen o majoryzowaniu
szeregOw o tcyrazach dodatnich.

) Zbadajmy zbiezno$¢ dowolnego rozwiniecia dziesietnego, utamko-
wego, nieskoriczonego. Takie rozwiniecie jest szeregiem nieskonczonym.
I tak wiadomo, ze jezeli to rozwiniecie jest periodyczne, to mozna je
pojmowac jako szereg geometryczny. Rozwiniecia dziesietne nieperiodyczne
sg takze szeregami nieskoniczonymi, lecz juz nie geometrycznymi. Tak
np. rozwiniecie nieperiodyczne:

0-3733773337773333...
mozna przedstawi¢ w postaci szeregu nieskonczonego:

A+ J i + NI

Ogblng postacig takiego rozwiniecia jest:

_ 0c @@qd
Cayli:
&
10“ loa”™ 10® 10*

Cyfry ck tego rozwiniecia spetniajg warunki: 0 &< 10.
Porownajmy badany szereg z szeregiem geometrycznym:
0 G0 diio, o+ Jii
10 loa+ 103+ n"+ 10* ™
o ilorazie q= Ten szereg geometryczny o wyrazach dodatnich ma-
joryzuje badany szereg, albowiem zawsze spetnia sie nierdOwnosc

10_
10 -~ 10
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Szereg geometryczny o ilorazie ~ jest zbiezny a zatem i badany szereg
jest zbiezny do jakiej$ skoriczonej liczby. Stad wynika, ze kazde dowolne,
nieskonczone, rozwiniecie dziesietne utamkowe przedstawia jakas liczbe
(nie moze wiec wartos¢ tego rozwiniecia ani rosngC nieograniczenie ani
oscylowac)

2 Zbadalismy szereg £(s) dlas=1 i s= 2 Zbadajmy zbieznos¢
takich szeregow takze dla innych wartosci s.

a) Dla 2 jest k*~k2 dla wszystkich naturalnych k, zatem

N <£i. Wyrazy szeregu £(s) sg wiec wszystkie niewieksze od wyra-

z0w szeregu f(2), ktory jest — jak wykazaliSmy — zbiezny. A wiec
i szereg £(s) jest zbiezny dla kazdej wartosci s> 2.
b) Dla s< 1 jest ks;8 k1 dla wszystkich -naturalnych k, a wiec

Wyrazy szeregu f(s) sg zatem wszystkie niemniejsze od wyra-

zOw szeregu harmonicznego, Ktory jest — jak to juz poprzednio zbada
lismy — rozbiezny. A wiec i szereg £(S) jest rozbiezny dla wszyst-
kich s< 1

"c) Nie wiemy jeszcze, jak sie zachowuje szereg £(s) dla: 1< s< 2
Tutaj juz uzyjemy innej metody, a mianowicie wykazemy, ze ciag sum
czesciowych jest wtedy ograniczony.

Chcac oszacowaC sume czesciowa s,, obieramy r tak wielkie, aby
2r>n. Witedy:

+(b+¥)+ (F+F+F+ )+

L. . ! S R

(V208 3 VA el ) @ —ul.
Kazde wyrazenie w nawiasach powiekszy sie, jezeli V\E stkie mianowniki
zastgpimy mianownikiem pierwszego utamka z kaz nawiasu, a Wiec:

B+ By

+ et ((SFY ¥

czyli:
2 4 2'~%
"< 1+ Jpt -gt eeet =1+ 57 45"+'"+(2-r
Po prawej stronie mamy sume czeSciowa Szeregu geometrycznego 0 po-

czatkowym wyrazie 1 i oiIorqueniniejszym od 1 (bo «)>1), ata
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suma nie przekracza wartosci catego, nieskoriczonego geometrycznego sze-
regu o tym samym ilorazie, a Wiec:

Stad widzimy, ze cigg sum czeSciowych badanego szeregu jest ograni-
czony, a wiec badany szereg o wyrazach dodatnich jest zbiezDy Zbiera-
jac razem wyniki badania szeregow f(S), widzimy Ze te szeregi s
zbiezne dla s> 1, a rozbiezne dla s S 1

§ 271. Kryterium (llorazowe) d'Alemberta

Opierajac sie na twierdzeniach o poréwnywaniu dwich szeregow
0 wyrazach dodatnich, wyprowadzimy z nich rozmaite dogodne warunki
dostateczne dla zbieznosci i rozbieznosci, zwane kryteriami zbieznosci lub
rozbieznosci

Najprostsze z nich, zwane kryterium d’Alemberta, polega na ba
daniu ilorazéw sasiednich wyrazow, tj. na badaniu ilorazéw

Jezeli wyrazy szeregu stale maleja,.to jest stale < 1 To jednak oie

wystarczy do zbieznosci, nawet wtedy, gdyby te wyrazy malaly monoto
nicznie do zera, jak to widzieliSmy w szeregu harmonicznym.

Jezeli jednak .wyrazy szeregu malejg tak szybko, ze ten iloraz jest
stale mniejszy od jakiego$ statego utamka wihasciwego |, to zobaczymy,
ze szereg jest zbiezny. Wystarczy nawet, jezeli to zachowanie sie wy-
razow rozpoczyna sie dopiero od pewnego wskaznika N, albowiem za
chowanie sie skonczonej liczby wyrazéw nie wptywa na zbieznos¢ — po-
dobnie jak w ciggach nieskoriczonych

Zakdzmy zatem, ze dla wszystkich n*N spetnia sie nierOwnosc:

N S <1
a. —

a wiec
ajvtl A Le°n
°N+i =§ laN+1= i*ON

aN+S SS +3°Al



13

Wszystkie zatem wyrazy szeregu: aNH-f-aN™ + al\rj 4" e the przekra-
Czajg WyrazOw szeregu geometrycznego:

aNI -\- aNP -f- aNI3-f-

o ilorazie /, przyczem 0< | < 1 Poniewaz taki szereg geometryczny
jest zbiezny, przeto takze szereg:
4 aNfl + aNBB+ ...

jest zbiezny. Dolgczajgc za$ do niego skoriczong sume N poczatkowych
wyrazow, otrzymamy szereg:
at 4“a24" eeed™ aN 4" aN+1 4" aN+2 4~ oo
ktory musi by¢ takze zbiezny.'
Udowodnilismy zatem prawdziwo$¢ nastepujacego twierdzenia, zwa-
nego kryterium d’Alemberta.

Jezeli w szeregu 0 wyrazach dodatnich spetnia sie, poczawszy od ja-
kiegoS wyrazu, stale icarunek:

@) om % I< t

to ten szereg jest zbiezny.

Raz jeszcze jednak zaznaczamy wyraznie, ze ten iloraz nie ma
przekraczaC statej liczby | mniejszej od 1, a nie wystarcza, gdy ten iloraz
nie przekracza liczby 1 (jak sie to up. dzieje w szeregu harmonicznym).

Jezeli iloraz sasiednich wyrazéw spetnia stale, poczawszy od jalfe-
goS 4—N, warunek:

(&)

czyli o#H ™ an to szereg jest rozbiezny (albowiem jego wyrazy nie
daza do zera, nie spetnia sie wiec oméwiony w poprzednich paragrafach
konieczny warunek zbieznosci).

Przykiady.
1) ZbadaC zbieznos¢ szeregu:

*«H

I
1+ ri+ N+ |1+ (>— 1+ i+ -
Tutaj:
1 1
axH ~ «!I’ _ i

zatem:;

ant . (« — 1) i

)
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Poczawszy od n= 2 jest:
“xH

a, <1

a wiec badany szereg jest zbiezny; utamkiem, ktorego nie przekracza
iloraz i.,., :a,, jest tu /==).
2) Zbadajmy zbiezno$C szeregu.

c+ & jic.+ r + .
i~ 2n 3N n~n
Tutay:
e CH o

. <
mFiw w1 6 €

Jezeli liczba c jest dodatnim utamkiem wdasciwym, tj. jezeli:
O<cx< 1

to badany szereg jest zbiezny. Jezeli c=1, to kryterium d’Alemberta
nie pozwala na rozstrzygniecie, czy szereg jest zbiezny, czy tez rozbiezny.
Witedy jednak badany szereg jest szeregiem harmonicznym, a 0 tym sze-
regu juz wiemy, ze jest rozbiezny.

3) Sprobujmy zastosowac to kryterium do szeregu £(2), tj. do szeregu:

i*+ gs'F'-p + eeet f%i+ ofe
Tutay:

X = n \
an \n-(-v <1
lloraz ten jest wprawdzie mniejszy od 1, ale zbliza sie do 1 dowolnie,
nie zatrzymujac sie przed jakim$ utamkiem statym. Wobec tego kry-
terium d’Alemberta nie da sie¢ do tego szeregu zastosowaé. Wiemy
zaS z § 268, ze ten szereg jest zbiezny.

Z ostatnich dwoch przyktadow widzimy, ze kryterium d’Ale Ht
ber ta nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci, nie rozstrzyga bowiem

zbieznosci w przypadku, gdy < 1, w ktorym szereg moze byC roz-

biezny (jak np. szereg harmoniczny) lub zbiezny (jak np. szereg f(2)).
Ponadto kryterium d’Alemberta nie da sie takze wtedy zasto-
sowaé, gdy iloraz < :a, oscyluje, stajac sie raz wiekszym a drugi raz
mniejszym od 1.
Tak np. szereg;
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w ktorym "< g-<1, jest niewgtpliwie zbiezny, albowiem jego wyrazy
nie przekraczaja wyrazow zbieznego szeregu geometrycznego
2-f-2?2+ 22+ 278-f-23 + ...
lloraz przyjmuje w badanym szeregu naprzemian wartosci 2q i $;
poniewaz J to 2j > 1 poniewaz za$ j < Itto £< 3. A wiec iloraz
jest naprzemian wiekszy od 1, lub mniejszy od nie utrzymuje

sie zatem stale ani ponizej | —j, ani powyzej 1. Nie mozemy zatem do
tego szeregu stosowaC kryterium d’Alemberta.
Szczegblnie prostym przypadkiem kryterium d’Atemberta jest

przypadek, w ktérym iloraz ~+1 dazy do jakiej$ granicy & tj gdy istnieje:
Qn

6) lim—y =g

rnt—co d,

Jezeli granica g ciggu ilorazéw ~+1 jest mniejsza od 1, to badany szereg
jest zbiezny, jezeli t, to szeregjest rozbiezny, jezeli zaS g—1, to szereg
moze byC zardwno zbiezny jak i rozbiezny.

Dowod. Wskutek istnienia granicy g da sie dobraC do kazdego
dodatniego e takie N, ze dla wszystkich n> N spelnia sie nierownosc:

_ | a,
czyli:

SR < o]0 <+ *

Jezeli g < 1, to bierzemy pod uwage nierGwnosc:
<9+ 1

Obierzmy takie e, aby bylo y-{-e< 1 Oznaczajgc g e literg |,

mamy:
<l< 1
a«

Spetnia sie zatem warunek pierwotnego, szerszego Kkryterium, a wiec
badany szereg jest zbiezny.

Jezeli zaS g> 1, to kladgc g— 1= e> 0, otrzymujemy z nie*
rownosci:

/n
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nierownosé:

czyli:

_ an
a wiec:

a.

To za$ dowodzi rozbieznosci danego szeregu.
Najczesciej uzywa sie wihasnie tej ,limesowej” formy kryterium
d’Alemberta jednakze pierwotna forma jest szersza, obejmuje wiecej

przypadkow, albowiem iloraz <& moze sie utrzymywaC stale pomie-

dzy 0 a I< 1, nie dgzac wecale do granicy, lecz oscylujgc pomiedzy 0
a l: szereg i w tym wypadku jest zbiezny.

Przyktad na zastosowanie kryterium d’Alemberta, w snecjalnej
formie ,,limesoweju.

Wiemy, ze szereg geometryczny:

9+ 9+ Os+ Ob+ nen+ 9"+ eee
jest zbiezny, gdy 0_< N Utworzmy nowy szereg, powiekszajac znacznie
jego wyrazy, a mianowicie:
9+ 29+ s98+ *94+ nee + MO 4*--
lub jeszcze silniej:
q-f- 2“5®j- 3“qi -f-4° g~ ... FFW F1d- eee

gdzie a jest dowolnie wielkg statg liczbg dodatnia.
Zbadajmy, czy ten nowy szereg jest zbiezny. Utwdrzmy:

r!'l% dn oc w

Stad wida¢, ze dla 0 < g< 1 nowy szereg jest zbiezny, a dla q> |
rozbiezny. Dla q= 1 szereg jest rozbiezny, albowiem wtedy a, nie dazy
do zera, lecz wzrasta nieograniczenie. Widzimy wiec, ze ten szereg za-
cbowuje sie pod wzgledem zbieznosci tak samo jak szereg geometryczny.
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§ 272. Kryterium (pierwiastkowe) Cauchy-ego

Poniewaz kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbieznosci sze-
regu we wszystkich przypadkach, przeto staramy sie wyprowadzi¢ jakie$
inne, ogdlniejsze kryteria. Jednym z takich kryteriow jest nastepujace
kryterium Cauchy’ego.

Jezeli w szeregu o wyrazach dodatnich spetnia sie poczciwszy od ja-
kiegoS wyrazu stale warunek'.

(7) [l«. S *< |
to szereg jest zbiezny, jezeli za$

8 fe.~ 1
to szereg jest rozbiezny.

Dowod sprowadza sie tu takze do porOwnania z Szeregiem geome-
trycznym. | tak, w mysl zatozenia pierwszej czesci twierdzenia, speljiajg
sie poczawszy od jakiego$S N nierdwnosci:

N
o czyli aN~ IN
N+I

JaNA |t awH= "l

A wiec wyrazy szeregu: av-JaNt -(-... nie przekraczajg wyrazow sze-
regu geometrycznego: IN-f- INH {- ... o ilorazie Z< 1, a zatem szereg:

J8st zbiezny; wobec tego i pierwotny szereg: o, -[-a#-j-
-f ... -J- gy, -f aN-f- owtL.. jest zbiezny.

Jezeli za$ \an> 1, toi~a, 1 a wiec nie spetnia sie konieczny
warunek zbieznosci: a,,->0. Witedy zatem badany szereg jest. rozbiezny.

Przykiady.

1) ZbadaC zbieznos¢ szeregu: -

+ +1 +
n —
Tutaj jest: )an= J/-~ = —< \ poczawszy od n—3. \Wobec tego badany

szereg jest zbiezny.
2] W szeregu:

0092)2 ﬂogL’)? ’J‘rﬂﬁ%lﬁ’m

Rtiehnnek réinictkowy i catkowy. T. III.
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jest:

_ 1
_ _ (log(M+ D)™+’
a wiec:
1 1
S \a*= 1< <t
<iog(,ti)),+; lo« (" + 1*

poczawszy od n= 100, gdy zasadg logarytmow jest 10, a od n—Db*
gdy zasadg jest b. Wobec tego badany szereg jest zbiezny.
Specjalnym przypadkiem tego kryterium, najczesciej w praktyce

uzywanym, jest przypadek, gdy \an dazy do jakiej$ granicy g Jezeli

granica g wyrazenia \a,, jest liczbg mniejszg od 1, to badany szereg jest
zZbiezny, jezeli g > 1, to szeregjest rozbiezny, ajezeli g— 1, to to kryterium
nie rozstrzyga zbieznosci, albowiem istniejg zarowno zbiezne jak i roz-
biezne szeregi, dla ktorych ten ostatni warunek sie spetnia. Dowdd na
to, ze to kryterium wynika z pierwotnego kryterium, przeprowadza sie
tak samo, jak w przypadku kryterium d’Alemberta.

A wiec w przypadku: lim\an=g < 1 mamy zhieznosC
n->cc

»” ” w o o o> 1, rozbieznosC
a przypadek » o s N= 1 jest watpliwy.
*  Przykiad.
Zbieznosci szeregu:
9 29a-}9S-f294-f... (przyczem < < 1)

nie mozna bylo dowies¢ przy pomocy kryterium d’Ale mberta, mozna
to natomiast uczyni¢ przy uzyciu kryterium Cauchy’ego. | tak, gdy n
jest liczbg nieparzysta, to: ,

n -
Vo= [g'=<4<1
a gdy n jest liczbg parzysta, to:

W obydwu przypadkach jest:
lim\an= gq< 1
n—»o0
» Wiec szereg jest zbiezny.
7, tego przyktadu widzimy, ze istniejg takie szeregi, ktorych zbiez-
nosci nie mozna stwierdzi¢ przy pomocy kryterium d’Alem berta,
a mozna jg stwierdzi¢ przy pomocy kryterium Cauehy ’ego.
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Uwaga. Udowodniono natomiast, ze zawsze, gdy kryterium d'Alemberta da
sie zastosowaé, to takze i kryterium Caucby’ego pozwala rozstrzygnaC kwestie
zbieznosci. Wobec tego kryterium Caucby'ego jest istotnie szersze, rozstrzyga bo-
wiem w wiekszej ilosci wypadkow anizeli kryterium d’Alemberta. Nie mogac tu
wnika¢ w te subtelne dowodzenia, odsytamy interesujgcego sie takimi kwestiami czy-
telnika do znakomitego podrecznika li. Knoppa, pt Theorie und Anwendung der
unendlichen Reihen (Berlin, Springer 1931, str. £85 i nast), ktéry traktuje wyczer-
pujaco o tych i podobnych kwestiach.

Kryterium Cauehyego mimo to nie wyczerpuije jeszcze wszystkich
przypadkéw. Tak np. nie mozna przy pomocy tego Kryterium stwierdzi¢
zbieznosci szeregu f(2). Dla tego bowiem szeregu:

r«+ 8+ - + \r+ --
many:
(por tom I, str. 518).

Poniewaz wige £=1, przeto na podstawie kryterium Caucby’ego
nie mozna' orzec niczego 0 zbieznoSci tego Sszeregu.

§ 273. Kryterium Raabe'go

Obmyslono rozmaite inne, jeszcze szersze Kkryteria, z ktorych po-
damy tu jeszcze jedno, wystarczajace dla ljgdania szeregbw, spotykanych
w praktyce, a mianowicie kryterium Raabe’go.

WidzieliSmy, ze nie wystarcza do stwierdzenia zbieznosci, jezeli

tg 1, natomiast okazemy, ze wystarcza, jezeli & 1—1-1, gdy+&>1.

Dokfadniej wypowiada sie to kryterium, podane przez Raabe’go,
w nastepujacy sposdb.

Jezeli w szeregu 0 wyrazach dodatnich spelnia sie od pewnego n—N
poczawszu nieroOwnosc.

) = S i- - przy k> 1
an « J
to szereg jest zbiezny, jezeli za$
(10) N> 1]
an — n

to szereg jest rozbiezny
Dowod. potézmy k—1-j-a, to a > 0. Dla. n —N spetnia sio nie-
rownosc:

°vn -
av = N N N
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a stad:
) aN+1~ AnN — °N ~ *°N

a wiec:
(N—1)aN— NaNH ~ aa*

Kladac n +1 N-h2,.,.» otrzymamy:

|\/ﬂtf+| (N -j“‘ ')°W+2 0>aN+I
(N+ 1)«a2—(N-f-2)am8 aaNtl

(h—Da,, —«oa+, "aa,,
Dodajae obie strony tych wszystkich nierownosci, otrzymujemy:

(N— D) oN—nam] &: a (aN-j- a™ -j- .. *-j- 0,) —a (Sn— )

Stad:

5 —avg~ (N al)«&i V\D;i+i O (N— D

Prawa strona jest skonczona liczba stalg L, poniewaz N jest stale
obrane. Zatem:
w< L

Ciag sum czeSciowych jest ograniczony, a wiec badany szereg o wyra-
zach dodatnich jest zbiezny.

Drugg czes$¢ kryterium, dotyczacg rozbieznosci, udowadniamy z dru-
giej nieréwnosci. Kladac w nigj kolejno «= iV, JV-f-l,..., otrzymujemy:

aN+i f _
= N
a stad:
(N—1)aN

aN+1= N

Nazwijmy statg liczbe (N—1)aN literg |, to:

N
N4\ It

Dla n— NA- 1 otrzymujemy:
N NajiH
aNt*— iV-f- 1
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a stad na podstawie poprzedniej nierdwnosci
$ _ |
°NH—N+ 1~ N+i
i podobnie: n
art*= N+2

Wyrazy badanego szeregu sg niemniejsze od wyrazOw szeregu:
I T
N o JVFf1RN+2

Szereg ten za$ jest rozbiezny, albowiem jego suma czesciowa:

LON~AN+IAT 7742 + 1-% AT+p)

jest wielokrotnoscig czeSciowej sumy szeregu rozbieznego, otrzymanego
z szeregu harmonicznego przez opuszczenie skonczonej liczby poczatko-
wych wyrazow.

W specjalnym przypadku, gdy istuieje granica wyrazenia —1jn,
przyjmuje kryterium Raabe’go nastepujaca forme: jezeli istnieje granica
lim( 1—11n——k, to szereg jest zbiezTly dla k> 1, rozbiezny dla
k < 1, a watpliwym pozostaje przypadek, gdy k—\.
Dowod, ze to ciasniejsze kryterium wynika z pierwotnego kryterium,
przeprowadza sie¢ tak samo, jak w przypadku kryterium d'Alemb.erta
Przyktad//.
1) WidzieliSmy, ze zbieznosci szeregu £(2) nie mozna rozstrzygnaC

ani przy pomocy kryterium d'Alem berta ani przy pomocy kryterium
Cauchy’ego. Sprébujmy zastosowaC kryterium Raabe go.

Tworzymy:
s+, @+D> / n \a I 2n+ 1
| Ut i/ 7t"-j-2.n-j-1 n»+ 2m-H 1
2«*-f-n 2+ 1
W*+2»+| 1+ 4+ §
lim (++! — i) m==
—+»\ an I

Poniewaz k= 2 jest icieksze od 1, przeto badany szereg jest zbiezny.
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o
2) ZbadaC zbiezno$¢ szeregu:

1 1+ 1 . t+4ti». i+ bh*++
N 3t 2-4 6t 2.4-6 7N
1e3e5... 2Ww—3) 1 1¢3*5... (2n—1) 1
‘T 20406..0(2n—2) 7 2Ww—1 ¢ 2.4-6...2» *2n+ |4

Uwaga. Szereg ten otrzymuje sie, kladac x = t w rozwinieciu funkcji arcsin x
(por. tom I, str. 419, wzdr 147). Mozna okazaC, ze ten szereg przedstawia arcsin 1,
czyli liczbe + n.

Tutaj jest:

?- - —1- = i?--iNL +i
gg:_:. ‘gn L. 2n '2W:}f| I'4W|*—j-wI

Stosujac kryterium d’Alemberta (w formie limesowej), otrzy-
malibysmy:
lim Nitt= !
«>m
a wiec zbieznos¢ nie bylaby rozstrzygnieta.
Natomiast stosujac kryterium Raabe’go. otrzymujemy:

lan+1  \ 4m*—4m-|-1—4w8—2n —6n-j-I —6+]
\ oa JM= 4mB4-2» H 4w + 2 4 -{-1
a wiec: '

&=1>1

To za$ dowodzi, ze ten szereg jest zbiezny.

8 274. Catkowe kryterium zbieznoSci

Przy badaniu zbieznosci szeregdw o wyrazach dodatnich cenne
ustugi oddajg catki niewdasciwe.

Jezeli wszystkie wyrazy szeregu 0 wyrazach dodatnich:
A+ &+ eeet+ 3+ e

sg rowne wartosciom, ktore przybiera dla x —1,2, . funkcja f{x),
malejgca monotoilicznie, tj. jezeli:

0, = f{n)
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to szereg jest zbiezny wtedy i tylko ictedy, gdy catka niewtasciwa’'
o
JUF(x)dx

jest zbiezna, tj. gdy ta catka istnieje i ma skorczong wartos¢, np. A
Dowdd. Dla x, zawartych w przedziale <"k—1,  jestf(x)"f(k)—at
wskutek monotonicznegd malenia tej funkcji. Dla X za$ z przedziatu
jest f{x)<.f(k) = ak a zatem:

K K
J f(x)dx”j adx= ak
A-l
A+l
X ak f{x) dx
Razem wiec jest: ’
@) f(x)dxss £ if{x) dx

A-l
Dodajmy do siebie stronami takie nierownosci dla k= 2,3,...,n, to
otrzymamy.

fit1 n

n) I f{x)dx%at -{- a%\-... -\-an”™ j f\(x)dx

Stad wynika, ze:

00

a+ %j+ + ..+ =s5,<a +Jf(x)dx< at-fIf(x)dx

0o

Jezeli catka niewdasciwa J''f(x)dx jest zbiezna i ma-wartos¢ A, to

s,< -f-A ato znaczy, ze cigg sum czeSciowych badanego szeregu
0 wyrazach dodatnich jest ograniczony. To za$§ dowodzi, ze ten szereg
jest zbiezny. Odwrotnie: jezeli badany szereg jest zbiezny, to z lewej
strony nierownosci (n) wnioskujemy, ze catka niewtasciwa jest zbiezna.
Istotnie wtedy jest:

+7A*) A S T N PO
czyli: " )
Q-fJ,f(x)dx—J"f(z) dx<s.



24

a wiec: 1
J f(x)dx <; sn—o, -F-Jf(x) dx
41
Poniewaz cigg {sfl} jest ograniczony, przeto i ciag catek f f(x) dx jest
o Y

ograniczony, a to dowodzi, ze catka niewtasciwa ~f(x)dx jest zbiezna.
i

Istotnie wiec zbieznoSC catki niewdasciwej jf(x)dx jest koniecznym

|
i dostatecznym warunkiem zbieznoSci badanego szeregu o wyrazach do-
datnich. Twierdzenie to mozna bardzo jasno przedstawiC w postaci geo-
metrycznej.
Niechaj linia krzywa na fig. 1 bedzie obrazem funkcji f(x), a war-
tosci jej dla se=1,2, niechaj bedg wyrazami a,, a2..., ant...

zacieniowanej  powierzchni,
przedtuzonej w nieskonczo-
nosC, przedstawia wartos¢
catki niewdasciwej:

f(x) dx
/o
" Hg 1 Pole schodkowatej figury,
obejmujacej pole zacienio-
wane, przedstawia warto$C szeregu a, -f-a*-J ... -f-an-f-... a pole
figury wewnetrznej warto$¢ szeregu a2-|- 03-f-...-(- an-j- ...

Ot6z widocznem jest, ze jezeli pole zacieniowaue ma wartos¢ skon-
czong, to takze pole wewnetrznych schodkow jest skonczone i odwrotnie,
jezeli figura, obejmujgca pole zacieniowane, ma pole skorczone, to i figura
zaoienionana ma pole skoriczone. To za$ dowodzi prawdziwosci dowie-
dzionego poprzednio twierdzenia.

Przylctad.

Zbadajmy zbieznos¢ szeregu:

*

L .1 1.
l°g3”™ "™ nlogn—

Wyrazy tego szeregu sa mniejsze od wyrazOw Szeregu harmonicznego,
Inie mozemy wiec z gory orzec, czy ten szereg jest zbiezny, czy tez roz-
biezny.

* L J
2 logZ2~3
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Wyrazy te otrzymujemy z funkcji:

1
69 X log®

malejacej monotonicznie, kladagc ®= 2,3
Zbadajmy catke niewdasciwag:

[e0)

S ®
7 ®log® ,,-*0),/f®log®

Uzywach podstaV\ﬁenl’a log®—t, otrzymujemy%o= dt, a wiec:

Iogn
filk i =/ t=log'Ct >s(»8») - log(log?2)
2 log!
Stad wynika’
lim a9 ,
n—>com) X lOg X

Poniewaz ta catka-niewtasciwa jest rozbiezna, przeto w mysl catkowego
kryterium takze badany szereg' jest rozbiezny.
Pozostawiam}' czytelnikowi stwierdzenie, ze szereg:

1
2log“2 ™ 3log“3~ "* 'rnlog°n °

jest zbiezny, jezeli a > 1.

Istniejg takie szeregi, dla ktdrych zadne z omoéwionych tutaj kry-
teriow nie rozstrzyga kwestii zbieznosci. \Wobec tego zbudowano dalsze
kryteria, stosowalne do szerszych klas szeregéw. Poniewaz jedntck w za-
stosowaniach praktycznych rzadko spotykamy takie szeregi, dla ktorych
nie wystarczylyby omdwione tutaj Kryteria, przeto nie bedziemy sie tu
dalszemi kryteriami zajmowali.

§ 275. Szeregi liczbowe o wyrazach o dowolnych znakach.
Szeregi bezwarunkowo i warunkowo zbiezne

Jezeli wyrazy szeregu majg rozmaite znaki, np. sa naprzemian b
datnie i ujemne, to do badania ich zbieznosci nie mozna uzywac bez-
posrednio kryteriow, ktoreSmy poznali dla szeregbw o wyrazach dodat-
nich. Czesto jednak mozna sprowadzi¢ badanie zbieznosci takich szeregow
do badania szeregbw o wyrazach dodatnich, opierajac sie na nastepuja
cym twierdzeniv.
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Jezeli szereg, utworzony z bezwzglednych wartoSci danego szeregu,
jest zbiezny, to i pierwotny szereg jest zbiezny.
Dowod. Nie wiemy Dic 0 zbieznosci danego szeregu:

@ J, + ag4-a3+ e
Natomiast wiemy, ze szereg:
(b) lai| + lal + a3 + eeo

jest zbiezny.

Ze zbieznosci tego drugiego szeregu wynika, ze do kazdej dodatniej
liczby £ da sie dobra¢ takie N, ze dla wszystkich n> N spelnia sie
nierownosc:

lacH| + a2 + e1e+ |arig < £
(por. str. 4).

Okazemy, ze przy tym zalozeniu spetnia sie konieczny i dostateczny
warunek zbieznosci pierwszego szeregu, wyrazony wzorem (I) na str. 4,
a mianowicie:

IS#o— S| —|<Vh + am3+ eol'+ amp N [«nH|+ | 1 + =+ \avH\< £

A wiec istotnie pierwszy szereg jest takze zbiezny.

Jezeli szereg (b), utworzony z bezwzglednych wartoSci wyrazow
danego szeregu (a), jest zbiezny, to dany szereg (a) uazywamy bezwzgled-
nie lub bezwarunkowo zbieznym.

Przykfad

ZbadaC zbieznos¢ szeregu;

I i+ + 4+
— 3IN5T T T7IA

Tworzymy szereg bezwzglednych wartosci:

1+ Si+ 5i+fi+ -"

Ten szereg jest niewatpliwie zbiezny, bo skilada sie z wyrazéw dodatnich,
a jego sumy czeSciowe sg ograniczone, a mianowicie nie przekraczajg
liczby e Wobec tego i badany szereg jest zbiezny.

WErod szeregow, z ktdrymi mamy do czynienia w praktyce, naj-
czesciej wystepujg szeregi bezwarunkowo zbiezne. Do badania zbieznosci
takich szeregbw wystarczajg zatem te metody i kryteria, ktdreSmy omo-
wili przy badaniu szeregow o wyrazach dodatnich. Zdarzajg sie jednak
czasem i takie szeregi, ktore sg zbiezne, jakkolwiek szereg, utworzony
z bezwzglednych wartosci ich wyrazow, jest rozbiezny. Tak np. okazemy
wnet (w § 277), ze szereg:

>-t+ -+t
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Jest zbiezny, jakkolwiek szereg, zbudowany z bezwzglednych wartosu
jego wyrazéw, a mianowicie szereg: .

1-f4 + +-f+ + ++ ~

jest rozbiezny, jest to bowiem szereg harmoniczny.

Szereg, ktory jest zbiezny, jakkolwiek szereg, zbudowany z bezwzgled-
nych wartosci jego wyrazéw, jest rozbiezny, nazywamy szeregiem warun-
kowo zbieznym.

8 276. Twierdzenie Abela o szeregach liczbowych

Do badania zbieznosci szeregbw warunkowo zbieznych nie wystar-
czajg kryteria, poznane przy badaniu szeregow o wyrazach dodatnich
(wykazatyby one bowiem tylko rozbieznoSC szeregu bezwzglednych war-j
tosci), lecz musimy uzyC jakich$ innych twierdzen lub kryteridw.

Takim twierdzeniem, znajdujacym najczestsze zastosowanie przy ba
daniu szeregdw warunkowo zbieznych, jest nastepujace twierdzenie Abela.

Jezeli cigg sum czesciowych szeregu: ”

ai +caH'°3“Y eee  an+ epe
jest ograniczony, a ciag liczb b,, b2, b3,... dazy do zera malejac, to szereg:

ailK+ by+ eee“t gnn+ ...

jest zbiezny. *
Szereg at + at -j- a3-j- ... moze byC takze rozbiezny, jak np. szereg
1—1-f-1 —1—..., byleby tylko ciag {s,} byt ograniczony.

Dowod. Niechaj st,s2, ..., s,,... 0znaczajg sumy czesciowe pierwszego
szeregu. Wedtug zalozenia istnieje taka stata liczba K. ze dla kazdego n
spetnia sie nierownos$C |[s,,|<IT. Zbadajmy sumy czeSciowe drugiego
szeregu, tj.:

an—alblA- a2b2- \ - a nbn
Mozemy je przedstawi¢ w postaci:
0,—SK-f @—dl)b2+ (3—s2b3 ... -f 02—*,Hh,=
— % {W~ bt)+ s2(b2—"9)+ e+ *,_ i(n1—Dba)-|-s,ba
Stad wynika, ze:
h—&bn= sx(bt —b2) -f 2{ot — 13 4- eee+ *1(—»—U
Zbadajmy szereg nieskoniczony: n

0) sl —rg 4- RO2—r + ... -F
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Bezwzgledne wartosci jego wyrazéw sg mniejsze od wyrazOw szeregu:
K(@©6, —h?-j- K(h2—® ... f- K6, —bn)f-...

0 wyrazach dodatnich. Ten za$ szereg jest zbiezny, albowiem jego sumy
czesciowe maja gostaé:
8. = Kb, - b2+ kz- b3+ ...+ )= K{b, - )
Stad:
lim Shn—Kb,, albowiem k,—0

A wiec zbiezny jest takze (bezwzglednie) szereg (1), to znaczy, ze istnieje:
lim (&, —s.b,) —a

Poniewaz zas$ Ii_%srb,,= 0 (bo 0,,->0, aciag {4} jest ograniczony), przeto:

Iijg)a,s a

a to znaczy, ze szereg albl -} a2b% a3b3-f- .. « jest zbiezny.

§ 277. Kryterium Leibniza
Zastosujmy twierdzenia Abel a do specjalnego szeregu:

1—i*b-i —1+ 1...

Ciag jego sum czesciowych jest ograniczony (nie przekracza np. liczby 2).
Pomndzmy jego wyrazy przez wyrazy dowolnego ciggu, malejgcego
mouotonyiznie do zera:

bi > b2> b3> ... przyczem bn->0

to otrzymany szereg:
6 —2+ "3—
jest zbiezny.

To twierdzenie nazywamy kryterium Leibniza i wypowiadamy
je w nastepujacej postaci.

Jezeli w szeregu o wyrazach naprzemian dodatnich i ujemnych bez-
wzgledne wartoSci wyrazow daza do zera. malejac monofonicznie, to ten szereg
jest zbiezny.

Zastosowanie tego kryterium jest zwykle bardzo proste, nie wymaga
bowiem zadnych osobnych rachunkow.

Tok np. szereg:

1—4+ t~ 1 + Eepe
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ma wyrazy naprzemian dodatnie i ujemne, a ich wartosci  bezwzgledne
dazg monotoniczuie do zera, a wiec ten szereg jest zbiezDy. Jest to sze-
reg warunkowo zbiezny, poniewaz, jak widzieliSmy, szereg, zbudowany
z bezwzglednych wartosci jego wyrazow, jest rozbiezny.

Podobnie tatwo stwierdzamy zbiezno$d szeregu znakozmiennego:

11—t + £—4 + Loee
ktory otrzymaliSmy (w 8 141, tom 1) jako rozwiniecie liczby J.

Przy pomocy tego kryterium mozemy stwierdzic odrazu bez ra-
chunku zbiezno$¢ znanych rozwinie¢ rozmaitych funkcyj, np rozwinie-
cia funkcji sinus dla kazdego dodatniego Kkata, funkcji cosinus dla wszy-
stkich katow, funkgcji log (1 -f-x) dla dodatnich utamkowych x itp.

Dla takieh szeregow nie tylko tatwo jest zbadaC zbieznos¢, lecz
mozna takze w bardzo prosty sposdb oceni¢ reszte czyli btad rn, ktory
popetniamy, biorac zamiast prawdziwej jego wartosci s, wartos¢ Mg
sumy czesciowej s,,, fj. rn= s —s,,.

Niechaj:

«I— «d~<a— «+ =

bedzie szeregiem, w ktorym liczby a,, dazg do zera malejac. Jest on wiec
zbiezny do jakiej$ wartosci s. Zbadajmy cigg sum czeSciowych o wska-
Znikach parzystych. Poniewaz:

*3/1+2 ~  *2n —-f13//+2
a roznica —«ll+ ma warto$¢ dodatpig wskutek malenia wyrazow
ciggu K}, przeto:
*2/1+2 s3fi

A wigc sumy czgsciowe o wskaznikach parzystych rosng dazec,do gra-
ney a a zatem jest:
hn< *

dla kazdego parzystego wskaznika.

Przeciwnie zachowujg sie sumy o nieparzystych wskaZuikach,
a mianowicie:

®Xo+t = @2/i—X an a2n+t — (°2b ff3/i+1)

Poniewaz au przeto < s2, 1, awiec sumy czeSciowe 0 wskaz-
nikach nieparzystych maleja, dazac do granicy s, a zatem:

\ *3/1+1 S

Wobec tego zachodzg nieréwnosci:

*2* *2/14-1



30

a stad:
. 0 * — sln <C tan+l Sin at*+1
czyli:
0< >m
a zatem:
1 |< nm

Bezwzgledna wartos¢ reszty o parzystym wskaZniku jest wiec mniejsza
od pierwszego opuszczonego Wyrazu. Podobna nierdwno$¢ zachodzi dla
reszt o nieparzystym wskazniku.

| tak;

e k< s—salii < 0
czyli:
- °P< AxJ< 0
a Wiec:
| I< ain

Dla wszystkich wiec sum czesciowych, zaréwno o parzystych jak
i nieparzystych wskaznikach, bezwzgledna wartoS¢ bledu nie przekracza
bezwzglednej wartosci pierwszego Opuszczonego Wyrazu.

DowiedliSmy zatem prawdziwosci nastepuigcego twierdzenia: w sze-
regu o wyrazach naprzemian dodatnich i ujemnych, ktorych wartosci bez
wzgledne dgzg monofonicznie do”zera, bezwgledna warto$¢ réznicy pomiedzy
prawdziwg wartoscig szeregu a n-tg sumg czeSciowa jest mniejsza od bez
wzglednej wartosci (n -} 1)-szego wyrazu tego Szeregu.

Przyktady. 1) W szeregu:

1—i+ i —I1+ o
suma 10 poczatkowych wyrazoéw rozni sie co do bezwzglednej wartosci
od prawdziwej wartosci calego szeregu o mniej anizeli albowiem
ali —

9) W szeregu:

A 1A + + +
-3t BT 7Nyl 11!

i
suma 5 poczatkowych wyrazow rézni sie co do bezwzglednej wartosci
od prawdziwej wartosci calego szeregu 0 mniej Uiz —j a0°000000002.

Zatrzymujac wiec tylko 5 wyrazOw tego szeregu, otrzymujemy 8 cyfr
po kropce dziesietnej doktadnych.
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8§ 278. Prawo tacznosci i przemiennosci > szeregach nieskorniczonych

W sumie skonczonej liczby wyrazow mozna ujmowaé w nawiasy
dowolne grupy wyrazow i przestawiaC je dowolnie. W nieskoriczonych
szeregach nie zawsze jest to dozwolone. Tak np. widzieliSmy (por. tom I,
str. 140—141), ze ujmujac w rozbieznym szeregu:

1-14-1-1 + 1...

wyrazy w rozmaite grupy, otrzymaliSmy z szeregu rozbieznego rozmaite
szeregi zbiezne.

Oreracja ta nie jest zatem w tym przypadku dozwolona, czyli prano
facznosci nie stosuje sie do tego szeregu. Udowodnimy natomiast, ze
jezeli w szeregu zbieznym potaczymy wyrazy w dowolne grupy, nie
zmieniajac przytem uporzgdkowania wyrazow, to otrzymamy nowy szereg,
zbiezny do tej samej wartosci.

A wiec twierdzimy, ze prawo tgcznosci stosuje sie do szeregdw zbieznych.

Dowdd. W szeregu zbieznym:

a, + + L+, e 0 wartosci a

potagczmy w grupy r, wyrazow poczatkowych, » wyrazow nastepnych,
r3 wyrazéw dalszych itd. Otrzymamy ‘wiec:
@+ fis+ m+ ..+ an)+ («r#l+ o2+ ... + &, +
'+ (GOHTH + Bee+ NHEHG + oo

lub oznaczajac krétko liczby, otrzymane 'z dodania wyrazow, zawartych
w nawiasach, wielkimi literami:

+ + + + 4 ee

Cigg sum czesciowych S,, S,,Ss,... tego nowego szeregu jest ‘ciggiem:
N, sri oatGere wybranym ze zbieznego ciggu sum czeSciowych
su ss, s3 s4..., S,,... pierwotnego szeregu. Poniewaz za$S ciag nieskon-
czony, wybrany z ciggu zbieznego do s. jest zbiezny do tgj samej gra-
nicy s, przeto i nowy szereg d, + A,+... jest zbiezny do s.

Przy ujmowaniu rozmaitych grup wyrazOw Szeregu W nawiasy
zastrzegliSmy sie wyraznie, ze nie zmieniamy przy tym uporzadkowania
wyrazow. Zbadajmy teraz, jaki wplyw ma przestawianie wyrazéw na
zbiezno$¢ i na wartos¢ szeregu. Wezmy pod uwage szereg zbiezny:

Przestawmy jego wyrazy tak,-aby po kazdym dodatnim wyrazie wyste-
powaly dwa ujemne wyrazy i potaczmy je w nastepujacy sposob:

LQ- - b+ (- B b+ (- %) * 4 oo
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czyli’
t+h- b+ Y— + o
Wytgczmy  to otrzymamy:

*0-4+-H -+ +4-* + =
OtrzymalisSmy w ten sposob z szeregu zbieznego o wartoSci a Szereg
zbiezny do innej wartosci, a mianowicie do js. Widzimy stad, ze prawo
przemiennosci moze nie byC prawdziwe nawet dla zbieznego szeregu.

Udowodniono, ze w szeregach bezwzglednie zbieznych mozna wy-
razy przestawia¢c w dowolny sposb: nowy szereg jest zbiezny do tej
samej wartosci, co szereg pierwotny, a wiec prawo przemiennosci stosuje
sie do szeregbw bezwzglednie zbieznych.

Dla szeregow warunkowo zbieznych twierdzenie to nie jest praw-
dziwe, jak to widzielismy w przykfadzie, Omdwionym powyzej. Okazano,
ze z kazdego szeregu warunkowo zbiezuego mozna przez -odpowiednie
przestawianie Wyrazow otrzymaC szeregi zbiezne do kazdej, dowolnie
z gory podanej wartosci, a nawet szeregi rozhiezne (twierdzenie Rie-
manna),

Tym sie tez thumaczy nazwa: warunkowo zbiezne szeregi.

8 279. Dodawanie i mnozenie szeregdw nieskonczonych

A. Dodawanie szeregow;.
Jezeli szereg:

a\-f-fis M3+ e T g f*epe
jest zbiezny i ma warto$¢ a, a szereg:
+ ba-f-b3 ... -f bKAf- ...
jest zbiezny i ma warto$C b, to szereg sumowy:
@+ M+ @H-\) + oo+ (an+ &+ ere
jest réwniez zbiezny i ma wartos¢ a -j- b
Dowbd. CzeSciowe sumy Szeregu SUmMowego inaja postac/
5= (8- + @ b)F @) —
—(d+ et @)+ &+ [leset py- ont
gdzie on oznacza sume czeSciowa pierwszego szeregu a z,, drugiego.

Stad wynika:
limsn= lima,-j- lim%-= a-j-b c. b.da
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B. Mnozenie szeregow
lloczyn dwodch skoriczonych sum:

(@ 4" aad" s1ed~a) & 4 >4 eee s
tworzymy, dodajac do siebie to dowolnym porzadku wszystkie iloczyny:

a.*1. c, b3>.1) al
33b>(, at a0/6\3 00 ., <p/b,,
M f asbt, a3o3x.y, °3

Mi. Mn, ~31'r°l aal¥*

otrzymane przez potgczenie kazdego dodajnika pierwszej sumy z kazdym
dodajnikiem drugiej. Dla nieskonczonych szeregow podobne okreSlenie
iloczynu nie zawsze jest mozliwe, a w szczegolnosci z gbry mozna przy-
puszczaC, ze dla szeregbw warunkowo zbieznych nie bedzie obojetnem,
w jakim porzadku bedziemy dodawali do siebie iloczyny skiadowe. Oka-
zano jednakze, ze dla szeregow bezwarunkowo zbieznych szereg, utworzony
z wszystkich iloczynéw skfadowych, dodawanych do siebie w dowolnym
porzadku, jest zbiezny bezwarunkowo a wiec jest zbiezny stale do tej
samej liczby bez wzgledu na uporzadkowanie wyrazéw; jego wartosc jest
réwna iloczynowi wartosci obydwu danych szeregow.

lloczyn dwoch szeregow nieskonczonych oznaczamy, uzywajac zwy-
ktego znaku mnozenia:

(ot basli o P 4 £

Przyktad.
Wiemy, ze szereg:

14-®4" 4" 4-eee

jest zbiezny dla |® < 1 i ma wartos¢

(jest to bowiem szereg
geometryczny). Jest on zbiezny bezwarunkowo, albowiem takze szereg:
14- M 4- PA4-*34- .-

jest zbiezny dla tych samych wartosci x. Wobec tego:

(i+W+ at 4-®4--0e(i 4-®4-«t+®54 --) = ~o=0M) e

lloczyn ten mozemy przedstawi¢ zapomoca jednego szeregu nieskonczo-
nego, porzadkujac iloczyny skiadowe dowolnie i zbierajac je w dowolne
grupy. Tak np. bardzo dogodne jest unoi“gdkowauie wedtug rosngcych

ttachuaek rézniczkowy i ca/kowy. T. 111 5
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poteg x i potgpzenie w jeden wyraz tych iloczyndw, ktore majg rowne
potegi. W ten sposob otrzymamy rozwiniecie: ”

Szereg ten jest bezwarunkowo zbiezny dla tych samych wartosci X, co
pierwotny szereg, a wiec dla |g| <C1.

Okazemy na przykiadzie, ze powyzsze prano mnozenia nie odnosi
sie do szeregbw warunkowo .zbieznych. | tak szereg:

A |14+ °

jest zbiezny (na podstawie kryterium Leibniza), lecz tylko warunkowo,
albowiem szereg bezwzglednych wartosci jest rozbiezny (jako szereg f (5)
dla s= ™. WeZzmy pod uwage drugi taki sam szereg i utworzmy wszy-
stkie iloczyny skladowe:

J  _J_ L 1 1
W'\r yr>3’*
] o o] ..
1 [ I
N>T° \2"\2"° [/2>3""
A !

i i i i J

Pozbierajmy je w grupy wedtug ukosnych linij, a mianowicie utwdrzmy
grupy:

11 /1 1,1 1\
V- n "W \KA>2 + /2 KA,
W= lyf'W+ VAN + W w ),

Warto$¢ bezwzgledna kazdej takiej grupy jest niemniejsza od 1
Tak np.:

J PP i J 1

Szereg, utworzony z tych grup jest zatem rozbiezny, a wiec nie ma
wartosci aea= aa



8 280. Przeksztalcanie szeregu na szereg szybciej zbiezny

Zbiezno$¢ szeregdw jest nieraz tak powolna, ze me nadajg sie one
dobrze do rachunkow praktycznych. Przykiadami takich szeregow wolno
zbieznych sg: szereg Maciaurina nalog (1 -+ (por. tom I, str. 406)
i szereg Leibniza na j (tom I, str. 417) a mianowicie:

f=1~++ 4t —t+ 0 **

Przez rozmaite przeksztatcenia mozna nieraz zamieniC dany szereg na
szereg szybciej zbiezny. Jednym z takich przeksztatcen, ktore czesto pro**
wadzi do celu, jest nastepujace przeksztatcenie Eulera.

Napiszmy dany szereg zbiezny w postaci:

S —ax—o, -j- a3—ad-j-...

przy czym liczby ak moga byé dodatnie lub ujemne. Oznaczajac roznicy
aktl— ak symbolem Aak, mozemy naplsac ten szereg w dwoch nastepu*
jacych postaciach:

s= K —«2+ («(3— ai)+ K — «)+ oo — — ~ 4aa— Aas—...
«= —(«gq—ad—(04—«H—...= -f Aa2-fF*Aat + ...
Sumujac stronami, otrzymujemy:
2S = ut —Aax-j- Aa3—Aa3-f- Aai —
a Bad:
«= &— —Aa2+ Aa3— Adi

To samo przeksztatcenie stosujemy powtdrnie do szeregu, znajdu
igcego sie w nawiasie i otrzymujemy

s= 11—ir + i(42a>- A'a*+ 42fl3

gdzie A2ak= Aak+ —Aak Stosujac takie postepowanie n—1 razy
otrzymamy:

04 A4 N3G Ax
(V) 2 22°1 2a L * e+ (- —=" + Bn

pr? * czvm reszta R, jra postac:
(11 ») Rn= & DS(*«, - A'a2+ A'a3-...)

Przeksztalcenie to nazywamy przeksztatceniom Eulera.
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Zastosujmy je do szeregu Leibniza na W szeregu tyra jest:

rm o
241
do* = L —2
241 2k—1  (24—1)(24-f 1)
_ 2 2
A= — a1 2a-0-3)  (24—1)(24+ 1)
2.4
(24— 124+ (24 + 3)
a ogolnie:
Ak (—1)".2.4.6...-2m

(24-1)(24 + 1)...-(24 + 2« —1)

jak fatwo stwierdzi¢ przy pomocy indukcji zupelnej. Kladac 4= 1, otrzy-
mujemy oastepujacy szereg przeksztatcony:

W, .1 . ., 12w D)\
4 2 + 3'F'3.5~'~35.7+ “‘+ 3.5...-(2n —1)) + ~*
przy czyla:
(-1)» 1
B, (=D 4 55 “on+ 1) 3.5..(2<+ 3
1
t 5.7...2n+ b) ]

Jezeli w zbieznym szeregu znakozmiennym, znajdujacym sie w na
wiasie, opuscimy wszystkie wyrazy, nastepujgce po pierwszym, to otrzy-
mamy liczbe wiekszg od wartosci tego szeregu, zatem:

nl 123
0<R.< 135 .. (n+ 1 357 2«+ 1<‘4-

Widzimy wiec, ze ta reszta szybko dazy do zera z wzrostem n

Tak np. dla n= 10 jest |i?,,| < Q?Lg 10124;\1030.

Sumujac wiec 10 wyrazow szeregu przeksztatconego, otrzymujemy
3 cyfry po kropce dokladne, podczas gdy w pierwotnym szeregu trzeba
byto w tym celu sumowaC 500 wyrazoéw (por. tom I, str. 417—418).

Niechaj czytelnik okaze w podobny sposob, ze:

7 1 1 H 1 1 1 1 ) 1 1 1 1 1 b
log'* 1 2 '3 4w 1.2%+ 2.227°3.23""4.2t"¥ ™1
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Procz przeksztatcenia Eulera istniejg rozmaite inne przeksztalce-
nia, ktorych omowienie znajdzie czytelnik w cytowanej juz ksigzce
K Knoppa (str. 249 i nest, tudziez str. 269 i nast) lub w Analizie
W. Sierpinskiego (tom I, cze$¢ 2, wyd 2, str. 48—62, Warszawa 1925).

§ 281. Szeregi o wyrazach zespolonych

Teorie szeregbw nieskonczonych mozemy z tatwoscig rozszerzy¢ n*
szeregi 0 wyrazach zespolonych, tj. na szeregi:
M+ Z+  + eeet IN+ eee= £*y
4-1
przy czym:
2=+ i%

(ak,bk sg liczbami rzeczywistymi).

Koniecznym 1 dostatecznym warunkiem zbieznosci takiego szeregu
jest zbiezno$¢ ciggu sum czesciowych sn. Zbiezno$¢ zas ciggu liczb ze-
spolonyeh okresla sie przy pomocy tych samych nieréwnosci, ktorych
sie uzywa dla ciggbw liczb rzeczywistych, a mianowicie cigg taki ne
zywa si¢ zbieznym, jesli do kazdej dodatniej liczby f da sie dobraé taka
liczba rzeczywista N} ze dla wszystkich wskaznikébw w> N spetnia sie
nierownosc:

@ * ls,,—s\ < e

Pamieta¢ jednak nalezy o tym, ze bezwzgledng wartoscig liczby zespo-
lonej a-|—X jest |a -j-/?j= J/c8-}/*

Przedstawiajac liczby sni s, ktore sg w ogélnym przypadku zespo-
lone, w postaci: «,= «'-{-zs", s—¢' -j-$s"." (przy czym liczby s'=at-{-
-fag-f...-J- ¢s'= K--b2-f-... -f-b,, s s’ .sg rzeczywiste), spro-
wadzamy nierdwnos$¢ (a) do postaci:

I*: + ish—* + ¥ = \K —«)+ (S —«")I=
= \n-s 2+ (- O*<e

Jezeli sie zas spetnia ta nierownos¢, to musi by¢ zarowno:
|s« —«'|<«- jaki K-«'"|<e

a to znaczy, ze istniejg granice obydwu ciagbw liczb rzeczywistych:
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Jezeli wiec szereg o wyrazach zespolonych zk—akA- ibk jest zbiezny,
to musi by¢ zbiezny osobno szereg, ziozony z czeSci rzeczywistych ak
wyrazow tego szeregu a osobno szereg, ztozony a spotczynnikow bk jed-
nostki urojonej i w kazdym wyrazie.

Okazemy, ze takze odwrotnie, jezeli zbiezne sg szeregi.

| ai+ ai+ eee-|-afi+ oo
(b) Y A

to zbiezny jest takze szereg o wyrazach zespolonych:
© (@ + ibi) -)- (a, -f- ibt) + eeed *(@* ‘P + ...
Dowod. Z zatozenia wynika, ze:

Do kazdej dodatniej liczby e da sie zatem dobrac takie N, ze dla wszyst-
kich m> N spelnig sie nieréwnosci:

Vo K2

& zatem:

(e:—o0*< 2-
a stad wynika, ze:

To za$ znaczy, ze:
K —s| < «

a wiec szereg, ztozony z liczb zespolonych: zk~ ak-\-ibk (k=1, 2,..,n..)
jest wtedy zbiezny. Zbieznos¢ szeregbw (b), o wyrazach rzeczywistych,
jest wiec dostatecznym warunkiem zbieznosci szeregu (c). Obydwa do-
wiedzione twierdzenia dowodzg igcznie, ze: koniecznym i dostatecznym
warunkiem zbieznosci szeregu 0 wyrazach zespolonych jest zbiezno$¢ dwoch
szeregbw 0 wyrazach rzeczywistych, a mianowicie szeregu, zlozonego z rze-
czywistych czesci wyrazOw danego szeregu i szeregu, ztozonego ze spdkczyn-
nikow jednostki urojonej w kazdym wyrazie.

Opierajgc sie na tym twierdzeniu, sprowadza sie badanie szeregu
0 wyrazach zespolonych do badania szeregdw o wyrazach rzeczywistych
1 przenosi sie na te szeregi 0 wyrazach zespolonych catg teorie szeregow
0 wyrazach rzeczywistych z niewielkimi zmianami.
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Ustep 1L
SZEREGI FUNKCYJNE

§ 282. Definicja szeregow funkcyjnych i ich zbieznos¢

Podobnie jak do przedstawienia rozmaitych niewymiernych liczb
(np. liczb e, n, logc2, sin 1°) uzywa sie nieskonczonych szeregbw liczbo-
wych, tak do przedstawienia zawilszych funkcyj uzywa sie nieskonczonych
szeregow funkcyjnych.

Aby zdefiniowaC szereg funkcyjny, bierzemy pod uwage najpierw
ciag dowolnych funkcyj, np.:

1,22a3x3...,XN...
lub:
sine>, sin20?, sin 3a2...., sinnx, ...
ogolnie: '
) fi @, AX), f{X),... fr{x),...

Zaktadamy, ze te wszystkie funkcje posiadajg jakis wspolny zakres istnie-
nia. £aczac ze sobg wyrazy tego ciggu znakiem dodawania, otrzymujemy
szereg funkcyjny:

(1)) fM 4-/,(»)+ ...+ fn(X)+ ...=3JI7"
Al
Tworzymy ciag sum czesciowych:

() *=/,(») +/*-(«) .
BR= A@)+ fi®+ fi(X)

MY) —/, @+ fi @+ ...4- frid)

Jezeli ten ciag gum czesciowych jest zbiezny dla jakiej$ wartosci &= a,
wzietej z wspdlnego zakresu istnienia wszystkich funkcyj ciggu (I) i po-
siada granice s{a), to szereg liczbowy:

M+ [.(a)+ ...+ [ («)+ oo
jest zbiezny do wartosci s(@); mowimy wtedy, ze szereg funkcyjny (I1)
jest zbiezny dla wartoSci x —a i ma dla tego & warto$¢ czyli sume s(a).
Zhidr tych wszystkich wartosci Zmiennej & wzietych z wspolnego
zakresu istnienia wszystkich funkcyj fk(x), dla ktdrych szereg funkcyjny
jest zbiezny, nazywamy zakresem zbieznosci tego szeregu funkcyjnego.



Do kazdej wartoSci x z zakresu zbieznosci nalezy jakas wartosc,
czyli jaka$S suma szeregu funkcyjnego, a wiec ta suma jest funkcjg
zmiennej X\ oznaczmy jg znakiem f(x).

Piszemy wiec wtedy:

[(®) + [+() + ot 00+ wa= £(X)

1 méwimy, Ze funkcja f(x) jest przedstawiona w zakresie swego istnienia
za pomocg tego szeregu funkcyjnego lub ze jest rozwinieta na szereg
funkcyjny.

Przedstawianie funkcyj za pomocg szeregow funkcyjnych ma bardzo
rozlegle zastosowanie. | tak przedstawianie rozmaitych funkcyj za pomocg
szeregbw Taylora lub Macl&urioa (omoéwione w tomie I, w roz
dziale XI1) polega na uzyciu szeregbw funkcyjnych o ogolnym wyrazie:

M®= w— @@ a*-'=6,@®- o
lub:

przy czym spotczynniki a._, i Gaj sg liczbami statymi.
Ogolnie szeregi funkcyjne postaci.

(ub:
@®—o0) b2{x —0j1-j- -e1-f- h,(x — Q)" -f*...

zwane szeregami potegowymi, bywajg bardzo czesto uzywane.

W 8§ 267 okresliliSmy inne szeregi funkcyjne, zwane szeregami
trygonometrycznymi. Mozna za$ budowaé szeregi funkcyjne takze z do-
wolnych innych funkcyj, jak np. z dowolnych wielomianow, z funkcyj
utamkowych, wyktadniczych, Przy przedstawianiu i badaniu nieelemen-
larnych funkcyj grajg szeregi funkcyjne szczegdlnie wazng role.

Przykfady.

1) W szeregu funkcyjnym:

majg wszystkie wyrazy jako wspdlny zakres istnienia caty przedziat nie-
wiasciwy od —oo do  o0o. Natomiast zakresem zbieznosci jest tylko
przedziat wasciwy (—1, 1), albowiem ten szereg jest zbiezny tylko
dla [#| < 1, jako szereg geometryczny o ilorazie X Wartoscig czyli sumg
tego szeregu jest, jak wiemy, funkcja:

1
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a Wiec:
1+ ®+ «*-f ... -T® = —

Rowdosé ta jeat prawdziwa tylko dla [®j < 1. Dla innych ® réwno4d ta
ma zachodzi; tak np. dla ©= 2 otrzymujemy z prawej strony skoriczong
wartos¢ —1, z lewej za$ szereg | 2 f- 2®3—.. 2" , rozbiezny
do niewdasciwej granicy -j- oo. Podobnie zachowujg sie szeregi potegowe
(Maclaurina), przedstamiajgce log(l1+®), (1-)-©)*, arosin® (pof. tom I,
str- 406, 413—414, 419), tj. posiadajg jako zakres zbieznosci pewien
przedziat, otaczajacy symetrycznie punkt 0.

Istniejg jednak takze szeregi funkcyjne, ktorych zakresem zbiez-
nosci jest caly przedziat niewdasciwy od —oo0 do -f- 0o, jak np. szeregi
potegowe, przedstawiajace funkcje sin®, cos®, € sinhyp® (por tom I,
str. 399, 400, 395, 398).

2) Szereg funkcyjny (trygonometryczny):

Sin© , sin2® , sin 3® sin n©
*+ 2 1 3P

jest zbiezny dla kazdej wartosci © albowiem przy kazdym statym ® bez-
wzgledne wartoSci jego wyrazOw nie przekraczajg wyrazoéw zbieznego
szeregu:

EQ)==-"+ N+ N+ o+ 1 +...

(poniewaz [sin nx\ 1), r

Ten szereg funkcyjny przedstawia wiec jaka$ funkcje, okreslong
w calym przedziale niewtasciwym (—o00,’-f-00). Jest to jakas nowa
funkcja, dla ktdrej (na razie przynajmniej) nie znamy innego, prostszdgo
przedstawienia

3) Zbadajmy szereg funkcyjny:

2 sin ®-f- (2*sin* ®—2 sin ©) 4 - (2Ssin8® —2&INR®) -j-
4- ... - (@2*siN"x —2"-1sin*1®) - ...

Suma czesciowa tego szeregu ma wartosc:
5{® = 2*sin*©= (2 sio ®*
Wyrazenie to posiada granice wtedy i tylko wtedy, gdy:
—I1< 2sin®gl czyli —"<sSinO”"

Te za$ nierownosci spetniajg sie dla —f <® " f, dla n —fg©
i periodycznie, dla ® otrzymanych przez przesuniecie tych przedziatow
o2nn (n=1 1 i 2..),jak na fig. 2. Zakres zbieznosci tego szeregu,
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a zarazem zakres istnienia funkcji, przedstawionej przez ten szereg, sklada
sie z nieskonczenie wielu przedziatdw o szerokosci pooddzielanych
od siebie przedziatami o szerokosci w ktorych funkcja nie istnieje.

-fa -en ifi i* In ett  gor
n' 0 n 2n X

Fig. 2.

4) Przy operowaniu nieskonczonymi szeregami funkcyjnymi nalezy
postepowaC bardzo ostroznie, a mianowicie nie mozna na nie rozszerzac
bez zadnych zastrzezen twierdzen, odnoszacych sie do sum skorczonej
liczby funkcyj. Tak np. suma n funkcyj ciagtych w jakims$ punkcie jest
takze funkcjg ciagla w tym punkcie. Tymczasem zbiezny szereg funk-
cyjny, ktorego wyrazami sg same funkfcje ciagle, moze przedstawiaé
funkcje nieciggta.

Tak np. szereg funkcyjny:

@ ® —® + g(l — 0. 4-8(1 —4®)B+ eee

zbudowany z samych funkcyj ciagtych, jest zbiezny dla |1 —x\ < 1
(jako szereg geometryczny o ilorazie q= 1—X), a wiec dla:

- 1< 1—x<+1
czyli dla:
0<a><2

Dla tych wiec wartosci przedstawia

; X X
Y.l S{X) —-I“—- a-"_-ﬁ— _)Z =1
7 Takze dla Xx—0 jest dany sze-
reg zbiezny i ma wtedy wartos¢
s(0)= 0, albowiem wszystkie jego
wyrazy sg wtedy zerami.
0 . ) X A wiec badany szereg przed-
stawia funkcje, okresSlong w ca-
Fg 3 tym przedziale < 0, 2) (por. fig. 3).
Funkcja ta jest widocznie nieciagta,
a mianowicie posiada w punkcie fc= 0 skonczony skok od wartosci 0
do wartosci 1. Ma ona w punkcie a= 0 prawostronng granice 1 (leca
nie przybiera tej granicznej wartosci w punkcie X = 0).
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Gdybysmy za$ probowali obliczy6 te prawostronng granice, stosujac
do nieskonczonego szeregu (a) twierdzenie o sumie granic, to otrzyma-
libySmy bledny wynik, a mianowicie:
lim x - lim lim *(1 —a)*-f-...= 0-j-0--0 01
0<JG*-0 0<x—=0 0<x—0
Widzimy stad, ze twierdzenie 0 sumie granic nie zawsze mozna Stoso-
wac do nieskoriczonego szeregu funkcyjnego.

5) Niechaj czytelnik stwierdzi podobny fakt dla szeregu funk-
cyjnego:

fix) = XA (R—x) + @—TD .4 (" —af1)+ o

badajac jego sumy czesciowe.

Z przykiadow tych widzimy, ze twierdzenia o sumie granic i 0 sumie
funkcyj cigglych nie zawsze sie stosujg do szeregow nieskonczonych.
Podobnie ma sie rzecz z twierdzeniami 0 rdzniczkowaniu i catkowaniu
sumy funkcyj, podamy w daiszym ciagu przyklady na to, ze te twier-
dzenia nie zawsze sie stosujg do nieskonczonych szeregbw funkcyjnych.

§ 283. Jednostajna zbieznoSC szeregow funkcyjnych

WidzieliSmy w poprzednim paragrafie, ze zbieznoS¢ szeregu funk-
cyjnego nie wystarcza na to- aby mozna do niego stosowaC te twier-
dzenia analizy wyzszej, ktore stosujemy do sumy skoriczonej liczby
funkcyj, a mianowicie twierdzenia o przechodzeniu do granicy z kaz-
dym dodajuikiem z osobna, o rézniczkowaniu i catkowaniu sum. Zachodzi
wiec potrzeba wybrania sposrod zbieznych szeregéw funkcyjnych takich
szeregow, dla ktorych byloby dozwolone stosowanie owych operacyj ana-
lizy wyzszej. W tym celu zaostrzono pojecie zbieznosci szeregu funkcyj-
nego, wprowadzajac pojecie jednostajnej zbieznosci, ktdra, jak zoba
czymy, jest juz dostatecznym warunkiem stosowalnosci owych twierdzen.

Aby wyjasni¢ to*dosC subtelne pojecie, oprzemy sie na tym-ze ko-
niecznym warunkiem zbieznosci szeregu jest, by reszta tego szeregu
dazyla do zera. | tak jezeli szereg funkcyjny:

U{* + AR + oo + fi(«) + ooo= f(X)
jest zbiezny dla wartosci x, zawartych w przedziale <a, to reszta
tego szeregu, tj.:
r,® = frH(x) + fayj(x) + ...
dazy do zera przy n->o00 dla kazdego x z tego przedziatu, tj. spetnia
sie ‘warunek:
limr,xX)= 0
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To znaczy, ze przy kazdym danym * = a; z przedzialu <a, da sie
dobraC do kazdej dodatniej liczby e takie Nu ze dla wszystkich »>iV,
spetnia sie nierownos¢ |(a;,)| < £

Dla x = X2 z przedzialu <", 6> musi istnieC takze takie N, ze
da > j\2 jest |rfar2| <C£ i tak dla kazdego x z przedzialu <a,
musi istnie¢ odpowiednie A; inne w ogolnosci dla kazdego x. Te Nu
moga wzrasta¢ nieograniczenie, gdy xuxt__ zblizajg sie do jakiej$ liczby
&= b z przedziaklu <«, 6>. Takie wiec warunki muszg sie spetniac
przy zwyklej zbieznosci szeregu funkcyjnego w przedziale <n, b§>
Liczba N jest zatem w ogolnosci zalezna nie tylko od e, lecz takze od x.
Jezeli jednak dla szeregu zbieznego istnieje takie N, wspolne dla wszyst-
kich x z przedziatu <ct, 6>, ze jr,(®)| < ¢ gdy n> N, to szereg funk-
cyjny nazywamy jednostajnie zbieznym w tym przedziale. Wtedy wiec N
jest funkcjg tylko zmiennej e a nie jest funkcjg zmiennej x. Jezeli zatem
chcemy aproksymowa¢ w catym przedziale zbieznosci funkcje f(x), przed-
stawiong takim jednostajnie zbieznym szeregiem, za pomocg sum czescio-
wych sn(x), z bledem: f(x) —s,,(X) — r,,(X), mniejszym co do bezwzgled-
nej wartosci od jakiego$ e. to wystarczy obracjedng taka sume czesciowa
wspolng dla catego przedziatu, biorgc odpowiednio wielki wskaznik n.
Nie trzeba za$ dostosowywac tego wskaznika do rozmaitych &ow. Wszystkie
inne zbiezne szeregi funkcyjne nazywamy niejednostajtiie zbieznymi.

Do wyjasnienia niejednostajnej zbieznosci uzyjemy przykladu 5
z poprzedniego paragrafu, pozwalajacego na prostg interpretacje geo-
metryczng. ..

| tak zbadajmy w szeregu funkcyjnym:

f(X) = x-f- (a?l_X) + (a?) —X2) -j- Tel + [uf —af-l) + o 00e
Zozonym z samyeh funkcyj ciagtych, cigg sum czeSciowych:
sn(x)~xr

Ten cigg, a zarazem i dany szereg funkcyjny, jest zbiezny w przedziale
<0, 1> i przedstawia w nim funkcje, ktdra przybiera wartos¢ 0 dla
0<i® < 1, a wartos¢ 1 dla x = 1, jest wiec nieciggta. Na fig. 4 przed-
stawiono wykresy kilku sum czeSciowych tego szeregu, a mianowicie dla
n—1 2 4, 12, 24. Widzimy, ze linie, przedstawiajgce te sumy czesciowe,
aproksymujg coraz lepiej z wzrostem u 0§ a?Ow w przedziale <0,1>.
Jednakze dla dowolnie wielkiego n mozna znalezé takie x z tego prze-
dziatu (bliskie x — 1), ze nie bedzie mniejsza od kazdego c, lecz
bedzie np. wieksza od  Nie ma wiec takiego N, wspdlnego dla wszyst-
kich x z przedzialu <0, 1>, aby dla nj>N spehiata sie nierdwnos¢
Ir,(®)| <C Szereg nie jest wiec jednostajnie zbiezny w przedziale
<0, 1>. Natomiast do kazdego statego x z przedzialu <0, 1> mozna



dobrac takie N, ze bedzie \r,,(wW)\ < e dla wszystkich n>N. Szereg jest
wiec zbiezny, ale niejednostajnie.

Do rozstrzygniecia, czy dany szereg funkcyjny jest jednostajnie
zbiezny, prowadzi czesto nastepujace kryterium \Weierstrassa, podajgce
dostateczny (lecz nie konieczny) warunek jednostajnej zbieznosci.

Jezeli szereg, utworzony z bezwzglednych wartosci wyrazow szeregu
funkcyjnego, da sie wjakim$ przedziale zmajoryzowad zbieznym sze-

regiem liczbowym, to szereg funkcyjny jestjednostajnie zbiezny w tym
przedziale. To znaczy, jezeli wszystkie wyrazy szeregu funkcyjnego:

@ a CRRC CRELL Y2 CR

spetniajg nieréwnosci:

(0 |[/*(®)[~d* (*-12.
a szereg liczbowy:
© -f A24- 4" Aa4- e

jest zbiezny, to dany szereg funkcyjny jest jednostajnie zbiezny.

Dowod. Szereg (a) jest zbiezny dla kazdego x z danego przedziatu
(na podstawie twierdzenia z § 270). Chodzi jeszcze o zbadanie, czy ta
zbieznos¢ jest jednostajna. Zbadajmy reszte tego szeregu, tj.:

\rnx)l = Y4 ,(@) + m-+*'»)4- - 1=4\fn+m 4 1.+,(®)/4 --
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Stad wynika na podstawie nierownosci (b), ze:

Ir«(#)| A, M- Ant+i-\-
Poniewaz szereg liczbowy (C) jest zbiezny, przeto jego reszta Bndagzy do
zera. Istnieje wiec przy kazdym dodatnim c takie N, niezalezne oczywis-
cie od x, a zalezne tylko od e, ze dla wszystkich w> N jest Rn<'e. Dla
tych wszystkich n bedzie wiec tez:

@)l <e

&to dowodzi, ze szereg (a) jest jednostajnie zbiezny.

Przykiady.

1) Szereg trygonometryczny, oméwiony w przykladzie 2) w § 282,
jest jednostajnie zbiezny w kazdym skonczonym przedziale, albowiem
bezwzgledne wartosci jego wyrazéw nie przekraczajg wyrazow zbieznego
szeregu liczbowego £ (2).

2) Ogolniej, szereg trygonometryczny.

bxsin x -f- b2sin 2a)  Ajsin 3x -j- ...

jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale skoriczonym, jezeli sze*
reg liczbowy, utworzony z bezwzglednych wartosci jego spdtczynnikow:
IK1+ 1721+ 1031+ eee
jest zbiezny. Wynika to stad, ze |bbsin kx| < |A[.
Podobne twierdzenie odnosi sie¢ do szeregu trygonometrycznego,
zbudowanego z cosinusow.

3) Szereg:
1—a2+z4-*6+ (- 1y ..
jest jednostajnie zbiezny w przedziale < —I, jezeli 0
Whynika to stad, ze ‘'Wedy | |<t < 1, a wiec:

J(— 1" < lin
a szereg liczbowy:
1+ 12+ I+ li+ ~-+ Pa+ ..

jest zbiezny, gdy 0 < | < 1, jako szereg geometryczny.

§ 284. Cigglos¢ funkcyj, przedstawionych przez jednostgjnie
, zbiezne szeregi

WidzieliSmy, ze zbiezny szereg funkcyjny, ztozony z funkcyj cig*
gtych, moze przedstawiaC funkcje nieciagta. Okazemy jednak, ze jezeli
szereg funkcyjny, ziozony z funkcyj ciagtych, jest w jakims przedziale
1< 3 b> jednostajnie zbiezny, to przedstawia funkcje ciggly to tym
przedziale.
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Botcid.
Niechaj szereg funkcyjny:

fiix) + /2@ “Hooe Arf{X)A" e —F{x\

bedzie jednostajnie zbiezny w przedziale <[a, b~>. Obierzmy jakiekol-
wiek awewnatrz tego przedziatu. Szereg nasz mozemy przedstawi¢ w postaci:

f(x) = s,() -f rn(x)
gdzie sB() jest sumg czesciowg, a r,,(x) odpowiednig resztg. Dajmy

zmiennej X przyrost h taki, aby wartos¢ x h  nalezata takze do prze-
dzialu <a, Dla tej wartosci jest:

f(x + h)= sa{x+ h)-j-m(x+ h)

Chcemy okaza, ze do kazdej dodatniej liczby £ mozna dobra¢ takie ¢,
ze dla wszystkich |A|<<5 jest \f(x-\-h)—/"(X)j<E.
Przyrost funkcji f(x) przedstawiamy w postaci:

f{x + h)—f(x) = sn(x+ h) —s,,(X) -f m(x-f h)—r,{X)
Stad wynika, ze spetnia si¢ nieréwnosc:
t*+ h)—fx)\g [s.(*+ h—s,[+ [r.(*  W]-f)r.()]

Obierzmy najpierw tak wielkg stalg liczbe w aby sie dla wszystkich
a z przedzialu <a, 06j> epelnjaty nierownosci:

I"«@+ A)| <e$E,

Dla tej stalej liczby wjest s,,@) sumg skonczonej liczby funkcyj
ciggtych, a wiec jest funkcjg ciggta. Mozemy zatem znalezC takie ¢, ze
dla |A|<<3 jest:

Wobec tego jest:

/(® + hy—/‘(aj)|<ie-fi« + te = f dI* I*|<d
a to dowodzi ciggtosci funkcji /(«).

Jednostajna zbiezno$¢ szeregu funkcyjnego, zlozonego z funkcyj
cigghych, jest wiec dostatecznym warunkiem na to, by funkcja, przed
stawiona przez ten szereg, byla funkcja ciagta. Szeregi, omowione w przy-
kladach 4, 5 w § 282, sg wiec widocznie niejednostajnie zbiezne, albo-
wiem przedstawiajg funkcje nieciagte.

Uwaga. Jednostajna zbiezno$¢ szeregu funkcyjnego nie jest jednak koniecznym
warunkiem ciggtosci funkcji, przedstawionej przez ten ezoreg, to znaczy, ze takze nie-
ktdre niejednostajnie zbiezne szeregi funkcyjne przedstawiajg funkcje ciagle. Wystar-
czy zatem nieco obszerniejszy warunek, a mianowicie okazano, ze wystarczy t. zw.

quasi-jednostajna zbieznos€. (Zob. W. Sierpinski, Analiza, Tom I, Oz 2. Wyd. 2.
str. 198 i nast.).
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§ 285. Catkowanie szeregow funkcyjnych

Jezeli jaka$ funkcja jest przedstawiona w przedziale <a, sze-
regiem funkcyjnym jednostajnie zbieznym, ztozonym z funkcyj ciggtych,
to ta funkcja jest ciggta, a zatem istnieje catka z tej funkcji od x —a
do dowolnej wartosci X z danego przedziata. Ot6z udowodnimy twier-
dzenie, ktore pozwoli obliczyC te catke przez catkowanie wszystkich wy-
razow danego szeregu w tych samych granicach, tj. od a do x. Scislej
mowigc okazemy, zo szereg funkcyjny, ztozony z calek wyrazOw szeregu
jednostajnie zbieznego, jest takze jednostajnie zbiezny, a funkcja, przedsta-
wiona przez ten nowy szereg, jest calkg funkcji, przedstawionej przez
dany szereg.

Jezeli wiec szereg ztozony z funkcyj ciggtych:

FI(x)+f29+ ...+ ~(*)+ ..,=/(*)

jest jednostajnie zbiezny w <a, to dla a jest:
J f(xX)dx==j'fl[x)dx+ ff2{x)dx Jf,,(x)dx + ...

a szereg po prawej stronie jest takze jednostajnie zbiezny.
Mowimy kroétko, ze jednostajnie zbiezny szereg mozna catkowal wy-
raz po wyrazie.
Dowdd.
Przedstawmy f(x) w postaci.
f(x) = sn(x) -f rn(x)

Obieramy takie N, aby sie dla i dla wszystkich x z przedziatu
<a, b~> spekiata nier6wnosc:

(a)

co jest mozliwe wskutek jednostajnej zbieznosci danego szeregu. Pome
waz f(x) jest funkcja ciggha, jako suma szeregu jednostajnie zbieznego,
a s,,(xX) jako suma skonczonej liczby funkcyj cigglych, przeto takze
rn(x)="f(x)—sn(x) jest funkcja ciagta. Istniejg wiec catki z tych trzech
funkcyj i mamy:

F(x)=J f{x)dx=J sn{x)dx-\-j rn{x)dx
Stad:

X

Jf{x)dx—Jsjx)dx =J rn{x)dx



Z nierdwnosci (@) wynika, ze dla n> N jest:

|fxr.(., o < C peea o
Zatem dla n”™> N jest: M
(b) Jix) dx—3 n@dxJk «
a to dowodzi, ze: i " .

F{x) — | f{x)dx = lim / s,4x)dx =1 lim S(a)

przy czym S,[X) oznacza n-tg sume czesciowg Szeregu:

X X X

@ Jf,@dx+ jft(x)dx + + J fnfa>)da?-f...

a a

Poniewaz ciag *%(3) jest zbiezny do Fu)), przeto ten nowy szereg
funkcyjny jest zbiezny i rowny calce z funkcji f(x), przedstawionej
za pomocg danego szeregu. Pozostaje jeszcze tylko do okazania, ze ten
nowy szereg jest takze jednostajnie zbiezny. Otéz to wynika odrazu z nie-
rownosci (D). jezeli oznaczymy reszte szeregu <) literg H,[X), to nie-
rowno$¢ (b) mozemy napisa¢ w postaci:

] IFx)| £

dla wszystkich «> N, przy czym N bylo zalezne tylko od t a nieza-
lezne od x.

Szeregi jednostajnie zbiezne mozna wiec zawsze catkowal wyraz
po wyrazie; istniejg jednak takze szeregi niejednostajnie zbiezne, dla ktd-
rych takie catkowanie jest dozwolone. Jednostajna zbieznoSC szeregu
funkcyjnego jest tu zatem tylko warunkiem dostatecznym lecz bynajmniej
nie koniecznym. Twierdzeuie o catkowaniu szeregéw funkcyjnych ma
bardzo wazne zastosowanie w rachunku catkowym: polega na nim cak-
kowanie przez szeregi.

Przykiady.

1) Ze znanego rozwiniecia funkcji:

— = (@1fa¥xt=1—x2+ —@-f*B—....

1ix .
wedtug wzoru clwumiennego (tom 1, str. 411) otrzymamy przez catko-
wanie rozwinigcie funkcji arctg®. | tak ten szereg (geometryczny) jest
Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. IlI. t
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jednostajnie zbiezny dla |® < I < 1, jak to stwierdzilismy w § 283
w przykfadzie 3.

Wobec tego mozemy dla tych @ zastosowaC twierdzenie o catko-
waniu wyraz po wyrazie i otrzymamy:

* X X X X

J\ jAx2—Jd dx~ j 273 J x adx-f-
ozyli:
arctgx —x —”"\®s -j- £®6— - ...

Wizoru tego dowiedlismy ta dla przedziatu < —I, 1]>, przy czym 0<t<jl.

To przedstawienie funkcji aretg® szeregiem jednostajnie zbieznym
otrzymaliSmy w rachunku rdzniczkowym inng, do$¢ zawitg drogg (por.
tom 1, § 141).

Podobng drogg mozna otrzymac szybko rozwiniecie funkgji log(l-j-®)

z szeregu funkcyjnego (Maclaurina) funkcji: 8afunkcjiarcsin®

1
z szeregu funkcyjnego funkcji p— -

2) Catkowanie przez szeregi znajduje najwazniejsze zastosowanie
w tych przypadkach, w ktorych nie potrafimy scatkowac jakiej$ funkcji
elementarnymi metodami. Tak np. chcac obliczy¢ catke Laplace’a

X

rozwijamy funkcje podcatkowg Da szereg Maclaurina:

zbiezny jednostajnie w kazdym skoriczonym przedziale, jak sie o tem
przekonamy w § 288.
Wobec tego:

Szereg ten jest, w mysl twierdzenia o catkowaniu szeregdw, takze jedno-
stajnie zbiezny w kazdym skonczonym przedziale. Obliczmy wartoSC tej
funkcji np. dla ®=1, to otrzymamy:



Szereg ten jest bardzo szybko zbiezny." Tak np. obliczajac jego sume
ezesciowg ztozong z 7 wyraziw,"" otrzymujemy:

9()* yZ (1~ 3+ 10~ 42+ 216~ 1320+ 9366) * 084271

z bledem, nie przekraczajacym co do bezwzglednej wartosci pierwszego
opuszczonego wyrazu (jest to bowiem zbiezny szereg znakozmienny), tj.
2 1

2 75800< 0'00002. Dla tej catki, majacej wielkie znacze-
nie w rachunku prawdopodobienstwa, sporzadzono obszerne tablice licz-
bowe. Dla x — | znajdujemy w tych tablicach W(1) = 0''8427008.

3) Obliczy¢ obwdd elipsy o pdlosiach a—5, 6= 4.

Oznaczajac VS -———1\ otlzymaligmy na dtugosc tuku eliggsy (tom 1

6tr. 139) wzor:
s= aJ* (1 —k%in*tdt
h
Stad dla catego obwodu otrzymamy wzor:

-4 . fr 1—AsSsin*tdt

przy czym a= 5 k— a wiec I*1< [

Te nieelementarng catke (eliptyczng) obliczamy, rozwijajac funkcje
podcatkowg na szereg, a mianowicie przy pomocy wzoru dwumiennego
otrzymujemy:

YL —IBsi*t = {1—k2sin2tf' =1 — [K} k<sin*t 4
+ |Nji*sindl—  A6sin6l-f-...

Szereg ten jest zbiezny dla [fc*sin2# <j L Poniewaz za$ [fc*sin'ty < &
przeto bezwzgledne wartosci .wyrazow tego szeregu funkcyjnego nie
przekraczajg wyrazOw nastepujgcego szeregu liczbowego o wyrazach do-
datnich:

L+ X -g) % +g) e () *r4enz

= 4 P+ 280 B+ A+ SE0 BBt -

ten zas szereg liczbowy jest zbiezny dla |Aj < 1, jak sie fatwo przeko-
naC np. przy pomocy kryterium D’Alemberta. Na podstawie kryteriusa

Weierstrassa jest wiec nasz szereg funkcyjny jednostajnie zbiezny.
P
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Wobec tego catke, o ktéra nam chodzi, mozemy obliczy¢, catkujac
ten szereg funkcyjuy wyraz po wyrazie. Otrzymamy w ten sposob:

Hin Varr ‘lird 'hn

r fi\ 1 11\
s 14 « N —(nj KijFsin*idt-\-  k*J*sindtdi —  ~ ~ sin8frfi 1
czyli:
Y 'hn o>»
s= 40N sin2tdt — SN + —2~t~6
P O 0

Wystepujace tu catki oznaczone obliczaliSmy juz (por. tom I, § 221,
str. 93) i otrzymaliSmy ogolnie:

Vp»
o ey 1.3.5.. ~(2«—1) n
_  SINZRER= e o 2
Wobec tego:
. 1.3 13 ,, 1.35
(8= dac—l —rked 2500y 2468 %2.4.6
1.3.5 1357 j
2.4.6 8'@r
D  *=H>- - - is(0i)V -
L (l.a-ia.™y '
2n—1 \2.4... 2m / /
Jest to ogolny wzor na obwod elipsy. N

Dla n= 5 i b= 4 otrzymujemy stad, zatrzymujac 6 wyrazow tego
szeregu, po wykonaniu tatwych rachunkow, wartosc:

§=.28-3613
Unega Dogodniejszy wzor na obliczenie obwodu elipsy otrzymuje Sig, wpro-
N N -
watizajec zaiast ficzby k— - licztg 12 g_j_bb"
Okazano, ze wtedy:

(13 S

©

Dowod znajdzie czytelnik w podreczniku Kieperta-Stegemanna pt Grundriss der
Differenlial- und Integralrechnung (tom II, wyd. 8 z r. 1903, str. 309—317). Bardzo
dogodny- przyblizony wzér ua obliczenie obwodu elipsy ma postac:

(14)



53

Przedstawiajac a_Ag-_a w [0dlic, a S I\éjo) aVab = at\ —k* i rozwijajac pier-

wiastki wedtug wzoru dwumienbego, mozna stwierdzi¢, ze rozwiniecie prawej strony
tego przyblizonego wzoru rézni sie od doktadnego rozwiniecia, zawartego we wzorze (12),
dopiero w pigtym wyrazie, zawierajagcym Ks.

§ 286. Rozniczkowanie szeregdw funkcyjnych

Do roézniczkowalnosci szeregu funkcyjnego nie wystarcza jego jed-
nostajna zbieznosc.

Udowodniono natomiast, ze do rozniczkowania szeregdw funkcyj-
nych odnosi sie nastepujace twierdzenie.

Jezeli szereg funkcyjny:
u) Ji (®)+ /% (« )+ o oo+ [L(»)+ H0e=[(*)
dozony z funkcyj, posiadajacych ciggte pochodre, jest zbiezny w przedziale
<0, 6> i jezeli szereg pochodnych:
en) M+ [*»+ . . +/[;(»)+ ...
jest to tym przedziale jednostajnie zbiezny, to funkcja e(x), przedsta-
wiona tym szeregiem, jest pochodng funkcji f{x), przedstawionej pierwotnym
szeregiem.

Mowimy, ze w tych warunkach jest dozwolone rozniczkowanie
szeregu funkcyjnego wyraz po wyrazie.

Ustep Il

SZEREGI POTEGOWE. FUNKCJE ANALITYCZNE

§ 287. Zakres zbieznosci szeregu potegowego

Poznane w poprzednim ustepie twierdzenia o ogélnych szeregach
funkcyjnych zastosujemy obecnie do szeregow, ktdre sg szczegdlnie wazne
w teorii i w praktyce, a mianowicie do szeregow potegowych.

Szeregiem potegowym nazywamy szereg funkcyjny postaci:

(15) a0-j- alx -f- ax* -j- ... -f a,sf N a ko

i-0
w ktorym wspotczynniki dt kolejnych poteg zmiennej x sa liczbami
statymi.
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Jezeli za X wprowadzimy nowg zmienng za pomocg podstawienia
X = z—< to otrzymamy szereg funkcyjny:
(16) a0+ °i(*-’«)+ w(*—a) -f...-}+-a,,(s—a)*-f...="a,,[z —uf

*0

zwany szeregiem potegowym dla otoczenia punktu z —a. Szereg (15) mozna
wiec takze nazywaC szeregiem potegowym dla otoczenia punktu x = 0.

Zbadajmy przedewszystkiem zakres zbieznoSci szeregu potegowego,
tj. zbior tych wartosci X, dla ktérych szereg potegowy przedstawia jakas
funkcje, nazwijmy ja P(X).

Jasnym jest, ze punkt x —O0 jest dla kazdego szeregu potegowego
punktem zbieznosci, albowiem:

P(0) = a0

Istniejg takie szeregi, ktore procz tego punktu nie posiadajg zadnego
punktu zbieznosci. Takim jest np szereg potegowy:

1+ 1Ix + 21®2-j- ... -f nlaf - f ...

W tym bowiem szeregu wyraz ogolny: an— n\xP nie dgzy do zera dla
zadnego roznego od zera X, lecz wzrasta nieograniczenie. Moze sie jednak
zdarzy¢ druga ostatecznos¢, a mianowicie istniejg szeregi potegowe, zbiezne
dla wszystkich x, jak np. szereg (por. tom I, str. 395):

X X x0
1 21+ar4"”-
Szereg potegowy, zbiezny dla wszystkich wartosci zmiennej niezaleznej X,
a wiec w catym niewdasciwym przedziale (—o0, -j-00), nazywamy sze-
regiem bezustannie zbieznym.

Okazemy, ze trzecig a zarazem ostatnig kategorie tworzg szeregi
potegowe, zbiezne w pewnym skorczonym przedziale, otaczajgcym Syme-
trycznie punkt X = 0. Nie ma wiec szeregow potegowych, zbieznych
w pooddzielanyeh przedziatach (jak to ma miejsce np. dla szeregu funk-
eyjnego, omowionego W przyktadzie 3 w 8 282) lub w rozrzuconych
punktach. Udowodnimy mianowicie najpierw prawdziwo$¢ nastepujacego
twierdzenia:

jezeli szereg potegowy jest zbiezny dla jakiejsS wartosci x —c, cho-
ciazby warunkowo, to jest zbiezny bezwarunkowo i jednostajnie w kaz-
dym przedziale zamknietym —a?, lezacym wewnatrz przedziatu
<—/|c|5+ |¢> (na drugim koncu przedzialu < —]|c|, -|-|c|> moze
byC szereg zbiezny lub rozbiezny).

Dowod. Wedtug zatozenia szereg:

e

«0 + ca + aae" +
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jest zbiezny. Cigg jego wyrazow musi zatem dgzy¢ do zera, a wiec jest
ograniczony. To znaczy, ze istnieje jakasS liczba K, ktorej nie przekra-
cza bezwzgledna wartoSC zadnego wyrazu tego szeregu. Spelnia sie wiec
dla wszystkich n nieréwnosc:

@)

Obierzmy dowolny przedziat < — lezacy wewnatrz przedziatu

<—4)Id>" OIRI|<|d>a wiec|y|-<I. Pernozmy obie strony

nierdwnosci (a) przez |y |, to otrzymamy:

Dla kazdego & z przedzialu < —xIt X1'> jest a Wieo
ji K. Wyrazy szeregu:
(b) laol + lai®| + l1a2@RaH~ e + \an<tf\-\-

nie przekraczajg zatem dla |x|5S|Xt| wyrazéw nastepujacego szeregu.
0 wyrazach dodatnich:

4 +|2M?| +-+]?1+-)
Jest to szereg geometryczny zbiezny, albowiem jego iloraz = J— <1L

Na mocy twierdzenia o majoryzowaniu szeregbw (8 270) jest wiec sze-
reg (b) zbiezny dla Hj (0 <|c|, a to znaczy, ze dany szereg po-
tegowy:
(d) a0-f- alx - a2®-(- ... -f- anxn-f- nee
jest zbiezny bezwarunkowo dla wszystkich X z zamknietego przedziatu
< — lezgcego wewnatrz przedzialu < —|c|, |c|>n.

Chodzi jeszcze o wykazanie, ze zbieznoSC jest jednostajna w prze-
dziale < — Wykazemy to przy pomocy kryterium Weier-
strassa (str. 45). 1 tak wykazaliSmy zbieznoS¢ szeregu liczbowego:

© |NoH" il xi 14 lacll+ 4“1 | + o

Poniewaz |&,&@'| |a,&’| dla wszystkich x z przedzialu < —xt,Xy>,
przeto zbiezny szereg liczbowy () o wyrazach dodatnich majoryzuje sze-
reg (b), utworzony z bezwzglednych wartosci szeregu funkcyjnego (d),
to za$ dowodzi, ze szereg funkcyjny (d) jest jednostajnie zbiezny w prze-
dziale < —



56

Z dowiedzionego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek: jezeli sze-
reg potegowy jest rozbiezny dla jakiegos x —d, to jest rozbiezny takze dla
wszystkich x, spetniajacych warunek |®| > |<f|, tj. lezacych poza przedzia-
tem < —|d\, |rf| > Gdyby bowiem szereg byt zbiezny dla jakiego$
X, lezacego poza tym przedziatem, to musiatby byC zbiezny takze dla &
w mysl poprzedniego twierdzenia.

Opierajac sie na tych twierdzeniach okazemy, ze szereg potegowy
jest zbiezny albo dla wszystkich x, albo tylko w skonczonym przedziale,
otaczajacym symetrycznie punkt x = 0, albo tylko w punkcie x —0.

Jezeli szereg potegowy jest zbiezny tylko w przedziale (—r, ),
przy czym na koncach tego przedzialu moze byC zbiezny lub rozbiezny,
to liczbe dodatnig r, odpowiadajgcg prawemu koncowi tego przedziatu,
nazywamy promieniem zbieznoSci tego szeregu, a otwarty przedziat
(—r, 1) przedziatem zbieznosci. Jezeli szereg jest zbiezny tylko w punk-
cie g= 0, to promien zbieznoSci ma wartoS¢ r = 0, a punkt ®= 0
mozna uwaza¢ za przedziat zbieznosci, zdegenerowany do jednego punktu.
Jezeli szereg jest zbiezny dla wszystkich x, to przedzialem zbieznosci
jest niewlasciwy przedziat (— o0, -j- 00), a promieniem zbieznosci jest
-j-00. Mozemy wiec wypowiedzieC powyzsze twierdzenie w nastepuja
cej postaci:

zakresem zbieznoSci  kazdego szeregu potegowego jest jaki$ przedziat,
otaczajacy symetrycznie punkt x = 0, przy czym moze to byC przedziat
wihasciwy z koncami lub bez koncow, tj. (—r,r), (—r H\>, < —r,r),
< —r, r>, przedziat niewfasciwy (—o00,-)-00) lub przedziat zdegene-
rowany do jednego punktu ® = 0.

Dowod. Zbidr punktow zbieznosci szeregu moze by¢ nieograniczony
lub ograniczony, a w tym drugim wypadku moze sie skiadaC z wiek-
szej liczby punktow lub tylko z jednego punktu x = 0. Rozwazmy po
kolei te trzy jedyne mozliwosci.

1° Jezeli zbior punktow zbieznosci jest nieograniczony np. z gory,
to biorac pod uwage dowolnie wielkie dodatnie xt, znajdziemy zawsze
W zbiorze punktow zbieznosci punkt dalszy, tj. liczbe c”~>x1- ,Poniewdz
zaS szereg jest zbiezny w ¢, to musi byC zbiezny w przedziale zamknie-
tym < —x1,X1'>, a wiec takze dla xv A zatem szereg jest w tym
przypadku zbiezny dla wszystkich dodatnich x. a co zatem idzie takze
dla wszystkich ujemnych x, a wiec wogdle dla wszystkich x, czyli jest
wtedy bezustannie zbiezny. Do tego samego wniosku dochodzimy oczy-
wiscie, gdy zbior punktow zbieznosci jest nieograniczony z dotu.

2°. Jezeli zbior punktéw zbieznosci jest ograniczony i zawiera wie-
cej niz jeden punkt, to musi istnie¢ kres gorny r tego zbioru (por. tom |,
str. 98). Ten kres gorny r musi byC liczbg dodatnig. ZatozyliSmy bo-
wiem, ze précz punktu x —Q istniejg jakie$ inne punkty zbieznosci, np.
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punkt Xx4=0. W takim za$ razie takze kazdy punkt z wnetrza prze-
dzialu < —|®il» 4*|*il > jest punktem zbieznosci, a wiec np. dla do-
datniego X2, spetniajgcego warunek 0 <Ca2< | |, szereg jest zbiezny.
Zbidr punktow zbieznosci zawiera wiec wtedy liczby dodatnie, a zatem
ich kres gorny musi by¢ takze liczbg dodatnig. Dla wszystkich x >e r
jest szereg potegowy rozbiezny, a stad wynika, ze jest takze rozbiezny
dla wszystkich x < —r, a wiec ogétem szereg jest rozbiezny poza prze-
dzialem < —r, rj>, tj. dla \x\j> r. Dla kazdego za$ x z wnetrza tego
przedziatu szereg musi byC zbiezny. Gdyby bowiem byt rozbiezny dla
jakiego$ X z wngtrza tego przedziatu, to musiatby by¢ rozbiezny dla
wszystkich punktow, lezagcych w przedziatach < —r, —|a? > i
&wiec liczba r nie bytaby kresem gornym (tj. najmniejszg z liczb, ogra-
niczajagcych z gory) zbioru punktow zbieznosci. Wszystkie bowiem liczby
Z przedzialu <C|®|)f> hylyby tez liczbami, ograniczajgcymi z gory
zbior punktow zbieznosci. A wiec dla kazdego X z wnetrza przedziatu
< —r,r  szereg jest zbiezny, dla kazdego za$S X z poza tego prze-
dziatu szereg jest rozbiezny.. W tym zatem przypadku szereg potegowy
jest zbiezny wewnatrz skorczonego przedziatu, otaczajacego Symetrycznie
punkt x = 0, a kres gorny r jest jego promieniem zbieznosci. Twier-
dzenie to nic nie mOwi o zachjowaniu sie szeregu na koncach przedziatu,
tj. dla ®= -j-r i x ——r. Ot6z okazuje sie, ze istniejg zarowno takie
szeregi potegowe, ktore sg zbiezne na jednym lub na obu koncach prze-
dziatu, jak i takie, ktore sg tatn rozbiezne (por. przykfady na koricu tego
paragrafu!). A wiec zakres zbieznoSci szeregu potegowego skilada sie
Z jego przedziatu (otwartego) zbieznoSci i ewentualnie z koncow tego
przedziatu.

3. Jezeli zbior punktow zbieznosci sklada sie tylko z jednego
punktu, to tym punktem jest, jak wiemy, dla kazdego szeregu X —9.

Dowiedlismy wprawdzie w ten sposdb, ze dla kazdego szeregu po-
teg0” ? 0 istnieje promien zbieznosci, nie poznaliSmy jednak zadnego
sposobu wyznaczania jego wielkosci. Otdz bardzo czesto mozna wyzna-
czy¢ ten promien, stosujgc do szeregu, utworzonego z bezwzglednych
wartosci szeregu potegowego, kryterium zbieznosci Cauchy’ego w formie
limesowej (por. § 212, str. 18). | tak weZmy pod uwage wyraz ogolny:

u,= \a,xn|

szeregu:
@ log|+ 1 |4"|ar @1+ ewod"Ln |+
Whystarczy bra¢ pod uwage wartosci X 4=0, albowiem dla X —0 kazdy
szereg potegowy jest zbiezny. Dla tych wartosci X, dla ktorych istnieje

granica ciggu:
n n n

(b) k —KF®'I= M oKk T



68

i jest liczbg mniejszg od 1, szereg (a) jest zbiezny, a wiec takze szereg
potegowy:

(€ 00+ ai”™ + a2*a+ - - + e

jest dla tych x zbiezny i to bezwarunkowo. Jezeli zaS owa granica jest
liczbg wiekszg od 1, to tym bardziej granica wyrazenia |a,Xn| jest liczba
wieksza od i, a wiec bezwzgledna wartos¢ ogolnego wyrazu szeregu (C)
nie dgzy do. zera. Szereg () jest zatem wtedy rozbiezny (nie spetnia sie
dla niego omoéwiony w 8269 konieczny warunek zbieznosci). Granica
ciggu (b) przy x 3=0 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica

g wyrazenia |71aT|. Szereg potegowy jest zatem zbiezny dla tych w,
ktore spelniajg warunek:

©) |®].y<lI
a rozbiezny dla tych x, ktore spelniajg warunek:
\x\'9> 1

a) Jezeli granica g= 0, to |a5]-y = O dla kazdego X, a wiec we-
runek zbieznosci (d) spetnia sie dla wszystkich x\ szereg potegowy jest
zatem wtedy bezustannie zbiezny.

b) Jezeli g =0, to zbieznoS¢ zachodzi dla |®|<9— a rozbieznos¢

dla |®|>§. To dowodzi, ze liczba 6 jest promieniem zbieznosci szeregu,

a wiec:

(17

Woz0r ten mozna rozszerzy¢ takze na przypadek, gdy g= 0, przypisu-
jac wtedy wyrazeniu © znaczenie r = + 00.

C) Oméwilismy przypadki, gdy ciag {]/ Jan|} posiada skoriczong, tj.
wiasciwg granice (rowng zeru lub rézng od zera).. Gdy ten cigg posiada
niewtasciwg granice: g = -\- 0o, to dla kazdego réznego od zera x cigg
(b) jest nieograniczony, a wiec tym bardziej ciag {|anafll} jest nieogra-
niczony, a zatem szereg potegowy (c) jest rozbiezny. Szereg jest wtedy
zbiezny tylko dla * = 0, a wiec promien zbieznosci ma wtedy wartosc
r= 0. Takze i wtym przypadku mozna ujg¢ ten wynik we wzor (17),

uzywajac dla r = —symbolicznej réwnosci: r=«”-= 0.
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DowiedliSmy zatem nastepujacego twierdzenia: jezeli istnieje granica
(whasciwa lub niewtasciwa) ciggu {\\an}, to promien zbieznosci szeregu po-
tegonego (€) ma wartosC r, wyrazong wzorem (17).

Twierdzenie to nie wyznacza wielkosci promienia zbieznosci, gdy
cigg {Haq} nie dazy do zadnej wiasciwej lub niewdasciwej granicy, lecz
oscyluje pomiedzy jakimi$ liczbami.

Uwaga. Wyprowadzono ogolniojsze twierdzenie o promieniu zbieznosci, ujmujace
i ten ostatni przypadek. Ot(’)%] w kazdym razie, nawet gdy nie istnieje wasciwa lub

niewdasciwa granica ciggu ~ to istnieje gorna granica tego ciagu, wiasciwa
>tb niewdasciwa (por. tom |, 8 31); oznaczmy ja:
O P x

(Jezeli istnieje granica g we wiasciwym znaczeniu, to g=g). Otéz Cauchy i Hada*
mard dowiedli, ze promien zbieznosci istnieje dla kazdego ezerogu potegowego i ma
wartosc:

1 1

. 722
lim sup

n—-0

Pomijamy tu dowod tego twierdzenia; dowdd mozna znalezé np. w cytowanym [*
wyzej podreczniku Knoppa (str. 146).

Przyktady:

1) Dla szeregu:

14x - -f-... --xn-f-...
jest a,= 1, JA\a\— 1 stale, a wiec i w granicy r!l%l lla,|= 1 Zatem

|

g—1, a wiec promieniem zbieznosci tego szeregu jest r= —= 1. Na

koncach przedziatu zbieznosci (—1, -F- 1), tj. da x =1 i X——1jest
ten szereg, jak wiemy, rozbiezny.
2) Dla szeregu:

ot @ @0 L OV
Jest: .
2(( I_ « I. 2 —Iul_ 2_
A= lim (i — Jim 2= 2= g
a wiec promieniem zbieznosci jest r = Na prawym koncu przedziatu
zbieznosci (—  + 1), tj. dla x —1, szereg jest rozbiezny (jako szereg
harmoniczny), na lewym zas, tj. dla X = —£ zbiezny, albowiem:

- —1+j —4+
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jest szeregiem znakozmiennym, dla ktorego bezwzgledne wartosci wyra-
z6w dazg monotonicznie do zera
3) Dla szeregu:

B LR L i,

jest;

limy\lalh—limn n= 1=y
awiec r= 1 Na koncach przedziatu zbieznosci (— 1, 4-1) jest ten
szereg zbiezny, albowiem dla «= 1 otrzymujemy szereg £(2)adlaa?= —1
szereg, dla ktdrego f(2) jest szeregiem zlozonym z bezwzglednych war-
tosci jego wyrazow.

Dla kazdej wartosci 0?.z zakresu zbieznosci szeregow potegowych
mozna je do siebie dodawaé i odejmowac tak jak skonczone sumy. Dla
kazdej za$ wartosci z wnetrza przedziatu zbieznosci mozna wykonywac
mnozenie szeregow potegowych tak jak mnozenie skonczonych sum,
poniewaz te szeregi sg wewnatrz zakresu zbieznosci bezwarunkowo zbiezne.

§ 288. Ciggtos¢ funkeji, przedstawionej przez szereg potegowy

Dla wszystkich wartosci zmiennej niezaleznej, nalezacych do zakresu
zbieznosci szeregu potegowego, ma on jakieS skonczone wartosci, przed
stawia wiec jaka$ funkcje P(x) tej zmiennej, okreslong w zakresie zbiez-
nosci. Zatem w tym zakresie jest:

()
= P

Mowimy, ze funkcja P(x) da sie w tym zakresie rozwingC na szereg po-
tegowy.

Funkcje takie mozna uwazaC za bezposrednie uogdlnienie najprost-
szych funkcyj, a mianowicie funkcyj catkowitych wymiernych, tj. wie-
lomiandéw czyli sum skonczonych:

@47 QX 4~c* 47 7e*4"

Wiemy juz bowiem, ze wewnatrz przedziatu zbieznoSci mozna rachowac
szeregami potegowymi tak, jak wielomianami, a wykazemy ponadto, ze
sg one ciggte, catkowalne i rozniczkowalne wyraz po wyrazie.

Najpierw zajmiemy sie badaniem ciggtosci. Wezmy pod uwage do-
wolny punkt x = X0, lezgcy wewnatrz przedziatu zbieznosci, tj taki, ze
|®0] < r. Okazemy, ze funkcja P(x) jest ciggta w kazdym takim punkcie.
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Obierzmy w tym celu pomiedzy |ard a r dwie liczby a; i a;, tak
aby a0l < ® < x2< r. Poniewaz szereg potegowy jest zbiezny dla
oo —a2 przeto jest jednostajnie zbiezny w przedziale < —ar, Q§Z; leza-
eym wewnatrz przedzialu < —as, a8>. Funkcja P(x) jest zatem ciagta
w kazdym punkcie, lezgcym wewnatrz < —@?, a.zatem i w punk-
cie x0 c b d o

Dowiedlismy wiec, ze funkcja, przedstawiona przez szereg potegowy, jest
ciggta w kazdym punkcie, lezagcym wewnatrz przedziatu zbieznoSci tego szeregu.

W szczegolnosci zatem kazda funkcja, przedstawiona przez szereg
potegowy zbiezny nie tylko dla a= 0, jest ciagta w punkcie a= 0. Stad
wyprowadzamy nastepujgcy wniosek o identycznosci dwoch szeregw po-
tegowych: jezeli dwa szeregi potegowe majg te same wartosci dla a—0
1 dla wszystkich a z dowolnie matego otoczenia punktu a= 0, to te dwa
szeregi potegowe sg identyczne, tj. majg wszystkie odpowiednie wspotczynniki
parami rowne. Takie dwa szeregi majg oczywiscie ten sam zakres zbiez-
noci i piajg te same wartosci takze dla wszystkich innych x, nalezacych
do tego wspolnego zakresu zbieznosci.

Dowod-  JJiechay:

a0+ <AO4" adx*4- ...
+6a+ 6 j-.

Pi{x)
F. @)

Wedtug zalozenia jest najpierw P, (0) = Pa(0), tj. a0= b0 Ponadto dla
wszystkich ar*O z jakiego$ otoczenia punktu a= 0 spetnia sie rownosc:
ado x4 xl4-.. =040 & 4" eee
Odejmijmy od tej réwnosci stronami rowno$¢ a0= b0 i podzielmy obie

Btrooy przez x (zakfadajac juz teraz, Zo x 4=0).
Otrzymamy Dowe Szeregi potegowe.
() ad 4 L= L el

Rownos¢ ta zachodzi na pewno dla wszystkich x z otoczenia punktu a= 0,
lecz nie wiemy, czy zachodzi takze dla x = 0. Nazwijmy funkcje, okre-
$long przez pierwszy z otrzymanych szeregbw, QX[X) a przez drugi Q[X).
A wigc jest:

Qlx)= Q 2(x)

dla x 410 z otoczenia punktu a= 0.
Poniewaz kazda z tych funkcyj jest ciggta dla a= 0, przeto:

- Ipe@= GO=a, In@= )= 6

Poniewaz zas Qi {X)= Q[X), przeto i I|m() @= I|mQZ(x) czyll a,—b,.
Odejmujemy teraz te rownosc stronami od rOWnogci . d2|eI|my obie
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strony przez x i wykazujemy w podobny sposob jak poprzednio, Ae
«, = bt i tak dalej, ogdinie a,—bn dla kazdego w a to znaczy, ze obydwa
dane szeregi potegowe sg identyczne, c. b. d o Jezeli wiec jakas funkcja
da sie w otoczeniu punktu x —O0 przedstawiC szeregiem potegowym, to
to jest mozliwe tylko w jeden sposdb.

8 289. Metoda nieoznaczonych wspotczynnikow

Na twierdzeniu o identycznosci szeregdw potegowych polega pewieD
bardzo czesto uzywany sposdb rozwigzywania rozmaitych zagadnien, zwany
metodg nieoznaczonych wspolczynnikow. Mysl  zasadnicza tej metody jest
nastepujaca. Jezeli wiemy, ze jaka$ funkcja da sie rozwingé na szereg
potegowy, lecz nie znamy wspolczynnikow tego szeregu, natomiast znamy
jakie$ zwigzki, zachodzace miedzy tg funkcjg a innymi funkcjami o zna-
nych rozwinieciach, to przedstawiamy te zwigzki jako réwnoSC pomiedzy
dwoma szeregami potegowymi. Przez porownanie wspotczynnikow przy
rownych potegach x po obu stronach tej réwnosci otrzymujemy 6zereg
réwnan, z ktorych obliczamy wspétczynniki nieznanego szeregu potegowego.

Przyktady
1) Przy dzieleniu liczby 1 przez szereg potegowy chodzi o znale-
zienie wspbtczynnikow d) d. znajac wspotczynniki a0==0, ai< <Fjeee

jezeli te szeregi spetniajg rownosc:

@ QX Qe OFCX-Tr o 4-
czyli:

K -J-0,X -J- asx*-f ...)e(@0+ ¢x+ ¢c*x*-f...)= 1
Wykonujemy mnozenie szeregow po lewej stronie, porzadkujac iloczyny
skfadowe wedtug poteg X i otrzymujemy:

aofo+ («w@+ « )X+ (a0c3+ ac -f a, )X+
4*oc3+ « -f-age, -j-a, @B+ ...= 1

Prawg strone mozemy uwazaC za Szereg potegowy:

1+ 0.a>-t-0.®a+ 0-aj9-f...
Z porownania wspotczynnikow obu stron tej rownosci otrzymujemy naste-
pujacy szereg rownan:

a0c0—1

°oci + aic0= 0

°oca'f'aid 4" aa®*“ 9

aoca+ aia+ aaci+ °30= 0
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z ktorych wyznaczamy kolejno nieznane wspdtczynniki c,, 1, cgt... jako
funkcje danych wspdtczynnikow a0, at, a2,... Tak np.:

«©=

2) Zastosujmy metode nieoznaczonych wspdtczynnikow do rozwi-
niecia funkcji tg® na szereg potegowy.

Poniewaz:
sin®
@ cos®
przeto zachodzi zwigzek:
(@ tg® ¢ cos® = sin®

Podstawiamy tu za cos® i sin® znane szeregi potegowe (por. tom I,
str. 399—400), za tg® zas szereg potegowy 0 nieznanych wspotczynnikach:

tg® = 0-j- oXes4- ca®2-f- 3B+ ...

Eatwo okazac, ze wspotczynniki o parzystych wskaznikach sg zerami i po-
zostaje rozwiniecie:
tg® = g®+ QR3-f 6@ -f...

Zatem wzor (a) przyjmuje postac:

(CX®+ + &@8)00 - ~lr+ ooo) ce
®3 .®3 ®7
—®—31+ 51 7]+ "
Wykonujemy po lewej stronie mnozenie szeregbw potegowych i otrzy-
mujemy:

®3 ,aB8 O®7

o® 3 & TT"

Przez pordwnanie wspGlczynnikow obu stron otrzymujemy nastepujacy
szereg rownan:

e —1 |_

*  2r——3i

) i

3 224 6!
t £s H

7721 AT el 7!
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Z tych rownan otrzymujemy Kolejno:

) C|— l, CS"‘ (g— e’ —_ o0
a Wiec:

(19 Ig®=® + gR3-I- &®5-|- ggR7+ ...

Metoda nieoznaczonych wspotczynnikéw nie daje zadnej wskazowki, doty
czace] zbieznosci utrzymanego szeregu. Inng drogg okazano, ze ten sze-
reg jest zbiezny dla |®|<£1, tj. po obu stronach zera az do najblizszych
punktow, w ktérych tg® przestaje by¢ funkcjg ciggla (por Knopp.
1 e str. 245—6).

Niechaj czytelnik zbada w podobny sposdb rozwiniecie na szereg
potegowy funkcji (parzystej), okreslonej wzorem:

7 dla®J=0, a y—1 dlax=20

Metody nieoznaczonych wspolczynnikéw uzywa sie czesto przy roz
wigzywaniu skomplikowanych zagadnien, a szczegdlnie przy rozwigzywe-
niu rownan rézniczkowych, ofczem bedzie mowa w nastepnym rozdziale.

Dotychczas zajmowalismy sie tylko szeregami potegowymi w oto-
czeniu punktu x —O0, tj. szeregami postaci:

() a0+ ai* + @*@®"-+-eee= P(X)
Wszystkie te rozwazania mozua przenieSC na szeregi potegowe w oto-
czeniu dowolnego innego punktu x = a, tj. na szeregi postaci:
(fo+ M® —0) + M@®—«)2+ ... + i,(®-a )n-f ...
Kladac tu x —a—x\ otrzymujemy bowiem szereg potegowy:
« b0-\- bxx" -\-b3x'2 A-..
w otoczeniu punktu x' —O0. Promien zbieznosci tego szeregu wyzuac-za
sie z wspGlczynnikow bn tak samo, jak promien zbieznoSci szeregu w oto-

czeniu punktu 1= 0 z wspolczynnikow an. Przedziatlem zbieznosci jest
odcinek, przepotowiony punktem x = a

8 290. Catkowanie i rozniczkowanie szeregow potegowych

Widzielismy, ze kazdy szereg potegowy jest jednostajnir. zbiezny
w kazdym przedziale, lezgcym wewngtrz zakresu zbieznosci, wyrazy za$
jego sg funkcjami cigglymi. Wobec tego (por. 8 285) jest dozwolone cal-
kowanie tego szeregu wyraz po wyrazie. A wiec funkcja, przedstawiona
przez szereg potegowy, jest catkowalna, a catka jej jest rowna funkcji, >
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przedstawionej przez szereg, zkozony Z calek vvyrazc')w danego Szeregu. Do
kazdej wiec funkcji, przedstawionej przez szereg potegowy, mozna sto-
sowaC wewnatrz zakresu zbieznosci metode catkowania przez szeregi,
oméwiong w § 285, w ktorym tez podano przykiady stosowania tej metody.
Zbadajmy teraz rozniczkowalno$d szeregbw potegowych. Tworzymy w tym
odla szereg, zlozony z pochodnych wyrazéw szeregu: *

@ P(x)= 00-f 0a?-j- aixi 4- a3x34* eee4* + o
a mianowicie szereg:
(b) 000 = ax4- 2aax 4 3&,@+ oo+ *GNRI" 4" oo

Wszystkie wyrazy tego szeregu sg funkcjami cigglymi.

Jezeli ten nowy szereg jest jednostajnie zbiezny, to przedstawia on
pochodng funkcji P(x) (por § 286). Otéz ten nowy szereg jest takze
szeregiem potegowym (0 innych wspdtczynnikach) a wiec jest wewnatrz
Sswego przedziatu zbieznoSci jednostajnie zbiezny. Chodzi jeszcze tylko
0 zbadanie, jaki przedziat zbieznosci posiada ten nowy szereg. Okazemy,
ze szereg (b) ma ten sam przedziat zbieznosci, co szereg (a). W tym celu
udowodnimy, ze kazdy punkt, nalezacy do przedziatu zbieznosci szeregu (),
nalezy takze do przedziatu zbieznosci szeregu (b) i na odwrot.

I tak niechaj punkt x1 nalezy do przedziatu zbieznosci (—r, r)
szeregu (a). Obierzmy w przedziale zbieznosci dowolny punkt xO taki,
aby [a?| < |#0] < r, a wiec dla x = X0 szereg jest zbiezny.

Wobec tego cigg wyrazéw arxHjest ograniczony (wyrazy te bowiem
dazg do zera). Istnieje wiec taka stala liczba A, ze:

'
Ogolny wyraz szeregu (b) ma dla x = x| postac:

A wiec:
<kK-n qn-1
przy czym:
Zatem:
il < *e 1

\2aix1\< AT-2q
|3a3aq < K-oqf

tUchonek rézniczkowy i catkowy. T. 11
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Poniewaz szereg: K-\-K-2q-}-K*3qi-j-... jest zbiezny (por § 871
str. 16), przeto takze szereg:

1011 + 12° 25 + | 3a38( f-...

jest zbiezny, a to dowodzi, ze szereg (b) jest w punkcie xx zbiezny (i to
bezwarunkowo). A wiec kazdy punkt & nalezacy do przedziatu zbiez-
nosci szeregu (a), nalezy takze do przedziatu zbieznosci szeregu (b)

Udowodnimy teraz prawdzinwo$C twierdzenia odwrotnego. | tak
jezeli xt nalezy do przedziatu zbieznosci szeregu (b), to szereg:

K1 + |2aaaal + 13a3 |

jest zbiezny. Mnozac wszystkie jego wyrazy przez |as,|, otrzymamy nowy
zbiezny szereg:

°i®z] + 122RY + [3«S*M + eee

Wyrazy tego szeregu sg niemniejsze od wyrazow szeregu

K®»l+ K*j|+ K® a |+

a zatem | ten drugi szereg jest zbiezny, a wiec i szereg:

Kl+ K®il+ K®SI+ K®2|+

jest zbiezny, to za$ dowodzi, ze dla x —xa takze szereg (a) jest zbiezny
(i to bezwarunkowo).

Z rozwezan tych wynika, ze funkcja, przedstawiona przez szereg po-
tegowy, postada pochodng wewnatrz przedziatu zbieznosci, a pochodng te
przedstawia szereg, utworzony z pochodnych wszystkich wyrazow danego
szeregu, zbiezny w tym samym przedziale, co pierwotny szereg.

Dozwolone wigo jest rézniczkowanie Szeregu potegowego Wyraz po
wyrazie.

Poniewaz do nowego szeregu gtosuje sie znowu to samo twierdzenie,
przeto funkcja, przedstawiona przez szereg potegowy, posiada pochodne
wszystkich rzedow, a oblicza sie je przez kolejne rézniczkowanie Bzeregu
potegowego

Twierdzenie to odnosi sie zaréwno do szeregow potegowych w oto-
czeniu punktu x = 0 jak i do szeregbw w otoczeniu dowolnego innego
punktu x —a

Za pomocg wartosci funkcji, przedstawionej przez szereg potegowy
i kolejnych jej pochodnych w jednym punkcie mozna wyrazi¢ wszystkie
wspGtczynniki szeregu potegowego.

| tak z wzoru:

f(X) —o0-f Oj®! - f -f aaad? -j- ... -|- aB<T-f- ...



otrzymujemy:
Iworzymy pochodng:
f‘)—1eai 't 2eaax 4 3+3x24 ...4 meanx*~}4 ..
a stad, kladac x = 0, otrzymujemy:

f (0)= 13
Z drugiej pochodnej:

f'(X) = 1e2eaa4 2¢3°a3®+ ...4 Ne(«—1)eaq®*84 <
otrzymujemy:

["(0)= 21*na
Ogdlnie z pochodnej otrzymujemy:
Z1)(0)= nila,
a zatem:
0)

Wobec tego mozna przedstawi¢ dany szereg potegowy w postaci:
(20

to zas$ jest szereg Maclaurina. Widzimy wiec, ze rozwiniecie funkcji
na szereg potegowy jest. jej szeregiem Maclaurina. Stosujgc to samo
rozumowanie do szeregu potegowego dla otoczenia dowolnego punktu
X = XX tj. do szeregu:

f(x) = bad-bl\x —) 4 ba(x —gji4 =4 —x)b4 e

stwierdzamy, ze ten szereg jest identyczny z szeregiem:

fx) =f{xfh + M (X- x94 — (@ xff4
(21)
4 ne=n f{'}])I()Q(x —xn-4-...
|

tj. z szeregiem Taylora.
A wiec rozwiniecie funkcji na szereg potegowy w otoczeniu dowolnego
punktu jest jej szeregiem Taylora.
6*



Rozwijanie funkcji na szereg Maclaurina lab Taj lora i roz
wijanie funkcji na szereg potegowy jest wiec tym samym zagadnieniem,
rozwiniecia te sg bowiem identyczne. Klasa funkcyj, dajacych sie rozwi-
ngC na szereg Maclaurina lub Taylora, jest wiec identyczna z klasg
funkcyj, przedstawialnych przy pomocy szeregow potegowych.

8§ 291. Szeregi potegowe zmiennej zespolonej

Wiasnosci  szeregdw potegowych, poznane w poprzednich paragra-
fach, odnoszg sie bez zasadniczych zmian takze do takieh szeregow po-
tegowych:

ao+ ais+ 02**'+

w ktérych zarGwno zmienna z jak i wspdtczynniki ak mogg przybierac
wartosci  zespolone. W szczegdlnosci wszystkie rozwazania i twierdzenia
0 promieniu zbieznosci stosujg sie do tego ogolniejszego przypadku, z tg
tylko rdznica, ze zamiast przedziatu zbieznosci na osi liczbowej wyste-
puje tu koto zbieznosci na plaszczyznie liczbowej.

I tak dochodzimy tu do rozréznienia nastepujacych trzech jedynie
mozliwych przypadkdw.

1) Szereg potegowy moze byC zbiezny tylko w jednym punkcie
z — O plaszczyzny liczbowej; méwimy wtedy, Ze jego promieniem zbiez-
nosci jest r= Oa jego zakresem zbieznosci jest koto o promieniu r —O0.

2) Szereg potegbwy moze byo zbiezny we wszystkich punktach z
ptaszczyzny liczbowej; szereg taki nazywamy bezustannie ibieznym. Jego
promieniem zbieznosci jest wtedy r 00 a jego zakresem zbieznosci
jest cata ptaszczyzna liczbowa czyli koto o promieniu r= -f-0°.

5) Szereg potegowy moze byo zbiezny dla wszystkich liczb zespo-
lonych z spetniajgcych nierdwnos¢ || <r, a rozbiezny dla wszystkich
z, spetniajacych nierdbwnos$¢ |2|>?\ Dodatnia liczba r jest wtedy pro-
mieniem zbieznosci  szeregu, a wszystkie punkty wewnatrz kota o pro-
mieniu r o Srodku w poczatku ukladu nalezg do zakresu zbieznosci tego
szeregu. Wiemy bowiem, ze bezwzgledng wartoscig liczby zespolonej:

jest:
\z\=z\x A-iy\ = \X%A-y*
Warunek "iec 2j<jr ma dla takich liczb oostac:
\x2-(-y2<r

czyli:
4-y' < w*

%
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a to znaczy, ze te punkty z lezg wewnatrz kota o promieniu r. Dla roz-
maitych liczb, spetniajacych réwnanie |z| = r, tj. lezgcych na okregu
tego kola, moze byo szereg zbiezny lub rozbiezny.

We wszystkich tych przypadkach mozemy mowiC o kole zbieznosci
(degenerujacym sie do jednego punktu w przypadku r—0, a zamienia-
jacym sie na calg ptaszczyzne w przypadku r= -f-oo, tj. w przypadku
bezustannej zbieznosci).

Zakresem zbieznoSci szeregu potegowego jest zatem zawsze jakie$ koto
0 srodku w poczatku uktadu, przy czym punkty, lezgce na samym okregu,
moga byd punktami zbieznosci lub rozbieznosci.

Teraz dopiero nabiera pelnego znaczenia nazwa: ,,promien zbiez-
noscid dla liczby r.

Rozwazania te odnoszg sie takze do szeregbw potegowych w oto-
czeniu dowolnego punktu, réznego od z —O0, tj. do szeregu:

bo+ hi(z~ *i)4- K@z —zi)2+ e+ K(Zz—2zXn+ ...

nalezacego do otoczenia punktu zx4=0. Srodkiem kota zbieznosci jest
dla tego szeregu punkt, odpowiadajacy liczbie zespolonej zv

Szereg potegowy przedstawia funkcje zmiennej zespolonej, ktorej
zakresem istnienia jest wnetrze kota zbieznosci, a czasem takze niektdre
lub wszystkie punkty, lezace na okregu tego kota Jest ona wewnatrz
tego kofa ciagta i rézniczkowalna nieskonczenie wiele razy, a pochodng
otrzymuje sie, rozniczkujac szereg potegowy wyraz po wyrazie. Funkcja
ta posiada takze calke nieoznaczong. Okazano, ze takze catka krzywo-
liniowa (ktéra wystepuje w tym wypadku zamiast catki oznaczorej) ist-
nieje i jest niezalezna od drogi catkowania, jezeli ta droga lezy catkowi-
cie wewnatrz kola zbieznosci. Zarowno catke nieoznaczong jak < catke
krzywoliniowa (W przypadku, gdy droga catkowania lezy wewnatrz kota
zbieznosci) otrzymuje sie, calkujac szereg potegowy wyraz po wyrazie.

Funkcje, okreslone przez szeregi potegowe, sg wiec wewnatrz kola
zbiezuosci bardzo regularne: mozna nimi rachowa¢ podobnie jak wielo-
mianami. Funkcje, przedstawiong przez szereg potegowy wewnatrz kota
zhieznosci, nazywamy funkcjg analityczng w tym obszarze.

Do funkcyj .analitycznych (w pewnym obszarze) nalezg wszystkie
funkcje elementarne i wiele innych funkcyj przestepnych. Uzywajac sze-
regbw potegowych, na ktore dadzg sie te funkcje rozwingC, mozemy roz-
szerzyC definicje znanych funkcyj elementarnych zmiennej rzeczywistej
na funkcje zmiennej zespolonej i bada¢ ich wtasnosci w tym rozszerzonym
zakresie. Wykrywamy w ten sposob nieraz nowe, bardzo interesujgce
zwigzki, zachodzace miedzy funkcjami elementarnymi i dopiero z tego
0gblnego punktu widzenia uzyskujemy zupelne zrozumienie ich natury.
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Zastosujemy te m*tode badania do funkcji wykfadnicze] » Funkcja
ta da sig, jak wiemy, przedstawiC szeregiem potegowym:

1 L* + a3 X'
¥ L+ 20+31+-+N + - =%

Zbadajmy ten szereg potegowy dla zespolonej zmiennej z, a mianowicie
szereg:

"1+ n+lr+sr+-+5 +

Jest on bezustannie zbiezny, tak samo jak szereg potegowy funkcji e
Okresla wiec jaka$ funkcje w cale] plaszczyznie. Oznaczmy te funkcje
takze i teraz symbolem €, a wiec:

z*

(22) "+ 2+ B+ ~+5t+— | £T

e

Mozemy to uczynic, poniewaz symbol € nie miat dotychczas dla nas za-
dnego znaczenia, gdy z nie bylo liczbg rzeczywistg a dla z rzeczywistych,
np. z= X, szereg ten istotnie przedstawia funkcje wyktadnicza €% Nada-
lismy w ten sposob SciSle okreslone znaczenie potegowaniu liczby e przez
wyktadnik zespolony. Tak samo dla kazdej innej dodatniej liczby a mo-
zemy teraz definiowaC potegowanie przez dowolny wyktadnik, rzeczywi-
sty lub zespolony, przedstawigjagc to a w postaci:

a—elos
i kladac:

23) - &= &I

W ten sposdb nadaliSmy sens takiemu np. wyrazeniu, jak: 3vr* czyli 3;
jest to mianowicie liczba zespolona elogs, przedstawiona nastepujgcym
zbieznym szeregiem:

. tlog3 i2log*3 i8I0983+
n»~ 2 3

OtrzymaliSmy w ten sposob potegi nowego rodzaju. Zachodzi pytanie,
czy do tych nowych poteg stosujg sie te same reguty rachunkowe, co do
zwyklych poteg o wyktadnikach rzeczywistych. Najwazniejszg taka re-
gulg jest mnozenie poteg o rownych zasadach:

=3

= a‘-l-y
Zbadajmy, czy podobna reguta stosuje sie do iloczynu poteg: €'ee* 0 wy-
ktadnikach zespolonych.



Otoz wedtug definicji takich poteg, jest!
A=+t [+S+-

+ N+ o+ +
Stad:

+ toee)e(l +if+|r+"-+-.)

Wykonujemy mnozenie tych szeregbw potegowych, grupujac iloczyny
sktadowe wedtug stopni wyrazow, zawierajgcych potegi liczb zxi z
i otrzymujemy:

*=1+ y]-(X+ B+ 2f(zi+ 2«1+ 22+

+ g +327?zat+ Zlz|-h2A)4*”’
Zatem:
g<er= 1-f + + *)* + (*id* 2+ "*

W mysl wzoru (22) przedstawia szereg po prawej stronie warto$¢
funkcji wyktadniczej dla z = zx  zz, tj. €'1H*
A wiec:
E* Ex*=ert™
Reguta mnozenia poteg o zasadzie e a o wykladnikach zespolo-

nych, jest wiec taka sama, jak dla wykladnikéw rzeczywistych.

Regula ta utrzymuje sie takze w mocy dla poteg o dowolnej dodat-
niej zasadzie a.

Z tej reguly wyprowadza sie inne reguly potegowania. Istniejg
jednak takze iiine zwigzki pomiedzy potegami, niespotykane w zakresie
zmiennej rzeczywistej. | tak zbadajmy funkcje wykladniczg dla czysto
urojonych wyktadnikéw, np. dla z—iyt przy czymy jest liczbg rze-
czywistg. Otrzymujemy:

Szeregi, zawarte w nawiasach, przedstawiajg rozwiniecia, funkcyj cosy
i siny, a zatem:

(24) &’= cosy -Fisiny
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WZzor ten jest bardzo dogodny do obliczania poteg o wykiadniku urojo-
nym, nie trzeba bowiem uzywaC nieskonczonych szeregbw, a wystarczg
tablice funkcyj trygonometrycznych. Tak np. wartoSC potegi 3'= €laf=
= cos (log 3) —i sin (log 3), a to mozna obliczy¢ przy pomocy tablic.

Bezwzgledna warto$¢ kazdej potegi liczby e o czysto urojonym wy-
ktadniku jest rowna 1, albowiem:

17 = 7sinadt -f- cos2# = 1

Wszystkie zatem punkty ptaszczyzny liczbowej, odpowiadajgce urojonym
potegom liczby e lezg na okregu kota o promieniu 1.

Mozemy teraz obliczyC bez uzycia szeregu potegowego takze potege
liczby e o wykfadniku zespolonym: z~ x iy, a mianowicie:

(25) t*—ecty—e*e(cosy -f- i sin y)

Z tego wzoru wyprowadza sie bardzo wazny a nieoczekiwany wniosek.
I tak wartos¢ prawej strony nie zmieni si¢, gdy za y podstawimy
y+ 2n,y—+4Tl ogolnie y-\-2kn o catkowitym k, poniewaz liczba 2n
jest periodem funkcyj siny i cosy. Wobec tego takze lewa strona wzoru
(25) Die zmieni wartosci, gdy za y podstawimy y-\-2kn, a wiec:
C* — g*+6' — gt+ily+zhn) —yc+iy+Ilkiu__.A+viri
Zatem:
(26) N2 O

Wzor ten dowodzi, ze funkcja wyktadnicza €l jest funkcjg periodyczna,
a mianowicie posiada czysto urojony period 2kni.

Kladac w tym wzorze z—(a k—1, otrzymujemy nastepujacy
zZwigzek, pomiedzy liczbami g n, §, tak waznymi w analizie matematycznej:

(27)

Na uwage zastugujg tez nastepujace specjalne przypadki wzoru (24):
eni= cos n-|-isinn= —1+44.0=—1
ei*'= cos " f-isinl= g c ze1= 4%
ea: cos(-J)-ftsin (-f)=0-t.I

Uzywajgc wzoru (24), mozemy uzyskaC bardzo proste zwigzki mig-

dzy funkcjami trygonometrycznymi zmiennej rzeczywistej, a funkcjg wy-
ktadniczg zmiennej urojongj. | tak:



e* «ncosX {- i sinx
exX—cosx —ising
(P-}exd= 2cosx
e —e~xI= 21SINX

Stad wynikajg nastepujace wzory Eulera:

(28) COSX = 4-(&*-f- e X)
(289) sin ®= il| (€ — e=x)

Tych wzordw mozna uzy¢ z pozytkiem przy catkowaniu dodatnich cat-
kowitych parzystych poteg funkcyj sin X i cos x.

Podstawia sie mianowicie zamiast Sin2'x lub cos2'x wyrazenia

lub (ed—e~x)1 i rozwija sie potegi dwumianéw wedlug wzoru Newtona.

Otrzymujemy w ten sposdb zamiast skomplikowanych wzoréw redukcyjnych, stuzacych
do obliczania catek z funkcyj sin2'x, cos2'x, catke z sumy poteg postaci efa/, ktoro

catkujemy odrazu, a mianowicie f ekddx=1i ekd. Po wykonaniu catkowania zbie-
ramy razem odpowiednie pary eM, i zastepujemy je funkcjami cosfca: lub sin hx.
Z wzoru (24) wyprowadzimy bardzo wazny wzor Moivre'a. Pod-
nieSmy obie strony wzoru (24) do potegi mf to otrzymamy:
@)= e —(cosx + isinx)n
ale e = cosmx -f-ibidmx, a zatem:

(29) (cos x -f- i sin X)m—cos mX -j- i sin nix

Wizér ten ma bardzo liczne zastosowania w algebrze i w analizie.

Wykonujac po lewej stronie potegowanie i pordwnujac ze sobj
czesci rzeczywiste i czysto urojone, mozna otrzymaé wzory, Wyrazajace
cos tnx i sinma; za pomocg poteg funkcyj sina? i cos& Checac za$ uzy-
skaC przeciwnie, wyrazenie poteg funkcyj sina; i cosg za pomocg Sinu-
sow i cosinusdw wielokrotnosci kata x, podnosimy obie strony wzordw
Eulera do m+ej potegi. W ten sposob otrzymamy:

2meos™* X — (e -f- e~*)m=1
— d*1j- m emfo -1 (f)) J-... f- Me-€=iX-f e
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Zbierajgc tu razem po dwa odpowiednie wyrazy od poczatku i konca,
otrzymujemy znowu na podstawie wzoru Eulera:

2*008"'®= 2000 ®4-2 () cos (MN—2J@-J*eef-2  ®
(30) dla nieparzystych m

= 208mx -2 () cos (m—2) @1+ | dla parzystych-m
Kladac tu f -\-x zamiast ®& otrzymujemy po wykonaniu rachunkow:

2rmin"®=.(—1)T-2Yﬁ$ —  c0s (M—2)®+

-J- (3)cos (m — 4)® f-J(—1)5 jj dla parzystych n

(309 mi r _ ) _ .
(— 1) » 2 sinm®—(")sin (N— 2) ®-j- (£) sin pw—4)®-j-

+ ...+ (-1 (5 .)sin® dla nieparzystych n

Te wzory bywajg stosowane w rachunku catkowym przy obliczaniu
catek z poteg funkcyj sin® i cos® dla wyktadnikéw parzystych natural-
nych, Przy pomocy tej rozszerzonej definicji funkcji wyktadniczej mozna
uzupetni¢ pewna luke w matematyce elementarnej. Okre$la sie mianowicie
w matematyce elementarnej tylko logarytmy liczb dodatnich. Obecnie mo-
zemy rozszerzyC te definicje takze na liczby ujemne i ogolnie na dowolne
liczby zespolone. Trzymamy sie mianowicie ciggle tej samej zasadniczej defi-
nicji, a mianowicie: logarytm jest to funkcja odwrotna wzgledem funkgji
wykltadniczej. Jezeli wiec: z —€”, to: v—logez. Jezeli z= x iy, to
w jest na ogot takze liczbg zespolong: w= u-f-iv. Chodzi wiec 0 wy-
znaczenie rzeczywistych liczb w v z warunku:

®-f-iy = euth
Na podstawie wzoru (25) otrzymujemy:
®-f-iy = €“(cosv-j-isinv)
Lewa strone mozna takze wyrazi¢ za pomoca funkcyj trygometrycznyeh,
uzywajac na ptaszczyznie liczbowej wspotrzednych biegunowych zamiast
prostokatnych, a mianowicie kladagc X—rcos y = rsin  przy czym

r= |[®+ # 9= arctg— Wobec tego powyzszy wzor przyjmie postac:

r (cos &-f-isin#) = &“(cos u-j“*snv)
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Liczby zespolone, stojace po obu stronach tej réwnosci, musza mie¢ rowne
wartosci bezwzgledne, a argumenty (katy) rowne lub réznigce sie tylko
0 wielokrotnos¢ liczby 2n. A wiec:

g&—r, v=a&-\-2kn
3tad u= log, r. Wyznaczylismy zatem szukang pare liczb: wv. WWobec tego:

w= log,z—u iv—Ilog,r-f-i(9 -} 2kn)
czyli:

(3D) log, (x + iy) = log,\x2+ ya-j-i%arctg| + 2kn

Widzimy zatem, ze logarytm kazdej liczby, nawet dodatniej, jest funkcjg
nieskonczenie wielowartosciowa, mozna bowiem w tym wzorze podstanmiac
za k liczby: 0, ~ 1, £2, ... Pochodzi to z periodycznosci funkcji ew
Dla A;=0 otrzymujemy liczbe, zwang wartoscig gtowna logarytmu.
Przyktady.
) Dlaz—1jestr= 1 9= 0, a wiec:

log, 1=*0-\-i(0-\-2kri) = 2kni

przy czym k—0, +1, + 2, .. Wartoscig gtowng jest liczba 0. Potegu-
Jjac zasade e przez kazda z tych liczb, otrzymamy zawsze na wynik liczbe 1.

Dla logarytmu o zasadzie 10 otrzymujemy tu takze nieskoriczenie
wiele wartosci, albowiem:

logio 1= logioeelog. 1= 0-43429...*2kni

2 WeZzmy z——10. Wkedy |z| = 10, 9 = \n (por. fig. 6)
Obliczmy log,0(— 10) i
Z wzoru (31) otrzymujemy:

log,(—I10)=log, 10-f i(.n-\-2kn)

& «180*
Stad za$ wynika, ze:
logio (— 10)= log10e(log, 10 -f - 0 X
A-i{n+ 2kn)) = | +
|-0-43429... Tit(2i-j- 1) Fg. 6.

Glowng wartoscig tego logarytmu (tj. dla k= 0) jest zatem liczba
zespolona:
logio(— 10) = 1+ 043429...ni

Wszystkie inne wartosci sq takze zespolone.
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3) Obliczmy log.z. Poniewaz z = i, |z| = 1, # = przeto:
logei = log,, I A-i[\n -\-2kn) —~ni-\- 2kni

Wartoscig gtownag jest:
logei — kni

Woprowadziwszy te ogdlng definicje ‘logarytmu, mozemy teraz uogdlnic
definicje potegi na dowolne zasady (dotychczas bowiem rozwazaliSmy
tylko potegi o dodatnich zasadach). Wychodzimy z wzoru: a==elay¢? kto-
rego uzywaliSmy dotychczas tylko dla dodatnich liczb a. Obecnie ma ten
wzor ScisSle okreslone znaczenie takze dla dowolnych zespolonych a
Potege ab o dowolnej zasadzie a okreSlamy zatem za pomocg wzoru:

a*—eb'0¥a
Jezeli wiec a= X -j-iy, b—u-J-it to
(x -f- iy)"Ht'= ectbiof (:O)

Potega ta jest w ogolnosci wielowartosciowa, poniewaz log,(® + *y) jest
wielowartosciowy.
Tak np.:

ji _ ei\o%,i — et(tni-\-2k7iA _ e~{£n-\-2kn)
Dla A= 0 otrzymujemy warto$¢ gtowna;
il—
awiec otrzymaliSmy na .wynik liczbe rzeczywistg. Takze dla innych k
otrzymujemy wartosci rzeczywiste.

tatwo mozna okazaé, ze przy catkowitym wyktadniku b otrzymu-
jemy tylko jedng warto$¢ potegi, przv utamkowym wymiernym wykiad-

niku 6="" otrzymujemy tyle wartosci, ile jednostek zawiera mianownik

uproszczonego utamka V' a przy niewymiernym lub urojonym wykiad

niku otrzymujemy nieskonczenie wiele wartosci

Szczegllnie wazne jest badanie za pomocg szeregbw potegowych
nieelementarnych funkcyj przestepnych, jak np. funkcyj eliptycznych.
Teoria funkcyj analitycznych zmiennej zespolonej jest jednym z najob-
szerniejszych i najdoktadniej opracowanych dziakow matematyki wyzszej.
Znalazty one bardzo rozlegte zastosowanie w rozmaitych dziatach tech-
niki (np. w elektrotechnice, aerodynamice, geodezji) W polskiej litera-
turze posiadamy do tego przedmiotu tylko jeden, przestarzaly juz dzisiaj,
podrecznik J. Puzyny p. t Teoria funkcyj analitycznych (2 tomy, Lwow
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1838—1900). Natomiast obca literatura obfituje w znakomite podreczniki
z tego zakresu. Wymienimy tu tylko nastepujace, bardzo rozpowszech-
nione podreczniki: K Knopp, Funktionentheorie (2 tomy, Sammlung
Goschen, wyd. 2, 1918, 1920 r.) i A Hurwitz-R. Courant, Funk-
tionentheorie (Berlin, wyd 2, 1925 r.).

Ustep IV
SZEREGI FOURIERA

291, Interpolacja trygonometryczna

Obok szeregbw potegowych odgrywajg bardzo wazng role w mate-
matyce czystej i stosowanej szeregi funkcyjne, zbudowane z funkoyj try-
gonometrycznych, a mianowicie szeregi postaci:

(fiCoso:  blsinx) + (a2cos2 a’émf rasin 2x) -|-
+...4- (a,,cosnx-\-bBionx) + ...= " (aBcosnx-f-B,sinnx)
nl

Szeregi takie, zwane szeregami trygonometrycznymi,- nadaja sie bardzo
dobrze do ujmowania we wzory matematyczne zjawisk periodycznych.

Nauke o szeregach trygonometrycznych nawigzemy do interpolacji
trygonometrycznej, tj. do przedstawiania szukanej funkcji w przyblizeniu
za pomoca skorczonej sumy postaci:

TW (te)= y= 4° + aicos® sin* + °aC082* + 235+
-f ...+ arcosrx 4-rrsinrx

zwanej wielomianem trygonometrycznym. Wzor ten przedstawia funkcje
periodyczng. Periodami poszczegdlnych dodajnikéw sg liczby 2n,

£2n,. .., ~2n, wspolnym za$ periodem wszystkich dodajnikow jest naj-

wieksza z tych liczb, tj. 2n, a zatem:

y{x + 2n) —y[x)

Taki wielomian nadaje sie dobrze do aproksymowania funkcji g(x) o perio-
dzie 27T, okreslonej dla wszystkich X Jezeli za$ chodzi o aproksymo-
wanie funkcji f{X) o innym periodzie p, to trzeba tylko zamiast x wpro-
wadziC nowg zmienng  zZwigzang ze zmienng X za pomocg Proporcji:

X X—p:2n
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Stad:

Gdy x' zmienia sie od 0 do 2, to < zmienia sie od 0 do p. Do apro-
ksymacji funkgji:

m=f[~]=3W)"

/
nalezy zastosowaC wzor (33), tj. zastapi¢ jg w przyblizeniu wielomianem
trygonometrycznym:

y —i ®+ a\cosx' -f-6X6in&s -f- a%o0s 2 & -f- 42sin 2 & K
- f - arcosrx'-f-brsinrx'
Coyli:
y= to0+ f|iC°82731/3?+’ As'ir?-@Bﬁ'-oacongm(-%’-
(34)

-f- 62sin 92-%)-(-- U arcosr-z-gg-')- -0,5in rg-§®

Wzor (33) lub (34) jest matematycznym ujeciem superpozycji skoriczonej
liczby drgan harmonicznych. Majac bowiem dang funkcje:

V—fr(t) = o0+ <Asin(iot «X)+ r2sin 2wt -j- ad-f-... -Aasiu(rwt+ ar)

ktorej dodajniki przedstawiajg drgania harmoniczne o amplitudach c
e, ..., 0r, 0 periodach px= ET,P2= 22—1] pr—r-2—7ilo' razach
al,a2...ar, mozemy jg sprowadzi¢ do postaci, wyrazonej wzorem (33).
Kladziemy w tym celu: ak= & a sin(&ué-{- ak = sinkot coso* j-
-4 coskat* sin ak. Oznaczajac:

i«0o = ! a&k—c*sin«*, k= &kcosa* (k= 1,2,.»)

otrzymujemy wzor (33).

Dowolna funkcja periodyczna f(x) da sie w ogdlnosci tylko wprzy-
blizeniu przedstawi¢ skorczonym wielomianem trygonometrycznym. Zoba-
czymy natomiast, ze wszystkie, w zastosowaniach spotykane funkcje
periodyczne, dadzg sie przedstawi¢ Scisle nieskoriczonymi szeregami trygo-
nometrycznymi.

Rozpoczniemy od przyblizonego przedstawienia .funkeyj wielomia-
nami trygonometrycznymi czyli od interpolacji trygonometrycznej. 1

Postawmy to zagadnienie interpolacji w nastepujacy sposob. Chcemy
aproksymowa¢ wielomianem trygonometrycznym funkcje f(x), znajac jej
wartosci yk w n punktach. Nie zgdamy jednak, aby. ten wielomian przy-
bierat w tych punktach SciSle wartosci yk, zadamy natomiast, aby sunga
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kwadratow bieddéw byta mozliwie najmniejsza, tj. chcemy zastosowaC do
tego zagadnieuia metode najmniejszych kwadratow (por. tom 1, str. 456
i § 158, str. 483).

Chcemy ,,wyréwnacB szereg dowolnie podanych punktow za pomocg
linji falowej, otrzymanej przez superpozycje kilku odpowiednio dobranych
fal sinusowych Taka forma interpolacji trygonometrycznej jest potrzebna
wtedy, gdy chcemy zbior, ztozony z bardzo wielu punktéw, aproksymo-
waé wielomiauem trygonometrycznym', ziozonym z niewielu wyrazow,
Wiedy liczba danych jest wieksza od liczby wspotczynnikéw a*, 6% pro-
blem jest wiec nadmiernie wyznaczony: zadajac, aby wielomian trygono-
metryczny przybierat w danych punktach SciSle zadane wartosci, otrzy-
malibySmy wiecej rownan anizeli niewiadomych, nie datyby sie wiec
one rozwigzaC. Mozemy natomiast wyznaczyC te wspotczynniki metodg naj-
mniejszych kwadratow.

Do aproksymacji funkcji f{x\ ktora dla:

_ 2ji 2n 2n 2N
a =0, T 2-“ﬁ, 3n ....... [n—l) -----
przybiera wartosci:
AR) = y0-?i» ya-yz...... y*-\

uzyjmy np. nastepujgcego wielomianu trygonometrycznego, zkozonego
Z pieciu wyrazow:

cos® -J bxsinx + fl2co82®-f- kasiu 2®

Jezeli n> 5, to nie mozemy zada¢, aby ten wielomian przybierat Scisle
dane wartosci w danych punktach..Mozemy natomiast wyznaczy¢ wspot-
czynniki tego wielomianu z warunku, aby suma kwadratow bledow byta
minimum przy Czym za blad uwazamy roznice pomiedzy dang wartoscig
funkcji a wartoscig tego wielomianu w kazdym danym punkcie. Suma
kwadratow tych bledéw jest funkcjg 5 zmiennych: a0, ar a2, kx, Fa
i ma postac:
Ha0,ax.a2.bv bg = (y0—k«w —a\ ~ az)s4*
*

2n 2n % n . 2n
-I- — —0. COS=-=-=-- - . =1
] @ a0 0, C0S=----8,C0s 2 o—--N.sin-— 0,5iU 2 « = k

4- lya-j-a0—07082°« —ax0s2”72-"j —hIBin2-& —2sin272-"jj -f--

- (y«-i —4ad—ax@8w—I1)”" acos(n—1) (2- -

—~bxsin (n —1) — —b2sio (N —1)"2 ¢ ~JJ
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Wartosci wspoétczynnikéw no, fl,. oa, i,,

dla ktérych ta funkcja przy
biera minimum, wyznaczymy z warunkoéw

2
3I’ », r =n ?flnF C.UF o1 Scl):: o
Ot6z ’
5 . .
T — “iflvh J—ai “ "
“ !,ij—’"o-oIco»ZRA[]---aaPO»Z-Zh-?---...I/V— 0
Stad

wi sidyjr »>°§_°i<'*4' @2 4 pp2el N 4
"o 2160\ i e 00 4T oo AT
-+ 14"c"90 —1)... .14 na(<| c8 4c"82e A
+ +cosw 1

4- (sin  4- . |4'h(8nA"+ )—C
Wyrazenia, zawarte w nawiasach, sg, jak tatwo dowie$o, zerami  Otrzy-
mujemy  wiec

*-|
z
0= n(yo+ ifi + Wot e+ )= Ny

AO
W zupetnie podobny sposdb otrzymamy z pozostatych warpnkow
na ekstremum funkcji F nastepujace wzory na dalsze, wspolczynniki:
-4 nt

AO

Ogolnie, gdyby wielomian trygonometryczny zawierat wiecej dodajmkow,
otrzymalibySmy Da wspdtczynniki ap i kp wzory ogolne:

2 nv 5 o_n

(3f>) «>= ,,l)) ~ [ pJ.Z«), n 2V‘a‘"{p.ﬁ.p‘”}
; A-O . A-O
|

Dalszym zagadnieniem interpolacyjnym jest aproksymowame funkcji
f(x), podanej dla wszystkich -punktdw przedziatu <0, 2 ji>, metoda naj-
mniejszych kwadratow, przy uzyciu bledu $redniego. Zadamy mianowicie,
abv catka z kwadratu bledu: f{x)—Ta(x) byta minimum przy czym T,,(X)



Sl
oznacza wielomian trygonometryczny. Uzywajg* sp. wielomianu trygono-

metrycznego, ztozonego z 5-ciu poczatkowych wyrazow (jak w poprzed
nim zagadnieniu), Bzukamy minimum catki:

(/(») — Tf{a»ydm
czyli cakki:

1— I [/(® —I °0 —ai cos&—a, cos 2 g —i, Sinx —6, sin 2@}t da

Tworzymy pochodne czastkowe tej catki wedtug parametrow «0, alt a,
by, ba (rézniczkujac pod znakiem catki) i przyrownujemy je do zera.

I tak:
n =0
0]
Poniewaz%xa r zeto otrzymujemy stad:

N 2h an 2 N

-j-a.,"cosxdx  i,J cos2xda-f-

o K 0

n n
¢$-- Isin2x

Wszystkie catki po prawej strohie sg réwne zeru, pozostaje zatem:

Ji{x)dx — z
a stad: t
(36)
Z warunku:
271 2n
- J 2f(x) —Tt(x))~n—dx = 6f 2{f{x)—  (—cosx)dx= O

otrzymujemy po wykonaniu prostych rachunkow.
aa
a, = + f f(x) COS'\A}TM

ft&cnunok rézniczkowy i ca/kowy. T. IlI.
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Z pozostatych warunkow na ekstrema otrzymujemy w podobny,
sposob wartosci pozostatych wspdtczynnikow. Dochodzimy w ten sposdb do
nastepujacych wzorow ogdlnych na te wspotczynniki:

a,~ - [ f (aj)cospxda?
(37) o
h,——3 f{x) sinpx dx

WZzory te, zwane wzorami Euler a-Fouriera, majg podstawowe znacze-
nie w teorii szeregow trygonometrycznych. Zobaczymy bowiem, ze wspot-
czynniki nieskorczonych szeregow trygonometrycznych, przedstawiajacych
funkcje /(aj), wyrazajg sie tymi samymi wzorami.

Uwaga. Wzory te mozna otrzymaé przez przejscie do granicy we wzorach, stu-
zacych do interpolacji skoriczonego szeregu .wartosci. | tak, kladac we wzorze (35):

%9: AX, k-gnr-]: a i y= (<

mozemy przedstawi¢ wzdr (35) na ap w postaci:

a, —A—"an cospa”® 1—JE7](®*1 ooapX,,AX

4-0 4-0

Z tej postaci jest widoczne, ze gdy n -+ao, czyli -} 0, to prawa strona tego wzoru

d$iy do f(x)coepxdx.

Wprowadzajac te wspdtczynniki w wielomian trygonometryczny, mo-
zemy obliczy¢ Sredni kwadrat hiedu, ktory popetniamy, uzywajac tej
aproksymacji, najlepszej w sensie metody najmniejszych kwadratow. Ten
Sredni kwadrat bledu przedstawia catka:

Y Y Y
1= IY(f(x)—y)2dx: j ) dx—21 f(x)ydx -f / yidx
Po wykonaniu rachunkow otrzymamy dla

(38) 7=/ + + 4+ + + N+ N+ O+
mP
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Poniewaz | jako catka z nieujemnej funkcji (f(%) —y)5 jest nieujemna,
przeto zawsze, gdy ap i kp sg obliczone z wzoréw Eulera-Fou riera,
spetnia sie nierdwnosc:

0]

Przedstawienie periodycznej funkcji f(x) w przyblizeniu za pomocg wie-
lomianu  trygonometrycznego:

y= -~ g cosx -J- blsinx -f- 02cos 2 &-f- basity 2 &#-f-
arcosrx -j- brsinrx

ktdrego wspotczynniki sg obliczone z wzorow Eul era Fo urie ra. nazy-
wamy przyblizong analiza harmoniczng funkeji fyx). W teorii drgan od-
powiada temu zastgpienie skomplikowanego drgauia drganiem zasadni-
czym i skoriczong liczbg drgan gdrnych.

Uwaga. Zagadnienie to jest tak wazne w zastosowaniach, ze obmyslono rozmaite
przyblizono rachunkowe metody wykonywania analizy harmonicznej i zbudowano wiele
rozmaitych przyrzadow, zwanych analizatorami harmonicznymi, ktore pozwalajg roz-
wigzaC to zagadnienie w sposdb mechaniczny (zob. Runge-Kétnig, 1 e. str. 211—31;
A. Galie, Mathematische Instrumente (Lipsk, 1912, rozdziat VIII, str. 131—54);
A Willers, Methoden der praktiseshen Analysie (Berlin, 1928, str. 269 i nast.)).

We wzorach (37) mozna zmieni¢ przedziat catkowania <0, 2
Da dowolny inny przedziat o tej samej dtugosci, tzn. na C-A-2«>.
Czesto obiera sie c——n | otrzymuje sie przedziat <—n, {-
Wiedy wzory (37) przyjmujg postac:

B

(40)

Uioaga. Chcac dowiest, ie przedziat catkowania <0, 2~ mozna zastapi¢ prze-
dziatem c-)-2zr>1rozkladamy catke od ¢ do c-\-2n na dwie cakki.:

Wprowadzajac w drugg catke nowg zmienng za pomocg podstawienia: x —zA-2m,
zamieniamy jg na catke z tej samej funkcji w granicach od 0 do e Albowiem wsku-
tek periodycznosci f{z -f-22z) = f{e) a coa(pz-f- p2u) — cospz.
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Otrzymujemy wiec;
c+2n
U m cospxdx= ~J f(x) cospx dx A~  f(z) @Bz
|

C 0]
2n

——Jf{x) cospxdx

§ 292. Szeregi Fouriera

W poprzednim paragrafie zajmowaliSmy sie przyblizaniem funkcyj
periodycznych za pomocg skoriczonych wielomiandw trygonometrycznych.
Przejdziemy obecnie do Scistego przedstawiania takich funkcyj za pomoca
nieskonczonych szeregdw trygonometrycznych. Jezeli taki szereg jest
zbiezny, to przedstawia jakg$ funkcje periodyczng f[x) (0 periodzie 2n),
a wiec:

i 20+ (aicosx -f- sind)-f- (a2cos2x + b2sin2X) + eee—
®
s=£a0 cosnx + bnsinnx) = f{x)
1
Przypusémy, ze ten szereg jest jednostajnie zbiezny w przedziale < 0,
2n>. Przedstawia on wtedy funkcje ciggta, a catke z tej funkcji mozna
obliczy¢, catkujac szereg wyraz po wyrazie. Scatkujmy obie strony od 0
do 2n, to otrzymamy:

2t n 2 2n 2n
J f{x) dx—£a0x |+ QJ @Bdx + ~Axdx + atj@®xdx -f
0 0 0 0 0
2n
-f- b~ Jsin 2xdx -f...
0

Wszjtkie catki po prawej stronie sg zerami, zatem pozostaje:

2n
f rWX = a,n

n
°«={ fﬁ

a stad:
X) dx

Wyznaczylismy w ten sposob pierwszy wspotczynnik w rozwinieciu fuokcji
f{X) na szereg trygonometryczny. Aby wyznaczy¢ drugi wspdtczynnik: alr
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mnozymy obie strony wzoru (41) przez cos* i catkujemy od 0 do 2«.
Otrzymamy w ten sposob:

2n 2n 2r 2n
J'f{x) cosx dx 3 §figd*cos x d x -{-alJ'cos2x d x b 1] ' sin*cos*c?*-j-

21
+ » ,/cos2* cosxdx -|-

Po prawej stronie wszystkie catki sg rowne O (por. tom Il str. 83, przy-
ktad 2) procz cakki:
At : 8n

fcos2xdx = {{x --- X}J=n
Wobec tego pozostaje po prawej stronie tylko axn, a zatem:

cos X dx
0
Chcac wyznaczyC ogolnie ap, mnozymy obie strony wzoru (41) przez
cospx i catkujemy od 0 do 2n.
Wszystkie catki, wystepujace po prawej stronie, sg zerami z Wwy-
jatkiem catki:
2n a«
J cos2pxdx = 4 (@®+ ™ 8n2px) —n
0
Wobec tego pozostaje tylko:

a sted

379

Podobnie celem wyznaczenia wspoiczynnika bp mnozymy obie strony
‘wzoru (41) przez siny®, catkujemy od O do 2n i obliczamy:

2t
37b)
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OtrzymaliSmy zatem na wspotczynniki te same wzory Eulera-Fouriera,
ktdre wystepowaty przy interpolacji trygometrycznej za pomocg skonczo-
nych wielomianéw trygonometrycznych (str. 82, wzory (37)).

Aby istniaty prawe strony wzorow (37), wystarczy, jesli funkcja
f(x) jest catkowalna.

Szereg trygonometryczny, ktorego Wspotczynniki Bg obliczone z ja-
kiejkolwiek funkcji f(x) (catkowalnej) przy pomocy wzoréw Eulera-
Fouriera, nazywamy szeregiem Fouriera, nalezagcym do tej funkcji. Sze-
reg len moze by¢ nawet rozbiezny i moze nie przedstawia¢ funkcji f(x).
Mowigc, ze ten szereg nalezy do danej funkcji, mamy na mysli tylko to,
ze jego wspotczynniki sg obliczone przy pomocy funkcji /(aj). Wynik, do
ktoregoSmy doszli mozemy wiec wypowiedzie¢ w nastepujacy sposob.

1) Jezeli jaka$ funkcja da sie rozwingé na jednostajnie zbiezny sze-
reg trygonometryczny, to szereg ten jest szeregiem Fouriera, nalezagcym
do tej funkcji. E'unkcja ta jest oczywiscie ciggta (na podstawie twierdze-
nia udowodnionego w § 284). Jezeli mamy podang jaka$s funkcje ciagta
cp(X) i utworzymy nalezacy do niej szereg Fouriera, to nawet wtedy,-
gdy ten szereg jest jednostajnie zbiezny do jakiej$ funkcji f{x), nie wiemy
jeszcze z gory, czy f(x) = (p(X) Otéz udowodniono nastepujace twierdzenie
0 jednoznacznosci: jezeli dwie funkcje f(x),g(X) sa ciagte wjakims$ punkcie
w= a, a nalezgce do nich szeregi Fouriera sg identyczne, to musi by¢
f(a)=g(a)\ a wiec ogolnie, gdy te funkcje sa ciagte dla wszystkich X,
to musi by¢ f(x) ~ g[x). Dwie rdzne funkcje ciagte posiadajg zatem rézne
szeregi Fouriera (co nie zachodzi w przypadku funkcyj nieciggtych).

Unaga. Dowod tego twierdzenia znalezé mozna np. w podreczniku W. Rogo-
sioskiego pt. Fourierschc Reihen (Sammlung Goscben, Nr. 1022, str. 13).

I1) Stad t z udowodnionego poprzednio twierdzenia wynika, ze, je-
zeli szereg Fouriera, nalezacy do funkcji cigglej, jest jednostajnie zbiezny,
to ten szereg przedstawia te funkcje.

Twierdzenie to nie rozstrzyga jednak jeszcze o tem, jakie warunki
musi spetnia¢ funkcja catkowalna, aby nalezacy do niej szereg Fouriera
byt zbiezny (jednostajnie lub chociazby niejednostajnie) i aby ten zbiezny
szereg przedstawiat te funkcje.

1 Kwestie, dotyczgce zbieznosci szeregow Fouriera, nalezacych do
jakichs$ funkcyj, sg w ogolnym przypadku zagadnieniami nadzwyczaj tru-
dnymi i do dnia dzisiejszego nierozwiazanymi w catej ogolnosci. Zbadano
natomiast rozmaite warunki wystarczajgce na to, aby 6zereg Fouriera,
nalezacy do jakiej$ funkcji, byt zbiezny i przedstawiat te wAasnie funkcje.
Okazato sie w ten sposob, ze te wszystkie periodyczne funkcje (ciagte
a takze nieciagle), z ktésymi mamy do -czynienia w teehnice, w fizyce
1 w innych zastosowaniach analizy matematycznej, dadzg sie rozwina¢ na
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szeregi Fouriera z tym jedynym zastrzezeniem, ze w punktach niecia-
gtosci, w ktérych funkcja ma skok skoriczony, szereg Fouriera przed
stawia zawsze Srednig arytmetyczng z prawostronnej i lewostronnej gra-
nicy funkcji w tym punkcie. Takie dostateczne warunki zawiera np. na-
stepujgce twierdzenie.

111)’ Jezeli funkcja f(x) o periodzie 2n jest ciggta i posiada cigglg
pierwszg pochodng w przedziale < 0, 2> z wyjatkiem co najwyzej skon-
czongj liczby punktow, w ktorych badz to posiada skoriczone skoki, badz to
jest w nich ciggtg lecz nierézniczkowalng, to szereg Fouriera, nalezacy
do tej funkgji, jest zbiezny i w przedziatach, nie zawierajacych skokow, przed-
stawia te funkcje, a w kazdym punkcie nieciggtosci przybiera wartos¢ rowng
Sredniej arytmetycznej z prawostronnej i lewostronnej granicy funkcji
w tym punkcie.

Uwaga. Dowod tego twierdzenia znalezé mozna np. w podreczniku R Cou-
ranta pt. Vorlesungen Woer Differential-und Integralrechnung (Berlin, 1930, wyd. 2,
tom 1, str. 368—378),

Teorig szeregdw trygonometrycznych i szeregdbw Fouriera zajmowano sie
bardzo wiele. Obszerne rozdziaty poSwreeono tej teorii np. w cytowanych juz podrecz-
nikach de la Vallse Poussina (tom Il), Knoppa, Couranta; procz tego. ist-
nieje wiele dziet specjalnych z tego dziatu analizy, jak np. cytowany powyzej zwiezky
podrecznik Rogosiriskiego lub dzielo H Lebesgue’a pt. Leeons sur le series
irigonometrigues (Paris 1906).

Klasa funkcyj, dajacych sie przedstawi¢ szeregami Fouriera, jest znacznie
szersza, anizeli klasa funkcyj, rozwijalnych na szeregi potegowe (Taylora), funkcje
te moga by¢ bowiem nier6zniczkowalne a nawet nieciggte w pewnych punktach.

ZaznaczylisSmy juz, ze wymienione powyzej warunki sg dostateczne, lecz nie-
konieczne. Tak np. podana przez Weierstrassa funkcja ciggla nie ma w zadnym
punkcie pochodnej, a pomimo to przedstawia sie jg za pomocg nastepujacego Sszeregu
Fouriera o

(42) W(X)— cos (n7iX)
=
<przy fzym}o) <o<I, bjest dodatnig liczbg catkowity, a iloczyn ab.spetnia warunekt
n).

) Nie kazda jednak funkcja ciagta daje sie przedstawi¢ szeregiem Fouriera*
jak to wykazano za pomocg odpowiednich przyktadow.

§ 293.‘Przyktady rozwinie¢'funkcyj na szereg Fouriera
1 Chcemy rozwina¢ na szereg Fouriera funkcje o periodzie
okreslong w przedziale < 0,2 nj> za pomoca nastepujacych wzorow:
f(x) —X wprzedziale <0, $n>

n—Xx 7 7
» _2n 7 7 <§-u; 2n>
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Z jej obrazu graficznego przedstawionego na fig 6 widzimy, ze
jest to funkcja ciggta, nie posiadajgca jednak pochodnej w punktach
X= %n,... Spelnia ona zalozenia twierdzenia Il1l, a zatem da sie

rozwing¢ na szereg Fouriera. Chcac obliczy¢ za pomocg wzoréw Eulera*
Fouriera wspdlczynniki a,, bp tego rozwiniecia, trzeba rozdzieli¢ catki,
figurujace w tych wzorach, ua 3 dodajniki, odpowiadajace przedziatom
<0 |ji>, | j&e, <f?r, 2ji>, albowiem w kazdym z tych
przedziatdw funkcja /(*) jest okre$lona innym wzorem. | tak:

a8, — ~]'f(x) cospai dx — ™ Jx cospx dx + (n —x) cos px dx -f
0 « AT,
2n
- -- 2n) cos px dx
wa

Nie trudn¢ stwierdzi€, ze te catki sg zerami dla kazdego p= 0, 1,2,...
Na wspotczynniki zas h, otrzymuje sie wyrazenie:

A Nkt 3
bpi= —f(x)Bin pxdx — -J'asinpx dx -f (n —Xx) sin pxdx +
0] 0 Yins
2n
- ~J "« —2n) sinpx dx
m

Catke:

I =j xs\npxdx
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obliczamy, catkujac ,per partes i otrzymujemy:
_ Ixcospx , sing
/= n P /@

Zatem )
A acosp®  &inp® " oosp|" 1/ xoosfxc sinpa;\|ij
- *\ P+ P P h P%/|

VA7t

. 2t
/—XCOSpPX , SINPX| 2.C0S pX;j
= Mo )l]_- P in

Stad dla parzystych p otrzymamy kp= 0, a dla nieparzystych p= 2r-f-1
jest 6,= (—1I) 4 -1a Wiec:

, _4 4 1 , 41
*1” »’ B~  »’3« bb~n'b*" "

Szereg Fouriera, nalezacy do tej funkcji, ma zatem postac:
Nlsinx —”sio 3®4-p «“dn5* —e. J

Z twierdzenia 11l wiemy, ze ten szereg przedstawia dang funkcje.
Moznaby sie takze oprzeC na twierdzeniu 1. W tym celu trzeba okazac,
ze ten szereg jest jednostajnie-zbiezny. Otz bezwzgledne wartosci wy-
razOw tego szeregu nie przekraczajg wyrazow szeregu liczbowego:

1+P + P + "

| albowiem Ten zaS szereg liczbowy jest zbiezny, jako

cze$¢ szeregu £(2). W mysl kryterium Weierstrassa jest zatem dany
szereg Fouriera jednostajnie zbiezny. Funkcja f(x) jest ciggla, a nale-
zacy do niej szereg Fouriera jest jednostajnie zbiezny, a wiec ten
szereg przedstawia te funkcje
Mozemy zatem napisac:
I'E?) = :-1 <sinx —(];E sin 3* j&,{] sin5* SI?S(ZrTﬁ)m
UjeliSmy w ten sposdb w jeden wzor matematyczny, wspolny dla
wszystkich x, funkcje, ktdra byta poczatkowo okreslona trzema réznymi
wzorami w kazdym z przedziatow <k kA-2n>, gdzie k=0, + 27
+4n,... Uzywajagc do aproksymacji tej funkcji kolejnych sum czescio-
wych tego szeregu, widzimy, ze funkcje te mozna otrzymac przez super-



pozycje drgan sinusowych lo coraz to mniejszych amplitudach (por. fig. 7),
a mianowicie drgan:

S

sin® 127 sine

_ 4 sin3xx —014 sin3X

W,
n2 yii

4 .
ua — jrr—sIn5®!»005sin5®

Drganie przedstawione tg funkcjg ma zatem ton zasadniczy sina:

0 amplitudzieflr i tony gorpe sin3®, sin5®,... o amplitudach i, 4_
R, y7z thojf

Szereg Fouriera podaje dokladng analize harmoniczng (nieskon-
czong) danej funkcji. Funkcja ta jest nieparzysts, jak wida¢ z srodkowej
symetrii jej obrazu, a takze'jej‘szereg Fouriera sklada sie z samych
nieparzystych funkcyj, a mianowicie z samych Binusow.

Uwaga. tatwo dowies¢ ogolnie, ze szereg Fouriera, nalezacy do dowolngj

(catkowalnej) funkcji nieparzystej, sktada sie z samych sinusow, a funkcji parzystej
z samych cosinusow. Wynika to stad, ze np. dla funkcji parzystej jest:

~ 20 Ir N2
b,,=~Jf()sinpxdx = f(x)smpxdx-\- ~If{x) si)®dx= 0

Druga bowiem catka przechodzi przez wprowadzenie nowej zmiennej z. Za pomoca
n
wzoru: x = 2it—t, na catke —"f{z) eiapzdz, a wieij rowng przeciwnej wartosci

piernszej calid. °



a

2) Rozwina¢ na szereg Fouriera fuukoje periodyczng o perio-
dzie 2n, okreslong w przedziale < —7, -\-n"> wzorem f{X) = xi. Wykres
tej funkcji sklada sie z tuku paraboli 0 rownaniu y= &2 zawartego po-
miedzy X——n a X= -An i z tukéw, otrzymanych przez przesuniecia
tego tuku 0 i 2n, 4Ti,... (zob. fig. 8). Funkcja ta spetnia zatozenia

twierdzenia 111, jest bowiem wszedzie ciggla a rozniczkowalna wszedzie
z wyjatkiem punktow a>=#+;t, ~ 3 N ,a wiec da sie przedstawi¢
szeregiem Fouriera. Do wyznaczania wspotczynnikow dogodnie jest
teraz uzy¢ we wzorach Eulera-Fouriera przedzialu catkowania
<—Ti, -f-jz> zamiast <0, 2?z>. Poniewaz ta funkcja jest parzysta,
przeto wszystkie wspotczynniki by, s zerami  Wystarczy zatem wyznaczy¢
wspotczynniki ap z wzoru:

Dla p= 0 otrzymamy:

Catkujac dwukrotnie ,per partes dla p~O, otrzymamy:

_llazsinpg _ 2/ Xcospx i sin
p~ 7i\ p p\

= Jip2 [jra8PJI-f31C03(—P )]
a= égcsp/\: —- da p= 2n4-1
Pa

4 p—2n
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Wobec tego: /(») = _&% 4’|cosx ——-903—2---1——93 Hf)— X2 W' prze-

dziale < —7,
W dalszych przedziatach powtarzajg sie te wartosci periodycznie.
Kladac w tym wzorze x —n, otrzymujemy:

n2 ———4{ I ? L\
3 4 1 2¥3a"]

a stad:

(43)

OtrzymaliSmy w ten sposob wartoSC liczbowego szeregu nieskonczonego,
ktorego zbiezno$¢ zbadalismy na str. 4, jakkolwiek nie/potrafiliSmy obli-
czy€ jego wartosci.

3 Podamy przyklad przedstawienia szeregiem Fouriera funkgji
nieciaglej, ktorej wykres jest uwidoczniony na fig. 9. Jest ona okreslona
wzorem f[x) —n —X w przedziale <0, 24) i posiada period 2n.

Dla x —2n ma ona zatem te samg wartos¢ n, co dla x = 0. Da
sie ona przedstawiC szeregiem Fouriera i to szeregiem zozonym tylko
z sinusow, jest bowiem funkcjg nieparzysta. Wystarczy zatem wyznaczy¢
wspotczynniki [p z wzoru:

2n 271 2n
h,= (—Xx) sinpxdx  ~ J —J"X sin px etej
. L
1/ xCospx , siupafj
n\ Nl PRl



Zaem
f{X) —2@GIN®-{- |sin 2®-*i sin + ee9)= F »

w przedziale (Q 2ji), a poza tym przedzialem ma ten szereg odpowiednio
wartosci: n —x-\-2nn w przedziatach (2nn, 2 (@ -+ 1)?2).

Szereg ten przedstawia w punkcie ®= 0 wartoS¢ 0, ktdra jest
Srednig arytmetyczng miedzy prawostronng granicg tej funkcji, réwng
A-n a lewostronng, rowng —n. Podobnie ma sie rzecz w punktach + 2/
+ .... W kazdym przedziale, lezagcym wewnatrz przedzialu <0, 2n>,
jest ten szereg zbiezny do funkcji f(x). (Mozna dowies¢, ze zbieznos¢ ta
jest jednostajna). Natomiast w catym przedziale <0, 2€> jest szereg
zbiezny ale oczywiscie niejednostajnie.

4) Rozwinmy na szereg Fouriera funkcje, przedstawiong na
fig. 10, ciagta wszedzie z wyjatkiem punktow 0, n, 2n,..., w ktorych
ma skok 1 Jest ona okreSlona w przedziale <0, 2?r) wzorami:

f(x) —1 w przedziale <0, jy
®=Q , ., <n, 2n)

i posiada period 2n. Wobec tégo /(27i) = f(0) — 1

Y,
11

0 Jl 2 tt X
Fig. 10

Wspotczynnik a0 otrzymujemy z wzoru:

Oedx = 1
0] 0] 1

Inne wspblczynniki a, sg zerami, jak to tatwo sprawdzic.
Natomiast kp sg rézne od zera, a mianowicie:
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Stad otrzymujemy dla nieparzystych p == 2w-j- 1 wartosci:

* =_7_

P np

a dla parzystych p —2n sa Ip zerami. Otrzymujemy wiec nastepujace
rozwiniecie danej funkcji na szereg Fouriera:

—  j-|(sing_j_tsin3a&s+ sin5P+ ...l

Stad otrzymujemy np. dla x = n znany szereg Leibniza na -fan
Zachodzi bardzo wazny zwigzek pomiedzy Srednig kwadratowg <
(por. tom 11, str. 68) funkcji rozwijalnej na szereg Fouriera a wspol-
czynnikami 0* i bk tego rozwiniecia
Okazano mianowicie, ze:

271

4 @=Lt J f2Rdx= *ai+ *(E2 g+ o5+ biter>

(Dowod podaje np. Rogosiodski, 1 c. str 45).
W ten sposdb mozna obliczy¢ np. prad skuteczny (por. tom I, str. 91),
jezeli zmienny prad elektryczny jest przedstawiony szeregiem Fouriera.
Rozwiniecia funkcyj na szeregi Fouriera sg specjalnym przy-
padkiem ogolniejszych rozwinig¢, a mianowicie rozwinie¢ na szeregi orto-
gonalne czyli rozwinie¢ wedtug ortogonalnego ukladu funkcyj. Uktad

funkcyj: f» @ A o A ®>~ _[S) @-P

liazywamy ortogonalnym w przedziale <(«, jezeli te funkcje spetniajg
nastepujace warunki:

f
J o fpi® ) fr («}dX—O dla

-4 . P—=T
Ot6z uktad funkcyj:

Sin®, cosd? sin2& cos2a?,...

jest takim ukfadem ortogonalnym w przedziale -<0, 2n>, jak to wynika
z przykfadu 2 na str. 83—84 tomu IlI; dla tego ukfadu jest =

@—n. Oprocz tego ukladu istnieje jednak nieskonczenie wiele innych
uktadow ortogonalnych, jak np. ukiad funkcyj kulistych lub ukiad funkcyj
Bessela. Niektdre z nich sg uadzwyezaj wazne w fizyce teoretycznej,
w statystyce matematycznej i w innych dziedzinach matematyki stosowanej.
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Szeregi potegowe oie sg Szeregami ortogonalnymi, natomiast istniejg roz-
maite szeregi ortogonalne, zbudowane z wielomiandw. Teorig Szeregow
ortogonalnych zajmowano sie w ostatnich czasach bardzo wiele. Najwaz-
niejsze dla zastosowan twierdzenia o takich szeregach znajdzie czytelnik
w podreczniku Couranta-Hilberta pt Metkoden der mathematischm
Physik (tom 1, Berlin 1924) i w bardzo cennym dziele Riemanna-
Webera pt Partielle Differentialgleichungen.der mathematischen Physik,
ktdrego 6sme wydanie, zredagowane przez Ph. Franka i R Misesa,
wyszto w r. 1935 pt Die Differential- uud Integralgleichungen der Me
chanik und Physik (Berlin, SpriDger, 2 tomy).



ROZDZIAE. XXII
Roéwnania rézniczkowe

§ 204. Definicja i klasyfikacja rownan rézniczkowych

Bardzo wiele zagadniern matematycznych, technicznych, fizykalnych
i z innych dziatdbw wiedzy polega na znalezieniu takich funkcyj, ktérych
pochodne spetniajg jakieS rownania, zawierajac™ procz tych pochodnych
ewentualnie takze samg funkcje (zmienng zalezng) i zmienne niezalezne.
Rownania takie nazywamy rownaniam i réozniczkowymi.

Najprostsze sg rownania rozniczkowe, zawierajace tylko pierwszg
pochodng szukanej funkcji jednej zmiennej a oprécz niej ewentualnie
takze samg szukang funkcje i zmienng niezalezna. Ogolng postacig takich
réwnan jest wiec:

(45) F{Xx y,yO= 0

gdzie y oznacza szukang funkcje, a y' jej pochodna,
Zagadnienie, 0 ktore nam chodzi, mozemy sformutowaC w nastepu-
jacy sposdb. Dana jest jakakolwiek funkcja trzech zmiennych:

F(xly «2 xs)
Chcemy znalez¢ takie funkcje y—<p(X\ dla ktorych spelnia sie warunek:

F(x, (Pt () = 0
przy wszystkich x z pewnego zakresu.

W rownaniu (45) moze brakowaC zmiennej & zmiennej y lub obu
tych zmiennych, musi jednak wystepowac y*. W specjalnych przyDadkach
mozemy zatem mie¢ do czynienia z rownaniami postaci:

458 F(xyj=0, F(yy)=0 Fy)=20

Rownania postaci (45) lub (45g) (tj. zawierajace tylko pierwszg pochodng
a oprocz niej ewentualnie takze samg szukang funkcje i zmienng nieza-
lezng) nazywamy rownaniami rozniczkowymi zwyczajnymi
plerwszego rzedas
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Kazda funkcje y =z 9(x), spelniajacg rownanie rozniczkowo, nazy-
wamy jego rozwigzaniem lub jego catkg (bez wzgledu na to, czy te
funkcje otrzymujemy istotnie przy pomocy catki oznaczonej lub nie-
oznaczonej z jakiej$ funkgji, czy tez w jakikolwiek inny sposob, np. przez
rozwiniecie na szereg). Wynajdywanie rozwigzan rownania rézniczkowego
nazywamy jego rozwiazywaniem lub catkowaniem.

W poprzeduich rozdziatach spotykaliSmy juz niejednokrotnie spe-
cjalne przyklady takich rownan.

Tak np. rownanie (patrz tom II, str. 3):

(46) y—foo iy —f(x) —o

jest rownaniem rozniczkowym, a wszystkie funkcje, spetniajgce to row-
nanie, s zawarte we wzorze:

y—J WR)dx+ ¢

Rozwigzaniem zatem réwnania rézniczkowego (46) jest jeduoparametrowa
gromada funkcyj, a mianowicie catka nieoznaczona z funkcji f(x). Stad
pochodzi uogélnienie nazwy ,,catkall na kazde dowolne rozwigzanie d&
wolnago rownania rozniczkowego, ehociazby to rozwigzanie oie miato
zadnego zwigzku z catkami oznaczonymi lub nieoznaczonymi.

Uwaga. Podobno uogdlnienie spotykamy w nauce 0 rozwigzywania zwykbych"

rownan, nio rézniczkowych, postaci: f{x) —0, gdzie kazde rozwigzanie réwnania na-
zywamy jego ,,pierwiastkiem", chociazby sie nie dato otrzymad przez ,,pierwiastkowanie™

Dalszym przykladem rownapia rézniczkowego jest rownanie:

y’—y czyli y'—y= 0
ktore omawialismy przy badaniu funkcyj wyktadniczych (por. tom I, § 87).
ZbadalisSmy, ze wszystkie rozwigzania tego réwnania sg zawarte
W3 Wzorze:
y —c<?
gdzie C oznacza dowolng liczbe statg. Omawiajac rozmaite prawa wzrasta-
nia (por. tom I, 88 87—90), wyraziliSmy je za pomocg rownan roz-
niczkowych:
y'= byf y’= b(@—y), y'—by{g—y)8B
i podalisSmy rozwigzania tych rownan.
W przykfadzie 5) na str. 19—20 tomu Il mieliSmy do czym?
z rownaniem rézniczkowym:
dv _ k 3
dt~ & m
Rachcnsk rézniczkowy i catkowy. T. IXL



okreslajagcym ruch ciata spadajacego z uwzglednieniem oporu o$rodka
(@, k, m sg tu liczbami statymi, zmienng niezalezng jest czas t, a zmienng
zalezng predkos¢ »). (Por. tez przyktad 7 nastr. 41—43 tom Il). W elek-
trotechnice spotykamy rownanie rézniczkowe pierwszego rzedu:

L~ -f-Ri — POsinot= 0

(zob. 8 298, przyklad 2) gdzie czas t jest zmienng niezalezng, a nate-
zenie pradu i zmienng zalezna,

We wszystkich tych przykladach chodzi o znalezienie funkeyj,
spetniajgcych dane rownanie rézniczkowe.

Zajmowalismy sie takze zagadnieniem odwrotnym, a mianowicie,
majgc podang jakas jednoparametrowg gromade funkcyj jednej zmiennej,
tworzylisSmy rownanie rézniczkowe pierwszego rzedu tych wszystkich
funkcyj (por. tom L § 177). ZastosowaliSmy te rozwazania do znalezienia
réwnania rézniczkowego trajektoryj danej gromady linij. To zagadnienie
odwrotne jest dosC tatwe, rozwigzanie jego bowiem wymaga tylko roz-
niczkowania i eliminacji. Natomiast znalezienie rozwigzan danego row-
nania rézniczkowego jest w ogolnosci zagadnieniem trudnym i skom-
plikowanym.

Rownania rozniczkowe ogdlnej postaci: >

47 Yy, Y\ y)= o

w ktorych najwyzszy rzad pochodnej wynosi 2, nazywamy rownaniami
rozniczkowymi zwyczajnymi drugiego rzedu. Rownania te sg szczegol-
nie wazne w fizyce i technice.

Przykiady takich rownan spotykaliSmy w tomie | (str. 298, przy-
klad 5 y"--cy =0, (1 —x2y"—xy' = 0; str. 305 przyktad 3:
1 —xy" —xy" -f-ay —O0; str. 529: (1 -|-y'23—16y"2= 0).

Majac podang dwuparametrowg gromade funkcyj:

f(x, V,clbad)= 0

tworzyliSmy réwnanie rozniczkowe drugiego rzedu, ktdre spetniajg wszy
stkie te funkcje (por. tom I, str. 529).

Rownanie postaci:

(48) F{r, y, y\ =0
zawierajgce Htg pochodng szukanej funkcji jednej zmiennej x, nazywamy

rownaniem rozniczkowym zwyczajnym n-tego rzedu. Rownanie takie mozna
otrzymaC z n parametrowej gromady funkcyj:

/I(x,y. G ca..c,)=0
jprzez n-krotne rézniczkowanie i eliminacje statych.
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Nalezy dokladtiie odroznia¢ rzad réwnania rozniczkowego od jego
stopnia. 1 tak, jezeli funkcja F we wzorze (48) jest funkcjg catkowitg
wymierng czyli wielomianem stopnia r zmiennych vy, y*, y*, ...y (), to row
nanie (48) nazywamy rownaniem rdézniczkowym -nHego rzedu a stopnia r.
Nie zawsze wiec mozna méwi¢ o stopniu rownania rozniczkowego; tak
np. rownanie rozniczkowe 1-go rzedu: y = xy' {- logy’ nie ma zadnego
stopnia.

-Ogdlne rownanie rozuiozkowe n-tego rzedu a stopnia 1-go ma postac:

gy PICIYME > (- + 1ot Pa(YY"+ P, (Y +

+ i0(<C)y-|-y(®) = 0
Wspdtczynniki - g(X), Pafx), .Pn(W) s3 tu zupetnie dowolnymi
funkcjami zmiennej X. Takie rownanie 1-go stopnia a «-tego rzedu uazy-
WRMy rownaniem rozniczkowym zwyczajnym liniowym wtego rzedu.
Rownania liniowe wystepujg i-zczegolnie Czesto w zastowaniach.

W algebrze bada sie procz jednego rownania, posiadajacego jako
pierwiastki jakie$ liczby, takze uktady dwoch réwnan, posiadajacych jako
rozwigzania jakie$ pary liczb. Podobnie w teorii rownan rézniczkowych
bada sie uktady rownan rézniczkowych, posiadajacych jako rozwiazanie
pary funkcyj. Tak np. dwa rownania:

(50) fX,y z Y, Z.’):_* 0
gx y, z Yy, 2)= 0

tworzg uklad dwoch réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego
rzedu. Chodzi o znalezienie wszystkich par funkcyj: y — gX), z w=tp(X)
jednej zmiennej X, spetniajgcych te obydwa rownania (50).

Zasadnicze rownania ruchu w mechanice tworzg nastepujacy ukiad
3 rownan rozniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu:

d2x dx dy dz

mdr= P\ Zdt* dt o)

a*y dx dy dz

(51) mdi2~ Q> Yzdt dt' dt
| dx dy dz

mdt2~ r\EXYr Zdt* dt * dt

Szukanymi fonkcj&mi sg tu skfadowe x(t)i y[t), z(t) drogi; ich pierw
sze pochodne sg skfadowymi predkosci, a drugie pochodne sktadowymi
przyspieszenia. Funkcje P, Q R sg skladowymi sity.

7*



Kazdo réwnanie rozniczkowe wyzszego rzedu mozna zastgpi¢ ukda-
dem rownan rozniczkowych 1-go rzedu. Tak np. rownanie drugiego rzedu:

/>, y.y\y)=o0
mozna zastgpi¢ nastepujacym ukladem réwnan erdzniczkowych pierw,
azega rzedu:
J y'=pW

1/(®, y(«), pW, p'(x)) = 0
Odwrotnie, kazdy ukdad rownan rdzniczkowych pierwszego rzedu mozoa
zastgpi¢ jednym réwnaniem rozniczkowym odpowiednio wysokiego rzedu.
Tak np. uklad dwoch rownan, podanych wzorami (50), zastgpimy jednym
rownaniem drugiego rzedu. W tym celu rézniczkujemy obydwa te row
nania wedtug X i otrzymujemy:

X-j- Ty 2y -I-ftn 4% fy* ey™ 4“P>e0" = 0
(50 @ "

9*4* Orey' +y«e 4-9rey" t-9x127= 0
Z czterech rownan. (50) i (50 @) eliminujemy z, 2 12 otrzymujemy

jedno réwnanie:
FX, v y\ y)=0

Podobnie mozna postepowaé z rownaniami rézniczkowymi dowolnie wy-
sokiego rzedu i.z ukladami rownan rozniczkowych, ziozonymi z dowol
nie wielu réwnan. Mozna sie wiec ograniczy¢ albo do badania réwnan
rozniczkowych wyzszego rzedu albo do badania uktadow rownan réznicz-
kowych pierwszego rzedu.

We wszystkich rownaniach, ktoreSmy dotychczas rozpatrywali, wy-
stepowata procz zmiennych zaleznych i ich pochodnych tylko jedna
zmienna niezalezna. Takie rownania rézniczkowe nazywamy zwyczajnymi.
Rownania rézniczkowe, w ktorych wystepuja czastkowe pochodne funkcyj
«dwoch lub wiecej zmiennych niezaleznych, nazywamy rownaniami roz-
niczkowymi czastkowymi. Jezeli w rownaniu wystepuja tylko pochodne
czagstkowe pierwszego rzedu, procz ewentualnie zmiennej zaleznej i zmien-
nych niezaleznych, to rownanie takie nazywamy rownaniem rozniczko-
wym czastkowym pierwszego rzedu. Ogdlng postacig takiego rownania
przy jednej zmiennej zaleznej a dwdch niezaleznych jest:

(52) I,y , S)=o

Rownanie rdzniczkowe czagstkowe drugiego rzedu o jednej zmiennej za-
leznej a dwoch zmiennych niezaleznych ma ogdlng postac:

f(l 3z 3k Iz 32 332\

(53) X,Y,Z2(X,y)55, 3x'* 3x3y" 9y*)-U
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Bada sie takze uktady rownan czastkowych, zawierajacych dwie lub wie-
cej zmiennych zaleznych.

Do rownan rozniozkowych zwyczajnych dochodzilismy, eliminujac
state dowolne z rownan, przedstawiajacych gromady linij. Podobnie mozna
dojs¢ do rownan rozniczkowych czastkowych, eliminujac state dowolne
z réwnan, przedstawiajacych gromady powierzchni. | tak np. majac po-
dane réwnanie:

@) G, D

dwuparametrowej gromady powierzchni, tworzymy czastkowe pochodne:
3z

© =R =My @

@ q= ¥=fyxy ot

jezeli wyeliminujemy state c, i r2 z tych 3 rownan, to otrzymamy jedno
rownanie, zachodzace pomiedzy X, y. z, p, ¢ to znaczy rOwnanie postaci:

lz'{x. y Z
DoszliSmy wiec w ten sposdb do rownania rdézniczkowego czastkowego
pierwszego rzedu, ktore spetniajg wszystkie powierzchnie, nalezace do
danej gromady (a).

Zobaczymy, ze do réwnania rozniczkowego czastkowego mozna
dojs¢ takze zupetnie inng droga, a mianowicie eliminujac dowolng funkcje
z rownania, zawierajgcego taka funkcje.

Tak np. z rownania:

2 9
3x"

3yl

chcemy wyeliminowa¢ dowolng funkcje f, o ktorej zaktadamy jedynie,
ze posiada pochodng. W tym celu tworzymy czastkowe pochodne:

Witawiajac f obliczone z drugiego rownania, w pierwsze rownanie,

otrzymujemy: ;
@ 1z zy
33X x 3yx



To réwnanie rozniczkowe czastkowe nie zawiera dowolnej funkcji /. Jest
to rownanie rozniczkowe wszystkich powierzchni, ktdrych rownanie ma

postac z = xf]”™j (Sg to powierzchnie stozkowe, majace wierzchotek

w poczatku ukladu wspdtrzednych). Niechaj czytelnik utworzy w podobny
sposb réwnanie rézuiczkowe (czastkowe) wszystkich powierzchni  obro-
towych, powstajacych przez obrét dowolnej linii okolo osi z. Mhjg one
réwnanie:

i = f(x2+ y¥
gdzie f oznacza dowolng funkcje. (Wynik: y  —« ™ = Q).

Podobnie przez eliminacje dwoch funkcyj dowolnych mozna otrzy-
maC rownanie rozniczkowe ezastkowe drugiego rzedu. Wezmy np. pod
uwage rownanie:

u= f(x -f ay) -f gE@—ay)

gdzie f, g sg dowolnymi funkcjami, posiadajgcymi drugie pochodne. Przez
rézniczkowanie otrzymujemy:

3u ' .
Sy if' ea—(g' *a
3x2= I :‘_u 2

COFTeRs (LeYew-«* (M4 9Y)

a stad:
321 a3
3jf~~a M2

Dla rzeczywistych a jest to rownanie struny drgajacej (U oznacza wy-
chylenie, y czas, a x odcietg dowolnego punktu struny). Dla urojonego
a, a mianowicie dla a= i, otrzymamy a2— — i rownanie rézniczkowe
zamienia sie ra:

Sn” 3y2

Jest to rownanie potencjatu na ptaszczyznie, czyli rownanie Lapla-
ce’a (por. tom Il 8 257). Wiemy, ze kazdg funkcje f(z) zmiennej zespo-
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louej mozna przedstawic w postaci f{z) — P{x,y)-\-iQ(X, y), gdzie
P(x,y), Q(ocy) sa rzeczywistymi funkcjami dwoch zmiennych rzeczy-
wistych. Ot6z okazano, 28 gdy funkcja f{z) jest analityczna (por. § 291,
str. 69), to zarowno funkcja u—IJ(x, y) jak i u— Q@y) spekiajg
rownanie rézniczkowe czastkowe Laplacea

Niechaj czytelnik stwierdzi to np. dla funkcji:

= ert6=C (cosy -f- i siny) = e*cosy -j-te*siny.

W podreczniku tym ograniczamy sie do réwnan rozniczkowych zwyczajnych.

W ogolnych podrecznikach analizy znajdujg sie zazwyczaj rozdziaty, poswie-
cone réwnaniom rdzniczkowym. Ponadto istnieje nadzwyczaj obfita specjalna literatura
tego przedmiotu. Wymienimy tu tylko niektdre z tych podrecznikéw, a mianowicie te,
ktére mogg by6 przydatne technikom i przyrodnikom.

S. Kepinski, Podrecznik rownan rozniczkowych (Lwow, 1907, 2 tomy).

A. Zygmund, Réwnania rdzniczkowe (Warszawa, 1929, czes¢ 1).

Forsyth-Maser, Lehrbuch der Differentialgleichungen (Braunschweig, 1889).

L. Bieberbach, Differentialgleichungen (Berlin, 1923).

W. Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs (Berlin, 1925).

L. Hopf, Einfiihrung in die Differentialgleichungen der Physik. (Lipsk, 1933
Sammlung Goschon).

Riemann-Weber (Fran k-Mises) cytowany na str. 95.

§ 295. Geometryczne badanie rozwigzan rownania rézniczkowego.
Elementy liniowe. Izokiiny

Zanim przystgpimy do rozwigzywania rownan rozniczkowych drogg
arytmetyczng, postaramy sie przy pomocy rozwazan geometrycznych
zorientowaC si¢ w tym zagadnieniu. Uzyskamy w ten sposdb zarazem
podstawe do graficznego rozwigzywalna takich réwnan. Ograniczymy sie
do rownan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu postaci:

(>4) y' = fix,y)

tj. do postaci, otrzymanej przez rozwiktanie wedtug zmiennej y* ogdl-
nego rownania rozniczkowego pierwszego rzedu:

Ffay, y)=°

Kazde rozwigzanie rownauia rozniczkowego nazwaliSmy jego calka,
a kazda linig, ktdrej rownaniem jest catka rownania, nazywamy linig
catkowg tego rownania.

Otdz chcemy sie zorientowaC w przebiegu tych linij catkowych.
Obierzmy na ptaszczyznie (XY') dowolny punkt PO o wspotrzednych (<6 yO
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dla ktorych funkcja /(a?, y) jest okreSlona (fig. 11) i szukajmy Unii cal-
kowoj, przechodzacej przez ten punkt.

Podstawiajgc te wartosci w rownanie (54), otrzymamy nalezacg de
nich wartos¢ pochodnej YO szukanej funkcji, czyli spadek szukanej linii
catkowej, przechodzacej przez ten punkt, a mianowicie:

= f(x0iyo) = tsao

Wykresimy przez ten punkt niewielki odcinek POA linii prostej, ‘nachy-
lonej do osi x-6vr pod katem a0. Prosta ta jest styczng do szukanej linii
catkowej w tym punkcie. Niechaj (xv yj oznaczajg wspotrzedne puukta A.
Podstawmy te wartosci znowu
w rownanie (54); otrzymany
spadek y[ w punkcie A linii
catkowej, przechodzacej przez

A a mianowicie:

y\—f{xi, yi) —tg aj

Wykresimy niewielki odcinek
AB pod tym katem, a nastepnie
podstawmy wspétrzedne (x2, y2)
punktu B znowu w réwnanie
rézniczkowe, to otrzymamy spa-
dek stycznej w punkcie U. Po-
stepujgc w ten sposob dalej,
otrzymujemy linie tamana. Za-
geszczajac wierzchotki tej linii
Fig. 11 famanej aprcksymujemy coraz
bardziej linie calkowg, prze-
chodzacg przez punkt PO(»u, y0. Niechaj y ~ (p{x, yQ oznacza réwnanie
tej linii catkowej. Obierzmy inny punkt poczatkowy, nalezacy do tej samej
odcietej x0, np. punkt QOM0, y0). Postepujac tak, jak poprzednio, otrzy-
mamy inng linie famana, aproksymujgcg inne rozwigzanie tego samego
rownania rdézniczkowego. To samo rozumowanie odnosi si¢ do kazdego
punktu prostej AIPO. Otrzymamy zatem w ten sposéb linie, aproksymu-
jaee nieskoriczona gromade linij catkowych o tej wkasnosci, 29 przez kazdy

punkt ptaszczyzny, w ktorym jest okreSlona funkcja f(x, y), przechodzi
jedna linia catkowa.

Uwaga. Na tej konstrukcji polegajg rozmaite graficzne metody rozwigzywania
réwnan rézniczkowych (zob. np. G Runge, Oraphische Melhoden, Lipsk, 1916 r.
sr. 116—12).

Bardzo jasny przeglad wszystkich linij catkowych mozna uzyskac
takze w inny sposob. | tak rownanie rézniczkowe postaci (54) przypo-
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rzadkowuje kazdemu punktowi plaszczyzny {XY), dla ktdrego jest okre-
Slona funkcja f(%, y), jakis spadek y\ a wiec jaki$ Kierunek posuwania
sie od tego punktu. Kierunek ten jest okreSlony katem, obliczonym
z warunku: y' = tga — f(x,y). Uklad tych trzech liczb (x, y, y') nazy-
wamy elementem liniowym. Rdwnanie rézniczkowe (54) okresla wiec pewien
zbidr elementéw liniowych. Zbior ten mozna sobie uzmystowi¢ geome-

trycznie w nastepujacy sposob: WykreSlamy przez rozmaite punkty
ptaszczyzny niewielkie odcinki o kierunku, wyznaczonym z warunku
tga=/(ffl, y). W ten sposdb otrzymujemy np. dla rownania rozniczkowego:

» X
® t= oty
zbidr odcinkow, przedstawiony na fig. 12 Kazdy odcinek, wraz z zazna-
czonym na nim punktem, reprezentuje element liniowy, nalezacy do tego
punktu. Z figury tej mozna do$C tatwo odgadnaC, ze linie catkowe row
nania (b) tworza gromade kot wspotsrodkowych o srodku w poczatku
ukladu, kota te sg bowiem w kazdym punkcie styczne do odcinkéw,
przedstawiajacych elementy liniowe,, nalezace do tych punktow. Uzywa-
jac terminu ,element liniowyu, mozemy powiedzieC, ze linig catkowa
réwnania rézniczkowego (54) jest kazda linia, Ktorej wszystkie elementy
liniowe spetniajg to réwnanie.



Na figurze 12 s uwidocznione tylko niektore elementy liniowe.
Wybor ich jest zupetnie dowolny, mozna je jednak zestawiC w pewne
dogodne do konstrukcji grupy. | tak poszukajmy tych punktow, ktorym
-dare rownanie rézniczkowe (54) przyporzadkowuje ten sam spadek, np.
y'—k Punkty te spelniajg warunek:

© k= f(x\y)

lezg zatem na linii 0 tym réwnaniu. Tak np. dla réwnania rézniczkowego (b)
wszystkie punkty, majace ten sam spadek k, lezg na linii o rownaniu:

k= —Xezyli "y —~ ~x
nyyv )i<

* zatem na linii prostej, przechodzacej przez poczatek ukiadu.

fig. 13

Rownanie (c) okresla przy zmiennym k gromade linij, zwanych izokli-
wami rownania rozniczkowego (54). We wszystkich punktach jednej linii,
nalezacej do tej gromady, linie catkowe majg to samo nachylenie do
osi fDOn elementy liniowe, nalezace do wszystkich punktow jednej izo-
kliny, sg zatem do siebie réwnolegte. Uwaga ta utatwia zwykle kon-
strukcje zbioru elementow liniowych, a mianowicie wtedy, gdy izokliny
sg tatwymi do konstrukgji liniami. Tak np. dla rownania rozniczkowego (b)
izokliny tworza pek prostych (fig. 13). Odcinki, reprezentujgce elementy



liniowe tego réwnania rozniczkowego, sg prostopadie do tych prostych
(albowiem spadek — kazdej z tych prostych jest odwrotnoscig ze zna-
kiem przeciwnym spadku k odpowiedniego elementu liniowego).

Dla réwnania rézniczkowego:

y' = e-fy*
przedstawiajg sie izokliny jako pek kot wspotSrodkowych o rownaniu:
®2+ y2= k

Niechaj czytelnik narysuje przy pomocy tych izoklin doSC gesty zbior
odcinkow, reprezentujgcych elementy liniowa tego réwnania

Te geometryczne rozwazania nasuwajg przypuszczenie, ze jakas jedno-
parametrowa gromada funkcyj:

9@®y.9= 0
jest rozwigzaniem rownania rézuiczkowego pierwszego rzedu:

y'—Hx.y)
W geometrycznej interpretacji jest to jednoparametrowa gromada linij
i to taka, ze przez kazdy punkt ptaszczyzny, w ktorym jest okreslona
funkcja f(x,y), przechodzi jedna linia tej gromady. Te gromade funkcyj
nazwiemy ogolng ratkg rownania rozniczkowego, a kazda poszczegolng
funkcje z tej gromady, otrzymang przez obranie jakiej$S szczegGtowej
wartosci dla statej c,.nazywamy catkg szczegdtowa.

Okazuje sie jednak, ze oprocz catki ogolnej i catek szczegbtowych
mogq istnieC jeszcze inne rozwigzania rownania rézniczkowego, nie dgjac©
sie otrzymaC przez specjalizacje statej w calce ogdlnej. Catka taka wy-
stepuje naprzykiad, gdy gromada linij catkowych posiada obwiednia, ktora
sie nie pokrywa z zadng linig tej gromady. Obwiednia tej gromady jest
catkg rownania, albowiem wszystkie jej elementy liniowe spetniaja dane
réwnanie rozniczkowe. Istotnie, kazdy punkt obwiedniej nalezy do jakiej$
linii catkowej i ma styczng wspolng z tg linig catkowa. Catki takie wy-
stepujg przy rownaniach rézniczkowych, podanych w formie uwikianej:

Ky)= O
Tak np. esikg ogdlng réwnania rézniczkowego:
v2—4y = o

jest, jak tatwo sprawdzi¢, gromada funkcyj:
y —(ar-f 92
Istotnie y' —2(x-#¢), y'1=4(x + ¢)'= 4y.



Liniami catkowymi sg zatem parabole, przedstawione na fig, 14.
Obwiednig tej gromady parabol znajdujemy, eliminujac ¢ z réwnania

()] y—ix ot= 10
i z rébwnania’
((OX —2(»+ ¢= 0

otrzymanego przez rdzniczkowanie réwnania (1) wedtug parametru e
Wstawiajgc x-\-c z réwnania (II) w réwnanie (I), otrzymujemy jako réwnanie
obwiedniej
y=20
to znaczy, ze obwiednig jest 0§ x-6w. Ot6z ta obwiednia spetnia dane réwnanie réz-
niczkowe (bo ;/ = 0iy= 0, a wiec y*—iy = 0) a zatem jest jego catka. Nie miesci

sie za§ ona w gromadzie parabol, nie da sie bowiem otrzyma¢ z réwnania (1) przez
specjalizacje stalej.

Prdcz obwiednich gromady linij catkowych moga wystepowaé takze inne catki,
nie zawierajace sie w jednoparametrowej gromadzie linij catkowych. Tak np. fatwo
stwierdzi¢, ze catkg ogdlng rownania rézniczkowego:

jest gromada funkcyj:

4
y ~ (X 4-0C2
Istotnie y' ——8(x+ €)~3 a wiec y'a= 64(x + er* = -g =y
Oprdcz tej catki ogolnej takze funkcja
y—0

spetnia dane réwnanie rozniczkowe, albowiem y' —0 a 0*—0*= 0. Obrazem tej funkcji
jest oS a;-Gw, ktdéra nie jest bynajmniej obwiednig znalezionej gromady linij catko-
wych (jest ona natomiast, jak tatwo stwierdzi¢, wspolng asymptotg wszystkich linij tej
gromady). Tej catki y = O nie mozna otrzyma¢ z calki ogollnej przez odpowiednie
obranie statej e, jiie miesci Bie ona zatem w calce ogdlnej
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Rozwazania geometryczne i przykiady, oméwione w tym paragrafie
pouczaja, ze lozwigzaniem rownania rozniczkowego pierwszego rzedu
.moze byC jednoparametrowa gromada funkcyj. zwana catkg ogolng, a po-
nadto moga wystepowaé takze rozwigzania, nie mieszczace sie w tej
gromadzie. 'Nie dowiedliSmy jednak jeszcze, czy kazde rownanie réznicz-
kowe posiada rozwigzania i nie podaliSmy metod, stuzacych do Scistego
wyznaczania tych rozwigzan, w razie gdy one istniejg. Kwestiami tymi
zajmiemy sie w dalszych paragrafach ogdlnie. Najpierw jednak omdowimy,
kilka takich prostych typow rownan rozniczkowych pierwszego rzedu,
ktorych rozwiazanie potrafimy sprowadzi¢ do szukania funkcyj pierwot-
nych czyli catek nieoznaczonych lub oznaczonych. Poniewaz za$ oblicza-
nie catki nazywamy takze ,kwadraturgll wskutek jej zwigzku z oblicza-
niem pdl, przeto mozemy powiedzie, ze chodzi nam -obecnie o takie
rownania rozniczkowe, ktore sie dadza rozwigza¢ za pomocg kwadratur.

Zajmiemy sie najpierw badaniem takich rownan rdzniczkowych
zwyczajnych pierwszego rzedu, w ktorych pochodnay’ wystepuje w formie
wyraznej, tj. rownan postaci:

) y'= f(x,y)

P6zniej omowimy takze rownania ogélniejszej postaci:
y.y)= o

w ktorych pochodna y* wystepuje w formie uwikianej.

Rownanie y*= f(x, y) czyli =f(x y) dogodnie jest niekiedy

pisa¢ w postaci:

dy —f(x.y) do= 0
Dla wiekszej symetrii pisze sie czesto to rownanie (ewentualnie po uwol-
nieniu od utamkow) w postaci:

(55) M(x. y) dx -F N(x, y)dy = 0
Rownanie to jest rdwnowazne z réwnaniem rozniczkowym:
dy_ M@y
dx~  N(XY)

Jezeli pomieniamy z sobg role zmiennej zaleznej i niezaleznej, to mozemy
uwaza¢ rownanie (55) za rownowazne z rownaniem réozniczkowym:

dx _ NX V)

dy  M@y)
p»zy czym chodzi o znalezienie funkcyj x = ip(y\ spetniajacych to rownanie.
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8 206. Rownania rdzniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu o zmien-
nych oddzielonych
a) WespomnieliSmy juz, ze réwnanie rozniczkowe:

(46i y' —f[to)
rozwiazuje sie przez jedng kwadrature, a mianowicie:
y—J f{x)dx + C—F(Xx)+ C

Rozwigzaniem tego rownania rézniczkowego jest wiec jednopararaetrowa
gromada linij. z ktérych kazdg mozna otrzymaC z jednej z nich przez
przesunigcie rownolegte wzdtuz osi y-Ow.

b) W podobnie prosty sposob przedstawia sie rozwiazanie rownania
rézniczkowego:

(56) y=fly)
Stad 5*= /" «»190:

dy _
a)-/if{y)+ C=F(y)+ C

OtrzymalisSmy gromade linij catkowych, z ktorych kazdg mozna otrzymac
z jednej z nich przez przesuniecie rownolegte wzdtuz osi ®-Ow.
c) WeZzmy pod uwage ogolniejsze rownanie rézniczkowe postaci:

(67) f[x)dxJrg(y)dy = 0

zwane nhtmaniem rézniczkmcym o zmiennych oddzielonych. Jest ono row-
nowazne z rownaniem:

— i»b —
Y7y ! /)
Gdy g[y) sb—], to otrzymujemy rownanie typu (46), jezeli za$
/(®) e='1, to otrzymujemy rownanie typu (56). Aby to rdwnanie rozwia:
za¢, wprowadZzmy nowg zmienng z za pomocg rownania:

z—1f9ly)dy
Wobec tego:
gly)dy —dz
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i rownanie (57) przechodzi na:
f(x)dx+ dz= Q

ozyli: —f(x) astad z -J fX)dx{-C czyli:

\] f(x)dx 4-Jg{y)dy «C

Widzimy stad, ze rownanie rozniczkowe o zmiennych oddzielonych,
dane w postaci (57), rozwigzuje sie, catkujgc osobno kazdy jego dodajnik.
wedtug tej zmiennej, ktora w nim figuruje. Przez catkowanie otrzymamy
jednoparametrowg gromade funkcyj:

Fx)+ Gy)= C
podanych w formie uwikianej.
Bardzo czesto mamy do czynienia z takimi rownaniami, ktére nie
majg wprawdzie postaci, uwidocznionej we wzorze (57), lecz dadza sie

sprowadzi¢ do tej postaci przez pewne proste przeksztatcenie,. Tak np.
réwnanie.

(58) fx) gl (y)dx+ g(y) (@)dy—0

sprowadzamy do rownania o zmiennych oddzielonych, mnozac obie strony

przez czynnik:

ufxy) — -

Otrzymujemy w ten sposob:

f(x) =
o XA Mdy=0

OXW
a wiec. zmienne sg oddzielone.

Przyktady.

Przyktadami rozwigzywania réwnania rézniczkowego postaci (46) sg wszystkie
catki nieoznaczoue, oméwione w tomie Il w rozdziale XVII. W przykladzie 4 na str. 9
tomu 11 wyjasniono, jak sie wybiera zadang catke szczegbtowg z gromady funkcyj,
tworzacych catke ogdlna,.

Przyktadami rozwigzywania réwnan rozniczkowych postaci (66) sg zagadnienia,
rozwigzane w tomie 11, w przyktadzie 6 na str. 19—21 | w przyktadzie T na str. 41—43.
Takze rownania rozniczkowe, oméwione w 8 87—90, w tomie |, naleza do tego typu.

1) Tak np. rownanie rdzniczkowe:

y—y

czyli; v - y najprosciej jest rozwigza¢ przez oddzielenie zmiennych, a mianowicie:
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a stad
[?2=[*"
i°sW—® ¢
\WW\ = &= g e
Oznaczmy stala dodatnig <' literg Qt, to:
li.|== Cj.e*
a Rtad :
y = Ce-
przy czym teraz jnz C oznacza dowolng statg, dodatnig lub niedodatnia.
2) W podobny sposob rozwigzujemy réwnanie rozniczkowe:
y=% —y)

charakteryzujgce wzrastanie wedlug prawa Mitscheriicba (por. tom I, str. 284
i nast). Otrzymujemy:
dy _
t>(g~
2 stad (9~y)

— —Y| = ®4-«
Zatem:

y=g-Ce-*
Wyhbierzmy z tej gromady linij catkowych te, ktéra przechodzi przez poczatek uktadu,
zgdamy wiec, aby dla x —O0 bylo y —0.
Z tego warunku otrzymujemy:
0=y-C.lI
a wiec g = (7 +Zadang catka jest zatem funkcja:
y—9(1—e"™)
3) W rédwnaniu rdzniczkowym:
(2y — 1)dD-J xety= 0

zmienne nie sg oddzielone. Zatézmy najpierw, ie * 370 i 2y — 1 3=0. Przez podziele-
nie obu stron réwnania przez (2y — \)x otrzymujemy réwnanie;

i dy =0
X T2y—I

0 zmiennych oddzielonych. Stad:
log|«l -1- Tlog 2y — 11= ¢

lgg|\2y — 1=c
ld\2y —fF=e"

czyli :
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zatem. ;K*|Sy—!|*C, przy czym C> Olub <e¥2y—)=sC, przy czym C moze mie¢
wartos¢ dowolng. Dla C=sO otrzymujemy wylgczone poprzednio rozwigzania rownania,
* mianowicie *~ 0i 2y —1= 0.

4) W termodynamice dowodzi sig, ze pomis o>y objetosuq a preznoscig gazow
doskonatych, poddawanych zmianom adiabatycznym (tj. takim zmianom, przy ktdrych

nie nastepuje wymiana ciepta zawartego w gazie z otoczeniem), zachodzi nastepujacy
zZwigzek:

vdp -f- kpdv —0

gdzie k oznacza liczbe stalg, wynoszacg okoto 1'41 (jest to stosunek ciepta wtasciwego
ep przy stalym cisnieniu do ciepta wlasciwego  przy stalej objetosci). Rownanie to
ma posta¢ rownania (6. Zmienne nie sg tu wprawdzie oddzielone, ale mozemy je
-oddzieli¢, dzielac obie strony przez pv. Dochodzimy w ten sposéb do réwnania:

dp dv
p %
Stad za$ fuwazajac p i » za wielkosci dodatnie) otrzymujemyt
logp -F klogv= c

p*—C
-Jest to réwnanie gromady tinij adiabatycznych dla gazéw doskonatych.
5) Znalez¢ ortogonalne trajektorie (por. tom T § 178) takiej gromady elips:
i2a2+ aV=a*I>*
dla ktorych stosunek osi ma statg warto$o. Kk, a wiec a:b = k
Rownanie tej gromady ma postac:
X2 j 12°2 _aa™0

Stad otrzymujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe tej gromady (tworzac pochodngy
lunkcji uwiktanej):

ezyli

2® X
Y ——2yk* yk2
Rownanie ortogonalnych trajektoryj tej gromady elips ma zatem postac:

,_ N2
Y= x
czyli:
x dy —k2y dx —0
Oddzielamy zmienne i otrzymujemy:
dy _ tiidx _ 0
X

Ograniczmy sie najpierw do dodatnich x 1vy.
Po scatkowaniu otrzymamy:

log# — k2logx —e

Rashanek fiiniczkswi 1eattowzt T. tli
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czyli'
logfy:”~) =*c

Ostatnie rownanie mozemy napisa¢ w postaci:
y = Coc*

przy ezym C= eejest dowolng stalg dodatnia.

Otrzymalismy wiec gromade linij parabolicznych, przechodzacych przez pocza-
tek ukladu. Podobny wynik uzyskuje sie w innych ¢éwiartkach, np. dla » ~0,

6) W réwnaniu rézniczkowym:

y'=x-fy

zmienne nie s oddzielone. Mozemy je jednak przeksztalcié na réwnani* e imien-
nych oddzielonych) wprowadzajgc za y nowg zmienng zalezna:

V—X Yy
Witedy y*=»—a, ' = B—1, a zatem dane réwnanie przechodzi re
Mf—1=V cli &8=:1--v

Tujuz dadzg sie zmienne oddzieli¢, a mianowicie'

dv _
r+r, dx

(zaktadajac, ze t +~c}=0 czyli 1-j-x -f-y 40). Stad: Jog(L %] & e czyli
logt+ x -fy|=x-fc
Zatem:

L A-x  y\= freef= C*

przy czym CJ>0 lub I-j-a?-4-y = Ce* przy dowolnym C
A wiec:
y = C*—3A—x
W tym rozwigzaniu ogolnym miesci sie takze wylgczone poprzednio rozwigzanie
1+ *+ V=0, a mianowicie otrzymujemy je dla C= 0.
7) W podobny sposéb mozna rozwigza¢ ogdlniejsze réwnania:

y'=f(x+y) i y=flax+ by

§ 297. Rbéwnania rézniczkowe jednorodne

Przy pomocy podobnego podstawienia jak w ostatnim przykiadzie
mozna scatkowad rownania postaci:

zwane rownaniami rozniczkowymi jednorodnynii.
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Unaga. Jezeli w réwnaniu rézniczkowym pierwszego rzedu, napisanym w postaci*
M(r,y)dx -f N(x, y)dy —0

funkcje M(X, y) i N (X Y) sa funkcjami jednorodnymi tego samego stopnia (por- tom 1,
str. 333) np. »-tego stopnia, to rownanie to mozna sprowadzi¢ do postaci (59). dzie-
lac obie strony przez Xn Z jednorodnosci bowiem wynika, ze A(te, ty) = I”Al(X V).

Biorac za$ / = — otrzymujemy :

a Weg:
M{xy)as X M1l | j«*a
Podori:
N(x, —
aseun
B - '*'('3 -

Wprowadzmy zamiast y nowg zmienng niezalezng »aa pomoca pod-
stawienia:

X

Stad: y —vx, y' = »-f-V' X, a wiec dane rownanie rozniczkowe prze-
chodzi ma rownanie:

®+ NP = /(0)
czyli:
dij flv) —v
“ doc X

To réwnanie nalezy juz do typu (57), to znaczy jest rownaniem o zmien-
nych oddzielonych. Chcac przenies¢ wszytkie wyrazenia, zawierajgce
tylko v, na jedng strone, a zawierajace tylko x. na druga, trzeba wyko-
naC dzielenie przez f(v) —v. Trzeba zatem zatozyC, ze f(v)—v =F0

i 0sobno zbadac te rozwmiazania, dla ktorych f(v) —v= 0 czyli

Jezeli liczby ¢, «2,... spelniajg rownanie a= /(a), to funkcje y — al x,
y = a2x,... sg rozwigzaniami danego rownania rdézniczkowego. Pozostate
rozwigzania rownania (59) otrzymamy, zakladajac f(v) — =p0. Whedy;

dv.  _dx
ffv) —V X



a stad:

fj5*r;-

r
g ec= eJADT ciyli C\\= F(v)

przy czym dodatnig statg e€ oznaczalismy literg C, a funkcje zmiennej

znajdujaca sie po prawej stronie znaku rownosci, F{v). Jezeli dopuscimy,

by stata C przybierata dowolne wartosci, zarowno dodatnie jak i niedo-

datnie, to ogolna catka réwnauia rézniczkowego (59) przyjmie postac:

¢ = F(i)

a zatem:

Przykfad.
Scatkowaé réwnanie:

y8dx -f- (fa—xy)dy = 0

Jest to réwnanie jednorodne, poniewaz M(*,y)= y1i N(X,y) = XL—Xy sg funkcjami
jednorodnymi tego samego (drugiego) stopnia.
Kladgc y = vx, otrzymujemy:

v*x2dx -f- (x2—x2v) (vdx -£-xdv) = 0
a po uproszezeniu przez a*:
(R4"0o—taddx (@ -~-v)xdv= 0

Zatem:
log1*1+ c= v—Ilog |n|

| —log11l= | —logly| + log|#|

"= logly| +c = logly|+ logC=logCly]|

a Cly|= tit* C>0 lut:
stad Cly|= it pray —
przy dowolnym G
W bliskim zwigzku z réwnaniami jednorodnymi jest rownanie roz-
niczkowe:

[V [o( <x+ by+ c \
€0 ~ WA by 1

Jezeli a<bxjest rdzne od o, *b, to réwnanie to mozna sprowadzi¢ do row
nania jednorodnego.
Rozwigzujemy w tym cela ukiad rownan:
¢ ax-\-by c—0
6j *0
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i otrzymujemy x —k, y —I. Wprowadzamy za zmienng zalezng i nie-
zalezng nowe zmienne za pomocg podstawien:
X—u-tlg y=v 1
dy dv dv du do ™ v
dx dx du dx du du
przeto rownanie rozniczkowe przyjmie postac;

dv la(u-\-k) +b (v c i / aubv(gkblJdoc \
du lal(m+A)-Felw+ 0t'a’ UM -j- by + {axk,-j- b -f- ¢/
Poniewaz Ai i sg pierwiastkami rownan (r), przeto wyrazenia, zawarte
w nawiasach w ostatnim ulamku, sg zerami i otrzymujemy rownanie

jednorodne’.

Poniewaz:

dv__ Jau-j-hbv\

du 7 UM-j- bw)
Jezeli asbx= axeh lecz £=1=0, to wprowadzajagc nowg zmienng zalezna
za pomocg podstawienia:

aix+ bly+ cl= z
otrzymujemy rownanie:

F'=0l+v(!i+ M )

To rownanie nie jest jednorodne, natomiast nalezy do omowionego juz
typu (56): z'= F(2).

Jezeli a'bl —aXb i ~=0, to musi byC takze b—O0 lub al= 0,
a rownanie (60) ma postac:
ax + by-f-c\

G /

a wiec nalezy do jednego z omdwionych juz typdw: (46) lub przyklad 7
z § 296.

lub

§ 298. Rownania rozniczkowe liniowe pierwszego rzedu
Rownanie rézniczkowe postaci:
(61) y'+p(x)y = q(x)

nazywamy linionym zgodnie z ogolng definicjg rownan rozniczkowych
liniowych (por. § 294, str. 99;.



Rozwigzanie takiego rownania uskuteczniamy dwoma krokami. Naj-
pierw rozwigzujemy prostsze rownanie liniowe:

(+2) y + p(*)y —o

otrzymane z rownania (61) przez opuszczenie wolnego wyrazu (X).

To prostsze réwnanie (62) nazywamy rownaniem liniowym jedno-
rodnym, przy czym mamy na mysli jednorodno$¢ tylko ze wzgledu na
zmienne y 1 y\ natomiast funkcja p(#), zawierajgca zmienna#, moze by¢
zupetnie dowolng funkcjg. Nie nalezy zatem miesza¢ poznanej w poprzed-
nim paragrafie definicji rownan rézniczkowych jednorodnych z definicjg
réwnan rozniczkowych liniowychjednorodnych. Zupetne réwnanie liniowe (61)
z wyrazem wolnym réznym od zerk nazywamy rownaniem liniowym nie-
jednorodnym. Rownanie (62) catkujemy tatwo, a mianowicie przez od
dzielenie zmiennych otrzymujemy:

~ = ~ p{x)dx

Stad:
logly|= — p(x)dx 4i

a wiec:

lyl= e .
Oznaczajac dodatnig statg €' znakiem C, otrzymujemy:

= Le

a stad: vl
©3) y —ce™ P

Tutaj stata C moze przybieraC dowolne wartosci dodatnie -f-C, i ujemne
—C, a takze dla C= 0 otrzymujemy jedna catke szczegbtowa, a miano-
wicie y= 0 (funkcja ta spetnia istotnie réwnanie (62), bo y' —0).

OtrzymaliSmy w ten sposob catke ogélng rownania liniowego jed-
norodnego Nie spelnia oua réwnania niejednorodnego. Jezeli jednak
stalg C zastgpimy odpowiednio dobrang funkcja C(x) zmiennej x, to okaze
sie, ze funkcja:

y= Cix)e P

jest catkg rownania niejednorodnego. Te metode rozwigzywania rownania
liniowego nazywamy metodg zmiennosci statej. Aby znalezé funkcje C(x),
podstawiamy w rownanie niejednorodne (61) to y i jego pochodna:

-fp i+

E\x) s P b
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Otrzymuje uy:

1(T(¥)e ™9 Z—C{x)e JpA*>p(x) F-p(x) «C{x)e * —a(x)
Strd:

_ C'(x)= a{x)/"™d
a wiec:

CX)=j q(x)e Add*dx ¢

Wobec tego:
(64) y —e Jp{)dx(c+Jq[x)e”Axd dx j

jest catkg ogolna réwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego.
Calke te mozna przedstawi¢ w postaci:
y= ceP[x)-f ty@n)

* ktorej 'widaé, ze Btala ¢ wystepuje tu w pierwszym stopniu. Na odwrdt,
fatwo stwierdzi¢, ze kazda gromeda- funkcyj tej postaci spetnia réwnanie
rézniczkowe jednorodne.
Przykiady.
1) Rozwija¢ réwnanie:
X X
hr=Exe

Uzyjemy gotowego wzoru (6t). Obliczamy najpierw catke:
fp(x)dx=J~—-dx

wystepujacg dwukrotnie w tym wzorze. Otrzymujemy:

Stad: JWidt 4

[l — X*

CTmE2)

Po wykonaniu drugiego catkowania otrzymamy.

a wiec:

,=Fr="i(c+tp=L=)
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» WH<5-

y= 1f-c|/l -fW®

2) Zwigzek miedzy natezeniem 1 pradu elektrycznego w chwili t a silg elektro-
motoryczng E w przewodzie o oporze R a o indukcji wdasnej L wyraza sie wzorem:

dl .R. E
dt+ L I==
Jest to rownanie rézniczkowe liniowe niejednorodne.
a) Jezeli sita elektromotoryczna przestanie dziata¢, tj. E stanie sie réwne zeru,

to prad zanika wedlug prawa:

Jest to réwnanie liniowe jednorodne. Catkujemy je albo wedtug wzoru (63), albo bez-
posrednio przez oddzielenie zmiennych:

fl= - Rudi
Stad:
log/ — —" t4-c¢
a wiec:
Ce 1
Z tej catki ogolnej wybieramy odpowiednig catke szczegGlows, wyznaczajac

statg C np. z warunku, zeby w chwili przerwania pradu, tj. dla *= 0, natezenie pradu
miato znang warto$¢ i,. Wobec tego:

/= Ct°= C
a zadana catka szczegdtowa ma wartos¢: -
I=1Q@ L

Wedlug tego prawa zanika prad od chwili, gdy przestanie dziata¢ sita elektromo-
toryczna.

b) Jezeli w chwili + = 0 wiaczono site elektromotoryczng stata, rozng od zera,
to wzrastanie natezenia pradu nalezy wyznaczy¢ z réwnania rdzniczkowego liniowego
niejednorodnego.

Stosujac wzdr (64) ‘otrzymujemy:

(

it JE Lo oo
ee A--——KeL e

I=ce+_,\R

Poniewaz w chwili t—O0 natezenie pradu miato wartos¢ 7=0, przeto stata e musi
mie¢ wartos¢, wyznaczong z Wzoru:

0 eee (- tj-
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WBxC tego catka szczegdtow*, ktora jest rozwigzaniem tego zagadnienia, ma postac:

E° R

To natezenie dgzy bardzo szybko do wartosci , odpowiadajgcej prawu Ohma (poi-
tom |, Btr. 285).

c) Jezeli sita elektromotoryczna zmienia sie np- periodycznie wedlug prawa:
E = EOsin ot
to rozwigzaniem réwnania rézniczkowego jest
U TN
l=e 1 L/ AGino»(tr)
Po wykonaniu catkowania (per partes!) otrzymuje sie:

/= 4, ~EoN-y)
® |/t2-f aala

przy czym kat y wyznacza sie z wzoru: ,g /::%/'F- Y« warunku, ie dla t=*0 jest
1 *=0, otrzymujemy:
Eqgsiny
1 -l- w2l

”

Cze$¢ pierwsza po prawej stronie wzoru (W) dazy szybko z wzrostem czasu do zera,
a cze$¢ druga jest periodyczna, o tym samym periodzie co sita elektromotoryczna,
lecz o fazie spdznionej 0y

Rownanie nieliniowe postaci:
(65) y -fp(x)y = glx)ynl

zwane rownaniem Ber noulli’ego, mozna przeksztatcic na rownani®
liniowe. Dzielimy w tym celu obie strony przez yni otrzymujemy:

yn+ p{x)y’-n= q[x)

Wprowadzmy za zmienng zalezng y(m) nowg zmienng ®@?) za pomocg
podstawienia:

@ y-«= 7

Stad wynika:
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Wistawiajgc te wartosci w rownanie, otrzymamy po uporzadkowaniu:

N+ (I —mp(x)z= (\ —n)g(x)

to za$ jest rownanie liniowe. Z tego réwnania wyznacza sie funkcje z(x)
wedtug wzoru (64), a nastepnie wraca sie do zmiennej y za pomoca
wzoru (a).

8 299. Rdwnania rozniczkowe zupetne. O czynniku catkujagcym

Rownanie rézniczkowe pierwszego rzedu, w ktorym y' wystepuje
w formie wyraznej, mozemy, jak wiadomo, napisa¢ w postaci.

(55) M(x,y)dx -f N(x,y)dy = 0

Jezeli lewa strona jest rozniczkg zupelna, to rownanie to nazywamy row-
naniem rozniczkowym zupetnym, jezeli funkcje f(x,y), ktdrej rozniczkg
zupelng jest lewa strona, przyrownamy do stalej dowoloej C, to otrzy-
mujemy catke ogdlng tego rownania. Istotnie, jezeli: .

M(x, y) dx + N(x,y)dy = df[x,y)= 0
to:
ftoy) ~

Wszystkio funkcje y(x), spetniajace ten warunek, spelniajg dane row-
nanie rézniczkowe zupetne, albowiem:

g +JEYy'(*)= 0 czyli M-f Ny' =*0

Znalezieniem funkcji, ktdrej rozniczkag zupelng jest wyrazenie:
M(x, y) dx -f- N(x, y) dy

zajmowalismy sie juz w 8 114 (tom I) i w § 257 (tom II). WidzieliSmy
i 9 koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby wyrazenie:

M (x,y) dx -f- N(x, y) dy
byto rdzniczkg zupelng, jest

, X SM_3N
w Sy ~ dX
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Funkcje za$ f{x,y), ktorej rdzniczka zupelng jest badane wyrazenie, po-
trafimy wyznaczy¢ metods, omowiong w § 114 tomu |, lub tez wprost
za pomocg gotowego wzoru. (por. tom 11, str. 246, wzér (170)):

*

y
fx,y)=J M y)d F-IN (a y)dy

przy czym a i b sg dowolnymi liczbami statymi.

Wobec tego catkg ogdlng rownania rozniczkowego zupelnego jest
gromada funkcyj y[x), otrzymauycb z rozwiklania wzoru f(x,y) = C
czyli wzoru:

(66)

Widzimy stad, ze rownanie rézniczkowe zupelne rozwigzuje sie za po-
mocg dwoch kwadratur.

Prtykiad.
Réwnanie rdézniczkowe:

4 ydx -f- y®-j- .rhdy *=0
jest réwnaniem zupetnym, albowiem:

SM_ L. .. 9N_
d—y—4tr | SX—4.|®

Wobec tego catke ogolng tego réwnania otrzymamy z wzoru.
F(x,y) =J 4x*ydx -\-J (ya-f addy

to znaczy:

*Ayl + (iy8+ ady)| =>r
Stad:
X*y+ £y3— —«406= ¢

Oznaczajac stalg'liczbe cet J éa-j- u‘ 6 jedng literg c,, otrzymujemy:
*4y+ by*= d
Jest to jeduoparametrowa gromada funkcyj, podanych w formie uwiktanej-

Latwo stwierdzi¢, ze rowpanje rozniczkowe o zmieunych oddzielo-
nych, tj. rownanie postaci

afyydy = 0

ftri ***+ p ff '&



jesi rownaniem zupetnym. | tak w rownaniu tym jest M(Xx,y) - Hx)
a N(x,y) 53 giy), .a zatem,

Te czastkowe pochodne sg rowne, to zaS dowodzi, ze badane rownanie
jest rownaniem zupetnym
Rownanie:
[» "oily)dx + g(y)'fi X)dy= 0
me jest wprawdzie rownaniem zupetnym, mozna je jednak przeksztalcic
na takie rownanie, mnozac obie jego strony przez czynnik:

Ogdlnie, jezeli rownanie:
M(x, y)dx -f N(x, y)dy —0

nie jest rownaniem zupetnym, a posiada catke ogdlng, to mozna je za-
mieni¢ na réwnanie zupetne, mnozac lewa strona przez odpowiednio do-
brang funkcje y(X, y), zwang czynnikiem catkujgcym danego rownania.

Znalezienie czynnika catkujgcego nie jest w ogélnym przypadku
zagadnieniem tatwym.

I tak z warunku, ze:

yM dx 41 fiNdy

ma by¢ rdzniczkg zupetng, wynika, ze czynnik catkujacy y musi spel-
niaC nastepujace rownanie:

9(yM> 9(yN)

©7) dy 9x

czyli:

(67 @)

Jest to rownanie rozniczkowe czastkowe pierwszego rzedu, trudniejsze zwykle
do rozwigzania anizeli pierwotne, dane réwnanie rézniczkowe niezupetne.

Rownanie to upraszcza sie znacznie, jezeli sie zdarzy, ze rownanie
rozniczkowe niezupetne posiada czynnik catkujacy, zalezny tylko od

jednej zmiennej, np. od x Witedy odpadaszrJ i mamy do czynienia
Z réwnaniem rozniczkowym zwyczajnym:
y(x) M =y{N, £ N5
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czyli:
Fr&G2h,.0

Jest to rownanie rozniczkowe liniowe jednorodne, catkujemy je zatem
wedtug wzoru (63) na str. 118 i otrzymujemy:

<63) N )=Cel N« *

Tak np. fatwo sie mozna przekonac, ze rownanie liniowe niejednorodne,
napisane w postaci:

@ {${x)y —a{x))dx-\-dy = 0

nie jest rownaniem zupetnym, posiada jednak czynnik catkujacy, zalezny
tylko od x. Z wzoru (68) otrzymujemy na ten czynnik wzor:

L (ed-c/™"

Mnozac rownanie (1) przez ten czynnik, zamieniamy istotnie lewg strone
na rozniczke zupelng, jak tatwo sprawdzi¢. Catkujac te rozniczke zupetng
wedtug ogdlnego wzoru (66), otrzymujemy takze ta drogg znany nam
juz wzér (64) na catke ogdlng réwnania liniowego niejednorodnego.

Zupelnie podobnie postepuje sie, gdy istnieje czynnik catkujacy,
zalezny tylko od .

Pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie do stwierdzenia, ze row*
nanie rézniczkowe jednorodne:

napisane w -postaci:

M(x y)dx -f--N(x, y)dy —0
(przy czym, jak wiemy, M i N sg funkcjami jednorodnymi tego samego
stopnia), posiada czynnik catkujacy:

y) XxM-\-yN

Przy dowodzie trzeba sie powota¢ na twierdzenie Eulera o funkcjach
jednorodnych (por. tom I, str. 333, wzor 78)
OméwilisSmy w ten sposdb uajwazniejsze typy tych réwnan réznicz-
kowych postaci:
y'=1(«y)
ktore sie dadzg seatkowaC przez kwadratury. Nie nalezy jednak sadzic,
ze kazde takie rownanie da sie w ten sposob rozwigzat. Tak np. oka-

zano, ze réwnanie.
V+ pey<+ diy+ r= U
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roznigce sie od rownania liniowego tylko tym, ze przybyt dodajnik
P(x)ya<n'e da 88 w ogdlnym przypadku scatkowaé przez kwadratury.
To rownanie rozniczkowe, posiadajace szereg interesujgcych wiasnosci,
nazywamy rownaniem Riceati'ego.

Nasuwa sie wobec tego pytanie, czy wogole takie rownanie posiada
rozwigzania a ogolniej: jakie warunki musi spetniaC funkcja f(x, y), aby
réwnanie rozniczkowe y*= f(x, y) posiadato rozwigzanie. Tg nader wazng
kwestig zajmiemy sie w § 301—302. W nastepnych za$ paragrafach zaj-
miemy sie jeszcze niektorymi rownaniami  rézniczkowym  pierwszego
rzedu, podanymi w postaci:

Viin= o

tj. takimi, w ktorych y* wystepuje w formie uwikianej.

8 800. Rownania rozniczkowo Lagrangew | Clalrauta

Jezeli rownanie rdzniczkowe pierwszego rzedu podane jest w takiej
formie, ze trudno je rozwiklaC wzgledem y\ to probujemy je rozwikiac
wzgledem x lub y. WeZmy pod uwage rownanie rozwikiane wzgledemy,
a wiec rownanie postaci:

(69) y= 6(xy)

Rozwigzanie takiego rownania potrafimy zawsze sprowadzi¢ do rownania,
w ktorym pochodna nieznanej funkcji wystepuje w formie wyraznej
Uzyskujemy to przez wprowadzenie nowej zmiennej (zaleznej):

P—y*
i przez rézniczkowanie danego rownania (69) wedtug zmiennej X. | tak
rézniczkujac obie strony rownania (69) wedtug X, otrzymujemy:

. 2 Zpdy
No2x o 3yt dx
czyli:
p= (pix, B+ ep(x, p)”
a stad:

dp_p—ax(x, p) _
dx~ pixpr 0P
To za$ rownanie ma juz forme wyrazng (wzgledem pochodnej szukanej
funkcji p(x)).
Jezeli ogolng catka tego rownania jest:

h(x,p,c) = 0
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to czasem nie potrzebujemy nawet, oblicza¢ stad p a nastepnie y przez
kwadrature z warunku rf —p, lecz mozemy unikngC tej ostatniej kwa-
dratury. Jezeli mianowicie uda sie otrzymang catke ogolng rozwiklac
wzgledem zmiennej X, to znaczy przedstawi¢ X w postaci:

@) x = tp(p,c)

to wystarczy wstawi¢ te funkcje w dane rownanie rozniczkowe za x.
Otrzymamy w ten sposob:

. v=<p(ip(p.e).p)
czyli:

) y= x{p.c)
Rownania (@) i (b) dajg razem parametrowe przedstawienie funkcyj cal-
kowych za pomocg parametru p.

Podobnie postepujemy, gdy z réwnania rézniczkowego!

F(x, y.y)—0

mozemy obliczy¢ x w formie wyraznej, tj gdy mozna to rownanie przed-
stawi¢ w postaci:
(70) x = {p{yy)

Witedy dogodnie jest uwazaC x za zmienng zalezna,

Specjalnym przypadkiem réownan, dajacych sie sprowadzi¢ do po
staci (69) lub (70), sa rownania, zawierajgce X iy najwyzej W pierw
szym stopniu, tj. rownania postaci:

xPx{y") -f yfs(y') t-f,,(y)= 0

Jezeli ft{y’) nip jest identycznie zerem, to rOwnanie to mozna przedstawic
W postaci:

(TH y = xg{y’) + Hy?)
zZwanej rownaniem rozniczkowym Lagrangea
Kladziemy y' = p, a wiec

@) y= x9(p) + f(p)
Tworzymy pochodne obu stron wedtug x i otrzymujemy:

P—9P) 4 x9P)% + ? %
oY 4
P—OP)= % («y(P 4 / (P)
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Zakozmy, ze g(p) jest rozne od p i obliczmy &’ u teraz p >
zmienng niezalezng, a X za jej funkcje Otrzymamy
dx_ xg‘(p) . F(p)
> dp p—9(p)*~p—o{p)

Jest to réwnanie rdzniczkowe liniowe, potrafimy je zatem rozwigzaC
przez kwadratury. W {en sposob otrzyma sie catke ogolng tego rowna-
nia w postaci:
) x= O(p0
Nie trzeba stad wylicza¢ p, lecz wystarczy wstawi¢ za X znaleziong
funkcje w rownanie (a). Otrzyma sie:
© y—G{p.9g @) = HE.9
Rownania (b) i (c) dajg parametrowe przedstawienie catki ogdlnej rowna-
nia Lagrange’a
WyiaczyliSmy przypadek £(p) = p czyli:
gly) =y
Wtedy réwnanie Lagrange’a przyjmuje postac:

(72) y —xy' -f fW)
zwang rownaniem rozniczkowym Clair auta. Chcac je rozwigzal, kia-
dziemy y'=p i rozniczkujemy obie strony rownania:
(d) y = Xp-ff{p)
wedtug zmiennej x, pamietajac o tym, ze p jest funkcjg x. Otrzymujemy:
f="+,5 +W 5
czyli:
*(*+/»)-o0

Rownanie to spetnia sie, gdy pierwszy albo drugi czynnik jest zerem,
ti- gdy:

» £=°
albo:
® ®——f'(P)

Rozwigzaniem rownania (e) jest:
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Podstawiajac to w rownanie (d), otrzymujemy catke ogolng rownania
Clairauta w postaci:

(73) y «=CX 4- [(«)e

Graficznym obrazem tej gromady fnnkcyj jest jakas$ jednoparametrowa
gromada linii prostych.

Z rownania (f) otrzymamy jeszcze jedng catke. Aby do niej dojsc,
nie trzeba odwraca¢ tego rownania celem obliczenia p, a nastepnie cal-
kowa¢ rownanie y' = p, lecz wystarczy wstawiC znalezioue na * wyra-
zenie w rownanie (d). Otrzyma sie w ten sposob:

@ y ——pf'{p) + Ap) —h(p)

Wzory () i (g) dajg parametrowe przedstawienie jednej catki, ktora nie
jest catkg szczegdtowa, nie mozna jej bowiem otrzymaC z catki ogolnej
przez specjalizacje stalej ¢ Catka ta, zwana catkg osobling, przedstawia
obwiednig gromady linij prostych (73). Istotnie obwiednig gromady:

() F(x,c) *y—cx—f(c)= 0

znajdujemy (por. tom 1, str. 576), kiadac:
0] ~ = —X—i{c)= 0

i wyznaczajac z tych dwdch warunkow (h),.(i) zmienne x 1y jako funkcje
parametru ¢. Otrzymamy w ten sposob:
X——fF ()
3 = —erff)+ f(c)= h(©
a to sg whasnie rownania (f) i (g), roznigce sie od nich tym tylko, ze
parametr oznaczono inng litera,
A wiec catka ogdlna rownania Clairauta przedstawia jednopa-

rametrowg gromade prostych, a ponadto istnieje catka osobliwa, przedsta-
wiajaca obwiednig tej gromady.

Przykfady.
1) Rozwigza¢ rownanie rézniczkowe:

y'%—4xy‘-j-4y = 0
Jest to réwnanie Clairauta, albowiem:
y —xy' —\y'%
Catkg ogolng jest gromada prostych :
n y —cx—\ ¢*

fUchunk téinic«ktvp? i Mitktwy. T. Hf
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Catke osobliwg znajdujemy, ktadac:
X=> —f{p) =2 -tp="3$p
i podstawiajac te warto$¢ w réwnanie;
Y= xp—Ip*

lub prosciej, eliminujac p z obu ostatnich réwnan

Poniewaz p — 2x, przeto y = 2x*—-Jedx* = X’.

Rozwigzaniem osobliwym danego réwnania a zarazem obwiednig gromady pro-
stych, okrelonych réwnaniem (r), jest zatem .parabola o réwnaniu:

y —Xl

2) Scalkowa¢ réwnanie:
tl) 4 y3—6y's-~9(y —»)=s0

Jest to rdwnanie Lagrange’a albowiem y i x wystepujg w pierwszym stopniu.
Kladziemy y'=J> i rézniczkujemy wedtug x. Otrzymujemy:

(a2~-12?2)g+9(y-1) =0

€_ DdPg +9)=°

Kazdy sczynnik z osobna kladziemy réwny zeru i otrzymujemy dwa nastepujace
réwnania:

(m) p= 1

Shi

(> »FrE+ o= °
Z pierwszego otrzymujemy . 1 a wiec y —X-j-€t.

Stata ¢, nie jest tu dowolna, lecz nalezy jg tak obraé, aby znaleziona funkcja
spotniata dane réwnanie rézniczkowe (1). Musi sie zatem spetnia rownanie:

4.13 _ 6.124.9¢(x+ ct—Xx)= 0

a wiec e = }, wobec czego catka réwnania (1), otrzymana z warunku (m), ma postac:

*1=» + #
Z drugiego rownania (n) otrzymujemy przez oddzielenie zmiennych:
4pdp= —3dx
a stad:
fa= —fa + ¢
a \yige:

*—1 —§p>a+ «
Eliminujemy p z tego réwnania i z danego réwnania 4p’ —&pa-f-H{y—*)=0
i otrzymujemy nastepujaca catke ogdlng tego réwnania:
2(X—03-)-3 —03=0
tatwo jest stwierdzi¢, ze otrzymana z warunku (m) linia catkowa jest obwiednig otrzy-

manej gromady.
Catka ta nie miesci sie w calce ogolnej j jest catkq osobliwg-



Rownaniftmi Lagrange’a «g wszystkie rownania postaci:
V—/(8O i «= p(iO

Pozostawiamy czytelnikowi do okazania, ze kazde 1 tych rownan roz-
wigzuje sie przez jedng kwadrature.

8 801. Dowod istnienia catki rownania rozniczkowego zwyczajnego
pierwszego rzedu metodg kolejnycji przyblizerr (metodg Picarda)

Zajmiemy sie badaniem, pod jakimi warunkami rownanie roz-
niczkowe:

(>4) y' = f(xy)

posiada rozwigzania. Istnienie rozwigzan zalezy oczywiscie od natury
funkcji /(05 y). Wystarcza tu bardzo ogolne zatozenia o funkcji f(X,y).
Nie trzeba nawet zadaC rdézniczkowalnosci tej funkcji. Whystarczy zadac,
1° aby ta funkcja byta ciggta w jakim$ obszarze D i 2° aby jej iloraz
roznicowy wzgledem zmiennej y byt w tym obszarze ograniczony, tj. aby
istniata taka liczba L, ze

y*—W\

(74) ) <L

Ten ostatni warunek nazywamy warunkom Lipschitza. Spelnia sie on
fF . .
np. zawsze wtedy, gdy czastkowa pochodna ay’ ktdra jest granicg tego

ilorazu réznicowego, istnieje i jest ograniczona.

Okazano, ze przy tych zalozeniach przez kazdy punkt obszaru D
przechodzi jedna i tylko jedna linia catkoica rownania rézniczkowego (54).

Obierzmy w obszarze D dowolny punkt A(a b) i szukajmy takiej
funkcji y — <p(¥), spetniajacej dane rownanie rozniczkowe, ktora przy-
biera dla x=a wartos§¢ y —hb czyli takiej linii catkowej, ktora prze-
chodzi przez punkt A Znajdziemy takie rozwiazanie, postugujac sie me-
todg kolejnych przyblizen. Aby uzyskaC ciag takich kolejnych przy-
blizen, podstawiamy najpierw w prawg strone rownania (54) za y war-
to$¢ b i szukamy funkcji yi{x)t spelniajacej nastepujgce prostsze rowna-
nie rozniczkowe:

W —/(@®,
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Poniewaz prawa strona jest funkcjg jednej zmiennej *, przeto wszystkie
rozwigzania tego rownania otrzymujemy, tworzac catke nieoznaczona:

yx(x)= j f(x, bdx -f C= F(x) -f C

Z tej gromady funkcyj wybieramy te, ktdra przyjmuje dla x = a warto$¢ b
Z tego warunku wyznaczamy stalg G a mianowicie:

F@+ C=0b
C=b —F(@a)
A Wiee:
YIX)"F(X) —F@) + b
czyli:
(75) #(®) =J'f(x, bldx + b

Funkcja y1(x) jest pierwszym przyblizeniem catki rownania (54). Aby
uzyskaC drugie przyblizenie, podstawiamy znaleziong funkcje znowu
w prawg strone danego réwnania rézniczkowego i rozwigzujemy rownanie:

Vi= f(x,y1(x))=g{x)

Poniewaz prawa strona jest znang funkcjg jednej tylko zmiennej X, przeto
mozemy rozwigzac to rownanie przez catkowanie. Wybierajgc z gromady
funkcyj pierwotnych te, ktdra przyjmuje wartos¢ b dlaa; = a, otrzymujemy:

y® YV(® #H@)dx+ b
Postepujac w ten sposob dalej, otrzymujemy ciag kolejnych- przyblizen:

&(X) 1 ffr j/3(x)JIko - b

X

(75> yrn y'~I~ dx+ b

Okazano, ze cigg tych funkcyj y1(x), y2(X),..., ¥, (X)... jest zbiezny do
takiej funkcji (p(x), ktora spetnia dane réwnanie rézniczkowe i przyj-
muje dla x = n warto$¢ b a ponadto, ze jest to jedyna funkcja, spel-
niajaca te warunki.
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Metodg Picarda (kolejnych przyblizen) przeprowadza sie w zu
petnie podobny sposdb dowod istnienia rozwigzan rownan rozniczkowych
wyzszych rzeddw i ukiadéw rownan rdzniczkowych. Metoda kolejnych
przyblizen stuzy nie tylko do dowodu istnienia rozwigzan, lecz pozwela
takze otrzymaC kolejne przyblizenia tych rozwigzan, a wiec rozwigzy-
waé rownania rozniczkowe w przyblizeniu.

Preyktady.

1) Znalez¢ takia rozwijanie réwnania rozuletkowego:

tt'*=U+X
ktora przybiera warto$¢ y = | dla x = 0. Poniewaz funkcja f(x,y) = x-\-y jest cig-
. . . . 3f
gta dla wszystkich x, y i posiada ograniczong pochodng czqstkoquc\fy—— 1, przeto

spetnia warunek Lipschitza dla wszystkich punktow. Zatem przez kazdy punkt
ptaszczyzny przechodzi jedna i tylko jedna linia catkowa, a wiec istnieje taka catka,
ktora przybiera zgdang warto$¢ y —1 dla *= 0. Kolejne przyblizenia tej catki uzy-
skamy, wstawiajac w dane réwnanie najpierw zamiast y wartos¢ 1, a wiec biorac pod
uwage rownanie;

y\= 1-j-o
Stad otraymujemy na podstawie wzoru (75):
Ww@=i-f {\ xdx=\1 x-A-Vx*
To jeBt pierwsze przyblizenie szukanej catki. Drugie przyblizenie uzyskamy, wstawiajac
te znaleziong funkcje znowu w pierwotne réwnanie i catkujac. Otrzymamy w ten spo6Ob:
y2x)= (I -fx--ix3-)-x=1 2x-ft

a zatem:

X

= 1-fJ (1-(- 2X -J- Ex2)dx = 1 -j- X -f- x2-|]- 1x3

Dalsze przyblizenie otrzymamy z réwnania:
yix) = ( + x+ x2-f\x2)-\-x= 14-2x4" 4~

t mianowicie:

X
Wa(*) = i 4 L+2x4-x* 4-tx*)dx= 1+ x+ x2 Ax34- ~x|

Porownajmy te wyniki z Scisty wartoscig zadanej catki. Catke ogdlng réwnania
y' = y4 * znalezliSmy juz poprzednio (por. str. 114, przyktad 6), a mianowicie:

y(x) — CV—X — |
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Z tej gromady funkcyj wybieramy te, ktéra dla * =»O pnyjmiye warto$¢ y= 1
Z tego warunku wyznaczamy statg G, a mianowicie:

i= e«°—o0—i
a wiec C>2 Zadang catke jest zatem:
y(x)= 28" —x—1

i

y[x)=I -f*+ Ex8+ Nr*-f 4% -f 5%+ .
Widzimy, ze otrzymane przyblizenia vy, {X), y%x), yt(x) maje poczatkowe wyrazy
zgodne z tym rozwinigciem szukanej funbcyj na szereg Maclaurina.

2) Zbadajmy kolejne przyblizenia tej catki rownania:

y'= 2x -f-y*

ktéra przybiera wartos¢ y= 1 dla x = 1. Jest to specjalny przypadek réwnania
Riccati®ego (por. str. 126), ktorego nie potrafimy rozwigza¢ elementarnymi metodami,
oméwionymi powyzej. Natomiast mozemy znalez¢ ciag kolejnych przyblizeri catki, uz*
wajagc metody Picarda. | tak:

M YW@= 2x-f1
yx@)= 1-F3'@x+ Ddx= 1--x%f-x —2= **-j-x —1
Y2(X)= 2x + ("2+ x —1Da
(™ 1+3'(2x-{-(xi+ x —1)3dd®= £x5+ Ix« —"Xi A-x —

W podobny sposob otrzymuje sie dalsze przyblizenia.

§ 802, Dowdd istnienia rozwigzan rdwnania rozniczkowego me-
todg szeregéw potegowych (metodg Cauchy’ego)
Omowilismy w § 301 dowod istnienia rozwigzan rownania roznicz-
kowego:
(54) y' = f{x,y)

czynigc o funkeji f (x,y) zatozenia bardzo malo ograniczajace. Nie zada-
lismy nawet rozniczkowalnosci tej funkcji. W praktyce mamy jednak
do czynienia najczesciej z takimi rownaniami rozniczkowymi, w ktorych
funkcja f (x,y) jest regularna, a mianowicie jest funkcjg analityczna, to
znaczy rozwijalng na szereg Taylora. Okazemy, ze rownanie roznicz-
kowe posiada przy tym zatozeniu takie rozwigzanie, ktore jest rowniez
rozwijalne na szereg. Taylora. Twierdzenie to, udowodnione przez
Cauchy’ego, wypowiada sie SciSle w nastepujacej postaci.

M
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Jezeli funkcja f(x,y) jest rozwijalna na szereg Taylora (dwdch
zmiennych) w otoczeniu punktu X = a, y —Db, to rdwnanie rézniczkowe
y' —f(X, y) posiada taka catke, ktora przyjmuje dla x-=.a wartos€y ="b,
i jest rozwijalna na szereg Taylora (jednej zmiennej) w ctoczeniu punktu
X —a

Poniewaz przez przesunigcie osi mozemy zawsze uzyskaé, ze punkt
A{a, b) bedzie miat wspbtrzedne ®= 0, y = 0, przeto mozemy przeprowa:
dzi¢ cate rozumowanie, uzywajac szeregu Maclaurina zamiast szeregu
Taylora i szukajgc takiej funkcji y{x), spetniajacej rownanie rdznicz-
kowe, ktora przyjmuje wartos¢ y —O0 dla x —0.

Ot6z czynimy zatozenie, ze funkcja f(x, y) da sie¢ rozwing¢ na sze-
reg Maclaurina dwoch zmiennych:

@ fCy)= /(>0 + M x+ y0Qy+ ~ (f.00 +
+ 2fX10,0) xy f-fJO, 0)*) + ...

czyli:

(b f(x,y)=zQn+ clOx + dly -f c2x2+ cnxy + oy2+...

zbiezny bezwzglednie dla |t];8?-], \y\"Lr2
Chcemy okazac, ze istnieje taka funkcja y(x)s spetniajgca réwnanie
rozniczkowe (54), ktora da sie rozwingé na szereg potegowy:

© y = ax-\-ax2 a2+ ...

zbiezny w jakims$ otoczeniu punktu x = 0. Poniewaz przyjmujemy nay
szereg poteg'owy bez wolnego wyrazu, przeto mamy juz zapewnione to,
ze 'y przyjmie zgdang warto$¢ 0 dla x —0. Wiadomo, ze ar= ~ y(r)0).

Nieznane wspotczynniki av a2, ... szukanego rozwiniecia mozemy wy-
znaczy¢ za pomocg znanych wspdtczynnikéw di0, A0,... danego rozwinie-
cia albd wprost z réwnania rozniczkowego (54), przez kolejne rozniczko-
wania obu stron, albo metodg nieoznaczonych wspotczynnikéw. Postepu-
jac pierwszg droga, otrzymujemy Kolejno:

. y @=1(0,0= @
d wiec:
(1—@
_ y'@=f,00+ fy©0 0y 0= clo+ ol-od
a Wiec:

aa— = 1 (rio 4~ roi coo)>

y"'(0) = f,,(0,0)+ 2fH(0,0)y' 0.+.f,, (0, 0)rj O+ f,(0,00y" (0
= 2¢D-(- 2cn A0-j- 20, "JFooi (Cio  ocotom)
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a wiec

aa— > ju (0)= . j(("jo~F"cn coo "4 roz cui)*®"f" eoi (cio "f* coi rHo)l
Wzory na dalsze wspotczynniki a. sa coraz bardziej skomplikowane,
otrzymuje sie je wszystkie jednak tylko przez dodawanie i mnozenie
danych wspdtczynnikéw dMiszeregu (b). Szereg potegowy (€) ma zatem
postac:
d *=£Ow®+ *(c« + dViexo)] + jI((cP+ c,,rM+ Cw<w)-2-f

H* foi (cio + eoi croll» * + oo

Chodzi o to, czy ten szereg potegowy jest zbiezny w jakim$ otoczeniu punktu
x=0. By tego dowies¢, tworzymy majorantt tego zzeregu w nastepujacy sposob.
Dany szereg (b) posiada majorante:

_ , M M M . M M
g{x.y)= M+ ox+ py-t- Tt Toxy 4+ e

W M
+ \?ﬂﬁi«v+.~

przy czym M oznacza liczbe wigkszg od bezwzglednych wartosci wszystkich wyrazow
zbieznego szeregu:

coo+ ciori+ c«ira+ eaor?+ Qlrira+ c02>i + eeo + "MA** + oee

Jezeli bowiem: o
\cu\lriti<M
to:
i M
V)

a wiec wszystkie wyrazy danego szeregu (b) sa przy kazdym X i y mnigjsze co do
bezwzglednej wartosci od odpowiednich wyrazéw szeregu (€). Istotnie wiec szereg (f)
majoryzuje szereg (D).

Prawa strona wzoru (e) jest, jak fatwo stwierdzit, rozwinieciem na szereg
funkcji utamkowej:

aa-l)
Jest ono zbiezne dla |*| <O lyj< ta.
Catkujemy réwnanie rézniczkowe:
M
0-flO-S)

co sie da fatwo uskuteczni¢, poniewaz zmienne dadzg sie oddzielic. Wybieramy z catki
ogolnej te eatke szczegGlowa, ktora przyjmuje wartos¢ O dla x —O i otrzymujemy,
jak ni# trudno stwierdzic:

©) r.J/11log (I1-5)
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Itszwintecie tej catki na tsereg potegowy musi mie¢ posta wtdru (d), w ktdrym tylko

kaide cxi naloty zastapi¢ odpowiednim wyrazeniem *\{?2 wzietym z rozwiniecia (€).
Stad i z wtorow (f) wynika, aa szereg potegowy, przedstawiajacy funkcje (g) w oto-
caariiu punktu x = 0, majorytuje aaereg potegowy (d), praedstawiajgcy saukang catke.
Ssersg potegowy fsnkgji (g) jest zbiezny dla:

(poniawai roswiniesis dwumienna funkcji \ 1-(- z jest zbiezne dla \ e \ 1} czyli dla:

0] W < r e[ 1—€)

Dla tych samych x jest zatem zbiezny takze szereg zmajoryzowahy (dl. Wykazalismy
w ten spoBQb, Ze istnieje catka danego réwnania rozniczkowego, rozwijalna na szereg
potegowy, zbiezny w pewnym otoczeniu punktu X = 0. Przy rozwigzywaniu trudniej-
szych rownan rézniczkowych uzywa sie czesto rozwinieC na szeregi potegowe.
Przykiad.
Znalez¢ takg catke rownania:

y'= 3®+ y2

ktora przyjmuje wartos¢ y —0 dla x = 0.

Prawa strona jest analityczng funkcjg dwoch zmiennych i posiada bardzo proste
rozwinigcie na szereg, a mianowicie el0= 3, rs= 1, a wszystkie inne wspbtczynniki
ag zerami. Wobec tego, stosujgc gotowe wzory na av ai,a3... otrzymujemy: *=="=0,
at= 1 (00+ ccieor)= +(3+0-0)= *i a na & otrzymujemy wartos¢ 0. Rozwiniecie
szukanej catki ma zatem postac:

y =- Oe«c4-1@2+ 0«3+ ...= fX2-f-...

Chcemy otrzymaé dalsze wyrazy tego szeregu, nie majac gotowych wzoréw na ait <5...
Mozemy postepowac jedng z drog, wskazanych przy dowodzie. | tak postepujac tg
droga, ktorg wyznaczalisSmy kolejne wsptczynniki an, podstawiamy najpierw x =0,
y ckO w dane réwnanie rdzniczkowe i otrzymujemy:

y(0)= 3.0+ 2= 0

Nastepnie tworzymy pochodng obu stron réwnania rézniczkowego i wstawiamy y = 0,
a zay' znaleziong warto$¢ y' =0. Zatem:

y' (= 3+ 2yy' awiec y"{0)= 3
Postepujac tak dalej, otrzymujemy Kkolejno:
yU@®= 20wy awigc y'(0)=0
yw{) = 2{yy"'+3y'y") oo Y0)=0
YM(X) = 2(yy<+ iy'y™ + 3y"2 ., ., Y30 = 21332= 54
WE)= 2(nP + 5j/V e+ 10y"y™),, ., y&0)=0



Zatem:
A 3 A A . 5 9
ai— aa—2* ai—® ad— N= 6l ®e" (O
i wiec:

ymm |a?2 + A% +

Otrzymywanie tg drogg dalszych wspotczynnikéw jest dos¢ niedogodne (mozna dla
ulatwienia uzy¢ wzoru Leibniza na pochpdng iloczynu). Szybciej dochodzi sie zwykle
do celU metoda nieoznaczonych tcep6tczynnikSie. Tworzymy .w tym celu pochodng sze-
regu (c), tj.: -

(k) y'= ax-j- 2aax + 3a8#-j- ...

i wstawiamy w dane réwnani.e rézniczkowe za y i y' szereg (c) i (k). Gtrzyumjemy
w naszym przykiadzie:

ax 2a2a?-f-3a3*a-f-ee= 3® + + «2@2+ 03®®+ 04&A+ ...)*

Porzadkujemy obie strony wedtug poteg X i poréwnujemy wspétczynniki przy réwnych
potegach X, Otrzymujemy w ten sposob:

ax -f- 2«gX -f- 3a3X2 ... =
= ZF?-{- a?#2-f- 2axazx3+ (°2+ 2aladxi -f- (2«raoa-j- 2ajadab-f-...

Zatem:

fli= 0

2a8= 3 s stad aa— f
3«3= a,= 0 7 n a3= 0
dad= 2aa@2= 0 n p a=20
5ab= 2axa3+ a2= £ n 7 as— A
6ae= 2alai-j-2axA3= 0 i n o0a=0
7a7— 2aab-f-2ai -)-a|= 0 D3 07=0
8 a8= 2axae-f 2a25-j-2a3d= 2.| ~ n n  a&— AR

Wobec tego rozwiniecie szukanej catki na szereg ma postac:
y= I®2+ A®5+ "™ ffl@B+ ...= §RRU+ *«H - A®*+ ..)

Metode dowodu istnienia catek réwnania rézniczkowego, a zarazem
metode otrzymywania rozwinie¢ tych calek na szeregi potegowe, uogdl-
niono na réwnania wyzszych rzedéw i na uktady réwnan rézniczkowych.

Opierajac sie na rozwinieciu catki réwnania rézniczkowego na sze-
reg potegowy, podali Runge i Kutta nastepujacg przyblizong metode
rozwigzywania réwnan rézniczkowych.

Chcemy znalez¢ przyblizong warto$¢ tej catki réwnania rézniczkowego:

y' = I(®y)



ktéra przybiera dla x —a warto$¢ y(a) = b Gdy w wzrosnie o znang
wielkos¢ h tj. zmieni sie na a-j- h to szukana catka y dozna jakiego$
przyrostu k okreslonego wzorem:

lf) = y(a+ h)—y(a)

Otéz Range i Kntta podali takg przyblizong wartos¢ k(h) tego przy-

rostu, ktorej rozwiniecie na szereg Taylora zgadza sie z rozwinieciem

prawdziwego przyrostu k(h) az do wyrazéw, zawierajacych h4 wigcznie.
Otrzymali w ten sposob nastepujacy wzor na k(he):

(76) —iNi 42242 m—k2)
przy czym kolejno:

k1= hf(a, b

k,= hf(a+ Ih, 6+ 4*0

k3= hf(a -\ h b-(- ~k?)
K= hfa+ h, b+ k3

(76a)

Wizor ten przypomina wzor Simpsona na przyblizong wartos¢ caki
oznaczonej (por. tom I, str. 122). Mozna go nawet uwazac za uogélnienie
tego wzoru w tym sensie, ze w specjalnym przypadku; gdy rownanie
rézniczkowe ma postac:

_ y' = f{x)
jest:
k~hfiu), k2= hf(a-(-\h). k3= hf(a-f-| h\ ki -~ hf(a + h)
a wiec:
©) k{h) = |(/(a) + 4f(a-fih) + f(a + h))

To zas$ jest przyblizony wzér Simpsona na te catke rownania y'—f(x\
ktora przybiera dla x —a warto$¢ y —b. Ta catka ma bowiem postac:

y—/ /(»)dx-j-b
a WIEC h
y —b= k(h) = if(x) dx
a Wzor (s) jest whasnie wzorem Simpsona dla tej catki.

Dokladniejsze uzasadnienie tej przyblizonej metody i przykiady
liczbowe na jej zastosowanie znajdujg sie w podreczniku C. Runge’go
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i H. Kéniga, pt Numerisches Rechnen (Berlin, 1924, str. 286 i naat).
Wzér, pozwalajacy oceniC biad, popetniany przy tej metodzie, znalezé
mozna w podreczniku L Bieberbacha, pt Differentialgleichungen (Berlin,
1923, str. 45). Inne przyblizone metody rozwigzywania rownan réznicz-
kowych znajdzie czytelnik w podrecznikach: Robinsona-Whittakera
(cytowany w tomie Il, str. 125) i Willersa, pt Methoden der prak-
titchen Analytis (Berlin, 1928).

§ 803. Ogolne uwagi 0 rownaniach rozniczkowych iwyczgjnych
wyzszych rzedow

Rownaniem  rézniczkowym zwyczajnym w-tego rzedu nazwalismy
(str. 98) rownanie postaci:

(48) F(x,y,iy\y",..") =0

w ktorym figuruje Mita pochodna szukanej funkcji y= (p(x). Twierdzenia
i metody, odnoszace sie do rozwigzywania rownan rozniczkowych do
wolnie wysokich rzedow, nie roznig sie zasadniczo od rozwazan, dotycza-
cych rownan drugiego rzedu, tj. réwnan postaci:

47) Fxy.y.y)=0

Zajmiemy sie-zatem prawie wylacznie réwnaniami drugiego rzedu. Row-
nania te sg szczegolnie wazne, poniewaz wystepujg one najczesciej w za-
stosowaniach fizykalnych, technicznych i geometrycznych. Tak np. w me-
chanice mamy do czynienia z dwoma wielkosciami: predkoscig i sita.
Predko$¢ wyraza sie pierwszg pochodng drogi wedtug czasu, sita za$ jest
w bezpoSrednim zwigzku z przyspieszeniem, a wiec z drugg pochodna.
W georaetrji, jesli chodzi o styczne, normalne, trajektorie itd, to wy-
starcza pierwsza pochodna; jezeli za$ chodzi o krzywizne, te mamy do
czynienia takze z drugg pochodng

Rownanie rozniczkowe zwyczajne drugiego rzedu otrzymywaliSmy
(por. tom 1, § 177), wychodzac z dwuparametrowej gromady funkcyj:

@) f{x\y, 9= 0

TworzyliSmy pierwszg i drugg pochodng tego rownania wedtug m uwa-
zajac y za funkcje x, a mianowicie:

®)

2V
© 2xi Vdxdy'y + dy'V \dydx + 9y**y\~ (i



Z rownan (@), (b) i (c) rugujemy stale cxi r, (obliczajac je z dwu rownan
i wstawiajgc w trzecie) i otrzymujemy:

Re> dy\y") = 0

a wiec istotnie rownanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu.
Zachodzi pytanie odwrotne, czy dla kazdego danego rownania roz-
niczkowego 2-go rzedu istnieje dwuparametrowa gromada krzywych cat-
kowych. Rozwazania przeprowadza sie najpierw dla rownania rozniczko™
wego, podanego w formie wyraznej wzgledem y*, tj. dla réwnania:

(77) *"_/(**,*')

Udowadnia sie zupetnie to samo, jak dla rownan 1-go rzedu, a wiec
metodg Picarda, t. przy pomocy kolejnych przyblizen, lub metodg
Caucby’ego, tj. przy pomocy rozwinie¢ na szeregi potegowe, ze o ile
tylko funkcja f(x,y,y") spetnia pewne, zresztg bardzo obszerne warunki,
to istnieje taka funkcja:

y = X

ktdra spetnia dane rownanie rézniczkowe, a \ponadto czyni zado$¢ dwom
warunkom, a mianowicie: dla x —a jest y= b, oraz réwnoczesnie y'=c.
Istnieje wiec catka takiego rownania i zalezy od wartosci b, ¢, jakie
obierzemy za zmienne y i y'. Poniewaz otrzymujemy y w zaleznosci od
bic czyl:
y = (p(xb,c)

wiec istotnie mamy tn do czynienia z dwuparamelrowg gromadg Kkrzy-
wych catkowych, zwang catkg ogdlng rownania 2-go rzedu.

W konkretnych zagadnieniach trzeba zwykle wybrac z tej gromady
jedng catke szczegGtowa, spetniajacg oprocz rownania rézniczkowego
takze pewne dodatkowe warunki. Najczesciej mamy do ezynienia z dwoma
rodzajami takich dodatkowych warunkow.

Bardzo jasno wystepujg one przy bada
niu linii ugiecia belki.

Pierwszy rodzaj warBnkéw spo-
tykamy w nastepujacym zagadnieniu.

Pret poziomy (fig. 15). jest przy- ]
twierdzony jednym koricem nieruchono, Fig. 15
na drugi zas koniec dziata sita P pionowo. Skutkiem tej sity pret ugina
sie. Otéz okazano, ze linia ugiecia jest krzywa, ktdrej rownanie zawiera
sie w palce ogdluej pewnego rownania roézniczkowego drugiego rzedu.
Aby wybraC z tej gromady funkcyj jedna, odpowiadajaca warunkom
istotnym zadania, zadamy przede wszystkim, by krzywa ta przechodzita
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przez pewien punkt. Jesli punkt przytwierdzenia bedziemy uwazali za
poczatek ukiadu, to dla *= 0 ma by¢ y= 0. Dalej widzimy, ze styczng
w tym punkcie do linii ugiecia jest 0§ a>0w. Zadamy wiec ponadto, by
dla x —O0 bylo y' —0. Jezeli zatem catkg ogolng jest y = cp(x, b,c), ajej
pochodng y' = qd)x, b, ), to muszg sie spetniaC warunki:

0= (O b0
0= 90ho

Z tych dwoch réwnan o dwdch niewiadomych trzeba wyznaczyC szczego-
towe wartosci statych b i ¢ W ten sposdb z dwuparametrowej gromady
krzywych wybiera sie jedng, spetniajacg zadane warunki.
Drugi rodzaj warunkow spotykamy w nastepujacym zagadnieniu.
Weimy pod uwage pret, podparty w dwu punktach A, B (fig. 16). Skut-
kiem dziatania ciezaru, umieszczo-
nego w srodku odcinka AB = I
A B pret ugina sie. Okazuje sie, ze
krzywa ugiecia spetnia pewne row
nanie rozniczkowe drugiego rzedu.
O krzywej'tej wiemy, ze przecho-
dzi przez punkty podparcia A i B,
Fig 16. czyli wiemy, ze dla x —0 (po
czatek ukiadu wyobrazamy sobie
w d a 0§ odcietych wzdtuz AB) jest y—O0, oraz dla x= |, jest tez y= 0.
Zadamy wiec, by krzywa catkowa przechodzita przez dwa dane punkty.
Stale bi c trzeba teraz wyznaczy¢ z dwoch réownan: 0= g0 b 0,
0= (p{l,b,c). Warunki poprzednie, tj. zadanie, by dla ®= a, bylo y—b
1y'= ¢ lub ogdlniej, by dla x—m bylo y—n, y' =p, nazywamy warun-
kami poczatkowymi, lub warunkami Cauehy‘ego. Warunki takie, jak
w ostatnim przykiadzie, tj. zadanie, by krzywa catkowa przechodzita
przez dwa dane punkty, nazywamy warunkami brzegowymi lub we-
runkami Dirichleta Dowod istnienia catki réwnania drugiego rzedu,
0 ktorym wspomnieliSmy poprzednio, wyznacza catke rownania tylko
dla warunkow Cauchy’ego Wida¢ od razu, ze. przy warunkach Di-
riehleta nie mozna sie opieraC na metodzie szeregbw potegowych;
szereg taki moze by¢ bowiem zbiezny w otoczeniu jednego punktu, ale
jest bardzo watpliwe, czy bedzie zbiezny az do drugiego punktu brze-
gowego. Tutaj rozumowania muszg iS¢ catkiem innym torem i sg na ogot
0 wiele trudniejsze. Przeprowadzono jednak dowody istnienia rozwigzan
takze w przypadku warunkoéw brzegowych dla rozmaitych obszernych
klas funkcyj f(x}y, y'X
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8 304. Proste przypadki catkowania rownan rdézniczkowych wyz-
szego rzedu. Obnizanie rzedu réwnania

Niekiedy mozna scatkowaC rownanie rozniczkowe wyzszego rzedu
bez uciekania sie do szeregbw nieskonczonych lub do ciggu kolejnych
przyblizen. Niekiedy znowu mozna obnizy¢ rzad rownania, tj. sprowa-
dzi¢ jego rozwigzanie do rozwigzania rownania.nizszego rzedu. Sa to jed-
nak przypadki wyjatkowe; na og6t rozwigzanie rownania rzedu wyzszeg<?
jest zagadnieniem skomplikowanym, wymagajacym wprowadzenia nowych,
nieelementarnych funkcyj. Zajmiemy sie tu najpierw tymi nielicznymi
typami, ktore mozna badz to scatkowa przez kwadratury, badZ to spro-
wadzi¢ do réwnan nizszych rzedow. Ograuiczymy sie przy tym do row-
nan drugiego rzedu.

Typ I
(78)

Nie wystepuje tu ani zmienna zalezna, ani pierwsza pochodna.
Dwukrotne catkowanie prowadzi do rozwigzania tego réwnania.
Z pierwszego catkowania otrzymujemy:

y =j f(p)dx-f
Calkujac to jeszcze raz obustronnie, otrzymujemy:

y=J J'f(x)dx 1dx -j- oxx -f- eg
Czyli:

Przykfady.

1) Jezeli belka prosta o dtugosci | a o statym przekroju Qwygnie sie pod dzia-
faniem ciezaru wasnego lub zewnetrznego, to linia $rodkowa tej belki, przebiegajaca
wzdhuz osi rc-6w, zamieni sie na linie krzywa, zwang linia ugiecia, 0 réwnaniu y —<pfx).
Okazuje sie w .statyce, ze jezeli y= <pf) jest rdwnaniem tej linii, to funkcja y(a:)
Bpetnia rownanie rézniczkowe:

W= G(x) + <4®+

1+ El
9 y" MX)
Tutaj e oznacza promien krzywizny, E modut sprezystosci materiatu, a ktorego .jest
sporzadzona belka, | moment bezwadnosci przekroju ze wzgledu na o$ pozioma, prze-
chodzaca przez jego $rodek ciezkosci, a M{x) moment statyczny sit (obcigzen) ze
wzgledu na przekroj, lezacy w odlegtosci x od poczatku uktadu (tzw. moment ugiecia).
Zwykle wychylenie y jest tak mate, Ze takze spadek y' jest niewielki, wobec czego
mozna opusci¢ w tym wzorze y' W ten sposéb otrzymuje sie réwnanie;

M(X)
~T
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Calki™ ogdlni} tego réwnania rézniczkowego jest:

y~jid fM(* > ) 4«

Posta¢ funkcji M(x) zalezy od rodzaju obcigzenia belki. Oméwimy tu dwa przypadki
charakterystyczne.

a) Belka jest na jednym koricu przytwierdzona, na drugim za$ obcigzona cieza-
rem P tak wielkim, ze ciezar whasny belki mozna zaniedba¢. Moment ugiecia w prze-
kroju, odlegtym o z od punktu przytwierdzenia, ma tu wartos¢:

Affl) = —P{1—W
Réwnanie rdzniczkowe linii ugiecia ma zatem w tym wypadku postac:
y'= —&(—8
przy czym k jest liczbg stala, rowna Przez dwukrotne catkowanie .otrzymujemy:
y' = \kx%—klIx + q,
y = ~kxs—E£KkIx* + ¢'®4- c,
Z tej gromady krzywych catkowych nalezy wybra¢ te, kt6ra spetnia warunki poczatkowe:

yO=q y@©@=o0

jak o tem wspomnielismy na str. 142. Stad wynikajg na state e, wartosci e,=0, e,=0.
Wobec tego zadang catkg szczegOtowa, przedstawiajgcg rownanie linii ugiecia, jest:

y —\k{\x* —Ix1)

Jest to parabola trzeciego stopnia.

b) Belka jest podparta na obu koricach i obcigzona jednostajnie tak, ze na 1 cm
dtugosci przypada obcigzenie p kg. Moment ugiecia w przekroju, odleglym o z od
pierwszego punktu podparcia, ma w tym wypadku wartosc:

Ay
M(X)= — zp[x— Y]
Rownanie rozniczkowe linii ugiecia ma tu postac:

P x* v gl
2 E\ Y 1
Przez dwukrotne catkowanie otrzymujemy:

»=4(ilr(-T)+cr+ ">

W tym wypadku nalezy wybra¢ z gromady krzywych catkowych te catke szczegd-
fowa, ktora spetnia nastepujace warunki brzegowe:

y{0}= 0, y\l) —0
(por. str. 142). Stad wynika na statg e, wartos¢: e,= 0, statg zas c, obliczamy z réwnania;
0= A@jad—£E/I9+ I awe % kit
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Zadana catka szczegdtowa ma zatem postac:

y— kx(y —2#2+-2Z
Jest to parabola czwartego stopnia.
2) Inny przyktad, w ktérym wystepuje takze réwnanie rozniczkowe typu |,
spotykamy przy wyznaczeniu tzw. linii przejscia toru kolejowego.
Jesli tor kolejowy tworzy w pewnym miejscu odcinek prosty AB (fig. 17) a ma
zmieni¢ kierunek na EF, to trzeba go potaczy¢ krzywg BE, przy czym zadamy, by
zakrzywienie zmieniato sie stopniowo, tagodnie, celem unikniecia wstrzgsow przy biegu

A

Fig. 17.

wozow. Najrownomierniejsze (stede) zakrzywienie posiada linia kotowa, to tez zaczes¢ CD
obieramy tuk kota o odpowiednim promieniu r. Chodzi teraz o przejsciowe tuki
BC i DE. Zadamy, aby krzywa przejécia miata w B styczng identyczng z prosta AB,
oraz by jej krzywizna wzrastata w sposob ciggty od 0 do”. Najodpowiedniej bedzie

zazada¢, by krzywizna wzrastata proporcjonalnie do przebieganej drogi, a wiec pro-
porcjonalnie do s. Drugi warunek ma zatem postac:

Niechaj AB bedzie osig C-Ow, a B poczatkiem uktadu.

Jesli chodzi o rachunek przyblizony, to wystarczy (podobnie jak w poprzednim
przykladzie) wzig¢ za " pochodng y", a za s odcietq x. Uproszczone réwnanie ma
zatem postac;

yll (X) R klx
Rozwigzaniem tego réwnania jest gromada parabol trzeciego rzedu, z ktérej wybieramy
odpowiednig krzywa przejscia przy pomocy warunkow y(0) = 0, )/ (0)= 0.
Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. I 10
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Typ 1I:
(79) y" =m
Nie wystepuje tu ani zmienna niezalezna, ani pierwsza pochodna

zmiennej zaleznej. Celem scatkowania tego réwnania wprowadzamy nowg
zmienng: p =*y . Witedy

H: _de_m
dx dydx dy"

Otrzymujemy w ten sposéb réwnanie rdézniczkowe pierwszego rzedu.

pJ-rtioO
Stad:
pdp — f(y) dy
iP2=, f(y)dy+ c
a wiec
(80) i/12=2j'f(y)dy -f cx

y = + [2Tf(y)dy+71 1 vy = - \2Sf{y)dy+7,

Catkujac te rownania przez oddzielenie zmiennych, otrzymujemy:

dy : f dy )
K~ J <2sig)dy £ g « J \%Jfo'y) @y O

*0 mozna napisa¢ takze w postaci

) e N W
(81) \*SKy)dy + ox ' X jffy)dy + G

Przykfady.

1) Jezeli ciato spada na ziemie z tak znacznej odlegtosci, ze trzeba uwzglednié
zmiane sity przyciggania (np. meteor), to rucb tego ciata jest okreslony nastepujgcym
réwnaniem rézniczkowym:

d*r , M
Jt>=-kr
przy czym r oznacza odlegtos¢ ciata spadajacego od Srodka ziemi, k statg grawitacyjng

a M mase ziemi.
Wykonawszy pierwBze catkowanie, otrzymamy w mysl wzoru (80)-

Mn' ,,km
m



117

Wzdr ten okresla szybkos$¢ spadania. Z drugiego catkowania otrzymamy czas t jako
funkcje odlegtosci, a mianowicie w mysl wzoru (81):

- 2£ 4 i

d\2E 4

Ujemne rozwigzanie nie ma znaczenia dla naszego zagadnienia. State exi ¥x okredla
sie przy pomocy odpowiednich warunkow poczatkowych.

2) Wahadto matematyczne o dtugosci I, majace w chwili *= 0 wychylenie
a= 0, wprawiono w ruch, nadajagc mu predkos¢ katowa t0, a wiec predkosc liniowg
VO—a0l. Zwigzek miedzy katem wychylenia a a czasem t wyraza si¢ za pomocg na-
stepujgcego réwnania rozniczkowego:

gdzie g oznacza przyspieszenie sity ciezkosci ziemi. Réwnanie to nalezy do typu Il.
Celem BCalkowania tego réwnania wprowadzamy nowg zmienng:

da
dt
tj. predkos¢ katowg. W mysl wzoru (80) otrzymujemy:
I lda\2
<> 2N (di)

Stalg  wyznaczamy z warunku, ze w chwili t = 0, przy wychyleniu a=0 predkos¢
katowa ma wartos¢ g0t '. Stad wynika, ze'

4 1
) oIg ~
Drugie catkowanie prowadzi w mysl wzoru (81) do wyniku:

I=f  da
J \-j-(cosa + cx)

przy czym zatrzymujemy tylko dodatnig warto$¢ t. Z warunku, ze dla a= 0 jest
1= 0, wynika, ze trzeba obra¢ at = 0. Wobec tego otrzymujemy nastepujacy wzor
na czas, ktdry uptywa od chwili przejscia wahadta przez punkt najnizszy do chwili
osiggniecia wychylenia a:

da
1/\ A N cosa-j-x)
Stata J ma zawsze wartos¢ wiekszg od —1, jak to wynika z wzoru (b). Zaleznie od
wartosci tej statej rozrézniamy trzy zasadniczo odmienne przypadki tego ruchu.

a) Jezeli —I<Cj<M, to predkos¢ katowa staje sie réwna zeru dla kata /?, spel-
10-
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niajacego warunek c03/J= — Cj. Wtedy marny do czynienia z zwyczajnym ruchem
teakadlomyrn, a O oznacza najwiekszy kat wychylenia.

Kiadac dla skrocenia sin ~ = k i wprowadzajac w catke nowag zmienng ain ~ =

«=k sin gz otrzymujemy :

de
k8 sin89p

Wystepujaca tu catka jest catkg eliptyczng pierwszego rodzaju (por. tom I, str- 139)'
Czas T ubiegajacy od chwili przejscia wahadta przez potozenie réwnowagi do chwili
oaiggutecia najwiekszego wychylenia 0, wyraza sie wzorem:

L 1

\'n
f9) n — sin8 g

Catkowanie przez rozwiniecie na szereg prowadzi tu do wyniku:

r=2|/;Mfa,+(rH)**+]

Zatrzymujac tylko pierwszy wyraz, otrzymujemy znany przyblizony wzor na czas
wahnienia:

T

2T*
W

Doktadny wzor na czas wahnienia wyraza sie zapomocg powyzszego Szeregu nie-
skonczonego.

b) Jezeli § — 1> to otrzymujemy

Stad widzimy, ze wychylenie dazy do n (tj. punkt dazy do najwyzszego punktu na
kole), gdy czas t dazy do nieskonczonosci. tatwo stwierdzili, ze wtedy predkos¢ ka-
towa dazy do zera. JeBt to zatem ruch nieperiodyczny, punkt wznosi sie po kole od
najnizszego potozenia ku najwyzszemu punktowi, lecz nie osiaga go w skonczonym czasie.
c) Jezeli > 1, czyli j>4ly, toe, + cosa>0, albowiem cosaS — 1 Z wzoru
(@) wynika, ze w tym przypadku predko$¢ katowa nie staje sie nigdy zerem ani nie
zmienia znaku, a zatem punkt poruszajgcy sie nie zatrzymuje sie nigdy, ani nie zmie-
nia kierunku poruszania si¢ po kole. Eucb odbywa sie wtedy po kole stale w tym
samym kierunku, periodycznie lecz nie jednostajnie. Uwzgledniajac wzor tb), kladac

J—p =.e> i 0znaczajac Tfe - k1 otrzymujemy nastepujacy wzor na czas, potrzebny
do osiggniecia wychylenia w

2t dp
VO fi— /rs8inag>
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Typ Il
2 W ,/)=o

Nie wystepuje tu imienna zalezna ani niezalezna. Przez wprowadzenie
nowej zmiennegj y’= p sprowadzamy to rownanie do réwnania pierw
szego rzedu.

Poniewaz bowiem y* —p\ przeto dane rownanie rézniczkowe prze-
chodzi na réwnanie:

F(p.p) =10

ktdre mozna seatkowaC przez kwadrature.

Przykiad.

Znalez¢ takie rozwigzania rownania rozniczkowego Laplace'a, ktore 64 funk-
cjami zmiennej r = \x '-f-yl-)-Z* Réwnanie to ma postac:

2~]rdy2+ dz*
Uwazajac funkcje T za funkcje zmiennej r, wykonujemy rézniczkowanie czastkowe, np.:
of(r)_3f dr_ 2f X

3 3r 2x dr Jyi j 2%

i w podobny sposéb tworzymy dalsze pochodne. Po wykonaniu rachunkéw otrzymamy
nastepujace réwnanie rézniczkowe zwyczajne:

d*f, 2, df

dr2 ' r dr—
Kladac gf * 1Ip, otrzymujemy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu:

ii2
P+ ¢R 0

Przez fatwe catkowanie otrzymujemy:

a stad:
f(r= ~ ~

Taka wiec posta¢ majg te wszystkie rozwigzania réwnania Laplace’a, ktdre zaleza
tylko od promienia r.
Typ V-

(83) F(xy\ir)= 0

W tym rownaniu uie wystepuje zmienna zalezna y. Wprowadzajac nowg
zmienng y' =p, sprowadzamy to rownanie do rownania rozniczkowego
pierwszego rzedu:

iIF{a>P,P")="
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Podobne postepowanie stosuje sie do rownan wyzszych rzedow, jezeli nie
wystepuje zmienna zalezna i uzyskuje sie znizenie rzedu o 1

Przykladem typu IV jest doktadni réwnanie linii ugiecia, a mianowicie (por.
str. 143) réwnanie:
y" M)

(L+**)*" El

Juz w najprostszym przypadku, gdy moment wyraza sie wzorem —P(l—x),
wystepuje w réwnaniu linii ugiecia catka eliptyczna
Podobng posta¢ ma doktadne réwnanie linii przejscia toru kolejowego-

Typ V-
(84) Flyy.y"=0

W tym réwnaniu, nie wystepuje zmienna niezalezna X.
Podstawmy y' = p, o

n_"~P="pdy__ dp
dx dydx 1dy

Otrzymamy zatem réwnanie pierwszego rzedu:

z ktorego wyznaczymy p. Nastepnie obliczymy:

y=
Przyktad.
Punkt A (fig. 18) O wsp6trzednych (i, 0) porusza sie po osi odcietych z pred-

koscig Drugi za$ punkt B(x,y) po-

rusza si¢ z predkoscig v>= da po takiéj Tinii,

Ze styczna przechodzaca przez punkt B, trafia
zawsze w punkt A. Znajac staty stosunek k
predkosci » do predkosci w, wyznaczy¢ droge
punktu B (np. ruch punku A przedstawia ruch
pana, a ruch punktu B ruch psa, biegnacego
zawsze wprost, do pana).

Poniewaz v. w =k, przeto:

dj_
dt~ kdt
a stad:

£ £-*E-*rnF7>
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Odcinek £—x jest podstyczna, nalezacg do punktu B, zatetn:

(por. tom 1. str. 221, wzor 7). Stad:

9 )
ﬁx"' yy-'»yy:_lf\’vs\/l’z
dl "

dx _y¥/2

Wzér (a) przyjmuje zatem postad:
N P KT+t 5

a to jest réwnanie rozniczkowe typu V. Kladac y' —p, otrzymujemy:

N —*|lr+y2
a stad:
dy_ rp
y pKi-f-p2

Po Bcatkowaniu otrzymujemy:

klogy + logC= | logj ™ A - —}

Ki+P2+1
a stad:
_dy  2nwr
P dx 1—cfy2

To réwnanie catkujemy przez oddzielenie zmiennych i otrzymujemy:

(07T
1k 1A MA@

Jest to rownanie szukanej krzywej poscigowej, czyli tzw. ,psiej krzywej”

§ 305. Rownania rézniczkowe liniowe rzedu drugiego
Zgodnie z ogolng definicjg rownan rozniczkowych liniowych (str. 99,
wzor-49) nazywamy rownaniem rozniczkowym liniowym rzadu, drugiego
rownanie postaci:
(85) P2®y"+ P, (x)y + POy + g@®= 0

Zakladamy, ze w pewnym przedziale a5S® 5 /? funkcje y(®$ PO(®),
Px®, P2(® sa ciggle, a P2(® nie jest zerem w zadnym punkcie tego
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przedzialu. Wtedy mozemy podzieli¢ obie strony rownania przez P2(X)
i otrzymamy nastepujace rownanie:

@6) y'r+ Pi@®Y' + vate)y —qte)

w ktorym funkcje Pi(x), pa(x), q(x) sa funkcjami cigglymi w badanym
przedziale a£Saj”/?. Ta forma réwnania rézniczkowego liniowego bedzie
podstawg wszystkich dalszych rozwazan.

Uwaga. Punkty, w ktorych Pt(x) = O, zwane punktami osabliwymi réwnania
rézniczkowego (85), wymagajg szczeg6towych, bardzo glebokich badan, ktorymi nie
mozemy sie w tym podreczniku zajmowac.

Jezeli w réwnaniu (86) wyraz wolny q(x) nie jest identycznie rowny
zeru, to rownanie to nazywamy rownaniem rdézniczkowym liniowym nie-
jednorodnym. Rownanie zas:

87) y"+ y' + ftte)y —o

w ktorym wyraz wolny q(x) jest identycznie rowny zeru, nazywamy
réwnaniem rozniczkowym liniowym jednorodnym.
Napiszmy réwnanie (86) w postaci:

y"' ——j>ite) y' —Pite)y + ote) = f{x,y,y)

Funkcja/ jest ciagtg funkcjg zmiennych x,y,y\ a pochodne of —p2Ae)»

. —Pi{x) Istniéjg i' s skorczone w przedziale Z tych za-
J%/ier'\ wynika, podobnie jak dla rownan rézniczkowych pierwszego rzedu,
ze dla kazdego punktu x —a z badanego przedziatu i dla dowolnych liczb
b, c istnieje jedna i tylko jedna funkcja y = o), spetniajgca dane row-
nanie rozniczkowe i warunki poczatkowe: (p(@)= b, (@)= ¢ Twierdzenie
to dowodzi, ze istnieje dwuparametrowa gromada calek takiego réwna-
nia rézniczkowego, zwana catka, ogolng tego rownania. Jednakze efek-
tywne znalezienie tych catek jest w ogolnym przypadku zagadnieniem
trudnym, nie dajacym sie uskuteczni¢ przy pomocy elementarnych metod.

Okazemy pozniej, ze rownanie niejednorodne da sie rozwigzaC me-
todg elementarng (mianowicie przez kwadrature), jezeli znajdziemy roz-
wigzanie rownania jednorodnego, co jest zadaniem fatwiejszym, jakkol-
wiek takze nieelementgrnym.

Wobec tego zajmiemy sie najpierw réwnaniem jednorodnym. Udo-
wodnimy dla takich réwnan przsde wszystkim nastepujace twierdzenie.
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Jezeli yx|x) 1 y2(%9 sg catkami réwnania jednorodnego (87), to takze
dowolna liniowa kombinacja tych calek tj.:

(88) y{x) —cly1(x) + c2y2(x)

jest catka tego rdwnania, przy czym cx r2 oznaczajg dowolne liczby state.
Dowod. Z zatozenia wynika, ze:

Y'(® 4- Pi(®) Y[(@ 4- pAX) yx® = 0
Yi{x) + ply2x) + pa@y2x)= 0

Podstawmy wyrazenie (88) na y(x) w lewa strone rownania jedno-
rodnego (87), to otrzymamy:

tiy™ (x)A-c2y™* (x)+pX(X)cly\{x)+px{x)c2yi (x)+pi{x)cly 1(x)-\-p2{x)c2y AX)—
=Cily;"(») 4- PiW(X) + pZx)yxx)) + c2[y2(®)-\-yx{x)yZx)-\-pAx)y2(&)]

Wyrazenia, zawarte w nawiasach graniastych, sg zerami w mysl zatoze-
nia, a zatem cale to wyrazenie jest identycznie rowne zeru, a to dowodzi,
ze wyrazenie (88) spetnia rownanie rozniczkowe (87), c. b. d. o

Wyrazenie (88), zawierajace dwie stale dowolne cl,c2, przedstawia
dwuparametrowg gromade funkcyj. Nasuwa sie pytanie, czy ta gromada
funkcyj jest catkg ogdlng rownania (87), to znaczy, czy mozna otrzymac
z te] gromady kazdg catke szczegGltowg rownania (87) przez specjalizacje
statych ox i c2 Zbadajmy, jakie warunki musza spetni¢ dwie obrane catki
szczegotowe y1(x) i y2(®), aby wyrazenie y(® = cyx(®)-f-c2y2(® bylo
catka ogdlna.

Obierzmy dowolny punkt x —a z przedziatlu a X /2 i dwie
dowolne liczby b, c i starajmy sie dobraC stale exi 2 tak, aby y(a)==b,
y' (@ —c Witedy y (X) bedzie takg catkg szczegotowa rownania (87), ktora
dla x = a przybiera warto$¢ b, a ktdrej pierwsza pochodna przybiera
dla x ~a warto$¢ ¢ (wiemy zas, ze istnieje tylko jedna catka, spehnia-
jaca te warunki przy danych b, ).

Zadamy zatem, aby sie spetnialy rownania:

y{a) = cxyx(@) 4- &y2@) = b
y'(a) = oyx@) -f cy2a) = ¢

Stale cxi c2 dadzg sie z tych dwdch rdwnan wyznaczyC przy wszel-
kich b i ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik:

W (a, yX@), ya@) = 1. ¥5(@)
jest rézny od zera. Wtedy: Y- ¥
y8@  Vyi(@), y»0)| lyX@r b yi(t yM

CYi@ 2 YiH y9(9
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Funkcja y[x) = ctyx@)Jezya(x) e tak obranymi statymi ev 2 jeat
wtedy zgdang catkg szczegGlowa,

Widzimy stad, ze jezeli y1(x) i ya(x) sa catkami szczegOtowymi row-
nania (87), to koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby dwupara-
metroica gromada funkcyj y(x)~clyl(x)-\-c2ya(x} byta catka ogdlng
rownania jednorodnego, jest, aby istniat przynajmniej jeden punkt X—a
taki, dla ktdrego wyznacznik:

Yi®), y2¥)
YAD= 30, yied
bytby rézny od zera, czyli, aby ten wyznacznik nie byt identycznie rowny zeru.

Wyznacznik ten nazywamy wyznacznikiem W ronskiego lub
wronskianem funkceyj y1(X), y2(X).

Jezeli zatem chcemy zbudowaé z dwoch catek szczegGtowych row
nania (87) catke ogolng tego rownania za pomocg wzoru (88), to nie mozna
tych catek szczegbtowych obieraC zupetnie dowolnie, lecz nalezy wybrac
takie dwie catki, ktdrych wroriskian nie jest identycznie rowny zeru.

Warunek ten mozemy zastapi¢ nastepujacym, prostym, rownowaz-
nym warunkiem.

Wyrazenie: *

y{x) = dyl® + ctyt[x)
jest wtedy i tylko wtedy catkg 0g6lng réwnania jednorodnego (87), jezeli
catki szczegbtowe yz{x) i y2(®) sg od siebie liniono niezalezre.

Dowod. Dwie funkcje y,(x), >/,(x) nazywamy liniowo zaleznymi, jezeli istniejg
dwie takie state liczby 6, i B2 nieréwne réwnoczesnie zeru, ze b,y, {0 -(-biyi{x) = 0
dla wszystkich & z badanego przedzialu, tj. jezeli yt(x) jest proporcjonalne do yMx),
albowiem ten zwigzek mozna napisa¢ w postaci:

Y(X)="— My 2AX) — ky2X) lub y2(® )= -~y U®) = »yl(«)

(zaleznie od tego, ktora z liczb i, jest rézna od zera). Ot6z jezeli dwie funkcje
Y, (), YXX) sg liniowo zalezne od siebie, to dla wszystkich badanych x zachodzi

Zwigzek:
bly Xte)A-biyi'x)~tt

biyw®+ e ®= o

przy czym przynajmniej jedna z liczb bt, b3jest rézna od zera, np. b, +0. Mnozymy
pierwsze rownanie przez y'jx) a drugie przez yt(x) i odgjmujemy drugie od pierw-
szego, to otrzymamy:

h[yi{v)y'Ax) — =0

a zatem takze:



Poniewaz b, 40, przeto wyrazenie, zawarte w nawiasie graniastym, jest réwne zem

identycznie, czyli:
ey = St 13 -

A wiecJezeli dwiefikcje sg liniowo zalezne, to ich wronskian jest identycznie rowny zeru.

Odwrocenie tego twierdzenia nie jest prawdziwe dla wszystkich funkeyj, nato-
miast jest prawdziwe dla calek szczegtowych réwnania rézniczkowego liniowego.
| tak udowodnimy, ze jezeli wronskian dwdch catek szczegotowych yt(x) réwna-
nia rézniczkowego liniowego drugiego rzedu jest identycznie réwny zeru, to te cakki sg
liniowo zalezne od siebie.

Dowdd.  Poniewaz wedtug zatozenia wronskian'catek y,(x), y2Ix) znika iden-
tycznie w przedziale a<.X f3 przeto obrawszy dowolng liczbe x = a z tego prze-

dziatu, mamy: .
12/i(6), y2@) -

Stad wynika, ze dadzg sie dobrad dwie takie liczby bt i b2, z ktérych jedna przynaj
mniej jest rézna od zera,- dla ktérych spetniajg sie réwnania:

(blyl(@) + By2a)= 0

IMi(«) + hyAa)= 0
(Wtedy bowiem, jak wiadomo, uktad tych dwoch réwnan o dwoch niewiadomych b, i bt
jest rownowazny* z jednym réwnaniem o dwdch niewiadomych, mozemy wiec obrad np.
za 6, zupetnie dowolng, rézng od zera liczbe, a za bt liczbe, otrzymang z réwnania
0 jednej juz tylko niewiadomej ht).

Wezmy pod uwage catke szczegOtowg y{x), zbudowang z catek szczegdtowych

y,(®), y,(x) w nastepujacy sposob:

y{x) = Dbiyi{x)-\-b2yx)
Ta catka spetnia warunki poczatkowe:

y{a)z=0 i y'(@)—0
jak to wynika z .rownan (r). Te same warunki spetnia jednak funkcja y—O (08
x-6vr), ktéra jest takze catkg réwnania jednorodnego (albowiem, dla tej funkcji y'=0,
y" = 0, a wiec 0-J-p, (@ *0-yAaE) «O= 0). Poniewaz "as istnieje jedna i tylko jedna
catka rownania, spetniajaca zadane warunki poczatkowe, przeto catka y{x) jest iden-
tyczna z catkg y = 0..Zatem:
y[X)= bly1(x) -f b2y2(x) = 0

a wiec catki y,{x), y2(x) sa liniowo zalezne od siebie c. b. d. o. DowiedliSmy w ten
sposdb, ze identyczne znikanie wronskianu dwoch catek jest réwnowazne z ich zalez-
noscig liniowa, Zatem niezmkame identyczne wronskianu dwdch catek szczegGtowych
jest rownowazne z ich niezaleznoscig liniowa,

Przejdzmy do badania réwnania rézniczkowego liniowego niejedno-
rodnego, tj. do réwnania:

(86) y" + PLK) Y + p2{X)y —q(x)
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Przypusémy, ze znalezliSmy takie dwie catki szczegbtowe yx{x\ y2(x)
réwnania jednorodnego:
(87) y" + pl)y + pt(x)y = 0

ktore sg liniowo niezalezne od siebie
Ogdlng catkg rownania (87) jest:

Aby stad uzyskaC rozwigzanie rownania niejednorodnego, zastosujmy me-
tode wariacji statych, podobnie jak to czyniliSmy w rownaniach liniowych
pierwszego rzedu. Zbadajmy zatem, czy rozwigzanie rownania niejedno-
rodnego (86) da sie przedstawic w postaci:

y = ox(¥)yx+ c2(x)ya

Funkcje cx(xX) i ca(x) staramy sie wyznaczyC tak, aby toy spetniato row-
nanie (86). Utwdrzmy pierwsza pochodng;

y' - dyi Heyi+ avid- &2
Jako pierwszy warunek na wyznaczenie funkcyj (X&) i c2(X) przyjmu-
jemy zadanie, by oba ostatnie wyrazy odpadty. Pierwszy wiec warunek
ma postac:
(«) c'yl+ cly2= 0
Tworzymy nastepnie drugg pochodng z uwzglednianiem warunku (a).
Otrzymujemy

y"' = Gy\'+ ay2+ cfy'l+ ciyi
Wartosci y* iy wstawiamy w dane rdwnanie (86), a wiec ma sie spel-
niaC réwnanie.

Clly" +PiV\ -f ViVi) 4- cays 4-Piys + 2y)+ Y\ + t= q(X)
Wyrazenie, zawarte w pierwszym nawiasie, jest zerem, poniewaz yXx(Xx)
jest catkg rownania jednorodnego. Podobnie wyrazenie, zawarte w dru
gim nawiasie, jest zerem. Pozostaje wiec jako drugi warunek:

® cW\ + dy2= ga)
Z warunkéw (@) i (/) otrzymujemy

0, y2\ V_if 01
(90) ci= 7Y o= Y91
=y Yy, yz

yi. YR yl, yi
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Mianownikiem jest wyznacznik W ronskiego, jest on wiec wedtug za-
fozenia rozny od zera.
A wiec:

A () — =2 = plX)
yly2—y2yi

(™) = = ty(X)
yN-ynNyi
Stad:

A = j"e(x)dx -f Cj, cXx) <Jip(x)dx 4- CGa
Catka rownania niejednorodnego ma zatem postac:
y — (f <P()dx-t= Oj) yx{x) -f (Jy>{x)dxA- CJ y2x)

Catke te potrafimy obliczy¢ za pomocg kwadratur, jezeli tylko znamy
dwie catki szczegotowe rownania liniowego jednorodnego. Widzimy stad,
ze cafa trudno$¢ rozwigzania ogolnego rownania rozniczkowego liniowego
2-g0 rzedy, tj. rownania niejednorodnego, sprowadza sie do wyznaczenia
dwoch calek szczegGtowych réwnania jednorodnego.

To ostatnie zagadnienie jest jednak’ w ogélnym przypadku trudne.
Z reguly otrzymuije sie na catki szczegétowe réownan liniowych jedno-
rodnych 2. rzedu nowe, nieel9mentarne funkcje, okreSlone za pomocy
szeregow potegowych Badanie kazdego takiego réwnania stanowi od-
dzielng obszerng teorie.

§ 306. RdAwnania rdzniczkowe liniowe o statych wspotczynnikach

W specjalnym przypadku, gdy wspotczynniki px(x) \'p2(x) w row
naniu liniowym sg liczbami statymi: px(X) = 0,, p2(X) = aa przedstama
sie rozwigzanie rownania liniowego drugiego rzedu bardzo prosto.

Okazemy mianowicie, ze catki rownania.

91; y"+ flly' + a2y = o

sg funkcjami elementarnymi, a mianowicie s3 w bardzo prosty sposob
zbudowane z funkcyj wykiadniczych. 1 tak, nawigzujac do rownania roz
niczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzedu: y*“-\-ay —0 o sta-
lym wspolczynniku a przy y, zauwazmy, ze catkg szczeg6towg tego row-
nania jest: y —e~a (por. str. 118, wzor 63)
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Spréobujmy, cisy takze i rownanie drugiego rzedu (91) posiada taka,
calke, tj., czy istnieje catka rownania (91), majaca postaC: y = erx gdzie r
jest jakas liczbg stala. Tworzymy:

- y'—reemnd Y —r2eax

i wstawiamy te wyrazenia za y, y' i y" w rownanie (91). Zadamy, by
sie to rownanie spetniato, tj. aby zachodzit zwiazek:

2. (T-f axrie* 0

Poniewaz erx jest dla wszelkich skorczonych x rézne od zera, przeto mo-
zemy uprosci¢ ostatnie rownanie przez tn i pozostaje:

92 r2+ «*+ a2=0

Gdy dobierzemy takie r, ktdre spetnia ten warunek, to rownanie roz-
niczkowe (91) spelni sie dla €. Rozwigzujac rownanie (92), otrzymu-
jemy dwa pierwiastki rj i rs. Otrzymujemy wiec dwie calki:
2i= ek W= t*
Z tych dwoch catek szczegtowych mozna tylko wtedy utworzyC catke
ogolng, gdy wronskiem tych funkcyj nie jest identycznie rowny zeru.
Otz tutaj:
ax  erx

220))  r1e r2e”

czyli:
W (X,Yi(X), Y2(*)) = r2etHXK—rxeMr'l= ef+)X (r2—rx

Pierwszy czynnik efr#,)xjest dla wszelkich skoriczonych wartosci rx, r2, x
rézny od zera, drugi zas: (r2—rX staje sie zerem tylko dla rt —rv
Zaktadajac wiec, ze rx3rrs, otrzymujemy nastepujaca ogolng catke row
nania (91):

(93) y = dearXJ- c2ot™

Rownanie (92), stuzace do wyznaczenia rx i r2, nazywamy rownaniem
wyznaczajgcym lub réwnaniem charakterystycznym rownania (91). Row
nanie to jest tatwe do zapamigtania; otrzymujemy je bowiem z danego
rownania rézniczkowego, podstawiajac zamiast niewiadomej y i jej po-
chodnych potegi r°, rl r2 Ten sposob rozwiazywania réwnania odnosi
sie nie tylko do rownan liniowych drugiego rzedu, lecz takze do row
nan liniowych wyzszych rzedéw o statych wspotczynnikach.

W ten sposob przedstawia sie catka ogolna rownania fo1), gdy row
nanie wWyznaczajace posiada pierwiastki rozne. Gdy rx—ra to znamy
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jedng catke szczegGlowa: y —er,'. Okazuje sie, ze catkg szczegdtowg jest
takze funkcja:

(94) yt = X eerX

jak to mozna tatwo sprawdzi¢ wprost przez podstawienie. Mozna sie tez
fatwo przekonaC przez utworzenie wyznacznika Wronskiego, ze tak
obrane yx i y%sa funkcjami liniowo niezaleznymi.

Uwaga 1

Jezeli znamy jedng catke szczegGlowg yx(x) rownania jednorodnego drugiego
rzedu, to drugg catke, liniowo niezalezng od pierwszej, mozna otrzyma¢ przez kwadra-
tury. a mianowicie:

(95) ] yv& -Mdx
Dowdd.
Potozmy y —yx{X) *z, to réwnanie (87) przyjmie postac:
y'z + -fyxz" -f pl(yls' + y'it) + Piyiz—0
czyli:

o+ 2"(2y\ + Ptih) + ziy'i + Piy\ + p3dXY = 0

Wyrazenie, zawarte w ostatnim nawiasie, jest zerem, poniewaz yx jest catkg rownania
(87). Potézmy €' = u, to otrzymamy:

uyx+ u(2y\ -f plyl)= 0

Stad:
« 2y; )
v~ Pi
logu = —2logyx—J p 1ldx
z = u= yhe-fpd
~fV e
a wiec

y=yi*=yijy7'e  dx
jest catkg rownania (87). Nazwijmy ja y,- Tworzac wroriskian catek yxi ys, otrzy-

mamy po fatwej przerdbce YX y») = o~"dx a to wyrazenie nie jest rowne zeru
dla zadnej wartosci z.

Zatem vya jest drugg catka réwnania (87), niezalezng liniowo od yx

Stosujagc wzér (95) do yx= er*, otrzymamy po wykonaniu rachunkéw (uwzgled-
niagjac, ze 0, = —(rx-fr= —2rx.
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Uwaga 2
Rozwazania te rozszerzono takze na réwnania rozniczkowe linione wyzszych
rzedow. Tak np. jezeli », jest 4-krotnym pierwiastkiem réwnania wyznaczajacego, to
funkcje: . .
yl= eV yi= xer\ y3—x&'\ yi= x&*
sg catkami szczegbtowymi niezaleznymi od siebie liniowo
Szczegblnie wazny i interesujacy jest przypadek, gdy pierwiastki
r,, r, rownania wyznaczajacego sq liczbami zespolonymi sprzezonymi, np.
r,= a-f-/74, r2—a—/% Wzor (93) ma wtedy postac:
y = ¢ e@)f-j-c ey
Te catke ogolng mozemy przedstawiC w takiej postaci, ze znikng wyra-
zenia urojore. | tak kazda liniowa kombinacja catek szczegGtowych jest
takze catkg rownania, a zatem funkcje:
1Y, = ] -J- «efaPx= cosBX
lyog= i e@+0x— d.e(0-"0* _ éw8in
sg takze catkami szczegGtowymi rownania (91). .Nie trudno okazaC, ze
ich wroo6skian jest rozny od zera, a wiec ogolng catke rownania (91)
mozemy przedstawiC w postaci:

(96) y = € (dcos0x -j-~sin/S*)

Przykiady.

1) Wychylenie y punktu materialnego, drgajacego swobodnie pod wphywem sity
sprezystosci, czyni zados¢ nastepujgcemu réwnaniu rézniczkowemu:

d

(97) Yy

czyli:
y'+ a2y =0

Jest to réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne. Réwnanie wyznaczajgce ma tu postac:
r+ a2= o0

posiada zatem pierwiastki zespolone:'
rx=a, r2——ai
Catkami szczegOtowymi niezaleznymi liniowo od siebie sq funkcje:
Vi—eax y2=
Uzywajac wzoréw (@), otrzymujemy:
yx  @hat
g2—sin at
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Calka agdlna. e, wiec postal
(98 Y —Q cos at -j- casin at

Tak przedstawia sie wychylenie w zaleznosci od czasu. Ten wzér fatwo mozna przed-
stawi¢ w innej, dogodniejszej formie, a mianowicie:

Oznaczajac
VA+ 4= A N =
otrzymamy.
y = A(cosat sin e -f- sin at cos €)
czyiin
(98a) y —Asin (at -f- )

Stata A nazywa sie amplituda a e faza drgania

Te wzory odnoszg sie do drgarn swobodnych Takie drgania powtarzatyby Bie,
jak z tego wzoru widaé, periodycznie bez zmiany amplitudy i periodu. W rzeczywi-
stosci punkt materialny drgajacy ma do pokonania opory S$rodowiska i sit wewnetrz-
nych, dziatajgcych przeciw temu ruchowi. Zajmiemy sie teraz tym ogolniejszym
przypadkiem

2) Przyjmijmy, ze opor jest proporcjonalny do predkosci » = QX. Koéwnanie r()%—

niczkowe ruchu drgajgcego ma wtedy postac:

dy _ . dy
dig™ A —X 4

y'" - 2Ay' +-0?y= 0
r8-j-2Zr f~-a8 0

Réwnanie wyznaczajace

ma pierwiastki:
r= —J+ —ap

Nalezy tu odrézni¢ trzy przypadki .
a) A*>0>. Pierwiastki réwnania wyznaczajacego sg wtedy rzeczywiste, rozne.
Takie drganie nazywamy silnie thumionym. Wzdr na wychylenie ma postac:

y = Qert-j- c2erd
Poniewaz r, i r, sg liczbami statymi, ale ujemnymi (co wynika wprost z wzoru na r),
wiec funkcja ta dazy do zera, gdy <-»co. Latwo wykaza¢, ze moze ona co najwyzej raz
przechodzi¢ przez zero W drganiu silnie ttumionym moze wiec nastgpi¢ tylko jedno
zawrdcenie sie punktu drgajacego.
b P=a

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. Il 1
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Wtedy r, = r,. W takim razie wedtug poznanych wzoréw jest:

N— —
Catkg ogolng jest wiec'
y —cx¢'"-f Cate'1 = ~'(c, -f dt)

Takze i w tym przypadku funkcja przechodzi przez zero tylko jeden raz. Drganie

takie nazywamy takze silnie thumionym.
€) A< o~ Wykonujac tu rachunki, otrzymamy

y —e~X(cxcost Ja2—A2 (- r,siot\al—A3

Jest to wtor na drgania zanikajagce powoli Isfnieje w tym- przypadku nieskoriczenie
wiele takich t, dla ktdrych funkcja staje sie réwng zeru. <

3) Przyktadem rownan liniowych niejednorodnych drugiego rzedu jest row&aaie
rézniczkowe drgar wymuszonych, tzn. takich drgan, przy ktérych oprocz oporu dziata
pewna sita, modyfikujaca te drgania (zwana impulsem). Takie drgania odbywajg sie
np. w rezonatorach. Réwnanie to ma postac'

Jezeli impuls dziata periodycznie, np. wodtug prawa sinusowego, to réwnanie ma postac:
y" -f- 2 Ay f-a*y = csinyt

Dla bardziej skomplikowanych funkcyj f{t) uzywamy ich rozwinie¢ na szeregi Fou-
riera. Celem rozwigzania tego réwnania catkujemy najpierw réwnanie jednorodne
Oméwilismy to rownanie w poprzednim przykladzie. Rozwazymy tu tylko przypadek,
gdy A*< 02 Catkami szczegGtowymi réwnania jednorodnego sg funkcje:

yX= extcost\a2— A2 yt= e-Fsint\a2—Al
Przez zastosowanie wzoréw (90) oblicza sie €, (x), *,(x) i dochodzi sie ostatecznie do
wyniku:

y = Asin(yt + t) -f- €X4(c cost\a2—A2-(-ctsint\a2—d3

Widzimy, ze wychylenie w takim ruchu drgajacym jest sumg wychylen, wynikajacych

z drgania swobodnego i drgania zanikajgcego. State A i * sg tu zwigzane ze Btatymi
a. A ey, wystepujgcymi w rdwnaniu rézniczkowym, za pomocg nastepujacych wzordw:

_ clo*—yyH  _ : —2CAy
cosc fw€s—y~N-jAny*T BI0F (@ yR)Rf- Ayt
4) Scatkowaé réwnanie:
Fs- 2y -\-2y' —y —0
Rownanie wyznaczajace ma tu postac:
r* — 2r3 2rN—1=0

i posiada pierwiaetki:
rf=r2= r,=1, rd= -1
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Liczba i jest pierwiastkiem trzykrotnym. Wobec tego catka ogdlna ma postaé
y = gC(- c2d®*-f- BBV + de*
6) RoOwnanie ,,progu kolejowego* ma postac:
yw-j-4ad~= 0
przy czym.

*_ —_—
4a* = El

Réwnanie wyznaczajace: r*-j-4a*= 0 ma pierwiastki r, = a(L-j-¢), r, = a(1—i),
&&= 0( 14-», = a(» 1—™). Catkami szczegbtowymi sg funkcje:

yl = £“(1H0+ exal/)= c*cosa®

ya= = ¢“sina®
1podobnie y3, y4



ROZDZIAL XXl
Geometria rézniczkowa krzywych w przestrzenil

8 307. Analityczne sposoby przedstawiania Mhij krzywych
W przestrzeni

Przy badaniu linij, lezagcych w przestrzeni, trzeba rozrézni¢ dwie
mozliwosci: albo taka linia lezy najednej ptaszczyznie albo sie nie miesci
w jednej plaszczyznie. Istniejg wiec linie plaskie i1 tzw. linie skoSne czyli
wichrowate czyli linie o podwojnej krzywiznie. Przykladem linii skosnej
jest linia Srubowa, tj linia, przecinajaca pod tym samym katem, réznym
od 0° i 90°, wszystkie tworzace walca (obrotowego, eliptycznego, parabo-
licznego itp.). Na krzywe przestrzenne natrafiamy rowniez w geometrii wy-
kreslnej przy badaniu przenikania si¢ takich bryt jak walce, stozki, kule.

Chcac badaC linie przestrzenne metodami geometrii  analitycznej,
nalezy je uja¢ w rownania. Jeden sposdb analitycznego przedstawiania
linij w przestrzeni wynika stad, ze linie mozemy pojmowaC jako miejsce
geometryczne punktow przenikania sie dwu powierzchni 0 réwnaniach:

I f{x,y,2= 0
19(*% Viz)—Q
(por. tom 1, str. 361 i nast.).

Jezeli sie te rownania dadzg rozwikfa¢ wedlug x i y, wowczas

krzywa przenikania da sie przedstawi¢ rownaniami:

(100) x —F{z\ y=G(2)

Rownania te przedstawiajg dwa walce: pierwszy o osi rownoleglej do
osi y-0w, oS za$ drugiego jest rownolegta do osi ®6w. Podobnie mozna
uwaza¢ za zmienng niezalezng x lub .

Najdogodniejszym analitycznym przedstawieniem linij przestrzennych
jest przedstawienie parametrowe (por. tom I, str 377), polegajace na tym,

") Przed przystgpieniem do studiowania geometrii rdzniczkowej nalezy sie zazna
jemi¢ z zasadami geometrii analitycznej przestrzennej. Nadaje sie do tego bardzi
dobrze np. podrecznik prof. Leji pt. Geometria analityczna i poczatki geometrii
rozniczkowej (Warszawa, 1934).
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ze 3 wspotrzedne x.y.z punktow tej linii wyrazamy jako funkcje czwar-
tej, pomocniczej zmiennej < zZwanej parametrem tego przedstawienia:

(101) x= ), y= yAD) z—x()

Taki’ sposdb  przedstawiania bywa najczesciej uzywany w mechanice,
gdzie parametrem +t jest zwykle czas. Parametrem tym moze byC jodnak
takze kazda inna wielkos¢, jak np. kat, luk. Przy takim przedstawieniu
uzyskujemy symetrie wzorow ze wzgledu na trzy wspoirzedne.

Co do funkcyj, uzywanych przy wszystkich trzech przedstawieniach,
to podobnie jak przy krzywych plaskich czynimy pewne zatozenia. | tak
zakladamy, ze funkcje te sg ciagte; w pewnych punktach mogg wyste-
powaC nieciggtosci, punkty te jednak wylaczymy z naszych rozwazan.
Czynimy ponadto zatozenie, ze funkcje te s rozniczkowalne, a nawet,
ze posiadajg tyle pochodnych, ile nam do danych rozwazan potrzeba,
ewentualnie, ze sg rozwijalne na szereg Taylora. Zobaczymy jednak-
ze wszystkie te zalozenia nie wystarczajg jeszcze, aby zapewnic regularny
przebieg linij. Tak np. w przedstawieniu parametrowym te punkty, w kt6-
rych wszystkie trzy pierwsze pochodne €¥(<, XIZ(). #(<) sa rowne zeru,
sa punktami osobliwymi  Takie punkty osobliwe wymagaja osobnych badan.
Takie punkty, w ktorych funkcje x, y, z sq ciggle, a pierwsze ich po
chodne istniejg i uie sa rownoczesnie rowne zeru, nazywamy punktami
Zwyczajnymi.

Przyktady.
Linie prosta, lezaca w przestrzeni, przedstawiamy trzema réwnaniami linio-""—ni:

(102 x—a-\-It, y= b-\-mt, z= c-\-nt
Koto, lezace na plaszczyznie (XT), ktorego $rodek lezy w poczatku ukadu, przed-
stawia sie réwnaniami:

g= »0Qm8, y= rs\it, z—0
Aby otrzyma¢ réwnanie kota w polozeniu najogdlniejszym, nalezy zastosowa (znane
z geometrii analitycznej) rownania obrotu i przesuniecia.

Sposrod krzywych  wichrowatych bardzo proste réwnania ma linia $rubowa
Zwyczajna, tj. opisana na prostym walcu obrotowym, a mianowicie (por. tom I, str. 377  8):

(103) a;=:aC08<s y—asint, z=Dbt

gdzie t oznacza kat obrotu promienia, ktérego koniec zakreSla przy ruchu Srubowym
linie Srubowa, a d = b-2n jest krokiem Sruby.

Najdogodniej jest uzyC do przedstawienia parametrowego j&lio pa-
rametru dlugoéci fuku s. Na element tuku linii przestrzeunej (tj. Ua réz-
niczke tuku) wyprowadzilismy (por. tom Il, str. 136) wzor:

(104; ds2= dx2+ dy2-f- dz2
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Stad:
(105) (8)W aQ+ N2+ Z&ke

Jezoli parametrem jest tuk, to $= £ a wiec g:s; 1 i otrzymujemy:

(106 e2(S) -f »y2(s) 4- ~2(5) > 1

Odwrotnie: jezeli funkcje qg X spelniajg to rownanie, a dtugos¢ tuku
liczymy od punktu, dla ktérego t= 0, to s= t, a wiec parametrem jest tuk.

Rownanie (106) jest wiec koniecznym i dostatecznym warunkiem na
to, aby zmienna t w przedstawieniu parametrowym byla lukiem.

Tak np. dla linii Srubowej parametr f, figurujagcy we wzorach (103), aie jest
dtugoscig tuku, albowiem wyrazenie:

X'2-j-y'2-f-2'2= 02c0s21-J azsin21-j- b2= a2-J- b2

nie jest identycznie rowne 1 Mozemy jednak wprowadzi¢ dtugos¢ tukd jako parametr.
| tak wiemy (por. tom Il, str. 138), ze dhugos¢ tuku linii Srubowej wyraza sie wzorem:

s= t\a2-f-b2
Stad:
—__S__
Vad+ b 2
Zatem wzory:
X —acos g
\a2+b2
= asin
(107) L PN

dajg takie przedstawienie parametrowe linii Srubowej, w ktérym parametrem jest dtu-
gos¢ tuku.

Przy badaniu krzywych przestrzennych zajmowac sie bedziemy
styczng, normalng i krzywizng krzywej przestrzennej. Z natury krzywej
przestrzennej wynika, ze zakres Daszych badan rozszerzy sie tu. | tak
przy badaniu styczno$ci bedziemy sie zajmowali nie tylko prostymi stycz-
nymi, ale takze i ptaszczyznami stycznymi do takiej krzywej. Przy ba-
daniu normalnej wystepuje cata ptaszczyzna, w ktdrej lezg wszystkie
normalne, przechodzgce przez dany punkt krzywej. Krzywizne linij ptas-
kich pojmowalismy jako miare odchylenia krzywej od linii prostej. Tutaj
wystgpi to samo pojecie, ale. oprocz tego trzeba sie bedzie zajgé odchy-
leniem linii od ptaszczyzny, czyli tzw. torsjg albo skreceniem linii.
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8§ 308. Styczna i ptaszczyzna normalna

Styczna krzy wej przestrzennej okreslamy jako graniczne potozenie siecz-
nej. Wezmy pod uwage dwa punkty krzywej, odpowiadajace wartosciom i f,
parametru, a mianowicie A (*(/,), Y(<J, *(<)) i A'(*(«,), y«a), *(<)) (fig. 19).
Oznaczmy dla krotkosci wspotrzedne punktu A x,, yt,  a punktu A’

xt, ytlzt. Wychodzimy z rownania siecznej. Jesli przez Z, Y, Z ozna
czymy wspGtrzedne biezace prostej, to .réwnania prostej, przechodzacej
przez A*i A', majg postac:

X y—yi 2 14
Rl Y W
Podzielmy wszystkie mianowniki przez tt — —At. Gdy -> to
At—0, a stosunki N dgza do pochodnych. Po przejsciu do

granicy otrzymamy zatem:

X_O, — i HZF'

(108) afil yMs  2i)
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Taka postaC majg rownania stycznej do krzywej w punkcie A(xuy,, *)),
gdy uzywamy pkrametronego przedstawienia. Z rownan tych widac,
ze tylko w takich punktach istnieje oznaczona styczna, w ktorych me
wszystkie pochodne sg rownoczeSnie zerami. Takie punkty, w ktorych
te pochodne sg rownoczesnie rowne 0, nazwalismy osobliwymi i zazna-
czylisSmy z gory, ze wykaczymy je z naszych rozwazan.

Z ostatniego rownania wyprowadzimy od razu rownanie ptaszczyzny
normalnej. Mianowniki w rownaniu (108) sg proporcjonalne do cosinusow
katow nachyleuia stycznej do osi wspGtrzednych, a wiec:

@ cosa cos cosy= X' (/J):y' [19:7 (¥

Plaszczyzna prostopadta do stycznej, a przechodzaca przez punkt stycz-
nosci, ma zatem rownanie:

(109)

Te plaszczyzne nazywamy ptaszczyzng normalng do danej linii.

Wzory (@) podajg stosunki miedzy cosinusami Kkatow nachylenia.
Aby otrzyma¢ same cosinusy, trzeba podzielic x'(tX y'[t\\ «'(M przez
eF»™*(<i)4-y"*(<i) + **(<i) Zatem:

oS = 2'1/i)
V+yHiti) + *2y
(110 Cos /i = — .y'(|0
oSy —

e|'V200 + y'2(tt) + zrt\ty

przy czym e= -f- 1 lub —1 zaleznie od tego, ktdry kierunek stycznej
uwazamy za dodatni.

Jezeli parametrem jest tuk, to wzory przedstawiaja sie o wiele
prosciej, wtedy bowiem wszystkie mianowniki wypisanych utamkow sg
rowne 1 (na podstawie wzoru (106)). Otrzymujemy wiec-

cosa= X (5
(111 cosii = y' (s)
cosy —z' (9)

Obralismy tu = 34, a przez to ustalilismy na stycznej pewien Kkie-
runek jako dodatni.
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8 309. Plaszczyzna scisle styczna

Przy badaniu krzywych przestrzennych mozemy rozpatrywaC procz
sprostych stycznych takze i ptaszczyzny styczne. Wezmy pod uwage prosts,
styczng do danej krzywej w punkcie A o wspohrzednych X (tj), y(<t)i
»(/,) (fig. 19). Przez te prosta mozna przesuna¢ pek plaszczyzn, z kto-
rych kazda zastuguje na nazwe plaszczyzny stycznej. Istnieje jednak
wsrdd tych plaszczyzn jedna, szczegdlnie dobrze dostosowujaca sie do
przebiegu tej krzywej, z ktorej sie ta krzywa niejako jak najmniej
wychyla Te specjalng plaszczyzne nazywamy plaszczyzng Scisle styczng
w punkcie A Otrzymamy ja. przesuwajac plaszczyzne P przez styczng
i dowolny punkt A" linii krzywej, nie lezacy na stycznej. Gdy punkt A’
dazy do punktu A, to ptaszczyzna obraca sie okolo stycznej, dazac do
pewnej plaszczyzny granicznej i ta wasnie plaszczyzna graniczna zwie
sie plaszczyzng Scisle styczng w punkcie A Rownanie jej uzyskamy z na-
stepujacych warunkow:

a) Plaszczyzna P przechodzi przez punkt A, zatem jej rownanie
me postac:

0 a(X- »*)+ b(Y —y(/))+ c(Z- z(t))= 0

b) Styczna lezy na tej plaszczyznie P1a wiec wspotrzedne punktow
tej stycznej spetniajg powyzsze rowuauie. Oznaczajac wspolng wartos$é
trzech stosunkow we wzorze (108) literg k, mamy:

X—x(ty= kx"(tly, Y—u)— ky’(ti); z —zun= kz'(tX
zatem;
akx'{td + bky~t,) -f- ckz' {t) —O0
czyli:
(n ae'(<,) + byXt,)-~cz'(f,)=.0

C) Punkt A" lezy na plaszczyznie P Oznaczmy jego wspGtrzedne
x(tx-- A, y(t, -F-Aj, ?(/J-f-A). Spelnia sie wiec roéwnanie:

«(@®(tx+ h) —aAz)) + b(y(t, + h—y{tX) c(z(fx-F-A—z(fY)= 0

Przyrosty wspdtrzednych przedstawmy za pomocg wzoru Taylora, to

®PX+e A — ®(/j) = A®'(tX) -j- 2| X" 4~

i podobnie dla y i z
Zatem
A[(®' (X -f by'{t)+ cz'(t\ +

+g + »1h)+ by"(t1+ »2h) -f cz""{tx+ £3A)]=0
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Uwzgledniwszy warunek. (1), otrzymujemy trzeci warunek:
( ax"'(Ix+ £A) + hy"(tx-f &h)+ cz"(tx+ $3n)= 0
Eliminujac z tych trzech warunkéw stale a, b, ¢, otrzymujemy row
nanie ptaszczyzny P w postaci wyznaeznika
X 3y y) Z z(t4)
® (Mgt y (A 7’{y
+ yuti + A2 2M(h + $ah)
Gdy punkt A" dgzy do nakrycia sie z punktem A, to h dazy do zera
I otrzymujemy (opuszczajac wszedzie litere tx):

(112
czyli:

3 (X-X)'7"—y7)+ (Y—)EX—2X)+ {Z—) @Y—x"y)=0

Jest to szukane réwnanie ptaszczyzny Scisle stycznej w punkcie A(X,y,z).
Aby to rownanie (112) lub (113) przedstawiato istotnie ptaszczyzne, nie
moga by¢ rownoczesnie zerami trzy wyrazenia:
y'zZ"' —y'zt X —z"x\ Xy —Xx"Yy

Te wyjatkowe (lecz nieosobline) punkty, w Kktorych trzy powyzsze wy-
razenia sg rownoczeSnie zerami, wylaczymy zatem z dalszej dyskusji.
W punktach tych zachodzg proporcie: .

yhiyt = 2t = XWX
Plaszczyzna styczna jest w tych punktach nieoznaczona. Takim punktem
jest np. kazdy punkt linii prostej, jakkolwiek linia prosta nie ma zad
nych punktéw osobliwych. Dla prostej jest od razu widocznym, skad po-
chodzi ta nieoznacznos¢: kazda bowiem plaszczyzne zawierajacg te .prosta,
mozemy uwazaC za jej ptaszczyzne SciSle styczDa,

8310. Normalna gtéwna, binprmalna i ptaszczyzna rektyfikacyjna

Plaszczyzna Scisle styczna przecina plaszczyzne normalng wzdtuz
prostej (AN na fig -19), zwanej -normelng gtdwna. Rownania jej otrzy-
mamy zatem z warunku, ze wspotrzedne wszystkich jej punktow spel-
niajg rownania (109) i (113), tj.:

X—x)x"+ (Y—y)y f{Z—2)7 —0
X - XHy'z" - y'z)+ (Y- D™ - %)+ {Z- ){Xy"- xY)=0
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X —x_{zx" —2"xnz" —(X'y" —x"Y)y*
L—7 —~(y'7" —y"7")y —@'x" —27"x")X*
Y—y &Y' —X"Y)X —(yz" —y")
Z—z (7" —y"7)y —(@'x" —z7"X)X
Zatem réwnania normalnej gtéwnej majg postac.
X -X
@X"—"X) — (XYY" —X"y)y'

(114) Xy —x"y )X — 'z —y"z)
Z -z

(2" —y"2)y —@X =2

Jezeli parametrem jest tuk s, to wzory te upraszczajg sie znacznie. Wiedy
bowiem x'z-f-y'2-f-z'2= 1, a tworzac pochodng obu stron wedtug $
otrzymujemy 2(xX" y'y” z'Z")=10. Wobec tego mianownik pierw-
szego utamka przyjmuje postac:

(+ Y'Y~ X2+ YY)=x"(@*+ y'e)- @ *(-xx) =
= ®'EP«t+ y--fz)= x"el= &'
Podobnie pozostate mianowniki przechodzg na y'* iz i otrzymujemy:

X~x Y—y Z—z

) > -y - 70

Nazwijmy katy normalnej gtdwnej z osiami wspdtrzednych literami to:
COSA= . M) cosi Y«

(116) GO T A (92 @2
COSV : gdzie e=--i lub —1

Jezeli parametr nie jest tukiem, to wzory na cosinusy tych katow, otrzy-
mane z rownan (114), sg bardzo skomplikowane.

Prosta, lezaca w plaszczyZznie normalnej, a prostopadta do normalnej
gtownej, nazywamy binormalng (AB nafig. 19). Niechaj I, m, n oznaczajg
jej katy z osiami wspGtrzednych Poniewaz binormalna jest prostopadta
do stycznej i do normalnej gtownej, przeto jest takze prostopadta do
plaszczyzny Scisle stycznej. Jej cosinusy kierunkowe sg wiec proporcjo-
nalne dé wspotczynnikow w rownajiiu ptaszczyzny Scisle stycznej. Aby
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dostaC wprost cosinusy katow I, m, n, nalezy wiec te wspotczynniki po-
dzieli¢ przez pierwiastek z sumy ich kwadratow.

Zatem:
cos | — y*—y7
c\(yZ" —y"z)' + (X" —Z2"x*+ (Xy"- XY)*
X" —7''x
cosm=
(0 e\ly'z" —y"'Y+ X" —7"XY - (Xy" - XY)*
cos N— Xy

e\y'z" —y"z'f -t {I'x* —"XF + XY - BY)X

przy czym c= 44 lub —1

Wyrazenie, zawarte w mianowniku, jest dos¢ skomplikowane. tatwo
jednak stwierdzi¢, ze przy uzyciu luku jako parametru wyrazenie to
przechodzi na e\x"(s)” -f-y*'(s)2-f-z" ()2 Zatem:

gdzie e= f-1 lub —1
Rownania binormalnej mejg wiec postac:

X- X Y—y _ Z—z2
(119) yz' —y'z' ~ X" —7"X ~ Xy —X"Y

WyrozniliSmy w ten sposob .dla kazdego punktu linii w przestrzeni ukiad
trzech prostych wzajemnie do siebie prostopadtych, a mianowicie styczna,
normalng gtowng i binormalng Z ukiadem tym jest zwigzany uklad trzech
ptaszczyzn wzajemnie do siebie prostopadhycli, a mianowicie: ptaszczyzna
Scisle styczna (zawierajgca prostg styczng i normalng gtowng), ptaszczyzna
normalna (zawierajgca normalng gtdwna i binormalng) i trzecia plasz-
czyzna (SAB na fig. 19), wyznaczona przez styczng i binormalng. Te
trzecig plaszczyzne nazywamy p’raszczyzna rektyfikacyjng. Poniewaz jest
ona prostopadta do normalnej gtownej i przechodzi przez punkt A(X,y,z)
danej linii, przeto jej réwnanie ma postac:

(Z—#H.cos™ (Y—y)cosp (Z—2z)cosv= 0
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czyli (na podstawie wzorow (116))
(120) {X—se)X'{s) + (F—y)y'{s) f-{Z - 2)Z"(s)=0O

Dklad tych trzech plaszczyzn i tych trzech prostych mozna przyja¢ za
uklad wspdtrzednych ruchomy przy posuwaniu sie wzdtuz krzywej.
Cheae, badaé krzywa w otoczeniu jakiego$ jej punktu, dogodnie jest prze-
sungC i obrdci¢ osie wspotrzednych tak, aby sie nakrywaty z tymi trzema
prostymi.

[ % 311. Pierwsza krzywizna krzywych w przestrzeni

Pierwszg krzywizng linii w dowolnym jej punkcie nazywamy gra-
nice, do ktorej dazy bezwzgledna wartosC stosunku kata A zawartego
miedzy dwiema stycznymi do ditugosci tuku, zawartego miedzy punktami
stycznosci, gdy ta diugos¢ dgzy do zera. Oznaczmy te krzywizne literg kv
Cosinusy kierunkowe jednej stycznej sg cosa, cos/?, cosy, drugiej zas
cosa-j-Acosa, cos/?  Acos/? cosy-JAcosy. Cosinus kata, zawartego
miedzy tymi stycznymi, ma zatem wartosc:

cosdgp =.cosa(cosa -f- dcosa) -}-cos/?(cos/?-{-/Icos/?) -f- eosy(cosy-f- dcosy)

Aby sprowadzi¢ prawg strone do dogodnej formy, dodajemy do siebie
stronami  rownania:
cos2a -f- cos2/?f- cos*y= 1 .
(cosa-j- Acosa)*  (cos/?4~ Acos/?24* (cosy 4~"cosT)a= 1

Otrzymamy:

2 (cos8a 4- cos8)?4* cos8y)4- 2(cosadcosa 4* cos/?d cos/? 4- cosy dcosy) -f-
4- (dcosa)24-  cos/H*-} {Acosy*= 2
czyli

2 [cosa(cosa -f- dcosa) 4- cos/?(eos/? 4" ~cos/t) -f- cosy(eosy 4- dcosy)] =
= 2 —[(dcosa)* 4*“(4 cos/?)24- (dcosy)?]

Zatem: .
2cosd<p= 2 —[(dcosa)*-j-(4co8/?)24-(dcosy)s]
a stad:
i 2(1 —cosdei) = (dcosa)24'* (deos/?)24- (dcosy)8
czyli:

4sins “YAp—(Acosa)* 4*  cos/?)*4~ (“cosy)8

Mnozac | dzielac pierwsza strone przez Al otrzymamy:
, Isini den* |

“(ew /. *

Dzielimy obie strony przez c* i przechodzimy do granicy.

L= (dcosa)* 4~ (4 cos/*4- (dcosy)*
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Poniewaz wraz z Aa takze Ap dgzy do zera, oraz:
APoloHag 5= -
przeto:
czyli:

(121

Poniewaz cosa = &?(«. wiec = X'(s) i podobnie inne pochodne,
zatem wzOr na kwadrat pierwszej krzywizny mozna przedstawi¢ w postaci:
(122 = P Q*+ »(»+ F)*

Odwrotno$¢ pierwszej krzywizny nazywamy promieniem krzywizny f ozna-
czamy go literg R Zatem:

(123)

Wozory te odnoszg si¢ do takiego przedstawienia parametronego, w kto-
rym parametrem jest dtugos¢ tuku. Chcac przejs¢ do ogdlnego przedsta-
wienia parametrowego, nalezy obliczyc:

*ost E - j § (1= FU>Ipy» W pec)et Fed
O+ PEmiat YO
S WOy 29T e
— g xR (Tt g

i podabnie y*'(s), 2''(»)- Po podstawieniu otrzymanych wartosci we wzor (123)
otrzymamy:

X*+ y*+ z'T

(124) fi=
\[y'z" - y"zy+ ('X"- a"®)+(XY - ®Y)*



Jezeli ten promien odetoiemy na normalnej gtdwnej od punktu Krzywej
w te strong, w ktorg linia jest zwrocona swojg wklestoscig (jak na fig 20),
to otrzymany punkt. S nazywamy srodkiem krzywizny, nalezacym do da

nego punktu krzywej. Wspdtrzedne p, g, r Srodka krzywizny obliczymy,
tworzac rzut promienia R na osie wspotrzednych. | tak:

Rcost = p—X, Rcosp= q—y, Rcosv=r—z
Stad: )

p= x-f~RcosJ, q—y-f-Rcosp, r= z--Rcosv
Witawiajac za$ za P, cosJ, cosp, cosv wyrazenia z wzorow (116) i (123l
(przy czym we wzorach (116) nalezy obraC ¢ = -f- 1), otrzymamy:

(125)

Jezeli parametr jest dowolny, to przeksztalcajac te wzory w sposob po-
dobuy jak wzér ma R, otrzymujemy:
U259 4 (YW -y V)R (Vst@a-(ry  XYAFLEEX XD~

- Y& —XY))

i analogiczne wzory na qi .
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Kolo, zakresSlone z $rodka S promieniem R w plaszczyznie, wyzna-
czonej przez styczng i normalng gtowna, tj. w plaszczyznie scisle stycznej,
nazywamy kotem Scisle stycznym lub kotem krzyuriznouym. Mozna okazac,
ze to koto jest granicznym kotem gromady kot, przechodzacych przez trzy
punkty, lezace na krzywej, gdy te-trzy punkty dazga do nakrycia sie.

Unaga. Srodek krzywizny mozna okreslié takze w nastepujacy sposob. Wezmy
pod uwage normalng gtéwng w badanym punkcie A linii krzywej i plaszczyzne nor-
malng w pobliskim punkcie A" tej krzywe) Ta plaszczyzna normalna przecina owg
normalng gtowng w jakim$ punkcie S't Gdy A' dazy do A, to punkt S' posuwa sie
po normalnej gtownej punktu A, dazac do pewnego granicznego punktu S. Ten punkt
graniczny jest wiasnie srodkiem krzywizny.

8 312. Druga krzywizna czyli torsja

Pierwsza krzywizna stuzy za miare stopnia odchylenia sie linii
krzywej od kierunku prostego, a mianowicie od kierunku prostej stycz-
nej. Bla krzywych przestrzennych wazng jest rzecza okreslic miare stopnia
wychylenia sie linii krzywej z odpowiednio dobranej ptaszczyzny. Najle-
piej sie do tego nadaje plaszczyzna SciSle styczna. Aby wiec uzyskal
miare stopnia wychylenia sie linii z plaszczyzny, zbadamy granice, do
ktorej dazy bezwzgledna wartos¢ stosunku kata, zawartego miedzy dwiema
ptaszczyznami Scisle stycznymi w dwoch punktach A i A" krzywej, do
dtugodei tuka, zawartego miedzy tymi punktami, gdy ta dhugos¢ tuku
dazy do zera. Niechaj Aty oznacza Kat, jaki tworza ze sobg binormalne
krzywej w punktach A i A. Kat, jaki tworzg binormalne, jest zarazem
katem, zawartym miedzy plaszczyznami SciSle styeznymi Chodzi nam
wiec o granice stosunku Aift:As. Granice, do jakiej dgzy bezwzgledna
warto$¢ tego stosunku, oznaczamy literg k2 i nazywamy jg drugg krzy-
wizng, skreceniem lub torsja trzymaj. Celem obliczenia tego stosunku na-
lezy powtOrzyC raz jeszcze te same rozwaezania, ktoreSmy juz przepro-
wadzili przy obliczaniu promienia krzywizny, zastepujac tylko katy a, 2y
stycznej katami I, m; n binormalnej. Dochodzi sie w ten sposdb do naste-

pujacego Wzoru:

dcosl\2 dcoswijal | dc.os n\*

(126) K= e )+( s

Chcac wszystko wyrazi¢ za pomocg X. Y,z, obliczamy GEZSI przy pomocy

wzoru (118). Pa wykonaniu dosyC ucigzliwych rachunkow otrzymamy:

iX, v,
dcoal XH Y/ 7%t X'"'D
"ds (ar*+y""*+3"*f' -y-t+2"'*?1

przy czym wyznacznik, zawarty w liczniku, oznaczylismy literg D.
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Podobnie:
dcosm —y"D dcosn __ —zD S
~ds + i+ )L s @3+ y"3+ ©

Podnosimy te wzory do kwadratu i dodajemy. Po spierwiastkowaniu
otrzymamy ostatecznie

(127)
przy czym
w,y ,s
(128) D= @ y",
no", y"'\ z

Wzor (127) odnosi sie tylko do takiego parametrowego przedstawienia,
w ktorym parametrem jest fuk. Dla dowolnego parametru t otrzymuje
sie Wzor:

*

(129 ke iy'z"t —d"z'f4- ' - X3+ (YT —a'y')3

przy czym w wyznaczniku D wystepujg pochodne wzgledem parametru t.
Odwrotno$¢ liczby k2 oznaczamy literg T i nazywamy jg ‘promie-
niem skrecenia czyli torsji. Zaten

(130) X' (5)24-r(s)2+ *"(s)2
1*1

Promien torsji dazy do nieskonczonosci (a druga krzywizna do zera)
w tych punktach, w ktorych ruanownik jest rowny zeru. Nazywamy-je
punktami stacjonarnymi krzywej. W punktach tych nastepuje w ogolnosci
zmiana kierunku obrotu ptaszczyzny Scisle stycznej, gdy punkt posuwa
sie po krzywej, podobnie jak dla stycznej w punktach przegiecia naste-
puje zmiana kierunku obrotu styczuej. Okazemy, ze jezeli druga Krzy-
wizna jest rowng zeru dla wszystkich punktow jakiejs$ linii, to ta linia lezy
cata na jednej ptaszczyznie (a mianowicie na ptaszczyznie Scisle stycznej)
i odwrotnie, jezeli linia jest ptaska, to w kazdym jej punkcie druga krzy-
wizna jest rowna zeru.

Dowod.

Jezeli k2= 0, to z wzoru (129) wynika, ze D = Q.
Rachunek rdézniczkowy i catkowy. T. ID. >
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Z wzorow (@), (b), (c) wynika, ze wtedy takze
dcosl _n dcosm 0 dcosn
~dT=U ~~ds~ ' ds

czyli:
cosJ= 0!, cosm—c2, cosn= ¢
Binormalna jest prostopadia do stycznej, zatem.

cosacosl + cos/?cosM-f- cosycosn = 0
czyli:
Jadb« A- c2cos0 + 3cosy= 0
Ale w mysl wzorow (l11) jest cosa = X'(s), cosfi= y' (), cosy *=* (a),
zatem:
ax'(s)+ @y'() + s’@= 0

Catkujac obie strony wedtug § otrzymamy:
©)-J-cy(s) aBz()= C

a to dowodzi, ze wszystkie punkty danej krzywej lezg na jednej plasz-
czyznie.

Na odwrdt: jezeli dana linia jest ptaska to wspdtrzedne kazdego jej
punktu: X(t), y{t), z(t) spetniajg réwnanie jakiej$ plaszczyzny:

ax@Q+ byQ4-@a@+ d—0

Spelniajg one zatem takze réwnania, otrzymane przez trzykrotne réznicz-
kowanie tego rownania, tj,:

ax' 4-by'4-c—0

ax'" 4-by"4-c"= 0

aXl" 4_ byll14_ alll = O
Eliminujac stad state o, b, c. otrzymujemy:

X,y
th, YUzt = S0
X iy ,z

Wobec tego ka= 0, e b. d o

Poniewaz Ka= 0 réwnoczesnie z D —O, przeto mozemy wypowie-
dzie¢ udowodnione twierdzenie takze w nastepujacej postaci:
koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby linia byta plaska, jest,
aby wyznacznik D, okreslony wzorem (128), byt ZE€M dla \NSZ}/Sﬁ(ICh
punktow tej linii.
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§ 313. Przyktady badania Inlj

1) Zbada¢, czy linia, okreslona réwnaniami:

a={(I-H), 2/=7(1-0, i 3+ v
jest plaska czy skosng. Tworzymy pochodne:
&=, xX"'= 0 ®" =0
1] 12 36
y= -1 y = » = “ 71*
, a 3 » 0O 1?
-r»* 5 = 3> = 1}

Wyznacznik 2), rozstrzygajacy o tym, czy badana linia jest plaska czy skosna, ma
zatem warto$c:

i, O 0
6 12 36
D= 2 B’ 123 _*(:£*+*£)_o
3 6 18
88 I t*

Identyczne znikanie tego wyznacznika dowodzi, ze badana krzywa jest plaska.
2) Zbada¢ wdasnosci linii Srubowej zwyczajnej. Przy uzyciu dtugosci tuku jako
parametru réwnania linii Srubowej majg posta¢ (por. wzory (107) na str. 166):

X —acosks, y—asinks, z= bks

przy czym fc= éL=p, a oznacza promient walca, a d= 2nb jest krokiem $ruby.

Dostawy kierunkowe stycznej majg wartoSci:

cosa= x‘— —aksinks
cos 27—y —ak cos ks

. cosy =?z =bk = constans

Stad pierwszy wazny wniosek: styczna do linii Srubowej tworzy staly kat z osig z.
Obliczmy promien krzywizny. Potrzebne sg do tego drugie pochodne:

X'"'——ak2cosks, y"= —aklsinks, z"—0
Zatem:

1 —]-'- = constans

\atks | ak*

Protnitr krzywizny linii Srubowej jest wiec wielkoscig stala.
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Uzywajgc wzoréw (116), otrzymujemy nastepujagce wzory na dostawy kierun-
kowe normalnej gtownej:
cos X = —--—a){; ale2cos ks = —cos ks

Cos U — ----éﬁ’kzsm ks — —sin ks
i
cosV —3 0=0

Poniewaz cos v —0, przeto v = Y Zatem normalna gkgwna linii Srubowej jest stale

prostopadta do osi Z
Rownanie ptaszczyzny rektyfikacyjnej "ma wedtug wzoru (120) postac:

—(Z —x) cosks — (Y —=y)sinks= 0

Dowodzi to, ze plaszczyzna rektyfikacyjna jest prostopadta do plaszczyzny XY.
Z wzordw (118) otrzymujemy nastepujace wartosci na dostawy kierunkowe bi-

normalnej:
cosl = bksinks
cos m— —bksin ks
cosn—ak = constans

Binormalna tworzy wiec, staty kat z osig Z.
Obliczmy skrecenie linii Srubowej. Potrzebne tu sg trzecie pochodne:

&"= ak3sinks, y"' = —ak3cosks,e =10

Najpierw obliczamy:
—aksinks , akcosks , bk

D— —ak2cosks, —ak*sinks, 0
ak3sinks , —ak3cosks, 0O
D= bk (a*k5cos* ks -f- a2k5sin* ks)
2= bk3a3
Wobec tego:
ark* 1

T= bk6a*  bic* = constans

Skrecenie linii $rubowej jest wiec wielkoscig stata.



ROZDZIAL XXIV

Geometria rézniczkowa powierzchni

8 314. Analityczne sposoby przedstawiania powierzchni

Rownanie powierzchni badamy w trzech rozmaitych postaciach:
w formie wyraznej, uwikianej lub parametrownej.
Formg wyrazng nazywamy rownanie:

(1312) «= f{x,y)

Przykfady takiego przedstawienia spotykaliSmy juz niejednokrotnie, np.

rownanie paraboloidy eliptycznej: z= » hiperbolicznej: z— ——

rownanie plaszczyzny: z= ax A-by ¢ (por. tom |, str. 39, 43, 44).
Formg uwikltang nazywamy rownanie:

(132 FHx vyz)= 0

Przyktadami tej formy sg: réwnanie kuli xI yl zZ—r*= 0, row
N\

nanie elipsoidy @-j-p 4"2‘ — 1= 0, rownanie powierzchni Srubowej

N—tg- = 0 (por. tom I, str. 64).

Forme parametrowg rownan powierzchni otrzymuje sie, przedsta-
wigjac wspGtrzedne X, y, z jako funkcje dwdch parametrow:

X—e V)
(133) y= tyuv
z=X("®

Forme te omowiliSmy juz w tomie 1, § 125
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Przyktady. Réwnania parametrowe kuli maje postac:

®= rcos msiu t
(134 Y = I COSWCOSV
Z= rsinu

przy czym r oznacza promien kuii, u szeroko$¢ geograficzng punktu, a vjego dhugosé
geograficzng liczong od potudnika, lezacego w plaszczyznie ZY.

Jezeli przez kazdy punkt jakiej$ linii wykreslimy jedna lini¢ prosts, to zbidr
tych wszystkich prostych tworzy powierzchnie, zwang powierzchnig prostoliniowa.
Kazda powierzchnie prostoliniowg mozna przedstawi¢ za pomocg rownan:

x = f(u) -f- vg{u)
(1351 y=1i («)+»?2i(*)
F=[*(**)+»?21(«)

Tak np. réwnanie powierzchni Srubowej mozna przedstawi¢ w postaci:

X= 0-f~v@Bu - vcosu
(136) y= 0+4-vsinu= vsinm

z= ku-(-0= ku
Zmienna u oznacza tu kat obrotu prostej ruchomej (por. tom I, str. 63, fig. 36, kat a)
a zmienna v odlegtos¢ dowolnego punktu tej prostej od osi obrotu (por. tom I, str. 63,
fig. 36, odcinek AP).

Zastanowmy sie nad geometryczng interpretacjg parametrow u i o. Jesli
obierzemy za v jakas liczbe statg, np. v—a i wstawimy w réwnania (133),
to X, y i1 z bedg funkcjami jednego tylko parametru, beda zatem przed-
stawiaC jaka$ linie. Linia ta lezy na danej powierzchni. Gdy bierzemy
za v coraz to inne wartosci, to otrzymujemy coraz to nowe linie; otrzy-
mujemy catg gromade linij, zwanych liniami parametrowymi. Podob-
nie przez zmiane u dostajemy drugg gromade linij parametrowych. Tak
np. dla kuli biorac v = const, otrzymujemy miejsce geometryczne punktow
o0 stalej dtugosci geograficznej, a zatem potudnik. Dla réznych v otrzy-
mujemy coraz to nowe potudniki. Jesli za$ przyjmiemy u= constans,
a v bedzie zmienne, to otrzymamy rownolezniki jako drugg gromade
linij parametrowych. Poniewaz przy pomocy liczb w v mozna okresli¢
potozenie kazdego punktu powierzchni, przeto liczby te zastugujg na nazwe
wspotrzednych. Sg to tzw. krzywoliniowe wspdtrzedne.

Na plaszczyznie przy uzyciu zwyczajnych wspotrzednych prosto-
katnych odpowiada tym liniom parametromym ukfad prostych rowno-
legtych do osi X i Y. Kazdy punkt na ptaszczyZnie jest okreslony jako
punkt przeciecia sie dwu prostych: jednej (y = const.) z gromady row
nolegtych do osi X i drugiej (a;— const.), nalezacej do zbioru prostych
rownolegtych do osi Y.



Jezeli pomiedzy parametrami u i v zachodzi jaki$ zwigzek.
v —f{u)
*= FHe ()] = o*»

y = ¥« M«)] = <A
#= Z[, AQ] = # (m)

to:

WspGtrzedne X, Y, z sg wtedy funkcjami jednego tylko parametru, row-
nania te przedstawiajg zatem jaka$ linie, lezaca na danej powierzchni.
Chcac zatem obra¢ jakas linie na powierzchni, trzeba podac jakas funkcie,
wigzaca ze sobg parametry u i v. Rownanie v—f(u) jest uogdlnieniem
rownania y = f(x) linii, lezacej na plaszczyznie.

§ 315. Plaszczyzna styczna do powierzchni
WeZzmy pod uwage zbidr wszystkich prostych stycznych w dany;.,
punkcie P(X, y, 2) powierzchni do wszystkich linij, lezacych na powierzchni,
a przechodzacych przez ten punkt. Kazdg takag prostg nazywamy prostg
styczng do powierzchni. Poszukajmy miejsca geometrycznego wszystkich
punktow (X, Y, Z) tych wszystkich stycznych. Niechaj rownanie powierzchni
bedzie podane w formie wyraznej:

*= (>, y)

Zatbzmy, ze zarowno funkcja f(x,y) jak i jej czastkowe pochodne sg
funkcjami ciggtymi dla danych x, y.
Rownaniami dowolnej linii, lezacej na tej powierzchni, niechaj beda:

(a) V— y—\M, «=
A wiec wspotrzedne X, Y, z spetniajg rownanie tej powierzchni. Zachodzi
zatem nastepujacy zwigzek miedzy- funkcjami ip i
) X = &)
Z tego zwigzku chcemy wyprowadzi¢ zwigzek, zachodzacy miedzy wspdt-
rzednymi X, Y, Z punktéw stycznej. Roéwnania stycznej do linii (8) majg
postac (por. wzér (108), str. 167):

X—x Y—y Z—2

VW ~~VW-~YW
Stalg wartos¢ tych trzech stosunkéw oznaczmy literg k.
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Wobec tego:
(«) S'0=" -. ~0=7" -.
Utworzmy pochodng obu stron réwnania (b) wedtug zmiennej f, to otrzy-

manmy:
9= g9+ g*(0

Podstawiajgc tu wartosci z wzoréw (C), otrzymujemy po pomnozeniu obu

stron przez k:

(137)

jac jak zwykle Rf literg p, & Al literg g, otrzymujemy:

(137a) Z—z=p(X—x)+ q(Y—y)

Takie rownanie muszg spetniaC wspotrzedne (X, Y, Z) wszystkich punk-
tow wszystkich stycznych do powierzchni w jednym punkcie P(x,y,z),
Zmienne X, Y, Z wystepujg tu tylko w pierwszej potedze, jest to wiec
rownanie plaszczyzny. Weszystkie punkty wszystkich stycznych, przecho-
dzacych przez jeden punkt powierzchni, tworzg wiec plaszczyzue. Plasz-
czyzne te nazywamy plaszczyzng styczng do powierzchni.

Uwaga. Tak sie dzieje w punktach nieosobliwych. W punktach osobliwych (jak
np. w wierzchotku stozka) moze wystgpi¢ zamiast plaszczyzny stycznej stozek styczny,
ktéry sie moze tez zdegenerowaé do jedrej prostej, do dwdch plaszczyzn lub do jednej
pleszczyzny.

Z tego rownania otrzymujemy dostawy kierunkowe prostej normal-
nej, tj. prostej prostopadtej do plaszczyzny stycznej a przechodzacej przez
punkt stycznosci. Poniewaz dostawy te sg proporcjonalne do wspolczyn-
nikow przy zmiennych w réwnaniu plaszczyzny, przeto wedtug znanych
: analityki przestrzennej wzorow otrzymujemy:

oosa-= P
fip2-f g2+ 1

(139) cos /3= g
*IV+ 2a+ 1

Cc08 7 —1

APat 2% +|
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przy czym e= -f- 1 lub — 1 zaleznie od tego, ktory kierunek normalnej
uwazamy za dodatni. Rownania prostej normalnej majg wiec postac:

(139) :
p I —1

Rownania ptaszczyzny stycznej i prostej normalnej dla innych form
przedstawiania powierzchni wynikajg juz z fatwoscig z wzoréw dla formy
wyraznej. | tak, jezeli mamy podang powierzchnie w formie uwikianej:

F{xvyz)=20
to.
3F
3z o — X—  Fr
3x P 3 5
3z
3z F,
y q-~ F.

0 ile Fx4=0. (Jezeli Ft= 0, lecz Fxlub Fy jest rézne od zera, to uwa-
zamy X za funkcje y,z lub y za funkcje w z. Jezeli za$ rownoczesnie
Fx—F—Fx= 0, to mamy do czynienia z punktami osobliwymi, ktdrych
dyskusja nie bedziemy sie zajmowac).

Wartosci‘te wstawiamy w otrzymane poprzednio wzory i otrzymu-
jemy po uproszczeniu nastepujacy symetryczny wzor na rownanie plasz-
czyzny stycznej:

(140) FX(X-x)+ F,(Y-y)+ FAZ-z2) = 0

Przyktad.
Dla elipsoidy o réwnaniu:

Z. .+ + fl 1-0
a2 ' b2+ 2~ U
jest:
e F T

Rownanie plaszczyzny stycznej do elipsoidy ma zatem postac:

F — 2X F

+(X-w) + fMY-y) + Z(Z-*)=0

czyli:
X-X . Y-y .Zez *2 .y2 .22
‘La "r~A2 r a “r a2

Poniewaz prawa strona jest réwna 1, przeto réwnanie tej plaszczyzny ma postac:

Xx .Yy . Zz

a2 ‘b2 ‘e 1
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. Sz
D> formy parametrowej pochodne czastkowe S 9z wyrazaja sie
wzorami
_ In  ~ X.\n
y P <Puv'—<P,\V.
0 X« —Z P
H uW%k —ovv.

(jak udowodniono w tomie 1. str. 380). Wartosci te wstawiamy we wzor
(1378 i po uwolnieniu od mianownikow otrzymamy rownanie, ktore naj-
dogodniej jest zapamietaC, przedstawiajgc je w formie nastepujacego
wyznacznika:

\ X—x, f—y. Z—2
(141) | | Dt 0

X 2, |, a

Osobnej dyskusji wymagajg punkty osoblive, w ktorych liczniki i mia-
nowniki wzoréw (a) sa rowne zeru.
Przykiad.
Dla powierzchni Srubowej, ktorej rownania wyraziliSmy wzorami (136) na str. 182,
otrzymujemy:
Xa——vsinw ya—vcosw zu= k
X = cosu, yv= siuy, z,=0
Rownanie plaszczyzny stycznej ma zatem postad:
' X—x, Y—y, Z—z2
—nsinw, acos u, k =0
cosu , sinu 0
Po rozwinieciu tego wyznacznika, otrzymujemy:
X —x) ksinu—(Y —y)k cosu-f-{Z —z)v= f1

Stad wida¢, ze kat normalnej z osig z zalezy tylko od v a me zalezy od w Zatem
plaszczyzna styczna do powierzchni Srubowej jest dla wszystkich punktéw, lezacych
w statym odstepie v od osi z, jednakowo nachylona do tej osi.

8 316. Element tukn linii, lezacej ua powierzchni

Uogdliniajac geometrie analityczng plaska, dwuwymiarowa, mozemy
ale zajmowaC badaniem utworow geometrycznych, lezacych na dowolnej
powierzchni krzywej Tak np. w geodezji lub w kartografii interesujg nas
utwory geometryczne, lezace na powierzchni kuli lub elipsoidy obrotowej
a w szczegolnosci  rozmaite linie, lezgce na tych powierzchniach. Aby
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uzysta¢ an&iogie z geometrig analityczng linij plaskich, najdogodniej jest
uzywac wspotrzednych krzywoliniowych na powierzchni, to znaczy uzy-
waé parametrowego przedstawienia powierzchni. WidzieliSmy, ze wtedy
rownanie: v— f[u) okresla jaka$ linie, lezacg na powierzchni, podobnie,
jak rownanie: y = f(x) okresla linie, lezacg na plaszczyznie. Parametry
W v zastepujg wiec role wspdtrzednych X, y. Mozemy takze podawac
rownanie linii, lezacej na powierzchni, w formie uwikianej: f(u, vy =0
lub w formie parametrowej: u = (pft), v—ip(t) Wyprowadzimy wzor
na element tuku linii, lezace] na dowolnej powierzchni, przy czym row
nania tej powierzchni przyjmiemy w formie parametrowej:

X= @) y= pWy), 2= x(«
Wychodzimy z znanego wzoru:
ds2= dx2-f- dy2-f- dz1
Wyrazenia po prawej stronie znaku rownosci sg rozniczkami zupetnymi:
dx = x,,du -\-x.dv, dy= vy, du+ yvdv, dz= zudu+ zdv
Stad:
ds2= @&j-f y\+ z\)du*-f 2 (xux. + y,y,,-\~zuzv)dudv + -j-yl + z3dv2

Wspotczynniki przy du*,2dudv i dvl oznacza si¢ stale literami E,F,G.
Otrzymujemy w ten sposob nastepujacy tozor na kwadrat elementu luku
linii, lezacej na danej powierzchni:

(142) &s*= Edu8+ 2Fdudv -f Gdv2

Jest to tzw. pierwsza zasadnicza forma rozniczkowa teorii powierzchni.
Jest to forma jednorodna, kwadratowa zmiennych du, dv. Zapamieta na-
lezy ze:

(143)

Te trzy wyrazenia nazywajg sie zasadniczymi wielkoSciami pierwszego
rzedu danej powierzchni. (Wyrazen tych uzywalismy juz w tomie Il,
w § 258, wzory [178))
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Wozbr (142) upraszcza sie, gdy chodzi o element tuku linii.para-
metron®. | tak dla linii parametrowej, okreslonej warunkiemv = ¢ jest

dv= 0 i pozostaje:
ds*= Edux

czyli:
(144) ds= \Itoh

Podobnie dla linii parametronej u—c jest du= 0, a na element luku
takiej linii parametrowej otrzymuje sie wzor:
(1449 ds —\Gdv

Przykiad.

Dla kuli, ktdrej réwnania sg podane w formie fiarametrowej (por. wzory (134)
na 8tr. 182), otrzymujemy:

Xa= —rsinusiny, ya— —rsioucosv, 2=rcosm
X, = rcosmcosv, yv-——rcosuainu, 2.= 0
E=1r2 F—0, G= r2os®«
Kwadrat elementu Juku kazdej krzywej, lezacej na kuli, wyraza sie zatem wzorem:

Zatem

(145) ds2= r2du2 r2cos2udv2

Zastosujmy  ten wzor do obliczenia ditugosci fuku linii  loksodrormeznej na kuli
(fig. 20). Jest to taka linia, lezaca na kuli, ktdra przecina wszystkie potudniki pod
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tym samym katem O (zwanym w nautyce ,.kursem™). Gdy 04(bi (S+90° to ta Unia
obiega kule, wijac sie nieskoficzenie wiele razy dokota biegunow, ki6re s3 jej
punktami asymptotycznymi. Chcemy obliczy¢ tuk tej linii od punktu A do punktu B.
Niechaj u, i ui oznaczajg szerokosci geograficzne punktow A i B. Tangens kata, pod
jakim linia loksodromiczna przecina potudniki, oznaczamy literg b. Okazemy pdzniej
(str. 192), ze dla kazdego punktu linii loksodromicznej zachodzi nastepujacy zwigzek
. . . ) - ) av_ . b
miedzy jego szerokoscig geograficzng u, a dtugoscig geograficzng v. — = ¢oslt a 8"
v—blogtg (Jn-J- Jw-f-c. Aby wiec obliczy¢ element tuku linii loksodromicznej,

kfadziemy we wzorze (145) dv— i otrzymujemy:

ds2= r2du2-f- I’ZCOSZWCOSI l]

czylit
ds2—r2(1 -f- b2 du2
stad:

ds—r\\ -f- b2du

Na dhugos¢ tuku otrzymuje sie zatem wzor:

ss=r\l +T2du —r\1-fi2(m—«X
Poniewaz:
\T+b2=\l + tg2fi—secfi = s i

wiec
cos fl («2 M |)

Poniewaz za$ rux—AK, ru, —BD, wigc ostatecznie:

s — g5 J/(BD — AK) — 553 BF

Dlugos¢ tego tuku jest wiec réwna przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o boku
rownym dtugosci fuku potudnika, a o kacie ostrym réwnym ,kursowi*. Postepuje sie
wiec tak, jak gdyby krzywoliniowy trojkat prostokatny ABF byt plaskim, trdjkagtem
prostoliniowym.

Za pomocg wielkosci zasadniczych wyraza sie bardzo prosto takze
element pola poieierzchni. Wiadomo z rachunku catkowego (por. tom 11,
§ 258), ze element pola powierzchni, podanej w formie- parametrowej,
wyraza sie wzorem:

(146) dP = \KG — Fdudo
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OzDaezrny wyrazenie \HG — F 2 ktore jest pierwiastkiem kwadratowym
z wyréznika formy kwadratowej (142), literg 2), to powyzszy wzor przyj-
mie postac’

(1463) dP — Ddu dv
Wizor (146) mozna tez napisa¢ w postaci:
(146D  dP = J/(x,yl —xvyuR+ (yuzv—yvzuP 4- (zax, —zvxtf dudv

(por. tom 11, § 258, str. 257, wzor (177)).

8§317. Katy, zawarte miedzy liniami, lezagcymi na powierzchni

PoznalisSmy wzory, stuzace do obliczania diugosci tukéw i pdl na
powierzchni. Zajmiemy sie obecnie obliczeniem katow, zawartych miedzy
rozmaitymi liniami, lezagcymi na powierzchni. | tak przede wszystkim
zajmiemy sie katem, zawartym miedzy dwoma liniami parametrowymi:
u= c i v—c w dowolnym punkcie powierzchni. Chodzi tu o kat, za-
warty miedzy prostymi stycznymi do tych linij parametrowych. Dla linii
parametronej v= ¢ zmienia si¢ tylko « zatem styczna do takiej linii
ma rownania:

X—Xx_ Y-y Z—2
.S yu %i
Dla drugiej linii parametronej otrzymujemy:
X—X N—y Z—2
xX? Vo 2t

Dostawy kierunkowe katow nachylenia tych stycznych majg wartosci’

= Z~-—t—= ﬁ:uz (IB((vx\)z X. _- X
coslms HTyl+* W \xI 4- yl 4- 7
- Yss Y. = jk
14 Cos = cos[w) 1
a4 w) H +ti+ 2 \e %) H+yl+* Vo
- Ja z -
cos(uz)= —-"%—— - “— wos)= — —
) 4-yl+ zl  \e' e \rt+ y\+ 2z \Vu

Przez to, ze przed pierwiastkiem daliSmy wszedzie znak wybralismy
na tych stycznych pewien okreSlony kierunek jako dodatni.

Na dostawe kierunkowg kata, utworzonego przez te dwa kierunki,
otrzymamy zatem:

Cos# = XWKV-\- yayv+ zazv

N + + Vi+ 2
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osyli:

(148) as& —

Jesli 5= 90° tj. jezeli siatka linij parametrowych jest- prostokatna, to
cos# = 0 awiec F= 0. Ten warunek F =0 jest nie tylko konieczny
ale i wystarczajacy na to, aby siatka linij parametrowych byta prosto
katna. Tak np. wiemy, ze siatka potudnikow i rowdoleznikow jest pro-
stokgtna; zgodnie z tem otrzymalismy dla kuli ~ = 0, gdy obralismy
potudniki i rownolezniki za linie parametrone.

Zajmiemy sie z kolei katem g jaki tworzy dowolna linia I} lezagca
na powierzchni, z linig parametrowg v—C w punkcie przeciecia sie z tg
linig (odpowiada temu w geometrii plaskiej kat nachylenia dowolnej linii
do prostej y=c, rowuy katowi nachylenia do prostej y—o0, tj. do osi aj-ow).

Jezeli ta linia | jest okreSlona réwnaniami:

@ u= u@, v= vl
to oznaczajac katy tej linii z osiami wspohrzednych symbolami (lip), (ly),
(12), otrzymamy:

, dgF 3xdu, 9 dv xuf f-
cos (ly) —yuu' -f y, V'
cos (1) — Al - z.v*

Dostawy zas$ linii parametrone] v— ¢ maja wedtug wzordéw (147) wartosci:
cos(VHj) = cos(MZ2) = cos(uz)=~

Dostawe kata ¢> oblicza sie z wzoru:
cosgp=CQs(taj)cos(M) -J- cos (ty) cos (uy) + cos (I1z)eos(uz)

Otrzymujemy zatem na dostawe kata, jaki tworzy linia , okreSlona row-
naniami (@), z linig parametrowg v= c\ nastepujacy Wzor:
(149) C°8Cp=y- (EU'(S)+ FV'(S))
Stad tatwo oblicza sie:

_ VieE

tip>= Jleg —F* v,N

Jezeli rownanie linii |, .lezacej na powierzchni, jest podane w formie:

dv_ V()

»= »(«), to du U
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a triec: p
= VWG"70
oF EA-F Y
Kladac " a \EG —F*= D, otrzymujemy:
(150)

Wz0r na dostawe Kkata, zawartego miedzy dwoma dowolnymi liniami
m i n, lezagcymi ra powierzchni, otrzymamy Da podstawie wzoru (149)
lub (150). 1 tak, jezeli linia m tworzy kat {1 z linig parametrong v=c\
a linia n kat 42 to kat a, zawarty miedzy liniami m i n jest rowny
48— e3. Wobec tego:

0= 9l = Pildgrigy!
Jezeli u= A(n) 1 v= v2U) sa rownaniami linij mi n, a pochodne tg i Y

oznaczymy literami kx i k2, to uzywajac wzoru (150) na obliczenie tgyx
i tggo2>otrzymamy po wykonaniu rachunkéw nastepujacy wzor

wa_  E*FIA+ KI+GAK,
(151) \E + 2FK1+GI¢[ \E + 2Fkt-\- GIA

Przakiad.

Wyprowadzi¢ zwigzek miedzy dtugoscig a Szerokoscig geograficzng dla lokso-
dromy, tj. réwnanie loksodromy w wspéhrzednych u i v.

Kat 0 loksodromy z potudnikami jest staty, a wiec i tgfi=b ma stalg wartosc.
Poniewaz potudniki sg dla kuli liniami parametrowymi v = c, przeto kat O wyraza sie
z wzoru (150), (j.t d/

_ du
YP=D et £F

Dla kuli jest F=0, E=r*, G= »*e0s)». a WieC:

D= \r2er2cou—Q@= racosu

Wobec tego:
dv _
tgp—cosu—= b
Stact:
dv b
du cosu
a wiec:

v = blogtg(J« + Jc

Jest to zadane réwnanie loksodromy.
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§ 318. Krzywizna powierzchni

Zanim sie zajmiemy krzywizng powierzchni, zbadamy krzywizne
pewnych specjalnych przekrojow powierzchni, a mianowicie przekrojow
normalnych. Przekrojem za$ normalnym nazywamy kazdy przekrdj,
otrzymany przez przeciecie powierzchni plaszczyzng, przesunieta przez
normalng do powierzchni w dowolnym jej punkcie. Obierzmy jeden taki
przekrgj. Linia przeciecia, ktora jest oczywiscie linig ptaska, niechaj ma
rownania:

u—u(s), »= »«)
jak w 8 316, powierzchnia zas:
X = »(«,»), y=y[utv), z= z(u,)

Promien krzywizny tej linii otrzymamy z warunku, ze normalna PN do
powierzchni pokrywa sie z normalng tej krzywej i to z normalng gtowna,
ta bowiem lezy na plaszczyZznie Scisle’ stycznej, tj. na plaszczyznie, na
ktorej lezy obrana krzywa ptaska. Wobec tego kat @ zawarty miedzy
tymi normalnymi, pm wartos¢ zero, wiec cosa>=l. Niechaj a,b,c ozna-
czajg katy normalnej do powierzchni z osiami wspétrzednych, a Kk, p, v
takiez katy normalnej gtownej do obranej krzywej. Zachodzi zatem zwigzek:

@ cos a.eos X-f- cosbcosp -j- cosccosv = i
Cosinusy kierunkowe normalnej do powierzchni majg wartosci:
Fez>— Vx>
NDUyO - xwuf ++ @xv— 2xup+ Guav— yal)*
cosa= -l\(yl-gv~ y kU

(Jak. to wynika np. z rownania plaszczyzny stycznej (141))' i podobnie
cosi, cose. Przed pierwiastkiem obraliSmy znak -f- Cosinusy za$ nor-
malnej gtownej majg wartosci:

cosai
czyli:

cos™ = ) = x(8)B
\X"(s? + y"W +

(por. wzory (116) i (123)) i podobnie cos/z, cosv. Tu takze obraliSmy
znak -J przed pierwiastkiem. Wzér (a) mozemy zatem napisa¢ w postaci:
(b) [(YnZ,—Y, 2,)<"(*)-]-(2ux,—2zvx,) j/" () +(@«V*—  y«<'(»)] = 1

Wyrazmy pochodne x"'(A Y'(S, Z'© za pomoca pochodnych da
nych funkeyj w() g XU \(b YUV, 2w V)

Rachunek rozniczkowy i otkawy. T.m.
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Otoz:
du _dv
, o® :Xu & 4 *i
a stad:
(oo’ + W4 -x*u“ 4- (avcW4-®,2);"4 ®»"

i podobnie y*'(s), «'(*)» Wstawiamy te wyrazenia we wzor (b), to otrzymamy:

NG R —on) 4 (@~ @yQNt] mHa-
A @ —y<)» +(arxy— 2RI (BB KSEAA
44y  —U)XVE v 4 @p—R ] V4
4-5i-10yu w24 yufu x4 2o xryY]u 41

4 [R50 yzu) dpv(zuxo  zvxv) 4 EH—RXRIRD

Dwie ostatnie grapy wyrazow, tj. wyrazy, zawierajace drugie pochodne
u" i V", odpadaja. Oznaczmy wspdtczynnik przy u'2 literg L, wspoiczyn-
nik przy 2u'v' literg M, a wspotczynnik przy «a literg N. A wiec:

Guat ®« XO
yan> VU, y))
%\t » Za' Z/
< ®>
(152) Vu, y»
zuo i Zut
®ct, xus ®0
Yio oy yr
Zin» Zui 4

Wystepuja tu drugie czastkowe pochodne funkcyj x(u,v), y(u,v\ z(u,v\
Wyrazenia L, M, N nazywamy wielkoSciami zasadniczymi drugiego

rzadu. Wzor na ™ przyjmuje przy tych skroceniach postac:

1 _Ldu24 2Mdudv4- Ndv2

(153) R ds2



195

Licznik jest drugg formg rozniczkowg lub drugg formg zasadniczag teorii
powierzchni. Zastgpmy ds2 przez pierwszg forme zasadniczg, to ostatni
WzOr przyjmie postac:

: 1_ Lduz-)-2Mdudo -j- STv2
( ~R~ Wdu2*2¥dud”™I1TAO2

Poniewaz nie uwzglednilisSmy mozliwosci roznych znaksw przed pier-
wiastkiem we wzorach na cos a,... Cos™..... przeto mozemy z tego wzoru
otrzyma¢ dodatnig lub ujemng wartoS¢ na R Pochodzi to stad, ze kie-
runek normalnej do powierzchni, wynikajacy z obrania znaku 4- przed

pierwiastkiem we wzorach na cosa,..., moze byC wprost przeciwny do
kierunku normalnej gtdwnej do krzywej, jaki wynika z obrania znaku -|-

przed pierwiastkiem we wzorach na cns”,... Krzywizne —, otrzymang
w ten sposob, nazywamy krzywizng wzgledng danej linii, moze ona
bowiem przybiera¢ wartosci dodatnie i ujermne.

Dzielac licznik i mianownik ostatniego utamka przez du2 otrzymujemy:

E+ 2FEKk+ Gic2
(1543) ~ L+ 2Mk - Nk2



19

Wielkos¢ tego promienia krzywizny w danym punkcie powierzchni
zalezy od kata, jaki tworzy przekroj normalny z linig parametrowg v,

a ten kierunek jest okreslony za pomocg k= gTVU (por. np. wzor (150)).

W kazdym punkcie powierzchni mozna poprowadzi¢ nieskonczenie
wiele przekrojow normalnych. Zbadajmy, dla jakich kierunkéw promien R
moze przybieraC extremum. W tym celu tworzymy pochodng prawej
strony wzoru (154a) wedtug k i przyrownujemy licznik do zera. Po upo-
rzagdkowaniu otrzymujemy rownanie:

(155) EM—LF—{LG-EN)k+ (FN- GM)k2= 0
czyli w formie wyznacznik &

M —k, 1
(156) E, FFG=0

L, MN

Latwo stwierdzi¢, ze kierunki posuwania si¢ po powierzchni, okreslone
przez pierwiastki k1i k2 tego rownania, sg do siebie prostopadle (trzeba
sie oprzeC np. na wzorze (151) na cosa) a zatem sg one rozne od siebie.
Kierunki te nazywamy kierunkami gtbwnymi, a nalezace do nich promienie
krzywizny R1i R2 przekrojow normalnych nazywamy gtdwnymi promie-
niami krzywizny. Naogot jeden z tych promieni daje maximum krzywizny,
a drugi minimum. Rozwiazujac rownanie (156) i podstawiajgc znalezione
wartosci we wzor na R, przekonujemy sie, ze:

| j_ LN—M2_ ,,
(157) Ri'R3 EG—F1
1 1 EN-2FM+GL .
(158) Rl+ Rt~ EG-- F*

Liczbe K nazywamy zupetng krzywizng powierzchni w badanym punkcie,
lub krzywizng Gaussa, a liczbe H Srednig krzywizng powierzchni w tym
punkcie.

Jezeli rownanie powierzchni jest podane w formie wyrainaj;
«—/(«Hf)
to tatwo jg przeksztalcic na forme parametrows, kladac:
X=U Y=V, z=/(«,0
XH= 1, fi— g 3u=0, y«—i,

3f 3f m 3f df
i u dx-~p° W3v'

Stad:



197

a wiec:
(159) E—1+P\ E—Rh G=1+q2

Podobnie oblicza sie dla formy wyraznej wielkosci zasadnicze E, M, N:

160 L -, M=}
(180) J_;°FAI1--pa4-9>’ Vi+ P J+ 7
przy czym.

92

ox> 8 dx3y' 1~ 3y2

Przy pomocy tych wielkosci zasadniczych przeksztatcamy wezory (157) i (168) na na-
stepujace wzory, dostosowane do formy wyraznej:

(162) g (1+pa<—2pys-f(1+ 9ar
" (1+P3+

Do powyzszej definicji krzywizny zupelnej doszedt Gauss starajac sie
uogolni¢ na powierzchnie pojecie krzywizny linij ptaskich. Przypomnijmy
sobie, jak okreslalismy krzywizne
krzywych ptaskich. Styczne w dwu
punktach krzywej M i N (fig. 23)
tworzg ze sobg kat da taki sam,
jaki tworza normalne w tych punk-
tach krzywej. Stosunek tego kata
do tuku MN nazwalismy przecietng
krzywizng a granice tego stosunku
dla MN->0 krzywizng (wzgledna)
tej linii w badanym punkcie

Poniewaz kat da wyrazalismy
przy tym w mierze fukowej wiec
miarg tego katajest tuk M’N\jaki Fig 23
wspomniane normalne wycinajg
z kota o promieniu 1, zatoczonego z punktu przeciecia sie S tych nor-

malnych. Tworzy sie stosunek tuku M'N' do tuku MN, a granica tego
stosunku jest miarg krzywizny. Podobng drogg poszedt Gauss przy
badauiu krzywizny powierzchni. Majac jakis ptat AP powierzchni, ktd-
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rej krzywizne chcemy bada¢ (fig 24), prowadzimy w kazdym jego punkcie
normalng. Sg to toaogdt proste wichrowate. Wezmy pod uwage kule
0 promieniu 1, zatoczong z dowolnego
punktu S. Ze srodka tej kuli popro-
wadzmy pek promieni rownolegtych
do normalnych, wystawionych na AP.
Te promienie wycinajg na kuli ja-
kas powierzchnie AP. Otdz stosunek
pola tego, lezacego na kuli, plata po-
wierzchni AP’ do rozwazanego plata
powierzchni AP uazwat Gauss ‘prze-
cietng krzywizng tego plata, a granice
tego stosunku, gdy AP dazy do punktu,
nazwat Krzywizng zupetng powierzchni
w tym puukcie. Obliczajgc pola AP
4 AP' i tworzac wspomniany Stosu-
nek, doszedt Gauss do wyniku, ze:
AP’ 1

A lap b K

Uwaga. Opierajagc sie na wzorze na
krzywizne catkowitg, udowodnit Gauss,
ze gdy jakakolwiek powierzchnie wyginamy,
nie rozciagajac jej, ani nie rozrywajso>
a wiec gdy zachowujemy przy tym dtugosci

tukéw, to krzywizna takiej nowej powierzchni jest w kazdym punkcie taka sama, jaka
byfa poprzednio. Przy wszystkich wiec gieciach powierzchni krzywizna pozostaje nie-
zmieniona. Takie przeksztatcenie jednej powierzchni na druga, przy ktorym dtugosci
tukéw pozostajg niezmienione, nazywamy rozwijaniem jednej powierzchni na drugiej.
Gdy wiec jedna powierzchnia jest rozwijalna na drugiej,- to krzywizna jednej jest
rowna krzywiinie drugiej powierzchni i to w kazdym punkcie.

Aby udowodni¢ to twierdzenie, wychodzi sie z wzoru:

1 LN—M2
K~ EG—F2
Zaddmy, aby' diugosci tukow pozostaty niezmienione. Wz6r na element tuku ma postac:
ds2= Edu2A- 2Fdu dv -f- Gdv2

Element fukn ds, przeksztatconej powierzchni ma mie¢ te samg wartos¢. To znaczy,
io E, F i G musza pozostat te same. We wzorze na K wystepujg jednak jeszcze
1dos¢ skomplikowane wyrazenia L, M i li. Okazuje sie jednak, ze K zalezy tylko
iod E, F i G Dowodzi sie mianowicie, ze:

K—,L52F ,-Bm-G @+ ~ (Gl+ 2G,Fa+

+ ~ (El+FaG'-2Ed)+ ~ (E.G- E,Ga2F WG - 2F.E.+4F.F.)
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Z tego wzoru Widaé, ze K zalezy tylko od wyrazen E F, G tak, ze gdy sie. po-
wierzchnia dowolnie zmienia, krzywizna pozostaje niezmieniona, jesli sie tylko E, F i G
nie zmieniajg. Gdy zatem przy gieciach powierzchni luki pozostajg niezmienione, to
i krzywizna zupetna sie nie zmienia.

8 319. Linie krzywiznowe. Wzor Eulera

W kazdym punkcie powierzchni istniejg dwa prostopadle do siehie
kierunki gtowne. Linie, lezace na powierzchni, ktorych styczna ma w kazdym
punkcie kierunek zgodny z kierunkiem gtownym, nazywamy liniami krzy-
wiznowymi. Przez kazdy punkt powierzchni przechodzg dwie takie linie.
Celem znalezienia ich rownania uzyjemy rownania (155). Zastapmy w tym

réwnaniu k stosunkiem © Dotychczas uwazalismy E F, G L, I/ N za
stafe. Gdy sie jednak zmienia potozenie punktu na powierzchni, to wiel-
kosci te funkcjami zmiennych u i v. Otrzymamy wiec z tego row*
nauia rownanie postaci:

U uwv\+f4u,v)d + f 3uyw)(Euf= u
Jest to rownanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu a drugiego
stopnia. Rozwigzujac je wzgledem ~-, otrzymujemy dwa rownania:

do
i FAUA Ga P

Ich catkami ogolnymi sg zatem dwie funkcje G1(u,v,c)=0 i G2(u,v,c)= 0,
przedstawiajgce dwie gromady liuij krzywiznowych.

Obierzmy te linie krzywiznowe za linie parametrowe. Poniewaz sg
one prostopadte, przeto F=0. tatwo dowies¢, ze dia takiego przedstawie-
nia parametrowego takze M—0. Wobec tego wzdr (154 a) przechodzi ne:

| L «~ Nk2
I i?-f- Gk2

Ale k2= t92<pE— jak to wynika z wzoru (150) przy F==0 (przy czym. 9

oznacza kat badanej linii z linig parametrowg v, w tym wypadku z linig
krzywiznowa).
Zatem:

1= L+ NtE*<P_L+ f tg'tp

R E+ G|tgp "A(l+tg”n)
czyli:

I L_. | N.

R~ g ™2P+ q S"2P
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Gdy $—0, wowczas R= RV a wiec:

= L

T
Dla = 5 jest R—R2 a wiec:

1 N

R2 G
Zatem:

Tk

(163) * 1 _ co82(@p ( sin'gp

r~~rT + ~ig

Ten wzor nazywamy wzorem Eulera. Gdy znamy dwa promienie gtowne
R1i R2 to mozemy obliczyC z tego wzoru promien R kazdego przekroju,
tworzacego kat  z jednym z kierunkow gtownych. Wedtug znakow R2
i R2 klasyfikujemy punkty powierzchni.

1) Jezeli /7) i R2 majg w jakim$ punkcie powierzchni te same
znaki, to ten punkt powierzchni nazywamy punktem eliptycznym. W takim
punkcie wszystkie promienie R maja ten sam znak, jak to wynika z wzoru
Eulera. Normalna (gtowna) zatem wszystkich przekrojow normalnych
jest zwrécona w te samg strone. W specjalnym przypadku, gdy R "R~
to wszystkie przekroje normalne mejg rowne promienie krzywizny; taki
punkt eliptyczny nazywamy umbilikiem lub punktem pepkowym. Np. kazdy
punkt elipsoidy i paraboloidy eliptycznej jest punktem eliptycznym; kazdy
punkt kuli jest umbilikiem. W punktach eliptycznych krzywizna zupetna K
jest liczbg dodatnia.

2) Jezeli promienie Rt i R2 majg w jakims punkcie znaki prze-
ciwne, to ten punkt powierzchni nazywamy .punktem hiperbolicznym.
W takim punkcie normalna jednych przekrojow jest zwrdcona w jedng
strone a innych w strone przeciwng. W specjalnym przypadku, gdy
R1— —R2, nazywamy taki punkt punktem pseudosfetycznym. Tak np.
kazdy punkt hiperboloidy jednopowtokowej jest punktem hiperbolicznym.
Krzywizna zupetna K ma w kazdym punkcie hiperbolicznym wartos¢
ujemna. Krzywizna $rednia H ma w punktach pseudosferycznych war-
tosC zero

3) Jezeli w jakim$ punkcie powierzchni jest a\-= 0 lub r,i]=0, to
ten punkt nazywamy punktem parabolicznym. Takim punktem jest kazdy
punkt walca i stozka. Krzywizna zupetna ma w punktach parabolicznych
wartos¢ zero, a wiec spetnia sie warunek K—0 czyli rt—s2= 0, jak
to wynika z wzoréw (157) i (161).

Okazano, ze powierzchnie, skladajace sie z samych punktéw parabo
licznych, sg rozwijalne na ptaszczyznie i na odwrét: gdy jakas powierzchnia
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jest rozwijalna na plaszczyznie, to sktada sie z samych punktow para-
bolicznych. Jezeli wiec z = f(x,y) jest rownaniem powierzchni, to jest
ona Wtedy i tylko wtedy rozicijalna na plaszczyznie,- gdy z spelnia neste~
pujgce rownanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu:

32 3z 13z \*™g

(164) r—s3= 0 czyli 0x23y2 \9x3yl

Bardzo wazng role w zastosowaniach grajg takze takie powierzchnie,
ktdre sie skladajg z samych punktow pseudosferycznych, tj. ktére majg

w kazdym punkcie krzywizne Srednig H= 0. Z wzoru (162) wynika,
ze takie powierzchnie spetniajg rownanie rozniczkowe:

(166) (1-3p)Z—2pgs+ (1+ gdr= 0

Takie powierzchnie nazywamy powierzchniami minimalnymi; dowiedziono
bowiem, ze dowolny pfat takiej powierzchni, ograniczony jakas linig |,
ma mniejsze pole anizeli ptat jakiejkolwiek, innej powierzchni, ograni-
czonej tg samg linig |.

Przyktady.

1) Znalez¢ gtdwne promienie krzywizny powierzchni o réwnaniu: ss®a*+wy+y™*
w punkcie, dla ktorego X —0 i y—m».

Obliczamy p~2x A-y, q=x-\-2y, r= 2,s=,1, t—2

Zatem:

& RAtT (14 0+ Q2
11 (1+02- 2.0.0.1+(1+ 02 ,,
E+ W I —mr (i+0O+0F —eemmee- 4

Zatem él( » ﬁt sa pierwiastkami nastepujacego réwnania drugiego stopnia.

wW2—4i0+3=»0

», = I-;Li: 3. 1 ’

Poniewaz /7, i Rt sa obydwa dodatnie, przeto jest to punkt eliptyczny.
2) Pozostawiam? czytelnikowi do okazania, ze powierzchnia o réwnaniu-
z = cos.rcosy ma w punkcie x = 0, Y = 0 uinbilik, albowiem =1i R, —1

8tad:

Aby znalez¢ wszystkie umbiliki powierzchni, nalezy wyj$¢ z wzoru
(154a) na promien krzywizny przekroju normalnego. W umbilikach war-
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toS0 R musi byd niezalezna od kierunku, tj. od k To sie za$ dzieje
i tylko wtedy, gdy zachodza proporcje:

L_M_N
E F G

To sg warunki na wyznaczenie umbilikow. Wstawiajac za L, A, N, E, F, O
odpowiednie wartosci, otrzymamy dla formy wyraznej;
r S t
1+ p2~ pog— 1+ %
Stad otrzymujemy dwa rownania:
req—@-"/,23==0
r(l 4-g2—4H\ -\-p2=10
Z ktérych wyznaczamy wspOtrzedne x iy umbilikédw.
8) Przez obrdt linii o réwnaniu *= /(x) dokota osi Z powstaje powierzchnia

~ obrotowa (fig. 25j. Z rysunku odczy-
tujemy, Ze:

X = vcosw y—osintz’
A Stad nie trudno zauwazyc, ze:
v—\x2+ y2 a 2= f(v)

Z=f(X) takiej powierzchni otrzymamy
po przeprowadzeniu rachunkow:

E- v\ F=0, G= 1+ fHv)
(5> ,r_n

(i+r*xw)*
Poszukajmy powierzchni - obrotowej
minimalnej Obierzmy dwa dowolne
P punkty P, i P, lezace na plaszczyz-
nie {ZX)\ chodzi nam o wybranie
z posrod wszystkich linij, tgczacych
dane punkty P, i P,, takiej, ktdrej tuk wytwarza przez obrét kotlo osi Z po-
wierzchnie obrotowg 0 najmniejszym polu. Z wzoru (158) otrzymujemy po wykonaniu
rachunkéw:
va(v)

/r+71)

Eozwigzanie tego rownania rézniczkowego doprowadza do wyniku, ze powierzchnia ta
powstaje przez obrot linii tancuchowej koto osi Z. Jest to jedyna powierzchnia obro-
towa minimalna.

- vf W\T+~h{v}-
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§ 320. O odwzorowaniach powierzchni

W wielu zagadnieniach praktycznych zachodzi potrzeba odwzorowa-
nia. jednej powierzchni na drugg, to znaczy przyporzadkowania kazdemu
1punktowi jednej powierzchni jakiego$ punktu drugiej. Jezeli rownania obu
powierzchni sg podane w formie parametrownej:

&= glwv) i = ®
y= V) n= Qi(<*) W
z= 7K V) £= Zi(mo)

to uzyskujemy odwzorowanie jednej powierzchni na drugg, czynigc pa-
rametry u i v dowolnymi funkcjami parametrow u i ti:

U= f(u,Vv)

v.=-ff(u, v)

Jezeli bowiem podstawimy te funkcje za u i v w rownania (PJ, to
wspotrzedne £ 1j, £ drugiej powierzchni beda funkcjami tych samych
parametrow u, v, co wspolrzedne pierwszej powierzchni, np.:

8=<p(Mes), t]=!P(u,v), e= X(u,v)

Biorgc za d i v jakie§ wartosci stale, otrzymujemy na pierwszej po-
wierzchni pewien punkt P{x.y,z), a tym samym wartosciom u i v odpo-
wiada na drugiej powierzchni jakis punkt P'(f, I7 £). Jedno z tych od-
wzorowan, a mianowicie rozwijalnos¢, omowiliSmy na str. 198 i 200. Jest
to takie odwzorowanie, przy ktorym'* spetnia sie warunek:

@ dsa= dA

Elementy tukéw, a wiec i ich calki czyli skoriczone tuki muszg by¢
rowno przy kazdym du i do. Warunek ten jest rownowazny ze spelnia-
niem sie trzech nastepujgcych warunkéw:

®) E=FV F=Fly 0= 01

Nie zawsze mozna dobra¢ funkcje ii —f(u,v) i v==g[u,v) tak, by sie
spetniaty te 3 rwnania. Funkcje uiv potrafimy naogét wyznaczy¢ z dwu
rownan (b), wyjatkowo za$ zajdzie wypadek, ze i trzecie rownanie bedzie
spetnione. Aby tak byto, musi by¢ krzywizna Gaussa jednej powierzchni
w kazdym punkcie rowna, tejze krzywizuio w odpowiednim punkcie
drugiej powierzchni (por str. 198). Okazemy, ze przy takim specjalnym
odwzorowaniu nie tylko dtugosci tukow nie zmieniajg sie, lecz takze
i pola. Elementy pola wyraza sie¢ mianowicie wzorami (146):

dP —\EG —Fl1dudv—D dudv
dPi = JE1GlI—FIdu dv= Dxdudv
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Poniewaz jednak wedtug zatozenia zachodzg rownosci (b), zatem D*=DIt
stad zaS wwnika:
dP = dPt

Okazemy, ze przy rozwiniecia jednej powierzchni na drngg takze
i wszystkie katy nie ulegajg zmianie. Gdy na jednej powierzchni wez-
miemy pod uwage dwie dowolne linie m i », tworzace z sobg kat a
w pankcie przeciecia, a na drugiej odpowiadajg im linie mlt 74, tworzace
z aobg kat o,, to (wedtug wzoru (151)) jest:

- E+F"+kl+ Gk,
\E + 2Fki + G!A\E-\- 2Fk%\-Qk*
- E\ ~+F\i"i ~~fed "t~
|CEI+ 2FIkl+ GAKg + 27*, -f Gxk\

Poniewaz E =sElt F= Fl, O= GX przeto:
cosa —cosal

Katy pozostajg wiec przy rozwinieciach niezmienione. Figury, lezace ma
obu powierzchniach, nie sg jednak w ogdlnosci przystajagce mimo row
nosci tukéw, pdl i katow, lezg bowiem na réznych powierzchniach. Tak
np. figura, lezaca na walcu, nie jest bynajmniej przystajaca do figury,
jaka otrzymamy, rozwingwszy ten walec na plaszczyznie.

Jezeli jedna powierzchnia nie jest rozwijalna na drugiej, to przy
odwzorowaniu nie bedziemy mogli zadaC spetnienia wszystkich tych wa-
runkow, tj rownosci tukéw, pol i katow. MozDa jednak zawsze znalezé
takie odwzorowanie, przy ktorym wielkosci pdl pozostajg niezmienione,
przy ktorym wiec dP—dPv Musi sie zatem spetnia¢ tylko jeden warunek;

£>= D1

jak to wynika z wzoru (146a) na element pola.

Takie jedno rownanie (rézniczkowe) muszg spetniaC funkcje a i ii.
Poniewaz z tego jednego warunku mamy wyznaczy¢ dwie funkcje, wiec
mozemy to zrobi¢ na nieskoriczenie wiele sposobow; jedng bowiem funkcje
mozna przyjac zupetnie dowolnie.

Odwzorowanie, przy ktorym wszystkie odpowiadajgce sobie elementy
pdl, a wiec i pola, sg sobie rowne, nazywamy odwzorowaniem .Urnernopo-
ynerzchniowym.

Przyktady

Sprébujmy w ten sposéb odwzorowac kule na plaszczyzne. Znamy parametrowe
rownania kuli (wzory (13t) na str 1821 plaszczyzne za$ obierzemy za plaszczyzne
poziorg, W ukdadzie wspdtrzednych (5. V. e
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Jej parametrowe réwnania majg postac:
= 0>uc); N—Wuv)\ f=o0.

Nie znamy jeszcze funkcyj Oi W Trzeba je tak dobra¢, aby sie spetniat warunek
DssDt. Obliczylismy juz D dla kuli (str. 192), a mianowicie:

D= r2cosM

Aby utworzy¢ Dt dla plaszczyzny, uzyjemy wzoru (146 b). Wszystkie te wyrazenia,
w ktorych wystepujg pochodne funkcji £, odpadna, albowiem £=0. Pozostanie wiec
tylko:

Aby odwzorowanie byto wiernopowierzchniowe, muBi by¢ D= A, czyli

|0aW — 0,, WA = r2cosw

Wedtug tego rownania dobierzemy teraz funkcje Qi 'F. Jedng z tych funkftyj mozemy
obra¢ zupetnie, dowolnie. Przyjmijmy np.:

gt=W(u,v) = rv

Wtedy:
- 01 é’: r
i otrzymujemy r W,tm-j->*cosU lub r#B= —r*cosu. Chierzny:.
r>RJE r2cosu
Stad:
= rcosu
a wiec.
ST rcoaudu = rsinu

Zatem:

£=rv, f]—r9anu

Takie odwzorowanie znalazto zastosowanie w geografii: odwzorowujgc w ten sposdb
bule wiernopnwierzchniowo na ptaszczyzne (mapy), otrzymujemy taw. rzut walcowy
Lamberta

8 821. Odwzorowania wlernokatne czyli konforemne

Chcac odwzorowaC powierzchnie nierozwijalng na drugiej powierzchni,
*nie mozemy zada¢, aby wszystkie elementy tukéw byly wiernie zacho-
wane. Mozemy jednak zadaC, aby elementy tukow, nalezace do odpowia-
dajacych sobie punktow, byty proporcjonalne, tj. aby dla wszystkich kie-
runkéw, wychodzacych z jednego punktn, zachodzit zwigzek:

W g

Wspotczynnik proporcjonalnosci X zmienia sie wraz z potozeniem punktu
ne- powierzchni jest wiec funkcja zmiennych w v, nie zmienia sie jednak,
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gdy pozostajac w jednym punkcie, zmieniamy kierunek posuwania si®
okreslony za pomoca pochodnej (—Cj%—k Wspdtczynnik <nie zalezy zaten
od k. Wzor (a) przedstawiamy w postaci:

E+2Fk+ Gk2
Ex+ 2Fxk+ Gike 22UV

Lewa strona jest wtedy i tylko wtedy niezalezna od k, gdy spetniajg sig
proporcje:

(b) q = I*«»)

Mamy tu do czynienia z uktadem dwoch rownan rézniczkowych:

E_F_G_
EX~FX~-GX

Odwzorowanie jest wtedy i tylko wtedy konforemne, jezeli dwie funkcje:
fi= /(«,»), v=ff{u,v)

spetniajg te dwa rownania.

Problem teu jest wiec oznaczony, a zatem a priori widzimy, ze
takie odwzorowanie da sie z reguly przeprowadzi¢. Z warunku (b) fatwo
mozna wywnioskowal, ze katy bedg przy takim odwzorowaniu wierni©
zachowane.” | tak:

E=EX2 F=FX2\ G=GXW

Wstawmy to we wzdr na cosc,.to otrzymamy:

Z\EXF- 2Fxkx+ GK\ *\E Xj- 2Fxkx-f Gxg*X

Upraszczajac licznik i mianownik przez Z2 otrzymujemy na cosa ten sam
wzOr co na cosaj. Przy takim odwzorowaniu jest wiec cosa = cosal.

Wobec tego odwzorowanie takie nazywamy wiernokatnym. Ponie-
waz tylko elementy tukoyr sa proporcjonalne, a niekoniecznie skonczone
tuki, wiec odwzorowan tych nie mozemy nazywac ,,podobnymi®*; natomiast
utarfa sie obok nazwy: odwzorowania ,wiernokatne' takze nazwa: odwzo-
rowania ,.konforemne™. Odwzorowania te majg o wiele donioslejsze zna-
czenie, niz rozwiniecia lub odwzorowania wiernopowierzchniowe i to nie
tylko w teorii powierzchni, lecz takze w wielu iunych dziatach matema-
tyki i techniki.
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Przykiad..
Odwzorowac¢ kule konforemnie na ptaszczyzne, np. na ptaszczyzne (XT).

W rownania (b) czyli:
| EGl= E-fi

© (Eb\= BXE
podstawiamy wielkosci zasadnicze dla kuli:
E=r\ F—0 G—r*os*W
Roéwnania parametrowe plaszczyzny sg x = x («, V), y = y{u,r), teO>
Stad £1,=*; + y\, Ft=xux, -fyay,, G = -f
Kowuania (c) majg tu zatem postac:
r*{xI-f W) = [xI -f W\) racce*M
2.+ y.Y%= @+ yl)e0o
Po fatwych przeksztatceniach otrzymujemy etad

a}n::yumn ®1: _yn cosu
y, —2—Xucos U y, = XUCOS U

Wystarczy bra¢ pod uwage tylko jedng pare tych réwnan. Jest to uktad réwnan
rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu. Uktad ten mozemy rozwiazac, obierajac
za X dowolng funkcje zmienngj v.

Wezmy np. x = foy, to x,,= k. xa= Q a wiec yv= 0 na podstawie drugiego
rownania. To dowodzi, ze y jest funkcjq jednej tylko zmiennej «. Wobec tego zamiast

czastkowej pochodnej Yya mBffiy do czynienia ze zwyczajng pochodng 8¥] Pierwsze
rownanie rézniczkowe przyjmuje zatem postac:

_dy
k .y cosu

stad :d@ = cosw’ a Wiec:

y= Hogtg(f+ £)+ C

Odwzorowanie wiernokatne, okreslone wzorami:

X—Kkv

y - k \ ogtg(f-f-f)
2nare rzutem Mercatora. jest bardzo rozpowszechnione  geografii, w nautyce
I w geodezji.

Obierajac za x inne dowolne funkcje zmienngj v, mozemy w ten sposéb otrzy-
mywac nieskoriczenie wiele wiernokatnych odwzorowari kuli na plaszczyzne. Rozwa-
zania te nie trudno rozszerzy¢ na odwzorowanie elipsoidy obrotowej na ptaszczyzne.

Bardzo wazne i interesujace jest odwzorowanie wiernokatne plasz-

czyzny (JY) na plaszczyzne (JInFX.
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Obierajac dla jednej plaszczyzny jako parametry wspGtrzedne pro
stokatne X. Y, a dla drugiej yu wyrazamy ich rownania w postaci

X—X = P(xy)
y (XY)  y1=Q(x,y)
2=0 2i= 0
Dla pierwszej ptaszczyzny jest:
®,= y,= 0, 2= 0, &=0, yy=1, §=20

zatem:
L N=1 F=0, @=1
Dla drugiej zas:

Fl= P*+<& + <X,

Postepujac drogg podobng jak przy wyznaczaniu y, W poprzednim
przyktadzie, otrzymujemy nastepujace rownania rozniczkowe na wyzna-
czenie nieznanych funkcyj P(X.,y). Q(X.y):

Sg to znane nam juz rownania Cauchy-Riemanna (por. tom I,
str. 249); réwnania te spetnia ¢zeSC rzeczywista i wspotezyonik przy t
w urojonej czesci kazdej takiej funkcji zmiennej zespolonej:

«o= A2)= A® + 1y) —P(x,y) -f iQ{x, y)

ktorej catka nie zalezy od drogi catkowania, czyli kazdej funkcji anali-
tycznej. Ten zwigzek odwzorowania konforemnego z teorig funkcyj zmien-
nej zespolonej ma bardzo donioste znaczenie zarowno dla odwzorowan
jak i dla teorii funkcyj.

Udowodnione twierdzenie mozemy wypowiedzie¢ w nastepujacej
postaci:
jezeli funkcja P{x,y) jest czescig rzeczywista a Q(x,y) wspotczyn-
nikiem przy i w czesci urojonej dowolnej analityczng) funkcji zmiennej
zespolonej u=f(z)==P(x,y)-"-1Q(X,y), to odwzorowanie ptaszczyzny (XY)
na ptaszczyzne (XxYj, okreSlone wzorami:

= P{xy)

: : yi = Q(x.y)
jest wiernokatne.

Z tego twierdzenia korzysta sie wydatnie w dzisiejszej technice
{w geodezji, w hydrodynamice, w aerodynamice przy budowie ptatowcow,
w elektrotechnice). Istniejg specjalne podreczniki poswiecone odwzoro-
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wantom konforemnym, jak np. podrecznik L Lewenta,. pt. Konforme
Abbildung (Lipsk, 1912) i L Bieberbacba, pt. Einfiihrung in die kor
forme Abbildung (Lipsk, Sammlung Ghbschen, nr 768).

Przykiady.
1) Funkcja « = > jest analityczna:

u= @+ ty)*

Rozwirmy te potege (az-J-iy)1 i zbierzmy osobno czesci rzeczywiste a osobno uro-
jone. Otrzymamy:

u= (®8—3xy2-f-13x2y —y3
x| = x2—3xy2
yl= 3x2y—vy3

mamy gotowe wtdry na odwzorowanie konforemne jednej ptaszczyzny na druga.
2) Z funkcji wykladniczej u = e\ ktora' jest analityczna, otrzymujemy odwzo-
rowanie wiernokatne w nastepujacy sposob:

= = ey

Kladac:

Ale .
ely= cosy-Jzsiny
a wiec:
gc= ecCsy isiny)—e*cosy -(-ie’siny
Ktadac:
X—Eexcosy
<9 j_1= g*siny

uzyskujemy wiernokgtne odwzorowanie ptaszczyzny (XX) na plaszczyzne (X, X). Za-
stosujmy to do odwzorowar kuli na ptaszczyzne. Poznalismy juz tzw. rzut Merca-
tora, okreslony réwnaniami:

®= *logtg(J-f|)

y= kX
(przemienilismy tu osie i zastgpilismy litery (u) literami (/22> Obierzmy fc=1.
Kazdemu punktowi na powierzchni kuli, okreslonemu przez odpowiednig dhugosc i sze-
rokos$¢ geogr .ficzng (X, ¢®, przyporzadkowany jest przy pomocy tych wzoréw pewien

punkt plaszczyzny (XX)- Odwzorujmy teraz konforemnie plaszczyzne (XX) na drugg
plaszczyzne (X,X,) wedtug wzordw (a). Otrzymamy:

e cosy = elagty(f+f) cos X= tg(J -f- f) cos X
gssiny = tg (E-f-f)sin X

W ten sposdb mamy kreslone nowe odwzorowanie.wiernokatne kuli na ptaszczyzne.
Odwzorowanie to nazywamy rzutem stereograficznym (powstaje on przez rzut punktow
kuli na ptaszczyzne styczng w biegunie z przeciwleglego bieguna). Podobnie mogli-
by$my znalezé nieskoriczenie wielo innych takich odwzorowan, przyjmujac jako f{X-f-y)
jakies inne funkcje analityczne.

Rachnnek ré6zniczkowy i caikowy. T. 10. s

f
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Sposrod podrecznikéw, poswieconych geometrii rézniczkowej, od nacza sie jas-
noscig wykladu i elementarnym ujeciem dwutomowy podrecznik G. Scheffersa,
pt. Anwendung der Differentiai- und Integralrechnung auf Geometrie. I. EinfUhruag in
die Theorie der Cun/en, Il. EinfUhrung4n die Thcorie der Fldthen (Lipsk, 1901—1902).
Nowsze badania geometrii rézniczkowej podaje L. Bieberbach w podreczniku pt.
Differentialgeometrie (Lipsk, 1932) i W. Blaschke, Vorleeungen Cber Differenlial-
geomeirit (2 tomy, Berlin, 1923—1924).

Krotkie rozdzialy, poswiecone geometrii rézniczkowej, znajdzie czytelnik w po-
dreczniku F. Leji, pt. Geometria analityczna i poezatki geometrii rézniczkowej (\War-
szawa, 1934),
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62 i nast., 138, H
»  Szeregbw potegowych przy rozw.
rown. rozn 131, 141 ©
n zmlenn(_)sa(wa_rla%)sta’fej 118,166.
minimalne EOW|erzchn|e 1.
Mises-Frank-95, 103,
Mitscherlieha prawo 112
mnozenie szeregow 33,
Moiyre'a wzor /3.

Naltgzlenie pradu eleklr. (réwn. rézn.) 120—

niejednorodne réwn. rézn. liniowe 118,152.
niejednostajnie zbiezn szere_E,44.
nleozznei%onych wspétczynnikdw  metoda

niezalezno$¢ liniowa funkcyj 154.
normalna gtéwna 170.

” 0 powierzchni 184.
normalne przekroje powierzchni 193.

Oblvzvsi;ednia gromady linij catkowych 107,



obwod elipsy 51—52. )
odwzorowania powierzchni 203 i nast.
” wiernokatne  (konforemne)
05 i nast. )
” wiernopowierzchniowe 204
i nast.
ogolna catka rowu. rozn. 107, 141, 152
ortogonalny ukad funkcyj 94.
ortogonalne szeregi 94. ~°
* trajektorie elips 113
osobliwa catka rown. rozn. 107—8, 129.
osobliwe punkty linij 165, 168.
” »  powierzchni 184, 186.
* ,»  rownania rézn. 152.

Paraboliczny punkt 200.
parametrowe przedstawienie linii 164.
R ., powierzchni 181
periodyczno$o funkcji wykladniczej 72
B(;pkowy punkt, zob. umbilik. ~ °
|(i§1r1da metoda kolejnych przyblizen 131,

aszczyzna normalna 168; rektyfikacyjna
pjr17_2; yé%:ié_le g%/(;zna 169; stykgzyfna doyjpo-
wierzchni 183 i nast.
postep arytmetyczny 1
” eometryczny 2.
potega ?og_olna deﬂmqlla) 76.
potegowanie przez adnik zespolony 70.
potegowy szercg, zob. szereg potggowi/,
potencjat na ptaszczyznie (rown. rdzn.) 102.
powierzchnia® minimalna 201; obrotowa
102, 202; rozwijalna 198, 200, 203;
prostoliniowa 182.
prad skuteczny 94. )
prawo tacznosci dla szeregow 31
” R/rlzemlennosm dla szeregbw 32.
w | Ltscher_llchal%z.
romien Krzywizn .
P ” sk_re_%:lg\rlﬂa_)(/gorsjé% 177.
.. .zZbieznosci 56, 69.
promienie gtowne krzywizny (96.
przecietna krzywizna powierzchni 197—8.
przedstawianie funkcyj za pomoca Szere-
gow 40, 60, 84,
przedziat zbieznosci 44, 56, 57.
przekré{ normalny powieizehni 193.
przeksztatcenie Eulera 35, L
przyblizona metoda rozwigzywania rown.
rozn. 138.
pseudosféryczne punkty 200.
punkt eliptyczny 200; " hiperboliczny 200;
osobliwy linii” 165, 168: osobliviy po-
wierzchni 184, 186; osobliwy rownania
rozu. 162; paraboliczny 200; pepkowy
200; pseudosferyczny 200; stacjonarny
177; 2wyczajny” linii 165.

Quasi-jednostajna zbieznos¢ 47.

Raabego kryterium zbieznosci 19 i nast.
reszta szeregu 5, 29, 30, 35, 43
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Riccati'ego rown. rozn, 126, 134,
Riemann-Weber 95, 103, )
Riemanna-Cauchyego réwnania 208.
»  twierdzenie o szeregach warun-
) kowo zbieznych 32.
Robinson-Whittaker 140.
Rogosinski 86, 87, 94.
réwnania binormalnej 172 ) o
rownania kola_165; linii prostej 165; linii
Srubowej 165; linii w przestrzéni 164—8;
normalngj do_powierzchni 185; normal-
nej gtownej 171 ; parametrowe kuli 182
owlerzchni  181; powierzchni prosto-
iniowej 182; powierzchni Srubowej 182.
r(’)wzéléinla rézniczkowe Cauchy-Riemanna

révilg?inia siecznej krzywej przestrzennej

rownania stycznej krzymléei' przestrzen. 167.

rownanie loksodromy )

rownanie ptaszczyzny normalnej do krzy-
W przgftrzennej 168ktyf'k iei 17

rownanie ptaszczyzny rektyfikacyjne X
pt. scisle styc%zejyﬂo; pt. stgl/chr%ej &)
powierzchni. 184—6.

rGwnanie powierzchni 181

rownanie rozniczkowe 96. )

rownanie rézniczkowe Bemoulliego 121;
Clairaufa 128; czgstkowe 100, 124, 207,
jednoruane 1-go rzedu 114; Lagrange’a
127, LaPI_ace’a 102, 149; linii _przejscia
toru kolejowego 145 150; linii ugiecia
143, 150; liniowe jednorodne 118, 152;
liniowo niejednorodne_ 118, 152; liniowe
0 statych wspdtczynnikach 157 i nast.;
na wyznaczenie czynnika catkujacego
124; natezenia pradu 120—L; o zmien-
nych oddzielonych™ 110; potencjatu 102;
powierzchni obrotowych 102; powierzchni
stozkowych 102; i)rogu kolejowego 163;
Riccati'ego 126, 134; ruchu drgajacego
160; ruchu wahadtowego 147; sprowa-
dzajace sie. do jednorodnego 116—17;
struny (_jrgajqceégloz; zupelne 122; zwy-
czajne liniowe 99, 117, 161; zwyczajne
rzedu 1-go 96, 100; zwyczajne, rzeédu
22%0 98, 140; zwyczajne rzedu n 98,
_140; zwyczajne stopnia r 99.

rovi/snéanle Wyznaczajace (charakterystyczne)

rozbiezny .szereg 1, 5, 11
rozniczkowanie szeregu funkcyjnego 53, 65.
rézniczkowe rownanie, zob. rownanie roz-
niczkowe. B
rozwigzanie rown. rézn, 97.
rozwigzywanie rown rozn. metodag przy-
blizong 138, metoda graficzng 104,
rozwijalnos¢ powierzchni 198, 200, 203.
rozwiniecie dziesietne nieskonczone 10.
rozwiniecie funkcji na szereg 40.

” » Fouriera 84
1nast, 87 i nast.
rozwiniecie funkcji na szereg potegowy 60.
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rozwiniecie na szeregO f?nl;éc]ég areatu#,
;19 :

arotg#, log(l-f-#) € )
rozimmz%ae na szereg liczby 22. liczby
n 29.

ruch wahadtowy 148,
JRunge 10*.

Runge-Konig, 83, 139—140.
rzad rown. rozn. 98.

rzut Mercatora 207.

r 8tereograficzny 209.

,» Walcowy Lamberta 205.

Scheffers 210.
Scisle, ,stzczna plaszczyzna 169.
Sierpinski 87, 47.
Simpson_ 139.
skosne linie_164.
skrecenie 176.
$redni kwadrat btedu 80, 82
srednia kwadratowa 94.
Srednia krzywizna 19%.
Srodek krzywizny 175.
Srubowa Unia 165, 179.
,»  powierzchnia 182, 186.
Stegemann-Kiepert 62.
stereograficzny rzut 209.
stopien rownania rézniczkowego 9.
Styczna ptaszczyzna do powierzchni 183
I nast.
,» prosta do linii w przestrzeni 167,

suma czesciowa 1 2, 39.

suma szeregu funkcyjnego 39, 40.
” . . liczbowego 1

superpozycja drgan 78

szczegotowa catka rown. rozn. 107.

szereg ag/tmetyczny 13; bezustannie zbiezny
54" 56, 68; bezwarunkowo czyli bez-
wzglednie zbiezny 26, 32; Brounekera 3;
Fouriera 86 i nast., 162, funkcygnﬁ 1
39 i nast.; geometryczny 2, 3, 8, har-
moniczny 5, 7, jednostajnie zbiezny 43
i nast.; Leibniza 35, 94; liczbowy 1;
Maclaurina 2, 35, 40, 67; niejednostajnie
zbiezny 44; nieskonczony 1; ortogonalny

94, potegowy 40, 53 i nast., 64, 68 nast;
rozbiezny 1; 3, 11; T%Iora 2. 40, 67;
trygonometryczny 3, 40, 46, 77 i nast.;

warunkowo zhiezny 27, 32; f(2) 5. 11,
52)%; gga) 5, 11; zbiezny 1; znakozmienny

Taylora szereg 2, 40, 67.
torsja 176. )
trajektorie ortogonalne grom_ad¥ elips 113.
trygonometryczna mterpolaca)a 7.
trygonometryczny szereg 3,40,46,77 i nast.
twierdzenie Abela 27.
. Euleraof. égdnorodnych 125,
” Riemanna 32.

Uktad funkcyj ortogonalnych 94
uklad_réwnan rézniczkowych 99
umbilik 200, 202.

de la Vallée Poussin 87.

Wahadlo matematyczne 147.
wartos¢ gtowna logarytmu 76.
warto$¢ szeregu, zob. suma szeregu,
warunek Lipschitza 13L
warunki brzegowe (Dirichleta) 142.

»  poczgtkowe (Cauchye%o) 142,

. rozhieznosci 9 —10, 1516,
. zbieznosci 3, 4, 6, 7, 8, 9—10,.13,
16—16, 17, 19.

warunkowa zbieznos¢ 27, 32

Weber-Riemann 95, 103. )

Weierstrassa funkcja 87; kryterium 45,

Whittaker-Robinson  140.

wichrowate linie 164.

wielkosci zasadnicze 1go rzedu 187.
b ” 2-go rzedu 194.

wielomian trygonometryczny 77.

wiernokatno odwzorowanie 206.

wiernopowiorzebniowe odwzorowanie 204.

Willers, 83, 140.

wronskian 164, o

wspllrzedne krzywoliniowe 182.

wyr6znik formy rézn. kwadratowej 190.

wyznaczajgce rownanie 158.

wyznacznik Wronskiego 154.

wzdr Eulera na £rom|er’1 krzywizny 200.
» Moivre’a 73.
» Simpsona 139.

wzory Eulera-Fouriera 82.

” »  hasin# i cos# 73

Zakres zbieznosci szeregu funkcyjnego 39.
» > » p_ot?govvego 7,69.

zaleznosc liniowa funkcyj [o4..

zasadnicza forma rozniczkowa pierwsza 187;
druga 195.

zasadnicza wielkos¢ 1-go rzedu 187; 2-go
rzedu 194,

zbieznos¢ 1; bezustanna 54,56,68; bezwa-
runkowa czyli bezwzgledna 26; dzie-
sietnego rozwiniecia 10; jednostajna 43,
46; niejednostajna 44; quasi-jednostajna
47, szeregu Fouriera 86—, Szeregu po-
tegowego 54 i nast., 68 i nast.; warun-
kowa, 27, 32. S

zbieznosci krgterla,zob. Kryteria zbieznosci;
promien 56, 69; przedziat 44,66,57; wa-
runki, zob. warunki zbieznosci;
39, 57, 69.

znakozmienny szereg 28, 36. 3T

zupetna krzywizna 196.

zupetne rownanie rozniczkowe 122,

Zygmund 103, ,®

zakres
N
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Errata

Str. 3 wiersz 16 od gory zamiast: d*>0iaa>0 ma byé: d*>0

11
n 2
n 28

>

32
47

S5 5

n

n

=]

4 n . ” wartosé » . SUMa czesciowa

9 od dok ” obejmujaca » » ZaWierajgca

5 3 1 postowie: zbiezny dodac: Szereg liczbowy o wyra-
zach naprzemian dodatnich i ujemnych
nazywamy szeregiem znakozmiennym.

6 , , zamiast: posta. ma by¢ postac:

18 od gory po:  x doda¢: i x-fF-h
|

1 od dolu zamiast: j ma byé: J

8od gory » §201 a * §292

3 od dolu po wzorze doda¢: podzielona przez 2n
4 od gory zamiast § 292 ma by¢ § 293

6 od dotu skreslic § 293

112, zamiast: [2y—1 « » |I2y—ii

]10dgéry » o (57) a n @


















