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ROZDZIAŁ XXI

S zereg i n iesko ń czo n e

Ustęp I

SZEREGI LICZBOWE '

<$ 267. Wstępne wiadomości o szeregach liczbowych I funkcyjnych

Zarówno w elementarnej jak i w wyższej matematyce mamy często 
do czynienia z szeregami nieskończonymi.

Szereg nieskończony otrzymujemy z każdego ciągu nieskończonego:

0 )  fll ) fl2i fl3l • ■ • a ni • • •

łącząc jego wyrazy ze sobą znakiem dodawania:
oc

(II) flj -j- a2 -j- a3 -{- an +  ... =  Jj? a„

Utwórzmy ciąg sum częściowych:
«

S1 == =  Oj "j” Oj.
s3 =  al ~h °2 +  a3 ' • ■ » s» =  ®t *f B»

Jeżeli ten ciąg {s„} jest zbieżny, tj. posiada skończoną granicę g, to sze­
reg nazywamy zbieżnym, a liczbę s nazywamy wartością lub sumą tego 
szeregu (por. tom I, § 35). Jeżeli ciąg {s„} nie jest zbieżny, tj. nie po­
siada skończonej granicy, to szereg (II) nazywamy rozbieżnym.

Jeżeli wszystkie wyrazy erA ciągu (I) są liczbami stałymi, to sze­
reg (II) nazywamy szeregiem liczbowym, jeżeli zaś są funkcjami jednej 
lub więcej zmiennych, to szereg nazywamy szeregiem funkcyjnym.

Przykłady takich szeregów spotykamy już w matematyce elemen­
tarnej. Tak np. z ciągu, zwanego postępem arytmetycznym (por. tom I, 
§ 196), otrzymujemy liczbowy szereg, zwany szeregiem arytmetycznym. 
Biorąc pod uwagę postęp arytmetyczny pierwszego rzędu, tj. taki w kt*-
Rachunek różniczkowy i całkowy. T. III. I
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rym wszystkie różnice sąsiednich wyrazów mają stałą wartość d, otrzy­
mujemy następujący szereg arytmetyczny pierwszego rzędu:

ai “I" (ai "ł“ +  (ai 4r 2 d) -j- . . . (aj +  (« — 1) d) • • -
oj Suma częściowa s„ takiego szeregu ma wartość:

»« =  |  («i +  ««) =  |  (2 <*! +  («— l)d)

W § 196 tomu I podano wzór na M-tą su m ę  częściową t a k ż e  dla sze­
regu arytmetycznego wyższego rzędu (tom I, wzór 206, s tr .  612).

Z postępu geometrycznego, tj. z takiego ciągu, w którym wszystkie 
ilorazy sąsiednich wyrazów mają stałą wartość q,' otrzymujemy szereg 
geometryczny.

ar +  OiS +  ai 92 +  ••• +  «i2"_1 +  •••
Suma częściowa sn takiego szeregu ma wartość:

<f — 1

Jeżeli tutaj q uważamy za liczbę stałą, to szereg geometryczny jest sze­
regiem liczbowym, jeżeli zaś q uważamy za zmienną, to mamy do czy­
nienia z szeregiem funkcyjnym.

W analizie wyższej spotykaliśmy również rozmaite szeregi, jak np. 
następujące szeregi liczbowe, przedstawiające liczby e, £ n, loge 2 :

i
2  w —  1

Hog.2 = l - I + l - I  +  ... +  < -  1 r - j  +  ...

Szeregi Taylora i Maclaurin’a są przykładami szeregów funkcyj­
nych, jak np.:

, , , ® , a?3 , x3 , , cc"-1 , _
^ = 1  +  l! +  2i +  3! +  '” + ( M_ l ) l + - - _ ^  nl/z—0

lub:

Z funkcyj trygonometrycznych buduje się szeregi postaci:

| a 0 -f- (ax cos x 4- £>i sin x) 4- (az cos 2 x -j- b2 sin 2 x) 4~ • • ■ +  ■

X3

(u, cos n x -f- bK sin n x) +  ... — 4 a0 4- (a* 008 kc-fAsin A*)
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zwane szeregami trygonometrycznymi. Ogólnie z każdego ciągu funkcyj:

A W i/if4 / j ( 4 - /.(*),••
można zbudować szereg funkcyjny, łącząc ze sobą wszystkie wyrazy 
tego ciągu znakiem dodawania:

oc

/i (») +  /* (*) +  /.<*) +  +  /.(*) +  - = ^ 7 . ( * )
fl—.l

Zajmiemy się najpierw szeregami liczbowymi, własności ich bowiem 
są niezbędne do zrozumienia własności szeregów funkcyjnych

§ 268. O koniecznych i dostatecznych warunkach zbieżności sze­
regów liczbowych

A) Zbieżność ciągu sum częściowych {s„} jest warunkiem koniecznym 
i dostatecznym zbieżności szeregu. Rozstrzygnięcie, czy dany szereg nie­
skończony jest zbieżny czy też rozbieżny, jest zatem łatwe w tych nie­
licznych wypadkach, gdy potrafimy znaleźć dość prosty wzór na sumę
częściową.

. 1) Tak np dla szeregu arytmetycznego pierwszego rzędu jest: 

lim s„ — lim £ (2 o, -]~(m — 1) d) I =  -j- °o dla d ^  0 i a, >  0
n —►o o  n —*oo  }

] =  — oo „ d <  0 '

zatem ten szereg jest rozbieżny. Podobnie okazuje się, że szeregi arytme­
tyczne wyższych rzędów są rozbieżne.

2) Dla szeregu geometrycznego jest: *

q" —  1

Stąd wynika (por. tom. I, § 35), że szereg geometryczny jest zbieżny 
tylko dla |r/| <  1 i ma wartość:

s — a'l - 9

3) Zbadajmy zbieżność szeregu:

_L  _{_ _L  JL  -f ... -1----- 1-----
l - 2 ~ 2 - 3 ' 3 - 4 ~  ^ » l » +  1) + - I .

1
k ( k + \ )

zwanego szeregiem Brounckera.  Sumę częściową tego szeregu możemy
przedstawić w postaci"

'• =  P *  +  2T3 +  374 +  ■ • +  ^ rąrr> =  (f  -  §) +  6  -  5 I +

+  6 - D + -  +  G - . - T I ) - ' - . - T i
t *
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Wobee tego:
s =  lim s„ =  1

n-+oo
Szereg Brounckera jest więc zbieżny i ma wartość 1. 

4) W szeregu:
1 - 1  +  1 — 1 +  1 - . . .

sumą częściową jest:

*„ =  1 - 1  +  1 - 1 + . . .  +  ( - I) - 1

Dla parzystego n =  2 w jest więc s„ — 0, a dla nieparzystego n — 2 m +  1 
jest sn =  1. Ten szereg jest więc rozbieżny.

Te przypadki, w których się tak prosto przedstawia wzór ogólny na 
sumę częściową, należą do rzadkich wyjątków. Zwykle badanie szeregów 
tą drogą jest bardzo uciążliwe. Wobec tego uciekamy się do ogólnych 
twierdzeń o granicach ciągów i stosując je do ciągu {s„}, wyprowadzamy 
rozmaite jego własności, które pozwalają nieraz w bardzo prosty sposób 
rozstrzygnąć kwestię zbieżności szeregu nieskończonego.

B) Stosując do ciągu {$„} ogólną zasadę zbieżności Cauchy’ego 
(por. tom I, § 31), otrzymujemy następujące twierdzenie.

Koniecznym i dostatecznym warunkiem zbieżności szeregu jest, aby do 
r  każdej dodatniej liczby e można było dobrał taką liczbę N, żeby się dla 

wszystkich n >  N i dla wszystkich naturalnych p spełniała nierówność:

(1)

czyli:

K+p <  £

|  +  a «+2 +  • ■ • +  a n+ p\ <  £

Przykłady.
1) Zbadajmy przy pomocy tego warunku zbieżność szeregu:

I2 ^  2a ~  b2 “  ~  m* ~

dla którego nie znamy dogodnego wzoru ogólnego na sumę częściową sn 
Tworzymy:

S»+P M -- +  ! .TTa 4* • • • +
1

stąd:
(» +  l)2 ' (» +  *)

1

(w +  p ) 2

1
( n + p — 1) U* +  P)\ s n+p  S- I < M ( M _ |_  ! ) + ( « _ +  i ) ( M +

[n w + l j ^ i n + l  » +  2) {n +  p — 1 w+p)

n n + p
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Chcąc uczynić prawą stronę mniejszą od dowolnej dodatniej liczby' e, 

wystarczy obrać n >  N =  —. Wtedy bowiem jest - <  f, a więc tem bar­

dziej ------- < e Warunek (1) spełnia się zatem dla wszystkich na­

turalnych p, gdy n >  N =  a to dowodzi, że badany szereg jest zbieżny.

Jakkolwiek więc nie znaleźliśmy wartości (sumy) tego szeregu, to jednak 
wiemy, że ta wartość istnieje i jest jakąś skończoną liczbą.

Uwaga. Okażemy później (por § 293 *1, ze zachodzi bardzo ciekawy związek 
między wartością tego szeregu a liczbą a, a mianowicie, że ten szereg ma wartość | aa.

2) Zbadajmy szereg:

(2 f + f +  3 +•

zwany szeregtem harmonicznym Obierzmy w nierówności (1) p n 
i utwórzmy:

k+» — SA  —  z 4- ' i ż ,  4- ■ 4--------n +  1 w -f- 2 n —j- n
1Ostami dodajmk prawej strony jest równy — , wszystkie zaś inne są

większe od , a zatem:

i 1 1

Biorąc £ =  ł widzimy, że nierówność (1) nie spełnia się dla wszystkich 
p, a mianowicie nie spełnia się dla p =  n, jakiekolwiek obralibyśmy m. To 
dowodzi, że szereg harmoniczny jest rozbieżny.

Szeregi, omówione w przykładach 1 ) i 2), są specjalnymi przypad­
kami szeregów

1 , 1 . 1 , . 1 .
(3) P + 2 i + 3i + - " + ^  +

zwanych szeregami £ (s). Okazaliśmy zatem, że szereg f (2) jest zbieżny 
a szereg £(1) rozbieżny. Zbieżność tych szeregów dla łliuych s omówimy 
później.

Szereg nieskończony:

(III) rn =  an+1 +  “«+a + a/r+8 +  • • •
otrzymany z danego szeregu przez opuszczenie n początkowych wyrazów, 
nazywamy »-tą resztą szeregu:

(II) ai 4" °a 4” °8 4* • • • 4* an 4- a«+i 4” a«+a 4" •
Do każdego szeregu należy więc cały ciąg reszt: rv  ra,. . .r„.. .
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Jeżeli szereg (II) jest zbieżny i ma wartość s, to oczywiście:

Stąd: 

a więc:

s =  s» +  rn

rB =  s — s„

lim r„ =  a — lim s„ — a — s =  0
n  —+ oq n - ¥  oo

To znaczy: jeżeli szereg nieskończony jest zbieżny, to ciąg jego reszt dąży 
do zera.

Resztę rn możemy także określić jako błąd, który popełniamy, bio­
rąc zamiast dokładnej wartości szeregu jego w-tą sumę częściową. Przy 
rachunkach liczbowych, opartych na szeregach nieskończonych, badanie 
reszt ma szczególnie wielką doniosłość. Mieliśmy sposobność przekonać 
się o tym w rachunku różniczkowym, w rozdziale poświęconym szere­
gom Taylora i Maclaurina (por. tom I, str. 388 i nast.).

§ 269. 0 niektórych koniecznych lecz niedostatecznych warunkach
zbieżności szeregów

Wiemy, że każdy ciąg zbieżny musi być obustronnie ograniczony 
(por. tom I, § 27, str. 103). Jeżeli więe szereg nieskończony jest zbieżny, 
to ciąg jego sum częściowych musi być ograniczony, tj. musi istnieć taka 
liczba A, że: *

K I <  ^
dla wszystkich n.

Ograniczoność sum częściowych jest więc koniecznym warunkiem 
zbieżności szeregu, lecz bynajmniej nie dostatecznym.

Tak np. w szeregu:
1 — 1 +  1 — 1 + ....

ciąg sum częściowych jest ograniczony, sumy te mają bowiem wartości 
0 lub 1, a więc w każdym razie jest:

KI < 2

a  mimo to, jak wiemy, jest teD szereg ęozbieżny. Warunku tego nie 
można zatem użyć, bez żadnych dodatkowych założeń, do rozstrzy­
gnięcia zbieżności; natomiast można go z pożytkiem używać do rozstrzy­
gnięcia rozbieżności. Jeżeli się bowiem okaże, że ciąg sum częściowych 
nie jest ograniczony, to szereg jest napewno rozbieżny.

Drugi taki konieczny lecz niedostateczny warunek zbieżności nie­
skończonych szeregów otrzymujemy, badając wprost same wyrazy an sze- 
fę$>v a nie jego sumy częściowe.
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%

I tak oczywistym jest, że:

un == sn sn—1

Jeżeli szereg jest zbieżny, to zarówno s„—>s jak i s„_,->s, a więc, 
stosując tu twierdzenie o różnicy granic, otrzymujemy:

lim an — s — s
n —►(»

czyli;
lim an =  0
n-xx>

To znaczy: w każdym szeregu zbieżnym wyraz ogólny dąży do zera. Twier­
dzenie to wynika także odrazu z twierdzenia B z poprzedniego para­
grafu, jeżeli położymy we wzorze (1) na str. 4 p =  1. Jest to zatem 
warunek konieczny zbieżności, lecz bynajmniej nie dostateczny, jak to 
wynika z następujących przykładów.

1) Zbadajmy szereg:

log (! + [ ) + 1° g (1 +  J) + l o g ( l  +  l )  - f . . .  +  log(l +  +  •••

Wyraz ogólny tego szeregu dąży do zera, albowiem:

lim an =  lim log f1 -f- - ]  =  log 1 =  0
n-t-oo n-+ oo \  n l

Pomimo to ten szereg jest rozbieżny, jak łatwo okazaó, obliczając 
bezpośrednio jego sumę częściową: *

« . = iog [(■ + r ) ' ( i  + f ) ' ( ‘ +  +  j)j  =

Otóż:
lim s„ =  lim log (n 1) =  -4- oo
n—*oo n—>oo

a więc badany szereg jest rozbieżny.
2) Wiemy, że szereg harmoniczny:

/

1 + f  + . I + 4 + " -  +  m + • "

jest rozbieżny, jakkolwiek w tym szeregu a„ — i  —> 0.

Warunek: a„ —>• 0 nie wystarcza zatem do rozstrzygnięcia zbież­
ności, natomiast niespełnianie się tego warunku dowodzi rozbieżności 
szeregu. Tak np. w szeregu geometrycznym o ilorazie q =  1, a o wy-
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razie początkowym a, różnym od zera, mamy an =  alt a więc także 
lim an— a1 =̂ 0, a zatem szereg geometryczny jest dla q == -f- 1 roz-

« —>oo

bieżny. Dla q =  — 1 wyraz ogólny także nie dąży do zera, lecz oscy­
luje pomiędzy — a -{- flXl a więc i w tym przypadku szereg jest roz­
bieżny. Dla |<?| >  1 wzrasta |ę"| nieograniczenie, a więc i |a„| =  |a 1g*~1| 
wzrasta nieograniczenie, a nie dąży do zera. Szereg geometryczny jest 
więc rozbieżny dla |j| ̂  1. Natomiast wiemy, że jest on zbieżny dla |q\ <  1.

Uwago, ma szeregu geometrycznego warunek konieczny: a„ -* 0 jest zarazem 
warunkiem dostatecznym, albowiem an =  o1qn~1 dąży do zera tylko wtedy, gdy 
|2 | <  a więc gdy szereg geometryczny jest zbieżny. Ponieważ w matematyce ele­
mentarnej omawia się zazwyczaj tylko ten jeden rodzaj szeregów zbieżnych, przeto 
początkujący w studium analizy popełniają często ten błąd, że uważają warunek 
On~* 0 za dostateczny także w Ogólnym przypadku. Omówione powyżej przykłady 
i )  i 2) wykazują naocznie błędność tego mniemania.

Wobec niedostateczności warunków |s„| <  A i an —> 0 postaramy 
Bię wyprowadzić rozmaite warunki dostateczne dla zbieżności szeregów. 
Najprościej przedstawia się to zadanie dla szeregów o wyrazach dodat­
nich,, toteż zajmiemy się najpierw wyłącznie takimi szeregami. Jeżeli 
wszystkie wyrazy szeregu są dodatnie, to sumy częściowe wzrastają mo­
nofonicznie. Wobec tego szereg o dodatnich wyrazach jest albo zbieżny 
(do skończonej granicy) albo rozbieżny do niewłaściwej granicy -f- oo.

Warunek który był dla dowolnych szeregów tylko ko­
niecznym warunkiem zbieżnością jest dla szeregów o wyrazach dodat­
nich zarazem warunkiem dostatecznym. Wiemy bowiem, że ciąg {«„} mo­
nofoniczny i ograniczony jest zbieżny (por. tom I, str. 105). Dowodzi to 
prawdziwości następującego twierdzenia.

Jeżeli w szeregu o wyrazach dodatnich ciąg sum częściowych jest ogra­
niczony, to szereg jest zbieżny.

Jeżeli A jest liczbą, ograniczającą z góry wszystkie sumy częściowe 
**« to i granica tych sum, czyli wartość s szeregu, nie przekracza tej liczby.

§ 270. Mąjoryzowanie szeregów o wyrazach dodatnich

Z twierdzenia, dowiedzionego na końcu poprzedniego paragrafu, 
wynika bardzo ważna i często używana metoda badania zbieżności sze­
regów o wyrazach dodatnich, a mianowicie porównywanie dwóch 
szeregów. Jeżeli wszystkie wyrazy szeregu o wyrazach dodatnich (lub 
nieujemnycb):

ai +  aa +  a8 +  --- +  +
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(t> którego zbieżności nic nie wiemy) nie przekraczają odpowiednich wy­
razów szeregu zbieżnego o wyrazach dodatnich (lub nieujemnych):

1̂ +  \  +  • • • 4" bn +  • • •

ło i pierwszy szereg musi być zbieżny.
Dowód. Według założenia zachodzi dla każdego naturalnego k nie­

równość:
a*2ś bk

Niechaj sk oznacza sumę częściową pierwszego a tk drugiego szeregu. 
Musi być zatem także:

sk Ss tk

Nazwijmy literą t wartość (sumę) drugiego szeregu; ponieważ ciąg {tk} 
jest monotoniczny, przeto musi być a więc także

Ciąg {s*} jest monotoniczny i ograniczony, a więc jest zbieżny, a zatem 
także pierwszy szereg jest zbieżny, c. b. d. o.

Ten drugi szereg nazywamy majorantą pierwszego szeregu; mó­
wimy,. że drugi szereg majoryzuje pierwszy.

Podobne kryterium porównawcze odnosi się do szeregów rozbież­
nych o wyrazach dodatnich a mianowicie, jeżeli wszystkie wyrazy szeregu:

a i  4 *  f l z  +  a 3  +  • ■ ■ * t *  a n  +  • • •

(o którego zbieżności nic nie wiemy) nie są mniejsze od odpowiednich 
wyrazów szeregu rozbieżnego o wyrazach dodatnich:

+  K +  *8 +  • • ■ +  K -f- ...#
to także i pierwszy szereg jest rozbieżny.

Dowód. Jeżeli szereg o wyrazach dodatnich jest rozbieżny, to ciąg 
jego sum częściowych {tk} jest nieograniczony, zatem do każdej dowolnie 
wielkiej liczby L da się znaleźć takie N, że dla wszystkich k >  N 
spełnia się nierówność:

tk L

Ponieważ zaś jest sk^ t k, przeto także:

sk>  L-

a to dowodzi, że ciąg {$*} jest nieograniczony a zatem rozbieżny. Wo­
bec tego i szereg- ax -f- a2 -f-... jest rozbieżny, c. b. d. o. Obydwa te 
twierdzenia można wypowiedzieć w następującej postaci: szereg o wyra-
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zach nieujemnych, dający się zm a joryzów ać szeregiem zbieżnym, jest 
zbieżny, szereg zaś, m a jo ry  żu jący  rozbieżny szereg o wyrazach nieujem­
nych, jest rozbieżny.

Tych twierdzeń używa się często do badania zbieżności, a miano­
wicie porównuje się badane szeregi z innymi szeregami, których zbież­
ność lub rozbieżność zbadaliśmy poprzednio na innej drodze, np. z sze­
regiem geometrycznym, harmonicznym, z szeregiem £ (2) lub z szeregiem 
Brounckera.

Jeszcze ważniejsze jest pośrednie zastosowanie tych twierdzeń do 
badania zbieżności, a mianowicie wyprowadzimy z takiego porównania 
szeregów pewne proste, bardzo praktyczne kryteria, które pozwolą roz­
strzygnąć kwestię zbieżności w bardzo wielu przypadkach.

Przykłady na bezpośrednie zastosowanie twierdzeń o majoryzowaniu 
szeregów o tcyrazach dodatnich.

l) Zbadajmy zbieżność dowolnego rozwinięcia dziesiętnego, ułamko­
wego, nieskończonego. Takie rozwinięcie jest szeregiem nieskończonym. 
I tak wiadomo, że jeżeli to rozwinięcie jest periodyczne, to można je 
pojmować jako szereg geometryczny. Rozwinięcia dziesiętne nieperiodyczne 
są także szeregami nieskończonymi, lecz już nie geometrycznymi. Tak 
np. rozwinięcie nieperiodyczne:

0-3733773337773333...

można przedstawić w postaci szeregu nieskończonego:

A  +  J i  +  J ,

Ogólną postacią takiego rozwinięcia jest:

Czyli:
0 c Cg Cg Cj

10 “  I0a ^  10®
Ck
10*

Cyfry ck tego rozwinięcia spełniają warunki: 0 ^  ck <  10.
Porównajmy badany szereg z szeregiem geometrycznym:

10
10

i i  i i i  , +  J i_ i_
l0a +  103 +  ■" +  10* '

o ilorazie q =  Ten szereg geometryczny o wyrazach dodatnich ma- 
joryzuje badany szereg, albowiem zawsze spełnia się nierówność

10_
10*  ^  10*



11

Szereg geometryczny o ilorazie ^  jest zbieżny a zatem i badany szereg 
jest zbieżny do jakiejś skończonej liczby. Stąd wynika, że każde dowolne, 
nieskończone, rozwinięcie dziesiętne ułamkowe przedstawia jakąś liczbę 
(nie może więc wartość tego rozwinięcia ani rosnąć nieograniczęnie ani 
oscylować)

2) Zbadaliśmy szereg £(s) dla s = l  i s =  2. Zbadajmy zbieżność 
takich szeregów także dla innych wartości s.

a) Dla 2 jest k*^ k2 dla wszystkich naturalnych k, zatem

^ <£ i .  Wyrazy szeregu £(s) są więc wszystkie niewiększe od wyra­

zów szeregu f (2), który jest — jak wykazaliśmy — zbieżny. A więc 
i szereg £(s) jest zbieżny dla każdej wartości s > 2.

b) Dla s <  1 jest lcs ;§ k1 dla wszystkich -naturalnych k, a więc

Wyrazy szeregu f(s) są zatem wszystkie niemniejsze od wyra­

zów szeregu harmonicznego, który jest — jak to już poprzednio zbada 
liśmy — rozbieżny. A więc i szereg £(s) jest rozbieżny dla wszyst­
kich s <  1.

' c) Nie wiemy jeszcze, jak się zachowuje szereg £(s) dla: 1 <  s <  2 
Tutaj już użyjemy innej metody, a mianowicie wykażemy, że ciąg sum 
częściowych jest wtedy ograniczony.

Chcąc oszacować sumę częściową s„, obieramy r tak wielkie, aby 
2r>n. Wtedy:

+  ( b  +  ¥ )  +  (f  +  F  +  F  +  f ) +

_ L _  . ___ !___  . | . 1 \
(2,-ł)* ' (2r~* -f-1)* ~  * (2' — 1 / /  .

Każde wyrażenie w nawiasach powiększy się, jeżeli wszystkie mianowniki 
zastąpimy mianownikiem pierwszego ułamka z każdego nawiasu, a więc:

<1 + (f+f) + (f+f+ i+f)+
+  - • +  ((ŚF1/  +

czyli:
2 4 2'~% 1

s"< 1 +  jp +  -g +  • • • +  =  1 + 2T 4 s - l +  .•• + ( 2 - r

Po prawej stronie mamy sumę częściową szeregu geometrycznego o po­

czątkowym wyrazie 1 i o i lorązieniniejszym od 1 (bo «)>1), a ta
u
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suma nie przekracza wartości całego, nieskończonego geometrycznego sze­
regu o tym samym ilorazie, a więc:

Stąd widzimy, że ciąg sum częściowych badanego szeregu jest ograni­
czony, a więc badany szereg o wyrazach dodatnich jest zbieżDy Zbiera­
jąc razem wyniki badania szeregów f (s), widzimy że te szeregi są 
zbieżne dla s >  1, a rozbieżne dla s S  1

§ 271. Kryterium (Ilorazowe) d'Alemberta

Opierając się na twierdzeniach o porównywaniu dwóch szeregów 
o wyrazach dodatnich, wyprowadzimy z nich rozmaite dogodne warunki 
dostateczne dla zbieżności i rozbieżności, zwane kryteriami zbieżności lub 
rozbieżności

Najprostsze z nich, zwane kryterium d’Alemberta, polega na ba 
daniu ilorazów sąsiednich wyrazów, tj. na badaniu ilorazów

Jeżeli wyrazy szeregu stale maleją,.to jest stale <  1 To jednak oie

wystarczy do zbieżności, nawet wtedy, gdyby te wyrazy malały monoto 
nicznie do zera, jak to widzieliśmy w szeregu harmonicznym.

Jeżeli jednak .wyrazy szeregu maleją tak szybko, że ten iloraz jest 
stale mniejszy od jakiegoś stałego ułamka właściwego l, to zobaczymy, 
że szereg jest zbieżny. Wystarczy nawet, jeżeli to zachowanie się wy­
razów rozpoczyna się dopiero od pewnego wskaźnika N, albowiem za­
chowanie się skończonej liczby wyrazów nie wpływa na zbieżność — po­
dobnie jak w ciągach nieskończonych

Załóżmy zatem, że dla wszystkich n ^ N  spełnia się nierówność:

^  S  / < 1 
a. —

a więc
a jv+l ^  L ° n

°N+i =ś laN+1 =  i*ON

a N +S SS ł3°AI
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Wszystkie zatem wyrazy szeregu: aNH -f- aN̂  +  a/v+j 4" ••• t*ie przekra­
czają wyrazów szeregu geometrycznego:

aNl -\- aN P -f- aNl3 -f-

o ilorazie /, przyczem 0 <  l <  1 Ponieważ taki szereg geometryczny 
jest zbieżny, przeto także szereg:

4“ aN+'l +  aN+3 +  ...

jest zbieżny. Dołączając zaś do niego skończoną sumę N początkowych 
wyrazów, otrzymamy szereg:

a t 4 “ a 2 4 “  • • • 4 "  a N  4 “  a N +1 4 "  a N+2 4 ~  • • •

który musi być także zbieżny.'
Udowodniliśmy zatem prawdziwość następującego twierdzenia, zwa­

nego kryterium d’Alemberta.
Jeżeli w szeregu o wyrazach dodatnich spełnia się, począwszy od ja­

kiegoś wyrazu, stale icarunek:

(4) 0- m % l <  t

to ten szereg jest zbieżny.
Raz jeszcze jednak zaznaczamy wyraźnie, że ten iloraz nie ma 

przekraczać stałej liczby l mniejszej od 1, a nie wystarcza, gdy ten iloraz 
nie przekracza liczby 1 (jak się to up. dzieje w szeregu harmonicznym).

Jeżeli iloraz sąsiednich wyrazów spełnia stale, począwszy od jalńe- 
goś ?i — N, warunek:

(&)
*«+i

czyli o#+I ^  an, to szereg jest rozbieżny  (albowiem jego wyrazy nie 
dążą do zera, nie spełnia się więc omówiony w poprzednich paragrafach 
konieczny warunek zbieżności).

Przykłady.
1) Zbadać zbieżność szeregu:

1 +  r i + ^!+ l ! +
Tutaj:

1
a*+' ~  «!’

zatem:

I

(» — 1)!

1
_  i)i

+  i! +  -

an+i _  (« — 1)! i
w!o,
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Począwszy od n =  2 jest:
“*+i
a„ < 1

a więc badany szereg jest zbieżny; ułamkiem, którego nie przekracza 
iloraz i.,., : a„, jest tu /==.).

2) Zbadajmy zbieżność szeregu.

c. + c1 j l c: . +  r + .
1 ^  2 ^  3 ^  n ^

Tutaj:
*n+l c"+l c"

‘—rr  : -n-j- 1 w w +  1
c <  e

Jeżeli liczba c jest dodatnim ułamkiem właściwym, tj. jeżeli:

0 < c <  1

to badany szereg jest zbieżny. Jeżeli c = l ,  to kryterium d’Alemberta  
nie pozwala na rozstrzygnięcie, czy szereg jest zbieżny, czy też rozbieżny. 
Wtedy jednak badany szereg jest szeregiem harmonicznym, a o tym sze­
regu już wiemy, że jest rozbieżny.

3) Spróbujmy zastosować to kryterium do szeregu £(2), tj. do szeregu:

i * +  gs "ł" -p +  • • • +  -a +  • ■ •
1
ni

Tutaj:
°n+x =  f n \
an \n -(- 1/ <  1

Iloraz ten jest wprawdzie mniejszy od 1, ale zbliża się do I dowolnie, 
nie zatrzymując się przed jakimś ułamkiem stałym. Wobec tego kry­
terium d’A 1 e m berta nie da się do tego szeregu zastosować. Wiemy 
zaś z § 268, że ten szereg je.st zbieżny.

Z ostatnich dwóch przykładów widzimy, że kryterium d’A I e Ha­
ber ta nie wyczerpuje wszystkich możliwości, nie rozstrzyga bowiem

zbieżności w przypadku, gdy <  I, w którym szereg może być roz-

bieżny (jak np. szereg harmoniczny) lub zbieżny (jak np. szereg f(2)).
Ponadto kryterium d’A 1 e m berta nie da się także wtedy zasto­

sować, gdy iloraz <z„+1 : a„ oscyluje, stając się raz większym a drugi raz 
mniejszym od 1.

Tak np. szereg;
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w którym  ̂<  q -< 1, jest niewątpliwie zbieżny, albowiem jego wyrazy 
nie przekraczają wyrazów zbieżnego szeregu geometrycznego

2 -f-2 ? +  2 S2 +  2 ?8-f-2 3‘ +  ...

Iloraz przyjmuje w badanym szeregu naprzemian wartości 2q i $;

ponieważ J to 2 j >  1, ponieważ zaś j <  lt to £ <  3-. A więc iloraz

jest naprzemian większy od 1, lub mniejszy od nie utrzymuje

się zatem stale ani poniżej l — j ,  ani powyżej 1. Nie możemy zatem do 
tego szeregu stosować kryterium d’Alemberta.

Szczególnie prostym przypadkiem kryterium d’Ałemberta jest

przypadek, w którym iloraz ^±1 dąży do jakiejś granicy <7, tj gdy istnieje:
Q n

( 6) lim —y =  g
rt —►c o  d „

Jeżeli granica g ciągu ilorazów ^±1 jest mniejsza od 1, to badany szereg
an

jest zbieżny, jeżeli t, to szereg jest rozbieżny, jeżeli zaś g — 1, to szereg 
może być zarówno zbieżny jak i rozbieżny.

Dowód. Wskutek istnienia granicy g da się dobrać do każdego 
dodatniego e takie N, że dla wszystkich n >  N spełnia się nierówność:

I a„
czyli:

- * < - ’-+J - 9 < + *

Jeżeli g <  1, to bierzemy pod uwagę nierówność:

łn+l
<  9 +  1

Obierzmy takie e, aby było y -{-e <  1. Oznaczając g e literą l, 
mamy:

<  l <  1 
a«

Spełnia się zatem warunek pierwotnego, szerszego kryterium, a więc 
badany szereg jest zbieżny.

Jeżeli zaś g >  1, to kładąc g — 1 =  e >  0, otrzymujemy z nie* 
równości:

/ ■

t
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nierówność:

czyli:

an
a więc:

a.

To zaś dowodzi rozbieżności danego szeregu.
Najczęściej używa się właśnie tej „limesowej“ formy kryterium 

d’A 1 e m b e r t a, jednakże pierwotna forma jest szersza, obejmuje więcej

przypadków, albowiem iloraz —̂  może się utrzymywać stale pomię-

dzy 0 a l <  1, nie dążąc wcale do granicy, lecz oscylując pomiędzy 0 
a l: szereg i w tym wypadku jest zbieżny.

Przykład na zastosowanie kryterium d’Alemberta,  w snecjalnej 
formie „limesoweju.

Wiemy, że szereg geometryczny:

9 +  9* +  9s +  9ł +  ■•■ +  9"+ •••

jest zbieżny, gdy 0 <  Utwórzmy nowy szereg, powiększając znacznie 
jego wyrazy, a mianowicie:

9 +  2 9* +  s 98 +  *94 +  ■•• +  " 9"+*--

lub jeszcze silniej:

q -f- 2“ 5® -j- 3“ qi -f- 4° q* ... -f* w° 9*1 ~ł- • • •

gdzie a jest dowolnie wielką stałą liczbą dodatnią.
Zbadajmy, czy ten nowy szereg jest zbieżny. Utwórzmy:

lim
n-*oo d n  oc W

Stąd widać, że dla 0 <  q <  1 nowy szereg jest zbieżny, a dla q >  l 
rozbieżny. Dla q =  1 szereg jest rozbieżny, albowiem wtedy a„ nie dąży 
do zera, lecz wzrasta nieograniczenie. Widzimy więc, że ten szereg za- 
cbowuje się pod względem zbieżności tak samo jak szereg geometryczny.
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§ 272. Kryterium (pierwiastkowe) Cauchy-ego

Ponieważ kryterium d’Al emberta nie rozstrzyga zbieżności sze­
regu we wszystkich przypadkach, przeto staramy się wyprowadzić jakieś 
inne, ogólniejsze kryteria. Jednym z takich kryteriów jest następujące 
kryterium Cauchy’ego.

Jeżeli w szeregu o wyrazach dodatnich spełnia się poczciwszy od ja ­
kiegoś wyrazu stale warunek'.

(7 ) | /« . S  * <  I

to szereg jest zbieżny, jeżeli zaś

(8) f e .  ^  1

to szereg jest rozbieżny.
Dowód sprowadza się tu także do porównania z szeregiem geome­

trycznym. I tak, w myśl założenia pierwszej części twierdzenia, spełjiają 
się począwszy od jakiegoś N nierówności:

N __
czyli aN^ l N

N + l____

]/aN+\ l t. aw+i =  ‘̂v+1

A więc wyrazy szeregu: a_v -J- aN+, -(-... nie przekraczają wyrazów sze­
regu geometrycznego: lN -f- lN+i -{- ... o ilorazie Z <  1, a zatem szereg: 

j8st zbieżny; wobec tego i pierwotny szereg: o, -[-a#-j- 
-f  ... -j- ajy_, -f  aN -f- ow+1... jest zbieżny.

n *

Jeżeli zaś \an >  1, to i ~a„ 1 a więc nie spełnia się konieczny
warunek zbieżności: a„->0. Wtedy zatem badany szereg jest. rozbieżny.

Przykłady.
1) Zbadać zbieżność szeregu: -

+ + i  +
n _

Tutaj jest: )/an =  J/-^ =  — <  \  począwszy od n — 3. Wobec tego badany

szereg jest zbieżny.
2] W szeregu:

_L_ + _JL_+ . + _JL_.
(log 2)2 ' (log 3)s ' ^  (log ń)n

Rłiehnnek rćinictkowy i całkowy. T. III.
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jest:

a więc:

s \ a* =

_  1 __

_  (log(M + 1))'’+'

1 1
1 <

.< io g („ + i) ) , + ; lo« (” + 1*
< ł

począwszy od n =  100, gdy zasadą logarytmów jest 10, a od n — b*, 
gdy zasadą jest b. Wobec tego badany szereg jest zbieżny.

Specjalnym przypadkiem tego kryterium, najczęściej w praktyce
n

używanym, jest przypadek, gdy \an dąży do jakiejś granicy g. Jeżeli
n

granica g wyrażenia \a„ jest liczbą mniejszą od 1, to badany szereg jest 
zbieżny, jeżeli g >  1, to szereg jest rozbieżny, a jeżeli g — 1, to to kryterium 
nie rozstrzyga zbieżności, albowiem istnieją zarówno zbieżne jak i roz­
bieżne szeregi, dla których ten ostatni warunek się spełnia. Dowód na 
to, że to kryterium wynika z pierwotnego kryterium, przeprowadza się 
tak samo, jak w przypadku kryterium d’Alemberta.

n

A więc w przypadku: lim \an= g  <  1 mamy zbieżność
n ->cc

„ „ „ „ „ „ >  1 „ rozbieżność
a przypadek „ „ „ n =  1 jest wątpliwy.

*' Przykład.
Zbieżności szeregu:

9 2 9a -}- 9S - f  2 94 -f  . ..  (przyczem  ̂<  q <  1)

nie można było dowieść przy pomocy kryterium d’A 1 e m b e rta, można 
to natomiast uczynić przy użyciu kryterium Cauchy’ego. I tak, gdy n 
jest liczbą nieparzystą, to:

rt n
V“» = [q" = <i < i

a gdy n jest liczbą parzystą, to:

W obydwu przypadkach jest:
M

lim \an =  q <  1
n—►oo

» więc szereg jest zbieżny.
7, tego przykładu widzimy, że istnieją takie szeregi, których zbież­

ności nie można stwierdzić przy pomocy kryterium d’Alem berta,  
a można ją stwierdzić przy pomocy kryterium Cauehy’ego.
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Uwaga. Udowodniono natomiast, że zawsze, gdy kryterium d'Alember ta da 
się zastosować, to także i kryterium Caucby’ego pozwala rozstrzygnąć kwestię 
zbieżności. Wobec tego kryterium Caucby'ego jest istotnie szersze, rozstrzyga bo­
wiem w większej ilości wypadków aniżeli kryterium d’Alember ta.  Nie mogąc tu 
wnikać w te subtelne dowodzenia, odsyłamy interesującego się takimi kwestiami czy­
telnika do znakomitego podręcznika Ii. Knoppa,  pt Theorie und Anwendung der 
unendlichen Reihen (Berlin, Springer 1931, str. £85 i nast ), który traktuje wyczer­
pująco o tych i podobnych kwestiach.

Kryterium Cauehyego mimo to nie wyczerpuje jeszcze wszystkich 
przypadków. Tak np. nie można przy pomocy tego kryterium stwierdzić 
zbieżności szeregu f(2). Dla tego bowiem szeregu:

mamy:
r« +  §i +  -  +  ^r +  - -

(por tom I, str. 518).

Ponieważ więe £ = 1 ,  przeto na podstawie kryterium Caucby’ego 
nie można' orzec niczego o zbieżności tego szeregu.

§ 273. Kryterium Raabe'go
Obmyślono rozmaite inne, jeszcze szersze kryteria, z których po­

damy tu jeszcze jedno, wystarczające dla Ijgdania szeregów, spotykanych 
w praktyce, a mianowicie kryterium Raabe’go.

Widzieliśmy, że nie wystarcza do stwierdzenia zbieżności, jeżeli

tg 1, natomiast okażemy, że wystarcza, jeżeli 1 — - ,  gdy &>1.
art &n fl +

Dokładniej wypowiada się to kryterium, podane przez Raabe’go, 
w następujący sposób.

Jeżeli w szeregu o wyrazach dodatnich spełnia się od pewnego n — N
począwszu nierówność.

(9) °-=±-’ S  i -  -  przy k >  1
an « J

to szereg jest zbieżny, jeżeli zaś

(10) ^±* >  1 _  1
an — n

to szereg jest rozbieżny
Dowód. potóżmy k — 1 -j- a, to a >  0. Dla. n —N spełnia sio nie­

równość:
°.v-n - =
a.v =  N N N

9*
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a stąd:

a więc:

Kładąc n

aN+1 ~  A nN - °N ~  * °N

(N — 1 )aN— NaN+i ^  aa*

—f- 1, N -}■ 2,.,. ,», otrzymamy:

iVfltf+l   (N -j~ ' ) °W + 2  0>a N + l

(N +  1)«a’+2 — (N -f- 2) aw+8 a aN+1

(n — l)a„ — «oa+, ^ a a „

Dodająe obie strony tych wszystkich nierówności, otrzymujemy: 

(N — 1) oN — n an+] 25: a (aN -j- â +I -j- .. • -j- o„) — a (sn — $jv-i)
Stąd:

^  (N 1)«ai wo/i+i ^ (N— 1)«^5 — SN__J ^  \ --------------
a a a

Prawa strona jest skończoną liczbą stalą L, 
obrane. Zatem:

»« <  L

ponieważ N jest stale

Ciąg sum częściowych jest ograniczony, a więc badany szereg o wyra­
zach dodatnich jest zbieżny.

Drugą część kryterium, dotyczącą rozbieżności, udowadniamy z dru­
giej nierówności. Kładąc w niej kolejno « =  iV, JV-f-l,..., otrzymujemy:

a stąd:

a N +  i f _

=  N

a N + 1 =
(N — 1) aN 

N

Nazwijmy stałą liczbę (N — l)aN literą l, to:

^  l
° N + \ J f

Dla n — NĄ- 1 otrzymujemy:
^  N aji+i

aN+* — iV -f- 1
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a stąd na podstawie poprzedniej nierówności

• $  _  l
°N+i — N + l ~  N + i

i podobnie: ^

a»+* =  N + 2

Wyrazy badanego szeregu są niemniejsze od wyrazów szeregu:

l . I .I
N +JV-f 1 1 N+ 2  '

Szereg ten zaś jest rozbieżny, albowiem jego suma częściowa:

1 ('N~^N+l^r 77+2 +  ■ - * +  AT+p)

jest wielokrotnością częściowej sumy szeregu rozbieżnego, otrzymanego 
z szeregu harmonicznego przez opuszczenie skończonej liczby początko­
wych wyrazów.

W specjalnym przypadku, gdy istuieje granica wyrażenia — 1 jn,

przyjmuje kryterium R a a b e’go następującą formę: jeżeli istnieje granica

lim ( 1 — 11 n — — k, to szereg jest zbieżTiy dla k >  1, rozbieżny dla

k <  1, a wątpliwym pozostaje przypadek, gdy k — \.
Dowód, że to ciaśniejsze kryterium wynika z pierwotnego kryterium, 

przeprowadza się tak samo, jak w przypadku kryterium d'A 1 e m b,er t a.
Przykład//.
1) Widzieliśmy, że zbieżności szeregu £(2) nie można rozstrzygnąć 

ani przy pomocy kryterium d'Alem berta ani przy pomocy kryterium 
Cauchy’ego. Spróbujmy zastosować kryterium Raabe’go.

Tworzymy:

*ł!+l . . (/■ + D»_/ n \ a
I  U + i /

n*
> +

2«* -f- n

7t* -j- 2.n -j- 1

2 +  1

2 n +  1 
n » +  2 m - H 1

w * + 2 » + l  1 +  4 +  ś

lim (+±! — i ) m==
• -+» \ an I

Ponieważ k =  2 jest iciększe od 1, przeto badany szereg jest zbieżny.
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I --- ■ ; •

2) Zbadać zbieżność szeregu:

1 1 + I . ł + ł i » . i + b h * ± +
^ 2  3 t 2 - 4  6 t 2 . 4 - 6  7 ^

1 • 3 • 5. . .  (2 w — 3) 1 1 • 3*5.. .  (2n — 1) 1
‘ ‘ ' 2• 4• 6..• (2n — 2) ’ 2w — 1 ‘ 2 . 4 - 6 . . . 2»  *2n +  l ‘ł"'“

Uwaga. Szereg ten otrzymuje się, kładąc x  =  t w rozwinięciu funkcji arcsin x  
(por. tom I, str. 419, wzór 147). Można okazać, że ten szereg przedstawia arcsin 1, 
czyli liczbę ł  n.

Tutaj jest:

gs±? -  (2 n -  1) . . — 1 -  =  i? - - i^ L + i
a„ K ' 2 n 2 w - f l  4w*-j-2w

Stosując kryterium d’Al emberta (w formie limesowej), otrzy­
malibyśmy:

lim ^i±ł=  !
«-> oo Qn

a więc zbieżność nie byłaby rozstrzygnięta.
Natomiast stosując kryterium Raabe’go. otrzymujemy:

lan+1 \ 4m* — 4 m- | -1 — 4w8 — 2 n  — 6 n - j - l  — 6 + j
\ oa J M=  4 m84 - 2 »  H 4w +  2 4 -{-1

a więc: '

& = ł >  1

To zaś dowodzi, że ten szereg jest zbieżny.

§ 274. Całkowe kryterium zbieżności

Przy badaniu zbieżności szeregów o wyrazach dodatnich cenne 
usługi oddają całki niewłaściwe.

Jeżeli wszystkie wyrazy szeregu o wyrazach dodatnich:

«i +  «* +  ••• +  «» +  •• ■

są równe wartościom, które przybiera dla x — ], 2, .  funkcja f{x), 
malejąca monotoilicznie, tj. jeżeli:

o, =  f{n)
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to szereg jest zbieżny wtedy i tylko ictedy, gdy całka niewłaściwa'
0°

j"f(x)dx

jest zbieżna, tj. gdy ta całka istnieje i ma skończoną wartość, np. A.
Dowód. Dla x, zawartych w przedziale <^k— 1, jest f(x)^f(k)—at

wskutek monotonicznegó malenia tej funkcji. Dla X zaś z przedziału 
jest f{x)<.f(k) =  ak, a zatem:

K K

J  f(x )d x ^  j a* dx =  ak 

dx ak

Razem więc jest:

(a)

A-lr- A+l

f{x) dx

; 1 k

f(x)dxSś f  i

A-l

f{x) dx

Dodajmy do siebie stronami takie nierówności dla k =  2,3,.. . ,  n, to 
otrzymamy.

( n)

/i-t-1 n

I  f{x) dx% at -{- a%-\- ... -\-an^ j  f\(x)dx

Stąd wynika, że:
n  oo

a, +  °j +  +  ... +  =  s„ <= a, +  J f (x )  dx <  at -f J f(x )d x

00

Jeżeli całka niewłaściwa J"f(x)dx jest zbieżna i ma-wartość A, to

s„ <  -f- A, a to znaczy, że ciąg sum częściowych badanego szeregu
o wyrazach dodatnich jest ograniczony. To zaś dowodzi, że ten szereg 
jest zbieżny. Odwrotnie: jeżeli badany szereg jest zbieżny, to z lewej 
strony nierówności (n) wnioskujemy, że całka niewłaściwa jest zbieżna. 
Istotnie wtedy jest:

T+  / A*) ^  +  O *  +  • •  • +  a n —

czyli:
n+1 2

O, - f  J,f(x)dx—J ' tf(z) d x < s .
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a więc:
fl+1

rt-4-1

J  f(.x) dx <; sn — o, -f- J f (x )  dx

Ponieważ ciąg {sfl} jest ograniczony, przeto i ciąg całek f f(x) dx jest
YOO

ograniczony, a to dowodzi, że całka niewłaściwa ^f(x)dx jest zbieżna.
i

OO

Istotnie więc zbieżność całki niewłaściwej j f ( x ) dx  jest koniecznym
i

i dostatecznym warunkiem zbieżności badanego szeregu o wyrazach do­
datnich. Twierdzenie to można bardzo jasno przedstawić w postaci geo­
metrycznej.

Niechaj linia krzywa na fig. 1 będzie obrazem funkcji f(x), a war­
tości jej dla s e = l , 2, niechaj będą wyrazami a,, a2, . . . ,  ant...

zacieniowanej powierzchni, 
przedłużonej w nieskończo­
ność, przedstawia wartość 
całki niewłaściwej:

/ '
f(x) dx

" Fig- 1- Pole schodkowatej figury,
obejmującej pole zacienio- 

wane, przedstawia wartość szeregu a, -f- a* -J- . . .  -f- an -f-... a pole 
figury wewnętrznej wartość szeregu a2 -|- o3 -f-...-(- an -j- ...

Otóż widocznem jest, że jeżeli pole zacieniowaue ma wartość skoń­
czoną, to także pole wewnętrznych schodków jest skończone i odwrotnie, 
jeżeli figura, obejmująca pole zacieniowane, ma pole skończone, to i figura 
zaoieniowana ma pole skończone. To zaś dowodzi prawdziwości dowie­
dzionego poprzednio twierdzenia.

Przylcład.
Zbadajmy zbieżność szeregu:

* _L _J|___ L . _1_ * _1_ , t-t
2 log 2 ^ 3  log 3 ^  ’" ‘ n log n

Wyrazy tego szeregu są mniejsze od wyrazów szeregu harmonicznego, 
lnie możemy więc z góry orzec, czy ten szereg jest zbieżny, czy też roz­
bieżny.

S
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Wyrazy te otrzymujemy z funkcji:

1
f(x)

X log®

malejącej monotonicznie, kładąc ® =  2, 3 
Zbadajmy całkę niewłaściwą:

oo n

f
7  ® log® „-*00,/ i

</®
® log®

■ • • dcoUżywając podstawienia log®— t, otrzymujemy — =  dł, a więc:
x

log n

f i l k i  = / t  =  log ' Ct  >»s ('»8 ») -  log (log 2)
2 log!

Stąd wynika’

f  dx ,
. J  X log X

lim
n ->oo ,

Ponieważ ta całka-niewłaściwa jest rozbieżna, przeto w myśl całkowego 
kryterium także badany szereg' jest rozbieżny.

Pozostawiam}' czytelnikowi stwierdzenie, że szereg:

1
, +2 log“ 2 3 log“ 3 ~  " ‘ 'r n log° n ‘ "

jest zbieżny, jeżeli a >  1.
Istnieją takie szeregi, dla których żadne z omówionych tutaj kry­

teriów nie rozstrzyga kwestii zbieżności. Wobec tego zbudowano dalsze 
kryteria, stosowalne do szerszych klas szeregów. Ponieważ jedntćk w za­
stosowaniach praktycznych rzadko spotykamy takie szeregi, dla których 
nie wystarczyłyby omówione tutaj kryteria, przeto nie będziemy się tu 
dalszemi kryteriami zajmowali.

§ 275. Szeregi liczbowe o wyrazach o dowolnych znakach. 
Szeregi bezwarunkowo i warunkowo zbieżne

Jeżeli wyrazy szeregu mają rozmaite znaki, np. są naprzemian do-̂  
datnie i ujemne, to do badania ich zbieżności nie można używać bez­
pośrednio kryteriów, któreśmy poznali dla szeregów o wyrazach dodat­
nich. Często jednak można sprowadzić badanie zbieżności takich szeregów 
do badania szeregów o wyrazach dodatnich, opierając się na następują­
cym twierdzeniu.' -----
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Jeżeli szereg, utworzony z bezwzględnych wartości danego szeregu, 
jest zbieżny, to i pierwotny szereg jest zbieżny.

Dowód. Nie wiemy Dic o zbieżności danego szeregu:

(a) j, +  ag 4 - a3 +  • •

Natomiast wiemy, że szereg:

(b) lai | +  I «al +  la3l +  • • • 
jest zbieżny.

Ze zbieżności tego drugiego szeregu wynika, że do każdej dodatniej 
liczby £ da się dobrać takie N, że dla wszystkich n >  N spełnia się 
nierówność:

la«+i| +  la»+2| +  • ■ • +  |a»+p| <  £
(por. str. 4).

Okażemy, że przy tym założeniu spełnia się konieczny i dostateczny 
warunek zbieżności pierwszego szeregu, wyrażony wzorem (I) na str. 4, 
a mianowicie:

lSn+/> -- S*| — |<Vh +  an+3 +  ••■'+ an+p\ ^  |«n+l| +  | 1  +  •• +  \ a»+r\ < £

A więc istotnie pierwszy szereg jest także zbieżny.
Jeżeli szereg (b), utworzony z bezwzględnych wartości wyrazów 

danego szeregu (a), jest zbieżny, to dany szereg (a) uazywamy bezwzględ­
nie lub bezwarunkowo zbieżnym.

Przykład
Zbadać zbieżność szeregu;

l _ i + ± _ ł +  .
31^5! 7 !^

Tworzymy szereg bezwzględnych wartości:

1 +  Si +  5 i + f i  +  -"

Ten szereg jest niewątpliwie zbieżny, bo składa się z wyrazów dodatnich, 
a jego sumy częściowe są ograniczone, a mianowicie nie przekraczają 
liczby e. Wobec tego i badany szereg jest zbieżny.

Wśród szeregów, z którymi mamy do czynienia w praktyce, naj­
częściej występują szeregi bezwarunkowo zbieżne. Do badania zbieżności 
takich szeregów wystarczają zatem te metody i kryteria, któreśmy omó­
wili przy badaniu szeregów o wyrazach dodatnich. Zdarzają się jednak 
czasem i takie szeregi, które są zbieżne, jakkolwiek szereg, utworzony 
z bezwzględnych wartości ich wyrazów, jest rozbieżny. Tak np. okażemy 
wnet (w § 277), że szereg:

> - ł + ł - ł + ł -
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jest zbieżny, jakkolwiek szereg, zbudowany z bezwzględnych wartości 
jego wyrazów, a mianowicie szereg: • ^

1 - f4  +  ł - f ł  +  ł  +  ~-

jest rozbieżny, jest to bowiem szereg harmoniczny.
Szereg, który jest zbieżny, jakkolwiek szereg, zbudowany z bezwzględ­

nych wartości jego wyrazów, jest rozbieżny, nazywamy szeregiem w a ru n ­
kowo zbieżnym.

§ 276. Twierdzenie Abela o szeregach liczbowych

Do badania zbieżności szeregów warunkowo zbieżnych nie wystar­
czają kryteria, poznane przy badaniu szeregów o wyrazach dodatnich 
(wykazałyby one bowiem tylko rozbieżność szeregu bezwzględnych war-j 
tości), lecz musimy użyć jakichś innych twierdzeń lub kryteriów.

Takim twierdzeniem, znajdującym najczęstsze zastosowanie przy ba­
daniu szeregów warunkowo zbieżnych, jest następujące twierdzenie Abela. 

Jeżeli ciąg sum częściowych szeregu:
/"*•

ai ~ł~ °a H" °3 “1“ • • • an +  • ■ •

jest ograniczony, a ciąg liczb b, , b2, b3,... dąży do zera malejąc, to szereg:

ai K +  b» +  • • • “I- an bn +  .. . 
jest zbieżny. *

Szereg at +  at -j- a3 -j- ... może być także rozbieżny, jak np. szereg 
1 — 1 -f-l — 1 — ..., byleby tylko ciąg {s„} był ograniczony.

Dowód. Niechaj st , s2, ..., s„... oznaczają sumy częściowe pierwszego 
szeregu. Według założenia istnieje taka stała liczba K. że dla każdego n 
spełnia się nierówność |s„|<lT. Zbadajmy sumy częściowe drugiego 
szeregu, tj.:

an — a1b1Ą- a2b2- \ - a nbn
/

Możemy je przedstawić w postaci:

o„ — Si K - f  (S2 — sl)b2 +  (s3 — s2)b3 ... - f  0?a — *„_*) b„ =
— *i {W ~ bt) +  s2(b2 — 3̂) +  ■•• +  *„_i(bn-1 — ba) -|- s„ba

Stąd wynika, że:

On — 8nbn =  sx (bt — b2) -f s2 {bt — b3) 4- • • • +  *—1 (*—» — U  

Zbadajmy szereg nieskończony: ^

(I) sl {bl — ńa) -{- 82(b2 — h3) +  ... -f-
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Bezwzględne wartości jego wyrazów są mniejsze od wyrazów szeregu:

K (ó, — b.2) -j- K(b2 — ó8) ... -f- K (ó„_, — bn) -f- ...

o wyrazach dodatnich. Ten zaś szereg jest zbieżny, albowiem jego sumy 
częściowe mają postać:

Stąd:

» # •

8. =  K{b, -  b2 +  b.z -  b3 +  . . .+  bn) =  K{b, -  bm) 

lim Sn — Kb,, albowiem b„ —> 0

A więc zbieżny jest także (bezwzględnie) szereg (I), to znaczy, że istnieje:

lim (a„ — s„b„) — a
n —►00

Ponieważ zaś lim snb„ =  0 (bo ó„->0, a ciąg {«„} jest ograniczony), przeto:
n -+00

lim a„ =  a
n —►00

a to znaczy, że szereg al bl -}- a2 b% a3 b3 -f- .. • jest zbieżny.

§ 277. Kryterium Leibniza

Zastosujmy twierdzenia Abel a do specjalnego szeregu:

1 — i*ł-i — 1 +  1 ...

Ciąg jego sum częściowych jest ograniczony (nie przekracza np. liczby 2).
Pomnóżmy jego wyrazy przez wyrazy dowolnego ciągu, malejącego 

mouotonyiznie do zera:

bi >  b2 >  b3 >  ... przyczem bn -> 0

to otrzymany szereg:
ói — 2̂ +  3̂ —

jest zbieżny.
To twierdzenie nazywamy kryterium Leibniza i wypowiadamy 

je w następującej postaci.
Jeżeli w szeregu o wyrazach naprzemian dodatnich i ujemnych bez- 

względne wartości wyrazów dążą do zera. malejąc monofonicznie, to ten szereg 
jest zbieżny.

Zastosowanie tego kryterium jest zwykle bardzo proste, nie wymaga 
bowiem żadnych osobnych rachunków.

Tok np. szereg:
1 — 4 +  ł  ~  !  +  £•■•
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ma wyrazy naprzemian dodatnie i ujemne, a ich wartości bezwzględne 
dążą monotoniczuie do zera, a więc ten szereg jest zbieżDy. Jest to sze­
reg warunkowo zbieżny, ponieważ, jak widzieliśmy, szereg, zbudowany 
z bezwzględnych wartości jego wyrazów, jest rozbieżny.

Podobnie łatwo stwierdzamy zbieżnośó szeregu znakozmiennego:

1 — ł  +  £ — ł  + 1 • • •
który otrzymaliśmy (w § 141, tóm I) jako rozwinięcie liczby J.

Przy pomocy tego kryterium możemy stwierdzić odrazu bez ra­
chunku zbieżność znanych rozwinięć rozmaitych funkcyj, np rozwinię­
cia funkcji sinus dla każdego dodatniego kąta, funkcji cosinus dla wszy­
stkich kątów, funkcji log (1 -f- x) dla dodatnich ułamkowych x itp.

Dla takieh szeregów nie tylko łatwo jest zbadać zbieżność, lecz 
można także w bardzo prosty sposób ocenić resztę czyli błąd rn, który 
popełniamy, biorąc zamiast prawdziwej jego wartości s, wartość M-tej 
sumy częściowej s„, tj. rn =  s — s„.

Niechaj:
«i— ««4-«a —  «« +  •■•

będzie szeregiem, w którym liczby a„ dążą do zera malejąc. Jest on więc 
zbieżny do jakiejś wartości s. Zbadajmy ciąg sum częściowych o wska­
źnikach parzystych. Ponieważ:

*3/1+2 ~  *2n ---- fl3//+2

a różnica — «ll+ł ma wartość dodatpią wskutek malenia wyrazów 
ciągu K}, przeto:

*2/1+2 s 3/i

A więc sumy częściowe o wskaźnikach parzystych rosną dążąc do gra- 
. . *• mey a, a zatem jest:

hn <  *

dla każdego parzystego wskaźnika.
Przeciwnie zachowują się sumy o nieparzystych wskaźuikacb, 

a mianowicie:

®Xo+ł =  ®2/i—X   a 2n a 2n+t —  ( ° 2 b ff3/i+l)

Ponieważ au przeto <  s2„_!, a więc sumy częściowe o wskaź­
nikach nieparzystych maleją, dążąc do granicy s, a zatem:

V *3/1+1 S

Wobec tego zachodzą nierówności:

*2* *2/14-1
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a stąd:

czyli: 

a zatem:

0  * —-  s ln  <C 'łan + l Sln  a ł* + l

0 <  > m

1 | <  nSB+1

Bezwzględna wartość reszty o parzystym wskaźniku jest więc mniejsza 
od pierwszego opuszczonego wyrazu. Podobna nierówność zachodzi dla 
reszt o nieparzystym wskaźniku.

I tak;

czyli: 

a więc:

*a« s2/»—i <  s — sa/i-i <  0

-- °2/> <  rŁ>-J <  0

| I <  ain

Dla wszystkich więc sum częściowych, zarówno o parzystych jak 
i nieparzystych wskaźnikach, bezwzględna wartość błędu nie przekracza 
bezwzględnej wartości pierwszego opuszczonego wyrazu.

Dowiedliśmy zatem prawdziwości następuiącego twierdzenia: w sze­
regu o wyrazach naprzemian dodatnich i ujemnych, których wartości bez­
względne dążą monofonicznie do ẑera, bezwględna wartość różnicy pomiędzy 
prawdziwą wartością szeregu a n-tą sumą częściowa jest mniejsza od bez­
względnej wartości (n -}- 1 )-szego wyrazu tego szeregu.

Przykłady. 1) W szeregu:

1 — i  +  i  — l  +  •

suma 10 początkowych wyrazów różni się co do bezwzględnej wartości 
od prawdziwej wartości całego szeregu o mniej aniżeli albowiem
ali —

9) W szeregu:

i _ A _ l A _ ±  +  ±
3! ' 5! 7 ! ^y! 11!

suma 5 początkowych wyrazów różni się co do bezwzględnej wartości

od prawdziwej wartości całego szeregu o mniej uiż —j as 0'000000002.

Zatrzymując więc tylko 5 wyrazów tego szeregu, otrzymujemy 8 cyfr 
po kropce dziesiętnej dokładnych.
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§ 278. Prawo łączności i przemienności >r szeregach nieskończonych

W sumie skończonej liczby wyrazów można ujmować w nawiasy 
dowolne grupy wyrazów i przestawiać je dowolnie. W nieskończonych 
szeregach nie zawsze jest to dozwolone. Tak np. widzieliśmy (por. tom I, 
str. 140—141), że ujmując w rozbieżnym szeregu:

1 - 1 4 - 1 - 1  +  1 ...

wyrazy w rozmaite grupy, otrzymaliśmy z szeregu rozbieżnego rozmaite 
szeregi zbieżne.

Operacja ta nie jest zatem w tym przypadku dozwolona, czyli prawo 
łączności nie stosuje się do tego szeregu. Udowodnimy natomiast, że 
jeżeli w szeregu zbieżnym połączymy wyrazy w dowolne grupy, nie 
zmieniając przytem uporządkowania wyrazów, to otrzymamy nowy szereg, 
zbieżny do tej samej wartości.

A więc twierdzimy, że prawo łączności stosuje się do szeregów zbieżnych. 
Dowód. W szeregu zbieżnym:

a, +  +  ... +  «„ +  .. • o wartości a,

połączmy w grupy r, wyrazów początkowych, »-s wyrazów następnych, 
r3 wyrazów dalszych itd. Otrzymamy 'więc:

(a, +  fls +  n3 +  ... +  an) +  («r,+1 +  o^+2 +  ... +  a„.+l +
’+  (ao+m+i +  ■ • • +  .̂r,+ra+r3) +  •••

lub oznaczając krótko liczby, otrzymane 'z dodania wyrazów, zawartych 
w nawiasach, wielkimi literami:

+  +  +  +  +  • ••

Ciąg sum częściowych S, , S,,Ss,... tego nowego szeregu jest 'ciągiem: 
Sn, sr,+/*i ô+crt-Ci • ■ • wybranym ze zbieżnego ciągu sum częściowych 
su ss, s3. s4, .. . ,  s„,... pierwotnego szeregu. Ponieważ zaś ciąg nieskoń­
czony, wybrany z ciągu zbieżnego do s. jest zbieżny do tąj samej gra­
nicy s, przeto i nowy szereg d, +  A,+ . . .  jest zbieżny do s.

Przy ujmowaniu rozmaitych grup wyrazów szeregu w nawiasy 
zastrzegliśmy się wyraźnie, że nie zmieniamy przy tym uporządkowania 
wyrazów. Zbadajmy teraz, jaki wpływ ma przestawianie wyrazów na 
zbieżność i na wartość szeregu. Weźmy pod uwagę szereg zbieżny:

Przestawmy jego wyrazy tak,-aby po każdym dodatnim wyrazie wystę­
powały dwa ujemne wyrazy i połączmy je w następujący sposób:

(1 -  ł) -  ł  +  (ł -  ł) -  ł  +  (ł -  * ) “  *  +  • • •
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czyli’
t  +  ł -  ł  +  î r — +  *• •

Wyłączmy to otrzymamy:

* 0  - ł - H - ł  +  ł - *  +  =
Otrzymaliśmy w ten sposób z szeregu zbieżnego o wartości a szereg 
zbieżny do innej wartości, a mianowicie do j-s. Widzimy stąd, że prawo 
przemienności może nie być prawdziwe nawet dla zbieżnego szeregu.

Udowodniono, że w szeregach bezwzględnie zbieżnych można wy- 
razy przestawiać w dowolny sposób: nowy szereg jest zbieżny do tej 
samej wartości, co szereg pierwotny, a więc prawo przemienności stosuje 
się do szeregów bezwzględnie zbieżnych.

Dla szeregów warunkowo zbieżnych twierdzenie to nie jest praw­
dziwe, jak to widzieliśmy w przykładzie, Omówionym powyżej. Okazano, 
że z każdego szeregu warunkowo zbieżuego można przez -odpowiednie 
przestawianie Wyrazów otrzymać szeregi zbieżne do każdej, dowolnie 
z góry podanej wartości, a nawet szeregi rozbieżne (twierdzenie Rie- 
m a n n a),

Tym się też tłumaczy nazwa: warunkowo zbieżne szeregi.

§ 279. Dodawanie i mnożenie szeregów nieskończonych

A. Dodawanie szeregów;.
Jeżeli szereg:

a\ -f- fl8 rt3 ~ł~ * ■ • “I" °<i ~f* • ■ •

jest zbieżny i ma wartość a, a szereg:

+  ba -f- b3 ... -f  bK , -f- ...

jest zbieżny i ma wartość b, to szereg sumowy:

(a\ +  M +  (®s H~ \ )  +  • • • +  (an +  &») +  • ■ •

jest również zbieżny i ma wartość a -j- b. .
Dowód. Częściowe sumy szeregu sumowego inają postać/

s„ =  (a, -j- bt) +  (a, bt) -f- ... -j- (a„ -f- bn) —

— («1 + +  • • • +  «») +  (&1 +  4" • • • +  ł>n) =  °n +
gdzie on oznacza sumę częściową pierwszego szeregu a z„ drugiego. 

Stąd wynika:
lim sn =  lim a„ -j- lim %n =  a -j- b c. b. d. a
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B. Mnożenie szeregów
Iloczyn dwóch skończonych sum:

(ai 4" aa 4" • ■ • 4~ aJ * (&i 4* b> 4" • • • 4"

tworzymy, dodając do siebie to dowolnym porządku wszystkie iloczyny:

a. *1. c, b3>.. ■) al
a3 bx, at a% ̂ 3. • •., <i% b„
M f a3bt , a3b3x.. ■. °3

M i. Mn, 3̂1'■ • 1 aa b*

otrzymane przez połączenie każdego dodajnika pierwszej sumy z każdym 
dodajnikiem drugiej. Dla nieskończonych szeregów podobne określenie 
iloczynu nie zawśze jest możliwe, a w szczególności z góry można przy­
puszczać, że dla szeregów warunkowo zbieżnych nie będzie obojętnem, 
w jakim porządku będziemy dodawali do siebie iloczyny składowe. Oka­
zano jednakże, że dla szeregów bezwarunkowo zbieżnych szereg, utworzony 
z wszystkich iloczynów składowych, dodawanych do siebie w dowolnym 
porządku, jest zbieżny bezwarunkowo a więc jest zbieżny stale do tej 
samej liczby bez względu na uporządkowanie wyrazów; jego wartość jest 
równa iloczynowi wartości obydwu danych szeregów.

Iloczyn dwóch szeregów nieskończonych oznaczamy, używając zwy­
kłego znaku mnożenia:

(ai 4~ at 4“ a3 4“ • • •) * l*. 4- -f- • • •)
Przykład.
Wiemy, że szereg:

1 4- ® 4" 4“ 4- • • •

jest zbieżny dla |®| <  1 i ma wartość -—-— (jest to bowiem szereg 

geometryczny). Jest on zbieżny bezwarunkowo, albowiem także szereg:

14- M 4- I*2l4-|*5ł 4-.-.
jest zbieżny dla tych samych wartości x. Wobec tego:

(i + w + at 4-®*4 - - 0 • (i 4-®4-«t+®54 - - ) =  ^  =  ( j^ ) 1

Iloczyn ten możemy przedstawić zapomocą jednego szeregu nieskończo­
nego, porządkując iloczyny składowe dowolnie i zbierając je w dowolne 
grupy. Tak np. bardzo dogodne jest unoi ą̂dkowauie według rosnących
ttachuaek różniczkowy i ca/kowy. T. 111. 5
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potęg x i połąpzenie w jeden wyraz tych iloczynów, które mają równe 
potęgi. W ten sposób otrzymamy rozwinięcie:

0°

Szereg ten jest bezwarunkowo zbieżny dla tych samych wartości x, co 
pierwotny szereg, a więc dla | o; | <C 1.

Okażemy na przykładzie, że powyższe prawo mnożenia nie odnosi 
się do szeregów warunkowo .zbieżnych. I tak szereg:

]/\ | / 4+  °

jest zbieżny (na podstawie kryterium Leibniza), lecz tylko warunkowo, 
albowiem szereg bezwzględnych wartości jest rozbieżny (jako szereg f (s) 
dla s =  )̂. Weźmy pod uwagę drugi taki sam szereg i utwórzmy wszy­
stkie iloczyny składowe:

J_ _ J _  _L 1 1
Y\ ' \ r  y r > 3 ’ **

/  /
j_  j_ i i __ i i
|^ > T ’ \ 2 ' \ 2 ’ | / 2 > 3 ’"'

/  /
i i_ _ i _  i J_

Pozbierajmy je w grupy według ukośnych linij, a mianowicie utwórzmy 
grupy:

1 1  / 1 1 , 1 1 \
Vl~ n ' W  \K ^ > 2 + /̂2 ‘K^j,

Ua =  l y f ' W + V^‘^ + W w ) ,"‘
Wartość bezwzględna każdej takiej grupy jest niemniejsza od 1. 

Tak np.:

_  J_ i i i  JL I i_ J_ 1 _ ,

Szereg, utworzony z tych grup jest zatem rozbieżny, a więc nie ma 
wartości a • a =  aa.



§ 280. Przekształcanie szeregu na szereg szybciej zbieżny

Zbieżność szeregów jest nieraz tak powolna, że me nadają się one 
dobrze do rachunków praktycznych. Przykładami takich szeregów wolno 
zbieżnych są: szereg Maciaurina na log (1 —|— a?) (por. tom I, str. 406) 
i szereg Leibniza na j  (tom I, str. 417) a mianowicie:

f  =  l ~ ł  +  ł  —  ł  +  i  * ■ *

Przez rozmaite przekształcenia można nieraz zamienić dany szereg na 
szereg szybciej zbieżny. Jednym z takich przekształceń, które często pro** 
wadzi do celu, jest następujące przekształcenie Eulera.

Napiszmy dany szereg zbieżny w postaci:

s —ax — o, -j- a3 — a4 -j-...

przy czym liczby ak mogą być dodatnie lub ujemne. Oznaczając różnicy 
ak+1 —  ak symbolem Aak, możemy napisać ten szereg w dwóch następu* 
jących postaciach: ^

s =  K  — « 2) +  («3 — ai) +  K  — ««) +  ••• — — ~  4 aa — Aas — . . .

« =  — («ą— aa) — (o4 — «5) — . .. =  - f  Aa2 -f* Aat  +  ...

Sumując stronami, otrzymujemy:

2 s =  ut — Aax -j- Aa3 — Aa3 -f- Aai — ...
a Btąd:

« =  <*21 — — Aa2 +  Aa3 — A<ti

To samo przekształcenie stosujemy powtórnie do szeregu, znajd u- 
iącego się w nawiasie i otrzymujemy

s = l 1 —i r + i (42a> -  A‘a*+ 42fl3

gdzie A2ak =  Aak+, — Aak. Stosując takie postępowanie n — 1 razy 
otrzymamy:

(U)
o4 Aa4 ń3C,

; 2 22 ’1 2a
A3a1
2*1 +  * . * + ( - 1 r-^ — ^  +  Bn

pr? * czvm reszta R„ jr.a postać:

(11 ») Rn = (— 1)S(*«, -  A"a2 +  A'a3- . . . )

Przekształcenie to nazywamy przekształceniom Eulera.
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Zastosujmy je do szeregu Leibniza na W szeregu tyra jest: 

1
o* *=

do* =

24 — 1

1 — 2

A*ak =  —

2* -ł- 1 2k — 1 (24— l)(24-f  1)
2 —  2

( 2 4 + l)(24-f-3) (24— 1)(24+ 1)'
2.4

a ogólnie:
Anak

(24— 1)(24 +  l)(24 +  3) 

(— 1)".2.4.6.. .-2m
( 2 4 - l ) ( 2 4  +  l). . . -(24 +  2« — 1)

jak łatwo stwierdzić przy pomocy indukcji zupełnej. Kładąc 4 =  1, otrzy­
mujemy oastępujący szereg przekształcony:

W, . I  . . , 1 .2 . . . -(w 1) \
4 2 +  3 ' ł"3.5~'~3.5.7 +  “ ‘ +  3.5. . .-(2n — 1)) +  '̂*

przy czy la:

B,
( - ! )»

(— 1 )n2nn'. 1

+

1.3.5. . .  (2n +  1) 3.5. . . (2« +  3)
1

5.7. . .(2n +  5) - ■ ]

Jeżeli w zbieżnym szeregu znakozmiennym, znajdującym się w na­
wiasie, opuścimy wszystkie wyrazy, następujące po pierwszym, to otrzy­
mamy liczbę większą od wartości tego szeregu, zatem:

0 < R „ <
nl 1 2 3

< 4.1.3.5. . . (2n +  1) 3 5 7 “  2« +  1 ‘ 2"

Widzimy więc, że ta reszta szybko dąży do zera z wzrostem n.
1 1 1

Tak np. dla n =  10 jest |i?„| <  oj
t-t 1

<no 1024^1000'
Sumując więc 10 wyrazów szeregu przekształconego, otrzymujemy 

3 cyfry po kropce dokładne, podczas gdy w pierwotnym szeregu trzeba 
było w tym celu sumować 500 wyrazów (por. tom I, str. 417—418). 

Niechaj czytelnik okaże w podobny sposób, że:

„ , 1 , 1  1 , 1 , 1 , 1 , 1 ,
log‘* 1 2 ' 3 4"*"'" 1 .2*+ 2.22^ 3 . 2 3_'"4.2ł "+’ "■
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Prócz przekształcenia Eulera istnieją rozmaite inne przekształce­
nia, których omówienie znajdzie czytelnik w cytowanej już książce 
K. Knoppa (str. 249 i nast., tudzież str. 269 i nast.) lub w Analizie 
W. Sierpińskiego (tom I, część 2, wyd 2, str. 48—62, Warszawa 1925).

§ 281. Szeregi o wyrazach zespolonych

Teorię szeregów nieskończonych możemy z łatwością rozszerzyć n* 
szeregi o wyrazach zespolonych, tj. na szeregi:

CO

*1 +  Zi +  +  • • • +  zn +  • • • =  £*»
4 -1

przy czym:
2* =  +  i *>„

(ak,bk są liczbami rzeczywistymi).
Koniecznym i dostatecznym warunkiem zbieżności takiego szeregu 

jest zbieżność ciągu sum częściowych sn. Zbieżność zaś ciągu liczb ze- 
spolonyęh określa się przy pomocy tych samych nierówności, których 
się używa dla ciągów liczb rzeczywistych, a mianowicie ciąg taki na­
zywa się zbieżnym, jeśli do każdej dodatniej liczby f da się dobrać taka 
liczba rzeczywista N} że dla wszystkich wskaźników w >  N spełnia się 
nierówność:
(a) * |s„ — s\ <  e

Pamiętać jednak należy o tym, że bezwzględną wartością liczby zespo­
lonej a-|— /3z jest |a -j- /?ij =  J/c8 -}- /?*.

Przedstawiając liczby sn i s, które są w ogólnym przypadku zespo­
lone, w postaci: «„ =  «'-{- żs", s — s' -j-śs'.' (przy czym liczby s '= a t-{- 
-f  cr8 -f ... -j- s" =  K -j- b2 -f- ... -f- b„, s", s’ .są rzeczywiste), spro­
wadzamy nierówność (a) do postaci:

I*: +  is'ń — (*' +  **")l =  \K  — «') +  i(Sn — «")l =
=  V{s'n - s ' )2 +  (*; -  O* <  e

Jeżeli się zaś spełnia ta nierówność, to musi być zarówno:

|s« — «'|<«- jaki  K - « " | < e  

a to znaczy, że istnieją granice obydwu ciągów liczb rzeczywistych:
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Jeżeli więc szereg o wyrazach zespolonych zk — akĄ- ibk jest zbieżny, 
to musi być zbieżny osobno szereg, złożony z części rzeczywistych ak 
wyrazów tego szeregu a osobno szereg, złożony a spółczynników bk jed­
nostki urojonej i w każdym wyrazie.

Okażemy, że także odwrotnie, jeżeli zbieżne są szeregi.

(b)
|  ai +  ai +  •• • - |-a/i +  •••
l +  2̂ 4* • • • -f- -j- ...

to zbieżny jest także szereg o wyrazach zespolonych:

(c) (a, +  ibi) -)- (a, -f- ibt) +  • • • 4 *(a* “ł* *&») +  ...

Dowód. Z założenia wynika, że:

Do każdej dodatniej liczby e da się zatem dobrać takie N, że dla wszyst­
kich m >  N spełnią się nierówności:

& zatem:
V*'

(•:— o*  <  2-

K2

a stąd wynika, że: 

To zaś znaczy, że:
K  — s| <  «

a więc szereg, złożony z liczb zespolonych: zk~  ak-\-ibk (k = l, 2,..., n...) 
jest wtedy zbieżny. Zbieżność szeregów (b), o wyrazach rzeczywistych, 
jest więc dostatecznym warunkiem zbieżności szeregu (c). Obydwa do­
wiedzione twierdzenia dowodzą łącznie, że: koniecznym i dostatecznym 
warunkiem zbieżności szeregu o wyrazach zespolonych jest zbieżność dwóch 
szeregów o wyrazach rzeczywistych, a mianowicie szeregu, złożonego z rze­
czywistych części wyrazów danego szeregu i szeregu, złożonego ze spółczyn­
ników jednostki urojonej w każdym wyrazie.

Opierając się na tym twierdzeniu, sprowadza się badanie szeregu
0 wyrazach zespolonych do badania szeregów o wyrazach rzeczywistych
1 przenosi się na te szeregi o wyrazach zespolonych całą teorię szeregów 
o wyrazach rzeczywistych z niewielkimi zmianami.
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§ 282. Definicja szeregów funkcyjnych i ich zbieżność

Podobnie jak do przedstawienia rozmaitych niewymiernych liczb 
(np. liczb e, n, 1 ogc 2, sin 1°) używa się nieskończonych szeregów liczbo­
wych, tak do przedstawienia zawilszych funkcyj używa się nieskończonych 
szeregów funkcyjnych.

Aby zdefiniować szereg funkcyjny, bierzemy pod uwagę najpierw 
ciąg dowolnych funkcyj, np.:

lub:

ogólnie:
(I)

1, 2?, a;3, x3, . .. ,xn, ... 

sina>, sin2o?, sin 3a?,..., sin nx,...

fi (a?), Ą{x), fz{x),... fn{x),...

Zakładamy, że te wszystkie funkcje posiadają jakiś wspólny zakres istnie­
nia. Łącząc ze sobą wyrazy tego ciągu znakiem dodawania, otrzymujemy 
szereg funkcyjny:

00

(II) f M  4 -/,(» ) +  ... +  fn(x) +  . . . =  J J 7*(a?)
A-l

Tworzymy ciąg sum częściowych:

**(«) *=/,(») +/*(«)
»3(®)= A (®)+ fi (®) +  fi (x)

sM{x) — /, (a?) +  fi (a?) +  ...4- fn{ a?)

Jeżeli ten ciąg gum częściowych jest zbieżny dla jakiejś wartości a? =  a, 
wziętej z wspólnego zakresu istnienia wszystkich funkcyj ciągu (I) i po­
siada granicę s{a), to szereg liczbowy:

/»(<*) + /.(a)+  ... +  /.(«)+  •••
jest zbieżny do wartości s(a); mówimy wtedy, że szereg funkcyjny (II) 
jest zbieżny dla wartości x — a i ma dla tego a? wartość czyli sumę s(a).

Zbiór tych wszystkich wartości Zmiennej a?, wziętych z wspólnego 
zakresu istnienia wszystkich funkcyj fk(x), dla których szereg funkcyjny 
jest zbieżny, nazywamy zakresem zbieżności tego szeregu funkcyjnego.



Do każdej wartości x z zakresu zbieżności należy jakaś wartość, 
czyli jakaś suma szeregu funkcyjnego, a więc ta suma jest funkcją 
zmiennej x\ oznaczmy ją znakiem f(x).

Piszemy więc wtedy:

/i(®) +  /• (* )  +  • - • +  f„{x) +  •• ■ =  f(X)

1 mówimy, Że funkcja f(x) jest przedstawiona w zakresie swego istnienia 
za pomocą tego szeregu funkcyjnego lub że jest rozwinięta na szereg 
funkcyjny.

Przedstawianie funkcyj za pomocą szeregów funkcyjnych ma bardzo 
rozległe zastosowanie. I tak przedstawianie rozmaitych funkcyj za pomocą 
szeregów Tayl ora  lub Macl&urioa (omówione w tomie I, w roz­
dziale XII) polega na użyciu szeregów funkcyjnych o ogólnym wyrazie:

lub:

/»(®) =  (w— (a> -  a)"-' =  ó„_,(® -  o)'’-'

przy czym spółczynniki a._, i óa_j są liczbami stałymi.
Ogólnie szeregi funkcyjne postaci.

(ub:
(® — o) b2 {x — ój1 -j- - • ■ -f- b„ (x — a)" -f*...

zwane szeregami potęgowymi, bywają bardzo często używane.
W § 267 określiliśmy inne szeregi funkcyjne, zwane szeregami 

trygonometrycznymi. Można zaś budować szeregi funkcyjne także z do­
wolnych innych funkcyj, jak np. z dowolnych wielomianów, z funkcyj 
ułamkowych, wykładniczych, Przy przedstawianiu i badaniu nieelemen- 
larnych funkcyj grają szeregi funkcyjne szczególnie ważną rolę. 

Przykłady.
1) W szeregu funkcyjnym:

mają wszystkie wyrazy jako wspólny zakres istnienia cały przedział nie­
właściwy od — oo do oo. Natomiast zakresem zbieżności jest tylko 
przedział właściwy (— 1, —f— 1), albowiem ten szereg jest zbieżny tylko 
dla |#| <  1, jako szereg geometryczny o ilorazie X. Wartością czyli sumą 
tego szeregu jest, jak wiemy, funkcja:

1
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a więc:

1 +  ® +  «* -f ... -f  ®* =  j——̂

Rówdość ta jeat prawdziwa tylko dla |®j <  1. Dla innych ® równo4ó ta 
ma zachodzi; tak np. dla © =  2 otrzymujemy z prawej strony skończoną 
wartość — l, z lewej zaś szereg l 2 -f- 2® -J— ... -j— 2" , rozbieżny
do niewłaściwej granicy -j- oo. Podobnie zachowują się szeregi potęgowe 
(Maclaurina), przedstawiające log(l+®), (1-)-©)*, aro sin® (pof. tom I, 
str.- 406, 413—414, 419), tj. posiadają jako zakres zbieżności pewien 
przedział, otaczający symetrycznie punkt 0.

Istnieją jednak także szeregi funkcyjne, których zakresem zbież­
ności jest cały przedział niewłaściwy od — oo do -f- oo, jak np. szeregi 
potęgowe, przedstawiające funkcje sin®, cos®, e*, sinhyp® (por tom I, 
str. 399, 400, 395, 398).

2) Szereg funkcyjny (trygonometryczny):

sin © , sin 2® , sin 3® 
1* +  2* 1 3®

sin n©

jest zbieżny dla każdej wartości ©, albowiem przy każdym stałym ® bez­
względne wartości jego wyrazów nie przekraczają wyrazów zbieżnego 
szeregu:

£(2)==-^ +  ^  +  ^  + . . .  + 1  + . . .
r

(ponieważ |sin nx\ 1).
Ten szereg funkcyjny przedstawia więc jakąś funkcję, określoną 

w całym przedziale niewłaściwym (— oo,'-f-oo). Jest to jakaś nowa 
funkcja, dla której (na razie przynajmniej) nie znamy innego, prostszdgo 
przedstawienia

3) Zbadajmy szereg funkcyjny:

2 sin ® -f- (2* sin* ® — 2 sin ©) 4 - (2S sin8® — 2® sin® ®) -j- 
4 - ... -)- (2* sin" x — 2"-1 sin*-1 ®) -f- ...

Suma częściowa tego szeregu ma wartość:

s„(®) =  2* sin* © =  (2 sio ®)*

Wyrażenie to posiada granicę wtedy i tylko wtedy, gdy:

— l < 2 s in®gl  czyli — ^<s i n©^^

Te zaś nierówności spełniają się dla —f  < ® ^ f, dla n — f  g©  
i periodycznie, dla ®, otrzymanych przez przesunięcie tych przedziałów 
o 2nn  (n =  i  1, i  2....), jak na fig. 2. Zakres zbieżności tego szeregu,
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a zarazem zakres istnienia funkcji, przedstawionej przez ten szereg, składa 
się z nieskończenie wielu przedziałów o szerokości pooddzielanych
od siebie przedziałami o szerokości w których funkcja nie istnieje.

-fa -ęn i fi i* In ętt gsr
n ' 0 n 2n X

Fig. 2.

4) Przy operowaniu nieskończonymi szeregami funkcyjnymi należy 
postępować bardzo ostrożnie, a mianowicie nie można na nie rozszerzać 
bez żadnych zastrzeżeń twierdzeń, odnoszących się do sum skończonej 
liczby funkcyj. Tak np. suma n funkcyj ciągłych w jakimś punkcie jest 
także funkcją ciągłą w tym punkcie. Tymczasem zbieżny szereg funk­
cyjny, którego wyrazami są same funkfcje ciągłe, może przedstawiać 
funkcję nieciągłą.

Tak np. szereg funkcyjny:

(a) ® — ®) +  ą(l —• .,. 4-8(1 —■ ®)B +  •••

zbudowany z samych funkcyj ciągłych, jest zbieżny dla |1 — x\ <  1 
(jako szereg geometryczny o ilorazie q =  1 — x), a więc dla:

czyli dla:
- 1 < 1 —x < + l

0 < a > < 2

Dla tych więc wartości przedstawia

Y . i

7 '

0 1 2 X

Fig- 3-

. , X X
s{x) — ----------— ==- =  1

1 — (1 — X) X

Także dla x — 0 jest dany sze­
reg zbieżny i ma wtedy wartość 
s(0) =  0, albowiem wszystkie jego 
wyrazy są wtedy zerami.

A więc badany szereg przed­
stawia funkcję, określoną w ca­
łym przedziale <  0, 2) (por. fig. 3).
Funkcja ta jest widocznie nieciągła, 

a mianowicie posiada w punkcie łc =  0 skończony skok od wartości 0 
do wartości 1. Ma ona w punkcie a: =  0 prawostronną granicę 1 (lecą 
nie przybiera tej granicznej wartości w punkcie x =  0).

/
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Gdybyśmy zaś próbowali obliczyó tę prawostronną granicę, stosując 
do nieskończonego szeregu (a) twierdzenie o sumie granic, to otrzyma­
libyśmy błędny wynik, a mianowicie:

lim x -f- lim lim *(1 — a)* -f- ... =  0 -j- 0 -f- 0 0 =f= 1
0<JC-*-0 0< x—►O 0<x—>0

Widzimy stąd, że twierdzenie o sumie granic nie zawsze można stoso­
wać do nieskończonego szeregu funkcyjnego.

5) Niechaj czytelnik stwierdzi podobny fakt dla szeregu funk­
cyjnego:

f{x) =  X -f- (X2 — x) +  (®3 — ffl2) .. . 4- (*" — af-1) +  • ■. 

badając jego sumy częściowe.
Z przykładów tych widzimy, że twierdzenia o sumie granic i o sumie 

funkcyj ciągłych nie zawsze się stosują do szeregów nieskończonych. 
Podobnie ma się rzecz z twierdzeniami o różniczkowaniu i całkowaniu 
sumy funkcyj, podamy w daiszym ciągu przykłady na to, że te twier­
dzenia nie zawsze się stosują do nieskończonych szeregów funkcyjnych.

§ 283. Jednostajna zbieżność szeregów funkcyjnych
Widzieliśmy w poprzednim paragrafie, że zbieżność szeregu funk- 

cyjnego nie wystarcza na to,- aby można do niego stosować te twier­
dzenia analizy wyższej, które stosujemy do sumy skończonej liczby 
funkcyj, a mianowicie twierdzenia o przechodzeniu do granicy z każ­
dym dodajuikiem z osobna, o różniczkowaniu i całkowaniu sum. Zachodzi 
więc potrzeba wybrania spośród zbieżnych szeregów funkcyjnych takich 
szeregów, dla których byłoby dozwolone stosowanie owych operacyj ana­
lizy wyższej. W tym celu zaostrzono pojęcie zbieżności szeregu funkcyj­
nego, wprowadzając pojęcie jednostajnej zbieżności, która, jak zoba 
czymy, jest już dostatecznym warunkiem stosowalności owych twierdzeń.

Aby wyjaśnić to‘dość subtelne pojęcie, oprzemy się na tym,-“że ko­
niecznym warunkiem zbieżności szeregu jest, by reszta tego szeregu 
dążyła do zera. I tak jeżeli szereg funkcyjny:

U {*) +  f% (®) +  ••• +  /■« («) +  • • • =  f(x)

jest zbieżny dla wartości x, zawartych w przedziale <a, to reszta 
tego szeregu, tj.:

r„ (®) =  fn+i(x) +  fa+j(x) +  ...

dąży do zera przy n -> oo dla każdego x z tego przedziału, tj. spełnia 
się 'warunek:

lim r„(x) =  0
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To znaczy, że przy każdym danym * =  ar, z przedziału <a, da się 
dobrać do każdej dodatniej liczby e takie Nu że dla wszystkich »>iV,  
spełnia się nierówność | (a; , )| <  £.

Dla x =  X2 z przedziału <̂ a, ó> musi istnieć także takie N,, że 
dla >  jV2 jest |r„(a72)| <C £ i tak dla każdego x z przedziału <a, 
musi istnieć odpowiednie Ar, inne w ogólności dla każdego x. Te Nu ...
mogą wzrastać nieograniczenie, gdy xuxt__ zbliżają się do jakiejś liczby
a? =  b z przedziału <«, ó>. Takie więc warunki muszą się spełniać 
przy zwykłej zbieżności szeregu funkcyjnego w przedziale <n, b~j>. 
Liczba N jest zatem w ogólności zależna nie tylko od e, lecz także od x. 
Jeżeli jednak dla szeregu zbieżnego istnieje takie N, wspólne dla wszyst­
kich x z przedziału <ct, ó>, że jr„(®)| <  e, gdy n >  N, to szereg funk­
cyjny nazywamy jedn osta jn ie  zbieżnym w tym przedziale. Wtedy więc N 
jest funkcją tylko zmiennej e. a nie jest funkcją zmiennej x. Jeżeli zatem 
chcemy aproksymować w całym przedziale zbieżności funkcję f(x), przed­
stawioną takim jednostajnie zbieżnym szeregiem, za pomocą sum częścio­
wych sn(x), z błędem: f(x) — s„(x) — r„(x), mniejszym co do bezwzględ­
nej wartości od jakiegoś e. to wystarczy obrać jedną taką sumę częściową 
wspólną dla całego przedziału, biorąc odpowiednio wielki wskaźnik n. 
Nie trzeba zaś dostosowywać tego wskaźnika do rozmaitych &-ów. Wszystkie 
inne zbieżne szeregi funkcyjne nazywamy niejednostajtiie zbieżnymi.

Do wyjaśnienia niejednostajnej zbieżności użyjemy przykładu 5 
z poprzedniego paragrafu, pozwalającego na prostą interpretację geo­
metryczną. . .

I tak zbadajmy w szeregu funkcyjnym: 

f(x) =  x -f- (a?1 — x) +  (as3 — x2) -j- ■ • ■ +  [uf — af-1) +• • • • 

złożonym z samyeh funkcyj ciągłych, ciąg sum częściowych:

sn(x)~xr

Ten ciąg, a- zarazem i dany szereg funkcyjny, jest zbieżny w przedziale 
< 0, 1>  i przedstawia w nim funkcję, która przybiera wartość 0 dla 
0<i® <  1, a wartość 1 dla x =  1, jest więc nieciągłą. Na fig. 4 przed­
stawiono wykresy kilku sum częściowych tego szeregu, a mianowicie dla 
n — 1, 2, 4, 12, 24. Widzimy, że linie, przedstawiające te sumy częściowe, 
aproksymują coraz lepiej z wzrostem u oś a?-ów w przedziale < 0,1 > . 
Jednakże dla dowolnie wielkiego n można znaleźć takie x z tego prze­
działu (bliskie x — 1), że nie będzie mniejsza od każdego c, lecz
będzie np. większa od Nie ma więc takiego N, wspólnego dla wszyst­
kich x z przedziału < 0, 1> , aby dla nj >N  spełniała się nierówność 
|r„(®)| <C Szereg nie jest więc jednostajnie zbieżny w przedziale 
<0, 1>. Natomiast do każdego stałego x z przedziału <0, 1> można



dobrać takie N, że będzie \r„(w)\ <  e dla wszystkich n>N . Szereg jest 
więc zbieżny, ale niejednostajnie.

Do rozstrzygnięcia, czy dany szereg funkcyjny jest jednostajnie 
zbieżny, prowadzi często następujące kryterium Weierstrassa, podające 
dostateczny (lecz nie konieczny) warunek jednostajnej zbieżności.

Jeżeli szereg, utworzony z bezwzględnych wartości wyrazów szeregu 
funkcyjnego , da się w jakimś przedziale zmajoryzowaó zbieżnym sze­

regiem liczbow ym , to szereg funkcyjny jest jed n o sta jn ie  zbieżny w tym 
przedziale. To znaczy, jeżeli wszystkie wyrazy szeregu funkcyjnego:

(a) A(®) 4" /a(®) 4" ••• 4* /»(®) 4“ •
spełniają nierówności:
(b) |/*(®)|^d* ( * -  1, 2,.
a szereg liczbowy:
(c) -f  A2 4- 4" Aa 4-’ •••
jest zbieżny, to dany szereg funkcyjny jest jednostajnie zbieżny.

Dowód. Szereg (a) jest zbieżny dla każdego x z danego przedziału 
(na podstawie twierdzenia z § 270). Chodzi jeszcze o zbadanie, czy ta 
zbieżność jest jednostajna. Zbadajmy resztę tego szeregu, tj.:

\rn(x)I =  1/4 , (a) +  /■-+*'»)4- - 1 =4\fn+m  4 1/.+,(®)|4 - -
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Stąd wynika na podstawie nierówności (b), że: 

lr«(#)| A„+1 -{- An+i-\-

Ponieważ szereg liczbowy (c) jest zbieżny, przeto jego reszta Bn dąży do 
zera. Istnieje więc przy każdym dodatnim c takie N, niezależne oczywiś­
cie od x, a zależne tylko od e, że dla wszystkich w >  N jest Rn <' e. Dla 
tych wszystkich n będzie więc też:

|r„(a:)| < e

& to dowodzi, że szereg (a) jest jednostajnie zbieżny.
Przykłady.
1) Szereg trygonometryczny, omówiony w przykładzie 2) w § 282, 

jest jednostajnie zbieżny w każdym skończonym przedziale, albowiem 
bezwzględne wartości jego wyrazów nie przekraczają wyrazów zbieżnego 
szeregu liczbowego £ (2).

2) Ogólniej, szereg trygonometryczny.

bx sin x -f- b2 sin 2aj ń;i sin 3x -j- ...

jest jednostajnie zbieżny w każdym przedziale skończonym, jeżeli sze* 
reg liczbowy, utworzony z bezwzględnych wartości jego spółczynników:

I K 1 +  I ̂ 2 ! +  I b3 I +  • • •
jest zbieżny. Wynika to stąd, że | bb sin kx | <  | />t [.

Podobne twierdzenie odnosi się do szeregu trygonometrycznego, 
zbudowanego z cosinusów.

3) Szereg:

1 — a:2 + z 4- * 6 +  ( -  1)’ -f- ...
jest jednostajnie zbieżny w przedziale < — l, jeżeli 0
Wynika to stąd, że 'wtedy |^ |< ł  <  1, a więc:

j(— 1 )" X2" | <  lin
a szereg liczbowy:

1 +  l 2 +  l*  +  l i  +  ~ -  +  Pa +  . . .
jest zbieżny, gdy 0 <  l <  1, jako szereg geometryczny.

§ 284. Ciągłość funkcyj, przedstawionych przez jednostąjnie 
,  zbieżne szeregi

Widzieliśmy, że zbieżny szereg funkcyjny, złożony z funkcyj cią*
głych, może przedstawiać funkcję nieciągłą. Okażemy jednak, że jeżeli 
szereg funkcyjny, złożony z funkcyj ciągłych, jest w jakimś przedziale 
■< a, b >  jednostajnie zbieżny, to przedstawia funkcję ciągłą to tym
przedziale.
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Botcid.
Niechaj szereg funkcyjny:

fi ix) +  /a(■*) “ł~ • • • ~\rfn{x)Ą' ••• — f{x\

będzie jednostajnie zbieżny w przedziale <[a, b^>. Obierzmy jakiekol­
wiek a: wewnątrz tego przedziału. Szereg nasz możemy przedstawić w postaci:

f(x) =  s„ (x) -f rn (x)

gdzie sB(a;) jest sumą częściową, a r„(x) odpowiednią resztą. Dajmy 
zmiennej x przyrost h taki, aby wartość x h  należała także do prze­
działu <a, Dla tej wartości jest:

f(x +  h )=  sa {x +  h) -j- rn (,x +  h)

Chcemy okazać, że do każdej dodatniej liczby £ można dobrać takie ó, 
że dla wszystkich |A|<<5 jest \f(x-\-h)— /'(x)j<£.

Przyrost funkcji f(x) przedstawiamy w postaci:

f{x +  h) — f(x) =  sn(x +  h) — s„(x) - f  rn(x -f  h) — r„{x)

Stąd wynika, że spełnia się nierówność:

I/■(* +  h) — f{x) \ g  |s„(* +  h) — s„ (x) | +  | r'„ (* h) | - f  ) r„(x) |

Obierzmy najpierw tak wielką stałą liczbę w, aby się dla wszystkich 
a z przedziału < a , ój> epełnjały nierówności:

I"«(® +  A)| <•$£,

Dla tej stałej liczby w jest s„(a?) sumą skończonej liczby funkcyj 
ciągłych, a więc jest funkcją ciągłą. Możemy zatem znaleźć takie ó, że 
dla |A|<<3 jest:

Wobec tego jest:

|/(® +  h) — / ‘( a j ) | < i e - f i «  +  łe  =  f dl* l * | < d

a to dowodzi ciągłości funkcji /(«).
Jednostajna zbieżność szeregu funkcyjnego, złożonego z funkcyj 

ciągłych, jest więc dostatecznym warunkiem na to, by funkcja, przed­
stawiona przez ten szereg, była funkcją ciągłą. Szeregi, omówione w przy­
kładach 4, 5 w § 282, są więc widocznie niejednostajnie zbieżne, albo­
wiem przedstawiają funkcje nieciągłe.

Uwaga. Jednostajna zbieżność szeregu funkcyjnego nie jest jednak koniecznym 
warunkiem ciągłości funkcji, przedstawionej przez ten ezoreg, to znaczy, ze także nie­
które niejednostajnie zbieżne szeregi funkcyjne przedstawiają funkcje ciągłe. Wystar­
czy zatem nieco obszerniejszy warunek, a mianowicie okazano, że wystarczy t. zw. 
quasi-jednosłajna zbieżność. (Zob. W. Sierpiński ,  Analiza, Tom I, Oz. 2. Wyd. 2. 
str. 198 i nast.).
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§ 285. Całkowanie szeregów funkcyjnych

Jeżeli jakaś funkcja jest przedstawiona w przedziale < a , sze­
regiem funkcyjnym jednostajnie zbieżnym, złożonym z funkcyj ciągłych, 
to ta funkcja jest ciągła, a zatem istnieje całka z tej funkcji od x — a 
do dowolnej wartości x z danego przedziała. Otóż udowodnimy twier­
dzenie, które pozwoli obliczyć tę całkę przez całkowanie wszystkich wy­
razów danego szeregu w tych samych granicach, tj. od a do x. ściślej 
mówiąc okażemy, żo szereg funkcyjny, złożony z całek wyrazów szeregu 
jednostajnie zbieżnego, jest także jednostajnie zbieżny, a funkcja, przedsta­
wiona przez ten nowy szereg, jest całką funkcji, przedstawionej przez 
dany szereg.

Jeżeli więc szereg złożony z funkcyj ciągłych:

f l (x )+ f2[X) +  ... +  /-.(*) +  ..,= /(* )

jest jednostajnie zbieżny w <a, to dla a jest:
X M X X

J  f(x)dx== j ' f l [x)dx+  f f 2{x)dx Jf„(x)dx  +  ...

a szereg po prawej stronie jest także jednostajnie zbieżny.
Mówimy krótko, że jednostajnie zbieżny szereg można całkować wy­

raz po wyrazie.
Dowód.
Przedstawmy f(x) w postaci.

f(x) =  sn (x) - f  rn(x)

Obieramy takie N, aby się dla i dla wszystkich x z przedziału
< a , b~> spełniała nierówność:

(a) .

co jest możliwe wskutek jednostajnej zbieżności danego szeregu. Pome 
waż f(x) jest funkcją ciągłą, jako suma szeregu jednostajnie zbieżnego, 
a s„(x) jako suma skończonej liczby funkcyj ciągłych, przeto także 
rn(x )= f(x )— sn(x) jest funkcją ciągłą. Istnieją więc całki z tych trzech 
funkcyj i mamy:

S tą d :

F (x)=  J f{x) dx =  J sn{x)dx-\- j  rn{x)dx
a. a o

x  x  x

J f {x )d x — J s jx ) d x  =  J  rn{x)dx



Z nierówności (a) wynika, że dla n >  N jest:
X M

| f r .  ( ., dx| <  ,1* =  ̂  -  a)< e(b — a) 
b — a

< «

Zatem dla n^> N jest:
* M

(b) j j'/(x) dx —J 9n (®) dx J
a m

a to dowodzi, że:
* *.

F{x) — I f{x)dx =  lim /  s„{x)dx ==■ lim S,(a:)

przy czym S„[x) oznacza n-tą sumę częściową szeregu:

X X  X

(a) J f , (a;) dx +  j f t (x)dx +  + J  fn{a>)da?-f ...
a a  a

Ponieważ ciąg *$„(3?) jest zbieżny do F(u)), przeto ten nowy szereg 
funkcyjny jest zbieżny i równy całce z funkcji f(x), przedstawionej 
za pomocą danego szeregu. Pozostaje jeszcze tylko do okazania, że ten 
nowy szereg jest także jednostajnie zbieżny. Otóż to wynika odrazu z nie­
równości (b). jeżeli oznaczymy resztę szeregu <e) literą H„[x), to nie­
równość (b) możemy napisać w postaci:

j | Fn [x) | £

dla wszystkich « >  N, przy czym N było zależne tylko od t a nieza­
leżne od x.

Szeregi jednostajnie zbieżne można więc zawsze całkować wyraz 
po wyrazie; istnieją jednak także szeregi niejednostajnie zbieżne, dla któ­
rych takie całkowanie jest dozwolone. Jednostajna zbieżność szeregu 
funkcyjnego jest tu zatem tylko warunkiem dostatecznym lecz bynajmniej 
nie koniecznym. Twierdzeuie o całkowaniu szeregów funkcyjnych ma 
bardzo ważne zastosowanie w rachunku całkowym: polega na nim cał­
kowanie przez szeregi.

Przykłady.
1) Ze znanego rozwinięcia funkcji:

— =  (1 -f- a3r ł == 1 — x2 +  — ®6 - f  *B —....
1 i x .

według wzoru clwumiennego (tom 1, str. 411) otrzymamy przez całko­
wanie rozwinięcie funkcji arctg®. I tak ten szereg (geometryczny) jest 
Rachunek różniczkowy i całkowy. T. III. ł
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jednostajnie zbieżny dla |®j <  l <  1, jak to stwierdziliśmy w § 283 
w przykładzie 3.

Wobec tego możemy dla tych co zastosować twierdzenie o całko­
waniu wyraz po wyrazie i otrzymamy:

ożyli:

* X X  X X

J \  j^ x2— J d x ~  j  x2(*x “i" J J x adx -f-

arctgx — X  — ^®s -j- £®5 — -j- ...

Wzoru tego dowiedliśmy ta dla przedziału < — l, ł]>, przy czym 0< ł < j l .
To przedstawienie funkcji aretg® szeregiem jednostajnie zbieżnym 

otrzymaliśmy w rachunku różniczkowym inną, dość zawiłą drogą (por. 
tom I, § 141).

Podobną drogą można otrzymać szybko rozwinięcie funkcji log(l-j-®)

z szeregu funkcyjnego (Maclaurina) funkcji: —,afunkcjiarcsin®
1 CO

z szeregu funkcyjnego funkcji p— - -

2) Całkowanie przez szeregi znajduje najważniejsze zastosowanie 
w tych przypadkach, w których nie potrafimy scałkować jakiejś funkcji 
elementarnymi metodami. Tak np. chcąc obliczyć całkę Laplace’a:

X

rozwijamy funkcję podcałkową Da szereg Maclaurina:

zbieżny jednostajnie w każdym skończonym przedziale, jak się o tem 
przekonamy w § 288.

Wobec tego:

Szereg ten jest, w myśl twierdzenia o całkowaniu szeregów, także jedno­
stajnie zbieżny w każdym skończonym przedziale. Obliczmy wartość tej 
funkcji np. dla ® = 1 ,  to otrzymamy:



Szereg ten jest bardzo szybko zbieżny." Tak np. obliczając jego sumę 
ezęściową złożoną z 7 wyrazów," otrzymujemy:

9  (1) *  yŹ (1 ~  3 +  10 ~  42 +  216 ~  1320 +  936ó) *  0 84271

z błędem, nie przekraczającym co do bezwzględnej wartości pierwszego 
opuszczonego wyrazu (jest to bowiem zbieżny szereg znakozmienny), tj. 
2 1 2 1

7560Ó <  0'00002. Dla tej całki, mającej wielkie znaczę-

nie w rachunku prawdopodobieństwa, sporządzono obszerne tablice licz­
bowe. Dla x — l znajdujemy w tych tablicach W (1) =  0"8427008.

3) Obliczyć obwód elipsy o półosiach a — 5, 6 =  4.
l/SrZTft* t t

Oznaczając -— ----—l\ otrzymaliśmy na długość łuku elipsy (tom II

6tr. 139) wzór:

s =  a J* (/1 —
h

Stąd dla całego obwodu otrzymamy wzór:

- 4 . f r

k% sin* t dt

1 — A:* sin*t dt

przy czym a =  5, k — a więc 1*1 <  1;
Tę nieelementarną całkę (eliptyczną) obliczamy, rozwijając funkcję 

podcałkową na szereg, a mianowicie przy pomocy wzoru dwumiennego 
otrzymujemy:

ik\1̂1 — k3 sin* t =  { 1 — k2 sin2 tf' = 1  — |Jj k* sin* t -j-"

+  |^ji*sin41 — A:6 sin61 -f-...

Szereg ten jest zbieżny dla |fc*sin2#| <j 1. Ponieważ zaś |fc*sin*tj <  &*, 
przeto bezwzględne wartości . wyrazów tego szeregu funkcyjnego nie 
przekraczają wyrazów następującego szeregu liczbowego o wyrazach do­
datnich:

1 +  ł * - g ) * + g )  * • - ( * )  * * + - - . =

=  , +  ł** +  2- ^ Ł‘ +  ̂ i ,  +  SŁ0 58 t * +  --'

ten zaś szereg liczbowy jest zbieżny dla |Aj <  1, jak się łatwo przeko­
nać np. przy pomocy kryterium D’Alemberta. Na podstawie kryteriusa 
Weierstrassa jest więc nasz szereg funkcyjny jednostajnie zbieżny.

■i*
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Wobec tego całkę, o którą nam chodzi, możemy obliczyć, całkując 
ten szereg funkcyjuy wyraz po wyrazie. Otrzymamy w ten sposób:

'li 7i
r r  f1 \ r  / 1 \

S

ł / i n  V «rr 'lin 'hn

■ 4 « ^  — (■  j kij*sin*idt-\- k*J*sin4łdi — ^ ^ sin8frfi 1

czyli:
'h n •/>»

s =  4 o ^  sin2ł dt — S]I)î ł — 2~t~6
P O  ó

Występujące tu całki oznaczone obliczaliśmy już (por. tom II, § 221, 
str. 93) i otrzymaliśmy ogólnie:

l/j»

= / "
sin2" a; cła? = 1 . 3 . 5 . .  .-(2« — 1) n

2 . 4 . 6 . .  .-2  n 2

Wobec tego:

. 8 =  4 a  • — | l  —  ^  k- 4' 2~
.. 1.3 1.3 , , 1.3.5

i k '2.4 2.4.6  ̂ *2.4.6
1.3.5 1 3.5.7

2 . 4 . 6 . 8
A®*

1 3.5.7 _  j

<12) *= H >  -  -  i • -  i  • (o i ) v  -
____ L  (l . a - i a . ^ y  '

2n — 1 \2 .4. . .  2m / /

Jest to ogólny wzór na obwód elipsy. ^
Dla n =  5 i b =  4 otrzymujemy stąd, zatrzymując 6 wyrazów tego 

szeregu, po wykonaniu łatwych rachunków, wartość:

s =.28-3613

Uwaga. Dogodniejszy wzór na obliczenie obwodu elipsy otrzymuje się, wpro-
, . ,. . . ^ ^ 6* , , a~bwadzając zamiast liczby k —-------- liczbę 1 =

Okazano, że wtedy:

(13) s

a -j- b"

OO

Dowód znajdzie czytelnik w podręczniku Kieperta-Stegemanna pt. Grundriss der 
Differenlial- und lntegralrechnung (tom II, wyd. 8 z r. 1903, str. 309—317). Bardzo 
dogodny- przybliżony wzór ua obliczenie obwodu elipsy ma postać:

(14)
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. a 4- a j _L M — lc» „ - ,,-------
Przedstawiając —£— w [,oślic, a • — ------, a \ab =  a \\  — k* i rozwijając pier-a Ct
wiastki według wzoru dwumienbego, można stwierdzić, że rozwinięcie prawej strony 
tego przybliżonego wzoru różni się od dokładnego rozwinięcia, zawartego we wzorze (12), 
dopiero w piątym wyrazie, zawierającym ks.

§ 286. Różniczkowanie szeregów funkcyjnych

Do różniczkowalności szeregu funkcyjnego nie wystarcza jego jed­
nostajna zbieżność.

Udowodniono natomiast, że do różniczkowania szeregów funkcyj­
nych odnosi się następujące twierdzenie.

Jeżeli szereg funkcyjny:

U ) / i  (® )+ / * ( « ) + •  •• +  /!.(») +  ■ ■ • = / ( * )

złożony z funkcyj, posiadających ciągłe pochodne, jest zbieżny w przedziale 
<o, 6>  i jeżeli szereg pochodnych:

en) / ! » + / * » + . . . + / ; ( » ) + . . .

jest to tym przedziale jed n o sta jn ie  zbieżny, to funkcja ę(x), przedsta­
wiona tym szeregiem, jest pochodną funkcji f{x), przedstawionej pierwotnym 
szeregiem.

Mówimy, że w tych warunkach jest dozwolone różniczkowanie 
szeregu funkcyjnego wyraz po wyrazie.

Ustęp III.

SZEREGI POTĘGOWE. FUNKCJE ANALITYCZNE

§ 287. Zakres zbieżności szeregu potęgowego

Poznane w poprzednim ustępie twierdzenia o ogólnych szeregach 
funkcyjnych zastosujemy obecnie do szeregów, które są szczególnie ważne 
w teorii i w praktyce, a mianowicie do szeregów potęgowych.

Szeregiem potęgowym nazywamy szereg funkcyjny postaci:

oo

(15) a0 -j- a1 x -f- a2 x* -j- ... - f  a„ sf ^ a ksd‘
i -0

w którym współczynniki dt kolejnych potęg zmiennej x są liczbami 
stałymi.
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Jeżeli za x wprowadzimy nową zmienną za pomocą podstawienia 
X =  z — <z, to otrzymamy szereg funkcyjny:

CO

(16) a0 +  °i(*- ’«) +  «»(* — a)‘ -f...-ł-a„(s — a )* -f .. .=  ̂ a „ [z  — uf
*-o

zwany szeregiem potęgowym dla otoczenia punktu z —a. Szereg (15) można 
więc także nazywać szeregiem potęgowym dla otoczenia punktu x =  0.

Zbadajmy przedewszystkiem zakres zbieżności szeregu potęgowego, 
tj. zbiór tych wartości x, dla których szereg potęgowy przedstawia jakąś 
funkcję, nazwijmy ją P(x).

Jasnym jest, że punkt x — 0 jest dla każdego szeregu potęgowego 
punktem zbieżności, albowiem:

P(0) =  ao

Istnieją takie szeregi, które prócz tego punktu nie posiadają żadnego 
punktu zbieżności. Takim jest np szereg potęgowy:

1 +  1 lx  +  2!®2 -j- ... - f  nlaf - f ...

W tym bowiem szeregu wyraz ogólny: an— n\xP nie dąży do zera dla 
żadnego różnego od zera x, lecz wzrasta nieograniczenie. Może się jednak 
zdarzyć druga ostateczność, a mianowicie istnieją szeregi potęgowe, zbieżne 
dla wszystkich x, jak np. szereg (por. tom I, str. 395):

x X‘ xó
1 2 1 + a r4' ” -' : e*

Szereg potęgowy, zbieżny dla wszystkich wartości zmiennej niezależnej x, 
a więc w całym niewłaściwym przedziale (—oo, -j-oo), nazywamy sze­
regiem bezustannie zbieżnym.

Okażemy, że trzecią a zarazem ostatnią kategorię tworzą szeregi 
potęgowe, zbieżne w pewnym skończonym przedziale, otaczającym syme­
trycznie punkt X =  0. Nie ma więc szeregów potęgowych, zbieżnych 
w pooddzielanyeh przedziałach (jak to ma miejsce np. dla szeregu funk- 
eyjnego, omówionego w przykładzie 3 w § 282) lub w rozrzuconych 
punktach. Udowodnimy mianowicie najpierw prawdziwość następującego 
twierdzenia:

jeżeli szereg potęgowy jest zbieżny dla jakiejś wartości x — c, cho­
ciażby warunkowo, to jest zbieżny bezwarunkowo i jednostajnie w każ­
dym przedziale zamkniętym —a?,, leżącym wewnątrz przedziału
< — |c|5 +  |c| >  (na drugim końcu przedziału < — |c|, - |- |c |>  może 
być szereg zbieżny lub rozbieżny).

Dowód. Według założenia szereg:

« o  +  c a +  a a e" +  .
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jest zbieżny. Ciąg jego wyrazów musi zatem dążyć do zera, a więc jest 
ograniczony. To znaczy, że istnieje jakaś liczba K, której nie przekra­
cza bezwzględna wartość żadnego wyrazu tego szeregu. Spełnia się więc 
dla wszystkich n nierówność:

(a)

Obierzmy dowolny przedział <  — leżący wewnątrz przedziału 

< —,l<5|)lc|>' to l®i|<|cl> a wi ęc | y | -< l .  P°mnóżmy obie strony

nierówności (a) przez | y | ,  to otrzymamy:

Dla każdego a? z przedziału < —xlt X1'> jest a więo

13/y j K. Wyrazy szeregu:

(b) laol +  Iai®| +  I a2®aH~ ••• +  \an<tf'\-\-

nie przekraczają zatem dla | x | 5S | Xt | wyrazów następującego szeregu. 
o wyrazach dodatnich:

4 +|?M?| + -+ |? l+ -)
Jest to szereg geometryczny zbieżny, albowiem jego iloraz  ̂=  J — | <11.

Na mocy twierdzenia o majoryzowaniu szeregów (§ 270) jest więc sze­
reg (b) zbieżny dla Ja?j (o?x| < | c | ,  a to znaczy, że dany szereg po­
tęgowy:
(d) a0 -f- a1 x -f- a2 ®a -(- ... -f- an xn -f- ■ • •
jest zbieżny bezwarunkowo dla wszystkich x z zamkniętego przedziału 
<  — leżącego wewnątrz przedziału <  — | c|, | c| > ■.

Chodzi jeszcze o wykazanie, że zbieżność jest jednostajna w prze­
dziale <  — Wykażemy to przy pomocy kryterium Weier-
strassa (str. 45). I tak wykazaliśmy zbieżność szeregu liczbowego:

(c) | ^oH" lfll X 1 I +  la« *1 1 +  4“ I |  +  •••

Ponieważ | os„ a?" | | a„ a?" | dla wszystkich x z przedziału <  — xt , Xy > ,
przeto zbieżny szereg liczbowy (c) o wyrazach dodatnich majoryzuje sze- 
reg (b), utworzony z bezwzględnych wartości szeregu funkcyjnego (d), 
to zaś dowodzi, że szereg funkcyjny (d) jest jednostajnie zbieżny w prze­
dziale < —
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Z dowiedzionego twierdzenia wynika następujący wniosek: jeżeli sze­
reg potęgowy jest rozbieżny dla jakiegoś x — d, to jest rozbieżny także dla 
wszystkich x, spełniających warunek |®| >  |<£|, tj. leżących poza przedzia­
łem <  — | d\, —(- |rf| >  Gdyby bowiem szereg był zbieżny dla jakiegoś 
X, leżącego poza tym przedziałem, to musiałby być zbieżny także dla c?, 
w myśl poprzedniego twierdzenia.

Opierając się na tych twierdzeniach okażemy, że szereg potęgowy 
jest zbieżny albo dla wszystkich x, albo tylko w skończonym przedziale, 
otaczającym symetrycznie punkt x =  0, albo tylko w punkcie x — 0.

Jeżeli szereg potęgowy jest zbieżny tylko w przedziale (— r, r), 
przy czym na końcach tego przedziału może być zbieżny lub rozbieżny, 
to liczbę dodatnią r, odpowiadającą prawemu końcowi tego przedziału, 
nazywamy promieniem zbieżności tego szeregu, a otwarty przedział 
(— r, r) przedziałem zbieżności. Jeżeli szereg jest zbieżny tylko w punk­
cie aj =  0, to promień zbieżności ma wartość r = 0, a punkt ® =  0 
można uważać za przedział zbieżności, zdegenerowany do jednego punktu. 
Jeżeli szereg jest zbieżny dla wszystkich x, to przedziałem zbieżności 
jest niewłaściwy przedział (— oo, -j- oo), a promieniem zbieżności jest 
-j-oo. Możemy więc wypowiedzieć powyższe twierdzenie w następują­
cej postaci:

zakresem zbieżności każdego szeregu potęgowego jest jakiś przedział, 
otaczający symetrycznie punkt x =  0, przy czym może to być przedział 
właściwy z końcami lub bez końców, tj. (— r, r), (— r, ł \> , < — r,r), 
<  — r, r > ,  przedział niewłaściwy (— oo,-)-oo) lub przedział zdegene- 
rowany do jednego punktu ® = 0.

Dowód. Zbiór punktów zbieżności szeregu może być nieograniczony 
lub ograniczony, a w tym drugim wypadku może się składać z więk­
szej liczby punktów lub tylko z jednego punktu x  =  0. Rozważmy po 
kolei te trzy jedyne możliwości.

1° Jeżeli zbiór punktów zbieżności jest nieograniczony np. z góry, 
to biorąc pod uwagę dowolnie wielkie dodatnie xt , znajdziemy zawsze 
w zbiorze punktów zbieżności punkt dalszy, tj. liczbę c^>x1- ,Poniewdż 
zaś szereg jest zbieżny w c, to musi być zbieżny w przedziale zamknię­
tym <  — x1,X1 '> , a więc także dla xv  A zatem szereg jest w tym 
przypadku zbieżny dla wszystkich dodatnich x. a co zatem idzie także 
dla wszystkich ujemnych x, a więc wogóle dla wszystkich x, czyli jest 
wtedy bezustannie zbieżny. Do tego samego wniosku dochodzimy oczy­
wiście, gdy zbiór punktów zbieżności jest nieograniczony z dołu.

2°. Jeżeli zbiór punktów zbieżności jest ograniczony i zawiera wię­
cej niż jeden punkt, to musi istnieć kres górny r tego zbioru (por. tom I, 
str. 98). Ten kres górny r musi być liczbą dodatnią. Założyliśmy bo­
wiem, że prócz punktu x — Q istnieją jakieś inne punkty zbieżności, np.
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punkt Xx 4= 0. W takim zaś razie także każdy punkt z wnętrza prze­
działu < —|®il» 4 * |*il >  jest punktem zbieżności, a więc np. dla do­
datniego x2, spełniającego warunek 0 <C a?2 <  | | , szereg jest zbieżny.
Zbiór punktów zbieżności zawiera więc wtedy liczby dodatnie, a zatem 
ich kres górny musi być także liczbą dodatnią. Dla wszystkich x >• r 
jest szereg potęgowy rozbieżny, a stąd wynika, że jest także rozbieżny 
dla wszystkich x <  — r, a więc ogółem szereg jest rozbieżny poza prze­
działem < —r, r j> , tj. dla \x\j> r. Dla każdego zaś x z wnętrza tego 
przedziału szereg musi być zbieżny. Gdyby bowiem był rozbieżny dla 
jakiegoś x z wnętrza tego przedziału, to musiałby być rozbieżny dla 
wszystkich punktów, leżących w przedziałach <  — r, — |a?| >  i 
& więc liczba r nie byłaby kresem górnym (tj. najmniejszą z liczb, ogra­
niczających z góry) zbioru punktów zbieżności. Wszystkie bowiem liczby 
z przedziału <C|®| )f> hyłyby też liczbami, ograniczającymi z góry 
zbiór punktów zbieżności. A więc dla każdego x z wnętrza przedziału 
<  — r, r szereg jest zbieżny, dla każdego zaś x z poza tego prze­
działu szereg jest rozbieżny.. W tym zatem przypadku szereg potęgowy 
jest zbieżny wewnątrz skończonego przedziału, otaczającego symetrycznie 
punkt x =  0, a kres górny r jest jego promieniem zbieżności. Twier­
dzenie to nic nie mówi o zacbjowaniu się szeregu na końcach przedziału, 
tj. dla ® =  -j-r i x — — r. Otóż okazuje się, że istnieją zarówno takie 
szeregi potęgowe, które są zbieżne na jednym lub na obu końcach prze­
działu, jak i takie, które są tatn rozbieżne (por. przykłady na końcu tego 
paragrafu!). A więc zakres zbieżności szeregu potęgowego składa się 
z jego przedziału (otwartego) zbieżności i ewentualnie z końców tego 
przedziału.

3°. Jeżeli zbiór punktów zbieżności składa się tylko z jednego 
punktu, to tym punktem jest, jak wiemy, dla każdego szeregu x — -0.

Dowiedliśmy wprawdzie w ten sposób, że dla każdego szeregu po­
tęg0^ ? 0 istnieje promień zbieżności, nie poznaliśmy jednak żadnego 
sposobu wyznaczania jego wielkości. Otóż bardzo często można wyzna­
czyć ten promień, stosując do szeregu, utworzonego z bezwzględnych 
wartości szeregu potęgowego, kryterium zbieżności Cauchy’ego w formie 
limesowej (por. § 212, str. 18). I tak weźmy pod uwagę wyraz ogólny:

u„ =  \a„xn |
szeregu:
(a) | oQ | + 1 | 4" | a 2 ®21 +  • • • 4"1 an | + .
Wystarczy brać pod uwagę wartości x 4= 0, albowiem dla x — 0 każdy 
szereg potęgowy jest zbieżny. Dla tych wartości x, dla których istnieje 
granica ciągu:

n n n

(b) k  — KF,®'' I =  M  • Kk T



68

i jest liczbą mniejszą od 1, szereg (a) jest zbieżny, a więc także szereg 
potęgowy:

(c) o0 +  ai^ +  a2*a+ - -  +  ■••

jest dla tych x zbieżny i to bezwarunkowo. Jeżeli zaś owa granica jest 
liczbą większą od 1, to tym bardziej granica wyrażenia | a„Xn | jest liczbą 
większą od i, a więc bezwzględna wartość ogólnego wyrazu szeregu (c) 
nie dąży do. zera. Szereg (c) jest zatem wtedy rozbieżny (nie spełnia się 
dla niego omówiony w § 269 konieczny warunek zbieżności). Granica 
ciągu (b) przy x =}= 0 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica

n  _____

g wyrażenia |/1 a„ | . Szereg potęgowy jest zatem zbieżny dla tych w, 
które spełniają warunek:
(d) | ® | . y < l

a rozbieżny dla tych x, które spełniają warunek:

\x \ '9 >  1

a) Jeżeli granica g =  0, to |a5|-y =  0 dla każdego x, a więc wa­
runek zbieżności (d) spełnia się dla wszystkich x\ szereg potęgowy jest 
zatem wtedy bezustannie zbieżny.

b) Jeżeli g =f= 0, to zbieżność zachodzi dla | ® | < — a rozbieżność
9

dla | ® | > - .  To dowodzi, że liczba i  jest promieniem zbieżności szeregu,
9  9

a więc:

(17)

Wzór ten można rozszerzyć także na przypadek, gdy g =  0, przypisu­

jąc wtedy wyrażeniu ^ znaczenie r =  +  oo.
n

c) Omówiliśmy przypadki, gdy ciąg {]/ J an | } posiada skończoną, tj. 
właściwą granicę (równą zeru lub różną od zera).. Gdy ten ciąg posiada 
niewłaściwą granicę: g =  -\- oo, to dla każdego różnego od zera x ciąg 
(b) jest nieograniczony, a więc tym bardziej ciąg { | an af11} jest nieogra­
niczony, a zatem szereg potęgowy (c) jest rozbieżny. Szereg jest wtedy 
zbieżny tylko dla * =  0, a więc promień zbieżności ma wtedy wartość 
r =  0. Także i w tym przypadku można ująć ten wynik we wzór (17),

używając dla r =  — symbolicznej równości: r=«^- =  0.
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Dowiedliśmy zatem następującego twierdzenia: jeżeli istnieje granica
n

(właściwa lub niewłaściwa) ciągu {\\ an |}, to promień zbieżności szeregu po­
tęgowego (c) ma wartość r, wyrażoną wzorem (17).

Twierdzenie to nie wyznacza wielkości promienia zbieżności, gdy
n

ciąg {Ha«|} nie dąży do żadnej właściwej lub niewłaściwej granicy, lecz 
oscyluje pomiędzy jakimiś liczbami.

Uwaga. Wyprowadzono ogólniojsze twierdzenie o promieniu zbieżności, ujmujące 
i ten ostatni przypadek. Otóż w każdym razie, nawet gdy nie istnieje właściwa lub

n__
niewłaściwa granica ciągu to istnieje górna granica tego ciągu, właściwa
>ub niewłaściwa (por. tom I, § 31); oznaczmy ją:

n _____

9 — lim suprt —►OO X

(Jeżeli istnieje granica g we właściwym znaczeniu, to g = g). Otóż Cauchy i Hada* 
mard dowiedli, że promień zbieżności istnieje dla każdego ezerogu potęgowego i ma 
wartość:

1 1
r ~ 5 ~  " 7ZZ

lim sup
n—»-co

Pomijamy tu dowód tego twierdzenia; dowód można znaleźć np. w cytowanym po* 
wyżej podręczniku Knoppa  (str. 146).

Przykłady:
1) Dla szeregu:

1 -{- X  -f- -f-... -j- xn -f-...

jest a„ =  1, ]/\an\ — 1 stale, a więc i w granicy lim | |/a„ | =  1. Zatem
rt —►OO

g — 1, a więc promieniem zbieżności tego szeregu jest r =  — =  1. Na

końcach przedziału zbieżności (— 1, -f- 1), tj. dla x = l  i X — — 1 jest 
ten szereg, jak wiemy, rozbieżny.

2) Dla szeregu:

, (2®)a , (2»)« , , (2xY ,
2® +  - 2 - 4 -  —  +  ” . +  — +  -

jest:
2« «___ _ i ■

aH— — > lim ( jin — lim 2u “ =  2 =  g
w n-¥ oo 1 /J -►OO

a więc promieniem zbieżności jest r =  Na prawym końcu przedziału 
zbieżności (— + 1), tj. dla x — l, szereg jest rozbieżny (jako szereg
harmoniczny), na lewym zaś, tj. dla x =  — £ zbieżny, albowiem:

- — 1 + j  — 4 +
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jest szeregiem znakozmiennym, dla którego bezwzględne wartości wyra­
zów dążą monotonicznie do zera

3) Dla szeregu:

jest;

i? _L _  _1_ ® _l_ -L. — -i
1 a ' 2* ‘ 3* ' n* +  •’ •

lim y\an\ — lim n n =  1 =  y
n  - ►c o  /z - ►c o

a więc r =  1. Na końcach przedziału zbieżności (— 1, 4-1) jest ten 
szereg zbieżny, albowiem dla « =  1 otrzymujemy szereg £(2)adlaa? = — 1 
szereg, dla którego f(2) jest szeregiem złożonym z bezwzględnych war­
tości jego wyrazów.

Dla każdej wartości o?.z zakresu zbieżności szeregów potęgowych 
można je do siebie dodawać i odejmować tak jak skończone sumy. Dla 
każdej zaś wartości z wnętrza przedziału zbieżności można wykonywać 
mnożenie szeregów potęgowych tak jak mnożenie skończonych sum, 
ponieważ te szeregi są wewnątrz zakresu zbieżności bezwarunkowo zbieżne.

§ 288. Ciągłość funkęji, przedstawionej przez szereg potęgowy

Dla wszystkich wartości zmiennej niezależnej, należących do zakresu 
zbieżności szeregu potęgowego, ma on jakieś skończone wartości, przed­
stawia więc jakąś funkcję P(x) tej zmiennej, określoną w zakresie zbież­
ności. Zatem w tym zakresie jest:

00
=  P{x)

Mówimy, że funkcja P(x) da się w tym zakresie rozwinąć na szereg po­
tęgowy.

Funkcje takie można uważać za bezpośrednie uogólnienie najprost­
szych funkcyj, a mianowicie funkcyj całkowitych wymiernych, tj. wie­
lomianów czyli sum skończonych:

Ct0 4 ” O) X 4~ c* 4” ’ • * 4 “

Wiemy już bowiem, że wewnątrz przedziału zbieżności można rachować 
szeregami potęgowymi tak, jak wielomianami, a wykażemy ponadto, że 
są one ciągłe, całkowalne i różniczkowalne wyraz po wyrazie.

Najpierw zajmiemy się badaniem ciągłości. Weźmy pod uwagę do­
wolny punkt x =  x0, leżący wewnątrz przedziału zbieżności, tj taki, że 
|®o| <  r. Okażemy, że funkcja P(x) jest ciągła w każdym takim punkcie.
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Obierzmy w tym celu pomiędzy |aró| a r dwie liczby ar, i ar, tak, 
aby |ar0| <  ®, <  x2 <  r. Ponieważ szereg potęgowy jest zbieżny dla
00 — ar2, przeto jest jednostajnie zbieżny w przedziale < —ar,, OJjZ>, leżą-
eym wewnątrz przedziału < —ars, or8> . Funkcja P(x) jest zatem ciągła 
w każdym punkcie, leżącym wewnątrz < —o?,, a.zatem i w punk­
cie x0. c. b. d. o.

Dowiedliśmy więc, że funkcja, przedstawiona przez szereg potęgowy, jest 
ciągłą w każdym punkcie, leżącym wewnątrz przedziału zbieżności tego szeregu.

W szczególności zatem każda funkcja, przedstawiona przez szereg 
potęgowy zbieżny nie tylko dla ar =  0, jest ciągła w punkcie ar =  0. Stąd 
wyprowadzamy następujący wniosek o identyczności dwóch szeregów po- 
tęgowych: jeżeli dwa szeregi potęgowe mają te same wartości dla ar — 0
1 dla wszystkich ar z dowolnie małego otoczenia punktu ar =  0, to te dwa 
szeregi potęgowe są identyczne, tj. mają wszystkie odpowiednie współczynniki 
parami równe. Takie dwa szeregi mają oczywiście ten sam zakres zbież­
ności i piają te same wartości także dla wszystkich innych x, należących 
do tego wspólnego zakresu zbieżności.

Dowód- JJiechaj:

a0 +  <*i® 4" a3x* 4- ... =  Pi{x)
+  ó, a: +  ó, -j-... =  F, (ar)

Według założenia jest najpierw P, (0) =  Pa(0), tj. a0 =  b0. Ponadto dla 
wszystkich ar^O z jakiegoś otoczenia punktu or =  0 spełnia się równość:

aa 4“ o, x 4" x! 4-... == óo 4” ó,x 4~ 4" • • •

Odejmijmy od tej równości stronami równość a0 =  b0 i podzielmy obie 
Btrooy przez x (zakładając już teraz, źo x 4= 0).

Otrzymamy Dowe szeregi potęgowe.

(I) a, 4" 4" 4* ••• = 4" 4- ł>3x% 4*
Równość ta zachodzi na pewno dla wszystkich x z otoczenia punktu ar =  0, 
lecz nie wiemy, czy zachodzi także dla x =  0. Nazwijmy funkcję, okre­
śloną przez pierwszy z otrzymanych szeregów, Qx[x) a przez drugi Q2[x). 
A więc jest:

Q1[x ) = Q 2(x )

dla x 4 1 0 z otoczenia punktu ar =  0.
Ponieważ każda z tych funkcyj jest ciągła dla ar =  0, przeto:

-  lim Qt (ar) =  Qj (0)=  a,, lim Q2[x) =  Q%(0) =  6,
jr-»0 * 0

Ponieważ zaś Qi {x) =  Qi [x), przeto i lim (), (ar) =  lim Q.2(x), czyli a,— b,.
x -* -0  x —* 0  ^

Odejmujemy teraz tę równość stronami od równości (I). dzielimy obie
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strony przez x i wykazujemy w podobny sposób jak poprzednio, Ae
«, =  bt i tak dalej, ogólnie a„ — bn dla każdego w, a to znaczy, że obydwa 
dane szeregi potęgowe są identyczne, c. b. d. o Jeżeli więc jakaś funkcja 
da się w otoczeniu punktu x — 0 przedstawić szeregiem potęgowym, to 
to jest możliwe tylko w jeden sposób.

§ 289. Metoda nieoznaczonych w s p ó ł c z y n n i k ó w

Na twierdzeniu o identyczności szeregów potęgowych polega pewieD 
bardzo często używany sposób rozwiązywania rozmaitych zagadnień, zwany 
metodą nieoznaczonych współczynników. Myśl zasadnicza tej metody jest 
następująca. Jeżeli wiemy, że jakaś funkcja da się rozwinąć na szereg 
potęgowy, lecz nie znamy współczynników tego szeregu, natomiast znamy 
jakieś związki, zachodzące między tą funkcją a innymi funkcjami o zna­
nych rozwinięciach, to przedstawiamy te związki jako równość pomiędzy 
dwoma szeregami potęgowymi. Przez porównanie współczynników przy 
równych potęgach x po obu stronach tej równości otrzymujemy 6zereg 
równań, z których obliczamy współczynniki nieznanego szeregu potęgowego.

Przykłady
1) Przy dzieleniu liczby 1 przez szereg potęgowy chodzi o znale­

zienie współczynników c0, ct. znając współczynniki a0=|=0, ai< <**)••••
jeżeli te szeregi spełniają równość:

czyli:
Oq Oj X Oj X̂  -j“ • • • «o 4* c, x -f  r , 4 -

K  -j- o, x -j- as x‘* -f  ...) • (c0 +  c, x +  c* x* -f  ...) =  1

Wykonujemy mnożenie szeregów po lewej stronie, porządkując iloczyny 
składowe według potęg x i otrzymujemy:

ao fo +  («o Ci +  «i c0) X +  (a0c3 +  a, c, - f  a, c0) X‘l +
4 * (<*o c3 +  «i -f- ag c, -j- a, c0) ®8 +  ... =  1

Prawą stronę możemy uważać za szereg potęgowy:

1 +  0 . a > - t - 0 . ® a +  0 - a j 9 - f . . .

Z porównania współczynników obu stron tej równości otrzymujemy nastę­
pujący szereg równań:

a0c0 — 1
°oci +  aic0 =  0
°oca "ł" ai ci 4" aaC0 “  9
aoca +  ai ca +  aaci +  °3C0 =  0
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z których wyznaczamy kolejno nieznane współczynniki c„, e1, 
funkcje danych współczynników a0, at , a2,... Tak np.:

cgł... jako

«o =

2) Zastosujmy metodę nieoznaczonych współczynników do rozwi­
nięcia funkcji tg® na szereg potęgowy.

Ponieważ:

tg® sin®
cos®

przeto zachodzi związek:
(a) tg® • cos® =  sin®

Podstawiamy tu za cos® i sin® znane szeregi potęgowe (por. tom I, 
str. 399—400), za tg® zaś szereg potęgowy o nieznanych współczynnikach:

tg® =  c0 -j- cxas 4- ca®2 -f- c3 c8 +  ...

Łatwo okazać, że współczynniki o parzystych wskaźnikach są zerami i po­
zostaje rozwinięcie:

tg® =  Cj® +  Cg®3 - f  c6®* - f ...

Zatem wzór (a) przyjmuje postać:

(cx®+ cs®3+ c-&®3...) • (i -  ~  I r + • • •) “

®3 . ®3 ®7
— ® — 3 l + 5! 7 ] + " ‘

Wykonujemy po lewej stronie mnożenie szeregów potęgowych i otrzy­
mujemy:

cx®
®3 , a3 ®7
3! &T TT"

Przez porównanie współczynników obu stron otrzymujemy następujący 
szereg równań:

ei — 1
e _ L
* 2r— 3i

.  i
3 21 ‘ 41 6 ! '
. _t £s____ H
7 21 '4 !  6 ! 7!
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Z tych równań otrzymujemy kolejno:

a więc: 

(19)

Ci— 1, c3~  Cg — e, — •••

łg® =®  +  g ®3 -I- &®5 -|- g^g®7 +  ...

Metoda nieoznaczonych współczynników nie daje żadnej wskazówki, doty 
czącej zbieżności utrzymanego szeregu. Inną drogą okazano, że ten sze­
reg jest zbieżny dla | ® | < £ ti, tj. po obu stronach zera aż do najbliższych 
punktów, w których tg® przestaje być funkcją ciągłą (por Knopp.  
1. e. str. 245—6).

Niechaj czytelnik zbada w podobny sposób rozwinięcie na szereg 
potęgowy funkcji (parzystej), określonej wzorem:

7  dla®=J=0, a y — 1 dla x =  0

Metody nieoznaczonych współczynników używa się często przy roz 
wiązywaniu skomplikowanych zagadnień, a szczególnie przy rozwiązywa­
niu równań różniczkowych, o‘ czem będzie mowa w następnym rozdziale.

Dotychczas zajmowaliśmy się tylko szeregami potęgowymi w oto­
czeniu punktu x — 0, tj. szeregami postaci:

(s) a0 +  ai* +  a*®"-+-•••= P(x)

Wszystkie te rozważania możua przenieść na szeregi potęgowe w oto­
czeniu dowolnego innego punktu x =  a, tj. na szeregi postaci:

('o +  M® — o) +  ń2(® — «)2+  ... +  i„(® - a )n- f  ...

Kładąc tu x — a — x\ otrzymujemy bowiem szereg potęgowy:

«. b0-\- bxx' -\-b3x'2 Ą - ...

w otoczeniu punktu x' — 0. Promień zbieżności tego szeregu wyzuac-za 
się z współczynników bn tak samo, jak promień zbieżności szeregu w oto­
czeniu punktu 1 =  0 z współczynników an. Przedziałem zbieżności jest 
odcinek, przepołowiony punktem x =  a.

§ 290. Całkowanie i różniczkowanie szeregów potęgowych
Widzieliśmy, że każdy szereg potęgowy jest jednostajnir. zbieżny 

w każdym przedziale, leżącym wewnątrz zakresu zbieżności, wyrazy zaś 
jego są funkcjami ciągłymi. Wobec tego (por. § 285) jest dozwolone cał­
kowanie tego szeregu wyraz po wyrazie. A więc funkcja, przedstawiona 
przez szereg potęgowy, jest całkowalna, a całka jej jest równa funkcji, >
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przedstawionej przez szereg, złożony z całek wyrazów danego szeregu. Do 
każdej więc funkcji, przedstawionej przez szereg potęgowy, można sto­
sować wewnątrz zakresu zbieżności metodę całkowania przez szeregi, 
omówioną w § 285, w którym też podano przykłady stosowania tej metody. 
Zbadajmy teraz różniczkowalnośó szeregów potęgowych. Tworzymy w tym 
cela szereg, złożony z pochodnych wyrazów szeregu: •*

Wszystkie wyrazy tego szeregu są funkcjami ciągłymi.
Jeżeli ten nowy szereg jest jednostajnie zbieżny, to przedstawia on 

pochodną funkcji P(x) (por § 286). Otóż ten nowy szereg jest także 
szeregiem potęgowym (o innych współczynnikach) a więc jest wewnątrz 
swego przedziału zbieżności jednostajnie zbieżny. Chodzi jeszcze tylko 
o zbadanie, jaki przedział zbieżności posiada ten nowy szereg. Okażemy, 
że szereg (b) ma ten sam przedział zbieżności, co szereg (a). W tym celu 
udowodnimy, że każdy punkt, należący do przedziału zbieżności szeregu (a), 
należy także do przedziału zbieżności szeregu (b) i na odwrót.

I tak niechaj punkt x1 należy do przedziału zbieżności (— r, r) 
szeregu (a). Obierzmy w przedziale zbieżności dowolny punkt x0 taki, 
aby |a?j| <  |#0| <  r, a więc dla x =  x0 szereg jest zbieżny.

Wobec tego ciąg wyrazów anxH jest ograniczony (wyrazy te bowiem 
dążą do zera). Istnieje więc taka stała liczba A, że:

(a) P(x) =  o0 -f  o,a? -j- aixi 4- a3x3 4* • • • 4* +  • ••

a mianowicie szereg:

(b) Q{x) = ax 4- 2aax 4- 3 a.,®3 + ••• +  * a*®'"' 4" •••

l V|

Ogólny wyraz szeregu (b) ma dla x =  xl postać:

A więc:
< K - n q n~l

przy czym:

Zatem:
l«il <  * •  1

\2aix1\ <  AT-2q 
|3a3a;?| <  K -oqf

tUchonek różniczkowy i całkowy. T. 111.
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Ponieważ szereg: K -\-K -2 q -}-K ‘ 3qi -j- ... jest zbieżny (por § 871 
str. 16), przeto także szereg:

1011 ~ł~ 12°2asj| —|- |3a3®(| -f-...

jest zbieżny, a to dowodzi, że szereg (b) jest w punkcie xx zbieżny (i to 
bezwarunkowo). A więc każdy punkt â , należący do przedziału zbież­
ności szeregu (a), należy także do przedziału zbieżności szeregu (b)

Udowodnimy teraz prawdziwość twierdzenia odwrotnego. I tak 
jeżeli xt należy do przedziału zbieżności szeregu (b), to szereg:

K I  +  |2 a aa-a| +  13 a3 |

jest zbieżny. Mnożąc wszystkie jego wyrazy przez |as,|, otrzymamy nowy 
zbieżny szereg:

l°i®zl +  I2 o2®5| +  |3«s*M +  •••

Wyraży tego szeregu są niemniejsze od wyrazów szeregu

K ® » l +  K * j | + K ® a | +  ••

a zatem i ten drugi szereg jest zbieżny, a więc i szereg:

K l  +  K ® i l  +  K ® S I +  K ® 2 | +

jest zbieżny, to zaś dowodzi, że dla x — xa także szereg (a) jest zbieżny 
(i to bezwarunkowo).

Z rozważań tych wynika, że funkcja, przedstawiona przez szereg po­
tęgowy, postada pochodną wewnątrz przedziału zbieżności, a pochodną tę 
przedstawia szereg, utworzony z pochodnych wszystkich wyrazów danego 
szeregu, zbieżny w tym samym przedziale, co pierwotny szereg.

Dozwolone więo jest różniczkowanie szeregu potęgowego wyraz po 
wyrazie.

Ponieważ do nowego szeregu ątosuje się znowu to samo twierdzenie, 
przeto funkcja, przedstawiona przez szereg potęgowy, posiada pochodne 
wszystkich rzędów, a oblicza się je przez kolejne różniczkowanie Bzeregu 
potęgowego

Twierdzenie to odnosi się zarówno do szeregów potęgowych w oto­
czeniu punktu x =  0 jak i do szeregów w otoczeniu dowolnego innego 
punktu x — a.

Za pomocą wartości funkcji, przedstawionej przez szereg potęgowy 
i kolejnych jej pochodnych w jednym punkcie można wyrazić wszystkie 
współczynniki szeregu potęgowego.

I tak z wzoru:

f(x) — o0 - f  Oj®! - f  - f  aaa? - j-  . . .  -|- aB«T - f-  . . .



otrzymujemy:

Iworzymy pochodną:

f ‘ (w) — 1 • ai "l- 2 • aa x 4  3 • «3 x2 4 ... 4  m • an x*~} 4 .. 

a stąd, kładąc x =  0, otrzymujemy:

f  (0) =  1 • aj
Z drugiej pochodnej:

f"(x) =  1 • 2 • aa 4  2 • 3 • a3® +  ... 4  n • (« — 1) • a,®*-8 4  < 

otrzymujemy:
/"(0) =  21*na

Ogólnie z pochodnej otrzymujemy:

Z-1*) (0) =  n 1 a,
a zatem:

0)

Wobec tego można przedstawić dany szereg potęgowy w postaci:

(20)

to zaś jest szereg Maclaurina. Widzimy więc, że rozwiniecie funkcji 
na szereg potęgowy jest. jej szeregiem Maclaurina. Stosując to samo 
rozumowanie do szeregu potęgowego dla otoczenia dowolnego punktu 
x =  xx, tj. do szeregu:

f(x) =  ba 4- bl \x — xx) 4 ba(x — ajjl2 4 ••• 4 — x1)l> 4 •••

stwierdzamy, że ten szereg jest identyczny z szeregiem:

(21)

I

tj. z szeregiem Taylora.
A więc rozwinięcie funkcji na szereg potęgowy w otoczeniu dowolnego 

punktu jest jej szeregiem Taylora.

f(x) = f{xf\ +  M  (X -  xx) 4 — (co -  x f f 4

4 ■ • • ■ f {n\x x)
nl -(x — xl)n-ł-...

6*



Rozwijanie funkcji na szereg Maclaurina lab Taj  lora i roz­
wijanie funkcji na szereg potęgowy jest więc tym samym zagadnieniem, 
rozwinięcia te są bowiem identyczne. Klasa funkcyj, dających się rozwi­
nąć na szereg Maclaurina lub Taylora,  jest więc identyczna z klasą 
funkcyj, przedstawialnych przy pomocy szeregów potęgowych.

§ 291. Szeregi potęgowe zmiennej zespolonej

Własności szeregów potęgowych, poznane w poprzednich paragra­
fach, odnoszą się bez zasadniczych zmian także do takieh szeregów po- 
tęgowych:

ao +  ai s +  02**'+
w których zarówno zmienna z jak i współczynniki ak mogą przybierać 
wartości zespolone. W szczególności wszystkie rozważania i twierdzenia 
o promieniu zbieżności stosują się do tego ogólniejszego przypadku, z tą 
tylko różnicą, że zamiast przedziału zbieżności na osi liczbowej wystę­
puje tu koło zbieżności na płaszczyźnie liczbowej.

I tak dochodzimy tu do rozróżnienia następujących trzech jedynie 
możliwych przypadków.

1) Szereg potęgowy może być zbieżny tylko w jednym punkcie 
z — O płaszczyzny liczbowej; mówimy wtedy, że jego promieniem zbież­
ności jest r =  O a jego zakresem zbieżności jest koło o promieniu r — 0.

2) Szereg potęgówy może byó zbieżny we wszystkich punktach z
płaszczyzny liczbowej; szereg taki nazywamy bezustannie ibieżnym. Jego 
promieniem zbieżności jest wtedy r oo a jego zakresem zbieżności
jest cała płaszczyzna liczbowa czyli koło o promieniu r =  -f- o°.

5) Szereg potęgowy może byó zbieżny dla wszystkich lićzb zespo­
lonych z, spełniających nierówność | ^ | <r ,  a rozbieżny dla wszystkich 
z, spełniających nierówność | 2 | >? \  Dodatnia liczba r jest wtedy pro­
mieniem zbieżności szeregu, a wszystkie punkty wewnątrz koła o pro­
mieniu r o środku w początku układu należą do zakresu zbieżności tego 
szeregu. Wiemy bowiem, że bezwzględną wartością liczby zespolonej:

jest:
\z \= z \x  Ą- iy\ =  \x % Ą-y* 

Warunek ^ięc J 2 j <j r ma dla takich liczb oostać:

\x 2 -(- y2 <  r
czy li:

4- y' <  »•*

%
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a to znaczy, że te punkty z leżą wewnątrz koła o promieniu r. Dla roz­
maitych liczb, spełniających równanie |z | =  r, tj. leżących na okręgu 
tego koła, może byó szereg zbieżny lub rozbieżny.

We wszystkich tych przypadkach możemy mówić o kole zbieżności 
(degenerującym się do jednego punktu w przypadku r — 0, a zamienia­
jącym się na całą płaszczyznę w przypadku r =  -f-oo, tj. w przypadku 
bezustannej zbieżności).

Zakresem zbieżności szeregu potęgowego jest zatem zawsze jakieś koło 
o środku w początku układu, przy czym punkty, leżące na samym okręgu, 
mogą byó punktami zbieżności lub rozbieżności.

Teraz dopiero nabiera pełnego znaczenia nazwa: „promień zbież­
ności14 dla liczby r.

Rozważania te odnoszą się także do szeregów potęgowych w oto­
czeniu dowolnego punktu, różnego od z — 0, tj. do szeregu:

bo +  bi(z ~  *i) 4- K (z — zi)2 +  • •• +  K (z — zx)n +  ...

należącego do otoczenia punktu zx 4= 0. Środkiem koła zbieżności jest 
dla tego szeregu punkt, odpowiadający liczbie zespolonej zv

Szereg potęgowy przedstawia funkcję zmiennej zespolonej, której 
zakresem istnienia jest wnętrze koła zbieżności, a czasem także niektóre 
lub wszystkie punkty, leżące na okręgu tego koła Jest ona wewnątrz 
tego koła ciągła i różniczkowalna nieskończenie wiele razy, a pochodną 
otrzymuje się, różniczkując szereg potęgowy wyraz po wyrazie. Funkcja 
ta posiada także całkę nieoznaczoną. Okazano, że także całka krzywo­
liniowa (która występuje w tym wypadku zamiast całki oznaczońej) ist­
nieje i jest niezależna od drogi całkowania, jeżeli ta droga leży całkowi­
cie wewnątrz koła zbieżności. Zarówno całkę nieoznaczoną jak <t całkę 
krzywoliniową (w przypadku, gdy droga całkowania leży wewnątrz koła 
zbieżności) otrzymuje się, całkując szereg potęgowy wyraz po wyrazie.

Funkcje, określone przez szeregi potęgowe, są więc wewnątrz koła 
zbieżuości bardzo regularne: można nimi rachować podobnie jak wielo­
mianami. Funkcję, przedstawioną przez szereg potęgowy wewnątrz koła 
zbieżności, nazywamy fu n k c ją  a n a lityczn ą  w tym obszarze.

Do funkcyj .analitycznych (w pewnym obszarze) należą wszystkie 
funkcje elementarne i wiele innych funkcyj przestępnych. Używając sze­
regów potęgowych, na które dadzą się te funkcje rozwinąć, możemy roz­
szerzyć definicje znanych funkcyj elementarnych zmiennej rzeczywistej 
na funkcje zmiennej zespolonej i badać ich własności w tym rozszerzonym 
zakresie. Wykrywamy w ten sposób nieraz nowe, bardzo interesujące 
związki, zachodzące między funkcjami elementarnymi i dopiero z tego 
ogólnego punktu widzenia uzyskujemy zupełne zrozumienie ich natury.
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Zastosujemy tę m*todę badania do funkcji wykładniczej » Funkcja 
ta da się, jak wiemy, przedstawić szeregiem potęgowym:

1 _L * +
+  1! +  2 !

a3 x"
+  3 ! + - + ^  +  -  =  *’

Zbadajmy ten szereg potęgowy dla zespolonej zmiennej z, a mianowicie 
szereg:

' 1 +  n + l r + s r + - + 5  +

Jest on bezustannie zbieżny, tak samo jak szereg potęgowy funkcji e*. 
Określa więc jakąś funkcję w całej płaszczyźnie. Oznaczmy tę funkcję 
także i teraz symbolem e’, a więc:

(22)
'  +  ż + B + ~ + 5 t + — I

z*
£T e*

Możemy to uczynić, ponięważ symbol e‘ nie miał dotychczas dla nas ża­
dnego znaczenia, gdy z nie było liczbą rzeczywistą a dla z rzeczywistych, 
np. z =  x, szereg ten istotnie przedstawia funkcję wykładniczą e*. Nada­
liśmy w ten sposób ściśle określone znaczenie potęgowaniu liczby e przez 
wykładnik zespolony. Tak samo dla każdej innej dodatniej liczby a mo­
żemy teraz definiować potęgowanie przez dowolny wykładnik, rzeczywi­
sty lub zespolony, przedstawiąjąc to a w postaci:

i kładąc: 

(23) •

a — e lo*»°

a’ =  ć*10**0

W ten sposób nadaliśmy sens takiemu np. wyrażeniu, jak: 3vr* czyli 3'; 
jest to mianowicie liczba zespolona e,logs, przedstawiona następującym 
zbieżnym szeregiem:

. tlog 3 i2 log* 3 i8 log8 3 
11 ^  2! 3! +  ... =  3'

Otrzymaliśmy w ten sposób potęgi nowego rodzaju. Zachodzi pytanie, 
czy do tych nowych potęg stosują się te same reguły rachunkowe, co do 
zwykłych potęg o wykładnikach rzeczywistych. Najważniejszą taką re­
gułą jest mnożenie potęg o równych zasadach:

=  a‘+y

Zbadajmy, czy podobna reguła stosuje się do iloczynu potęg: e" • e* o wy­
kładnikach zespolonych.

\
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Otóż według definicji takich potęg, jest!

^=i+ft+|[+S+-
+  ^  +  +  +

Stąd:

+  +•••)•(! + i f + | r + ^ - + - . )

Wykonujemy mnożenie tych szeregów potęgowych, grupując iloczyny 
składowe według stopni wyrazów, zawierających potęgi liczb zx i z 
i otrzymujemy:

*= 1 +  y]-(?x + 2la) +  2f(zi +  2 «1«2+ 22) +

+  gj" +32?za +  3a:1z |-h 2i)4*” ’

Zatem:

e*<. e* =  1 - f  +  +  *i)* +  (*i4*2,a)* +  "*

W myśl wzoru (22) przedstawia szereg po prawej stronie wartość 
funkcji wykładniczej dla z =  zx zz, tj. e'1+i*.

A więc:
£“ .£**= er‘+'*

Reguła mnożenia potęg o zasadzie e a o wykładnikach zespolo­
nych, jest więc taka sama, jak dla wykładników rzeczywistych.

Reguła ta utrzymuje się także w mocy dla potęg o dowolnej dodat­
niej zasadzie a.

Z tej reguły wyprowadza się inne reguły potęgowania. Istnieją 
jednak także iiine związki pomiędzy potęgami, niespotykane w zakresie 
zmiennej rzeczywistej. I tak zbadajmy funkcję wykładniczą dla czysto 
urojonych wykładników, np. dla z — iyt przy czym y jest liczbą rze­
czywistą. Otrzymujemy:

Szeregi, zawarte w nawiasach, przedstawiają rozwinięcia, funkcyj cosy 
i sin y, a zatem:

(24) e'-’’ =  cos y -}- i sin y
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Wzór ten jest bardzo dogodny do obliczania potęg o wykładniku urojo­
nym, nie trzeba bowiem używać nieskończonych szeregów, a wystarczą 
tablice funkcyj trygonometrycznych. Tak np. wartość potęgi 3' =  e'log3 =  
=  cos (log 3) — i sin (log 3), a to można obliczyć przy pomocy tablic.

Bezwzględna wartość każdej potęgi liczby e o czysto urojonym wy­
kładniku jest równa 1, albowiem:

1^1 =  ŝina# -f- cos2# =  1

Wszystkie zatem punkty płaszczyzny liczbowej, odpowiadające urojonym 
potęgom liczby e, leżą na okręgu koła o promieniu 1.

Możemy teraz obliczyć bez użycia szeregu potęgowego także potęgę 
liczby e o wykładniku zespolonym: z ~  x iy, a mianowicie:

(25)

Z tego wzoru wyprowadza się bardzo ważny a nieoczekiwany wniosek. 
I tak wartość prawej strony nie zmieni się, gdy za y podstawimy 
y +  2 n, y —|— 4 TT, ogólnie y -\-2 k n  o całkowitym k, ponieważ liczba 2 n 
jest periodem funkcyj siny i cosy. Wobec tego także lewa strona wzoru
(25) Die zmieni wartości, gdy za y podstawimy y-\-2kn , a więc:

C* —  g*+6' —  gt+ ily+ zhn) —— yc + iy + lk iu ___. ^ + v i  r.i

Zatem:

(26) +̂2*71/ _  g*

t* — ec+‘y — e* • (cos y -f- i sin y)

Wzór ten dowodzi, że funkcja wykładnicza e1 jest funkcją periodyczną, 
a mianowicie posiada czysto urojony period 2kni.

Kładąc w tym wzorze z — (> a k — 1, otrzymujemy następujący 
związek, pomiędzy liczbami e, n, ś, tak ważnymi w analizie matematycznej:

(27)

Na uwagę zasługują też następujące specjalne przypadki wzoru (24):

eni =  cos n -|- i sin n =  — 1 —(— i . 0 == — 1
i' n . . .  n _ . . . . .e* =  cos -f- i sin— =  0 z • 1 =  ~ł- *

—Ki

e a : cos ( - J ) - f t s i n  ( - f ) = 0 - t . l

Używając wzoru (24), możemy uzyskać bardzo proste związki mię­
dzy funkcjami trygonometrycznymi zmiennej rzeczywistej, a funkcją wy­
kładniczą zmiennej urojonej. I tak:
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e* « ■ cos x -{- i sin x 

e~xt — cos x — i sin a; 

(P -}- e~xl =  2 cos x 

e “  — e ~ x l =  2 i sin x

Stąd wynikają następujące wzory Eulera:

(28) cos x =  4- («** -f- e xi)

(28 a) 1
sin ® =  -r-.2i (e* — e~xt)

Tych wzorów można użyć z pożytkiem przy całkowaniu dodatnich cał­
kowitych parzystych potęg funkcyj sin x i cos x.

Podstawia się mianowicie zamiast Sin2" x lub cos2" x wyrażenia

lub (exl — e~xl)2n i rozwija się potęgi dwumianów według wzoru Newtona.

Otrzymujemy w ten sposób zamiast skomplikowanych wzorów redukcyjnych, służących 
do obliczania całek z funkcyj sin2" x, cos2" x, całkę z sumy potęg postaci efa/, któro

całkujemy odrazu, a mianowicie f  ek*ldx =  i  ekxl. Po wykonaniu całkowania zbie­

ramy razem odpowiednie pary eM, i zastępujemy je funkcjami cosfca: lub sin hx.

Z wzoru (24) wyprowadzimy bardzo ważny wzór Moivre'a. Pod­
nieśmy obie strony wzoru (24) do potęgi mf to otrzymamy:

(ex‘)m =  emx‘ — (cos x +  i sin x)n 

ale emxl =  cos m x -f- i bid mx, a zatem:

(29) (cos x -f- i sin x)m — cos m x -j- i sin ni x

Wzór ten ma bardzo liczne zastosowania w algebrze i w analizie.
Wykonując po lewej stronie potęgowanie i porównując ze sobj 

części rzeczywiste i czysto urojone, można otrzymać wzory, wyrażające 
cos tnx i sin ma; za pomocą potęg funkcyj sina? i cos a?. Chcąc zaś uzy­
skać przeciwnie, wyrażenie potęg funkcyj sina; i cos a; za pomocą sinu­
sów i cosinusów wielokrotności kąta x, podnosimy obie strony wzorów 
Eulera do m-tej potęgi. W ten sposób otrzymamy:

2m cos" x — (e“ -f- e~*)m =■

—  d**1 - j-  m  e<m-fo  - f  (jj) -J - . . .  -f- m e~(-"‘-i)xl - f  e~mxi
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Zbierając tu razem po dwa odpowiednie wyrazy od początku i końca, 
otrzymujemy znowu na podstawie wzoru Eulera:

(30)

Kładąc tu f  -\-x zamiast ®, otrzymujemy po wykonaniu rachunków:

(30 a)

Te wzory bywają stosowane w rachunku całkowym przy obliczaniu 
całek z potęg funkcyj sin® i cos® dla wykładników parzystych natural­
nych, Przy pomocy tej rozszerzonej definicji funkcji wykładniczej można 
uzupełnić pewną lukę w matematyce elementarnej. Określa się mianowicie 
w matematyce elementarnej tylko logarytmy liczb dodatnich. Obecnie mo­
żemy rozszerzyć tę definicję także na liczby ujemne i ogólnie na dowolne 
liczby zespolone. Trzymamy się mianowicie ciągle tej samej zasadniczej defi­
nicji, a mianowicie: logarytm jest to funkcja odwrotna względem funkcji 
wykładniczej. Jeżeli więc: z — e”, to: u> — logez. Jeżeli z =  x iy, to 
w jest na ogół także liczbą zespoloną: w =  u -f- iv. Chodzi więc o wy­
znaczenie rzeczywistych liczb w, v z warunku:

® -f-iy =  eu+h
Na podstawie wzoru (25) otrzymujemy:

® -f- iy =  e“ (cos v -j- i sin v)

Lewą stronę można także wyrazić za pomocą funkcyj trygometrycznyeh, 
używając na płaszczyźnie liczbowej współrzędnych biegunowych zamiast 
prostokątnych, a mianowicie kładąc X — r cos y =  r sin przy czym

r =  |/®* +  #*, 9  =  arctg —. Wobec tego powyższy wzór przyjmie postać: 

r (cos & -f- i sin #) =  e“ (cos u -j“ * s*n v)

2m sin" ® = .(— 1)T • 2 ĵcos — cos (m — 2) ® +

-j- (3) cos (m — 4)® -f- J (— l )5 jj dla parzystych n
m±i r

(— 1) » • 2 sin m ® — (”) sin (m — 2) ® -j- (£) sin (»w — 4)®-j- 

+ . . . + ( - 1^ ( 5 .) sin ®| dla nieparzystych n

2* cos" ® =  2 cos m  ® -j- 2 ’(£) cos (m — 2J ® -J- • • • -f- 2 cos ®
dla nieparzystych m

=  2 cos m x -f- 2 (") cos (m — 2) ® -f> • • ■ +  j dla parzystych- m
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Liczby zespolone, stojące po obu stronach tej równości, muszą mieć równe 
wartości bezwzględne, a argumenty (kąty) równe lub różniące się tylko 
o wielokrotność liczby 2n. A więc:

e* — r, v ==■ & -\-2 kn

3tąd u =  log, r. Wyznaczyliśmy zatem szukaną parę liczb: w, v. Wobec tego:

czyli:

(31)

w =  log, z — u iv — log, r -f- i (9 -}- 2 kn)

log, (x +  iy) =  log, \x 2 +  ya -j- i ârc t g | +  2 kn

Widzimy zatem, że logarytm każdej liczby, nawet dodatniej, jest funkcją 
nieskończenie wielowartościową, można bowiem w tym wzorze podstawiać 
za k liczby: 0, ^  1, ± 2 , ... Pochodzi to z periodyczności funkcji ew 
Dla A;=0 otrzymujemy liczbę, zwaną wartością główną logarytmu. 

Przykłady.
1) Dla z — 1 jest r =  1, 9 =  0, a więc:

log, 1 =*0-\-i(0-\-2kri) =  2kn i

przy czym k — 0, ± 1 , ±  2, .. Wartością główną jest liczba 0. Potęgu­
jąc zasadę e przez każdą z tych liczb, otrzymamy zawsze na wynik liczbę 1.

Dla logarytmu o zasadzie 10 otrzymujemy tu także nieskończenie 
wiele wartości, albowiem:

logio 1 =  logio e • log. 1 =  0-43429... • 2 kni

2) Weźmy z — — 10. Wtedy |z |  =  10, 9 =  \n (por. fig. 6)
Obliczmy log,0(— 10) i

Z wzoru (31) otrzymujemy:

log,(— l 0)=log, 10-f  i(.n-\-2kń)
& • 180 *

Stąd zaś wynika, że:

logio (— 10) =  log10 e (log, 10 - f  - 0 X
Ą-i{n +  2kn)) =  l +
|- 0-43429... Tit(2i-j- 1) Fig. 6.

Główną wartością tego logarytmu (tj. dla k =  0) jest zatem liczba 
zespolona:

logio (— 10) =  1 +  043429 . . .n i

Wszystkie inne wartości są także zespolone.
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3) Obliczmy log.ż. Ponieważ z =  i, |z| =  1, # == przeto: 

logei =  log„ I Ą- i[ \n  -\-2kń) — ^ni-\- 2kn i 

Wartością główną jest:
loge i — k ni

Wprowadziwszy tę ogólną definicję ' logarytmu, możemy teraz uogólnić 
definicję potęgi na dowolne zasady (dotychczas bowiem rozważaliśmy 
tylko potęgi o dodatnich zasadach). Wychodzimy z wzoru: a==elog«“? któ­
rego używaliśmy dotychczas tylko dla dodatnich liczb a. Obecnie ma ten 
wzór ściśle określone znaczenie także dla dowolnych zespolonych a. 
Potęgę ab o dowolnej zasadzie a określamy zatem za pomocą wzoru:

a* — eb'0*'a

Jeżeli więc a =  x -j- i y, b — u -j- i t>, to:

(x -f- iy)"+ft’ =  e«>+‘’0iogf(*+O’)

Potęga ta jest w ogólności wielowartościowa, ponieważ log,(® +  *y) jest 
wielo wartościowy.

Tak np.:
j i  _  ei\o%,i —  et(łn i-\-2 k7 iĄ  _  e ~ {± n -\-2 kn )

Dla A =  0 otrzymujemy wartość główną:

i1 —

a więc otrzymaliśmy na .wynik liczbę rzeczywistą. Także dla innych k 
otrzymujemy wartości rzeczywiste.

Łatwo można okazać, że przy całkowitym wykładniku b otrzymu­
jemy tylko jedną wartość potęgi, przv ułamkowym wymiernym wykład-

T)
niku 6 = ^  otrzymujemy tyle wartości, ile jednostek zawiera mianownik

Vuproszczonego ułamka a przy niewymiernym lub urojonym wykład

niku otrzymujemy nieskończenie wiele wartości
Szczególnie ważne jest badanie za pomocą szeregów potęgowych 

nieelementarnych funkcyj przestępnych, jak np. funkcyj eliptycznych. 
Teoria funkcyj analitycznych zmiennej zespolonej jest jednym z najob­
szerniejszych i najdokładniej opracowanych działów matematyki wyższej. 
Znalazły one bardzo rozległe zastosowanie w rozmaitych działach tech­
niki (np. w elektrotechnice, aerodynamice, geodezji) W polskiej litera­
turze posiadamy do tego przedmiotu tylko jeden, przestarzały już dzisiaj, 
podręcznik J. Puzyny p. t. Teoria funkcyj analitycznych (2 tomy, Lwów
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1838—1900). Natomiast obca literatura obfituje w znakomite podręczniki 
z tego zakresu. Wymienimy tu tylko następujące, bardzo rozpowszech­
nione podręczniki: K. Knopp, Funktionentheorie (2 tomy, Sammlung 
Góschen, wyd. 2, 1918, 1920 r.) i A. Hurwitz-R.  Co u rant, Funk­
tionentheorie (Berlin, wyd 2, 1925 r.).

Ustęp IV 

SZEREGI FOURIERA

291, Interpolacja trygonometryczna

Obok szeregów potęgowych odgrywają bardzo ważną rolę w mate­
matyce czystej i stosowanej szeregi funkcyjne, zbudowane z funkoyj try­
gonometrycznych, a mianowicie szeregi postaci:

(ffiCoso: b1sinx) +  (a2cos2a? -f- ńasin 2x) -|-
©O

+ . . . -j- (a„cosnx-\-bBsionx) +  . . .= ^ (a Bcosnx-f-1>„sin nx)
n-1

Szeregi takie, zwane szeregami trygonometrycznymi,- nadają się bardzo 
dobrze do ujmowania we wzory matematyczne zjawisk periodycznych.

Naukę o szeregach trygonometrycznych nawiążemy do interpolacji 
trygonometrycznej, tj. do przedstawiania szukanej funkcji w przybliżeniu 
za pomocą skończonej sumy postaci:

T w  (te) =  y  =  4  °o +  a i cos ® sin *  +  °a C08 2 *  +  2 a5 +
-f  ... +  a r cos rx  4 - ńrsin rx

zwanej wielomianem trygonometrycznym. Wzór ten przedstawia funkcję 
periodyczną. Periodami poszczególnych dodajników są liczby 2n,

£ 2n,. .., ~ 2 n, wspólnym zaś periodem wszystkich dodajników jest naj­

większa z tych liczb, tj. 2n, a zatem:

y{x +  2 n) — y[x)

Taki wielomian nadaje się dobrze do aproksymowania funkcji g(x) o perio­
dzie 2 Ti, określonej dla wszystkich x. Jeżeli zaś chodzi o aproksymo- 
wanie funkcji f{x) o innym periodzie p, to trzeba tylko zamiast x wpro­
wadzić nową zmienną związaną ze zmienną x za pomocą proporcji:

X  x — p :  2n
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Stąd:

Gdy x' zmienia się od 0 do 2 ti, to sc zmienia się od 0 do p. Do apro­
ksymacji funkcji:

m = f [ ^ ] = 3 W ) '
/

należy zastosować wzór (33), tj. zastąpić ją w przybliżeniu wielomianem 
t rygon om etry czn y m:

Czyli:

(34)

y — i ®o +  a\ cos x' -f- 6X sin as' -f- a% cos 2 a>' -f- 4>2 sin 2 a?' —K 
- f - ar cos r x' -f- br si n r x'

, , 2713? , , . 2 713? . n2nx  ,y =  ło 0 +  flic°8 - y +  A, s in - y - 4 -oacos2 -^ -- ł-

. , . n2nx  , . 2 ti3? . , . 2 ti®-f- o2 sin 2 -------1- ... -f- arcosr------- (- o,sin r -----
P P P

Wzór (33) lub (34) jest matematycznym ujęciem superpozycji skończonej 
liczby drgań harmonicznych. Mając bowiem daną funkcję:

V — fr(t) =  c0 +  <?isin (.io t «x) +  r2sin (2 w t -j- a2)-f-... -Ą- crsiu (rw t +  ar)

której dodajniki przedstawiają drgania harmoniczne o amplitudach c
. . .  2Ti „ 2ti 2 7 1 . . .

c2, . . . , cr, o periodach px=  — , P z=  2 —  pr — r •—  i o razach

a1,a 2, . . .a r, możemy ją sprowadzić do postaci, wyrażonej wzorem (33). 
Kładziemy w tym celu: cu< =  a?, a sin(&cuć -{- ak) =  sin kot • coso* j- 
-4- coskat* sin ak. Oznaczając:

i«o =  co! ak — c*sin «*, bk =  ck cos a* (k=  1,2,,..,»-)

otrzymujemy wzór (33).
Dowolna funkcja periodyczna f(x) da się w ogólności tylko w przy­

bliżeniu przedstawić skończonym wielomianem trygonometrycznym. Zoba­
czymy natomiast, że wszystkie, w zastosowaniach spotykane funkcje 
periodyczne, dadzą się przedstawić ściśle nieskończonymi szeregami trygo­
nometrycznymi.

Rozpoczniemy od przybliżonego przedstawienia .funkeyj wielomia­
nami trygonometrycznymi czyli od interpolacji trygonometrycznej. 1

Postawmy to zagadnienie interpolacji w następujący sposób. Chcemy 
aproksymować wielomianem trygonometrycznym funkcję f(x), znając jej 
wartości yk w n punktach. Nie żądamy jednak, aby. ten wielomian przy­
bierał w tych punktach ściśle wartości yk, żądamy natomiast, aby suma
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kwadratów błędów była możliwie najmniejsza, tj. chcemy zastosować do 
tego zagadnieuia metodę najmniejszych kwadratów (por. tom I, str. 456 
i § 158, str. 483).

Chcemy „wyrównaćB szereg dowolnie podanych punktów za pomocą 
linji falowej, otrzymanej przez superpozycję kilku odpowiednio dobranych 
fal sinusowych Taka forma interpolacji trygonometrycznej jest potrzebna 
wtedy, gdy chcemy zbiór, złożony z bardzo wielu punktów, aproksymo- 
wać wielomiauem trygonometrycznym', złożonym z niewielu wyrazów, 
Wtedy liczba danych jest większa od liczby współczynników a*, 6*, pro­
blem jest więc nadmiernie wyznaczony: żądając, aby wielomian trygono­
metryczny przybierał w danych punktach ściśle żądane wartości, otrzy­
malibyśmy więcej równań aniżeli niewiadomych, nie dałyby się więc 
one rozwiązać. Możemy natomiast wyznaczyć te współczynniki metodą naj­
mniejszych kwadratów.

Do aproksymacji funkcji f{x\ która dla:

a  =  0,

przybiera wartości:

2ji 2n 2n 2 n— , 2 ---- , 3 ...... .......[n — 1)-----n n n n

A®) = y0- ?i» ya- yz...... y*-\

użyjmy np. następującego wielomianu trygonometrycznego, złożonego 
z pięciu wyrazów:

cos® -J- bx sin x +  fl2co8 2® -f- ł>asiu 2®

Jeżeli n >  5, to nie możemy żądać, aby ten wielomian przybierał ściśle 
dane wartości w danych punktach.. Możemy natomiast wyznaczyć współ­
czynniki tego wielomianu z warunku, aby suma kwadratów błędów była 
minimum, przy Czym za błąd uważamy różnicę pomiędzy daną wartością 
funkcji a wartością tego wielomianu w każdym danym punkcie. Suma 
kwadratów tych błędów jest funkcją 5 zmiennych: a0, ar  a2, bx, />a 
i ma postać:

F{a0, ax. a2. bv ba) =  (y0 — k «o — a\ ~  az)s 4*
, / . 2n 2n . 2 n .  2n\*-j- U, — l a0 — o. cos------a,cos 2 --------ń.sin-------o,siu 2 « — I -+*\ 1 » n n n }

4- |ya-j-a0— 0^082 • —a2cos2 2̂ - ^ j  — blBin2-<̂  — ó2sin2 2̂ - ^ j j  -f--

-f- (y«-i — 4ad— axC08(w — l ) ^  a2 cos (n — 1) (2- -

— bx sin (n — 1) — — b2 sio (n — 1)^2 • ~~JJ
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Wartości współczynników n0, f l , . oa, i , ,  dla których ta funkcja przy­

biera minimum, wyznaczymy z warunków

3 r  =  ». r  = n dF
3n„

?F
c U ,

Otóż
5F
T“ — ‘ ifl.Vn J «n — ai “ "*>

I , 2 n „Zn V“  ! yj — " o -ol co»-----aaPO»2------- ...I —
'  M M /

I I , °o / .  I 2 n , „ 2 n ,
+  Si t  yj +  -r i •» „ — °i * 4  ®°* - 4  f*-08 2 • 4*Z \ n n

2 /t \ / 4 Ti 4 Ti
-+- ■ 4"c"9 Oi — 1).....I 4" na (i 4* c°8 4  c"8 2 • -(-n I \ n n

+  +co s(w 1 4- (sin 4- .. | 4" ht (8in A" +  ) — C

2 n

SF
°’ . 0, =  °

0

Stąd

Vo

Wyrażenia, zawarte w nawiasach, są, jak łatwo dowieśó, zerami Otrzy­
mujemy więc

_ * - I
2 2 

"o =  n (yo +  ifi +  y% +  • • • +  t) =  —̂  .y*
A-O

W zupełnie podobny sposób otrzymamy z pozostałych warpnków 
na ekstremum funkcji F następujące wzory na dalsze, współczynniki:

(I - ł n ł

A-O

Ogólnie, gdyby wielomian trygonometryczny zawierał więcej dodajmków, 
otrzymalibyśmy Da współczynniki ap i bp wzory ogólne:

(3f>)
2 n~v

«/> =  „  I » ~ [ p J . 2 « ) ,
2  °—̂

n 2 V‘ a' " {
* 9 \  p  • — • i  J l \
n j

A-O A-O

i ' ‘
i *

Dalszym zagadnieniem interpolacyjnym jest aproksymowame funkcji 
f(x), podanej dla wszystkich -punktów przedziału < 0, 2 ji> , metodą naj­
mniejszych kwadratów, przy użyciu błędu średniego. Żądamy mianowicie, 
abv całka z kwadratu błędu: f{x)— Tą(x) była minimum, przy czym T„(x)
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oznacza wielomian trygonometryczny. Używają* sp. wielomianu trygono­
metrycznego, złożonego z 5-ciu początkowych wyrazów (jak w poprzed­
nim zagadnieniu), Bzukamy minimum całki:

czyli całki:

(/(») — Tf{a»y dm

F1— 1 [/(®) — I °o — ai cos a? — a, cos 2 a; — i, sin x — 6, sin 2®]ł da

2n

2 71 2 71 />
-j- a. ' cosxdx

i/0 n
2n

ć/$ -j- I sin 2 x

Tworzymy pochodne cząstkowe tej całki według parametrów «0, alt a, 
by, ba (różniczkując pod znakiem całki) i przyrównujemy je do zera.

I tak:

1^  =  0
O

*3 T (x)Ponieważ—̂ p r z e t o  otrzymujemy stąd:ddo

2n 2/i 2/i 2 Ti 2n
i, J cos 2 x da -f-

O

Wszystkie całki po prawej strohie są równe zeru, pozostaje zatem:

Jf{x)dx  — zz
it

a stąd:

(36)

Z warunku:
271 2 n

f  2(f(x) — Tt (x))~^—dx =  f  2{f{x)— (— cosx) dx =  O
c-flj J  cUlt J

o o

otrzymujemy po wykonaniu prostych rachunków.

a a
a , =  l-  f  f ( x )  COS ■'V i}™

ft&cnunok różniczkowy i ca/kowy. T. III.
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Z pozostałych warunków na ekstrema otrzymujemy w podobny, 
sposób wartości pozostałych współczynników. Dochodzimy w ten sposób do 
następujących wzorów ogólnych na te współczynniki:

(37)

l r
a„~ ~ I f (aj)cospxda?

o
2n

b„ — —J  f{x) sin px dx

Wzory te, zwane wzorami Euler a-F o u r i e r a, mają podstawowe znacze­
nie w teorii szeregów trygonometrycznych. Zobaczymy bowiem, że współ­
czynniki nieskończonych szeregów trygonometrycznych, przedstawiających 
funkcje /(aj), wyrażają się tymi samymi wzorami.

Uwaga. Wzory te można otrzymać przez przejście do granicy we wzorach, słu­
żących do interpolacji skończonego szeregu .wartości. I tak, kładąc we wzorze (35):

2n 2 n
—  =  Ax, k - —- =  aj* i y* =  /(<r4)fi n

możemy przedstawić wzór (35) na ap w postaci:

A n~* 1 0—1
a, — — ̂ /W c o s p a ^  -J£7(®*1 coa px„Ax

4 -0 4 -0

Z tej postaci jest widoczne, ze gdy n -+ oo, czyli -► 0, to prawa strona tego wzoru

d$iy do f(x)coepxdx.

Wprowadzając te współczynniki w wielomian trygonometryczny, mo­
żemy obliczyć średni kwadrat hłędu, który popełniamy, używając tej 
aproksymacji, najlepszej w sensie metody najmniejszych kwadratów. Ten 
średni kwadrat błędu przedstawia całka:

l Y  Y Y Y
1 =  I (f(x) — y)2dx =  j  f*{x) dx — 2 l  f(x)ydx -f  / yidx

Po wykonaniu rachunków otrzymamy dla

(38) 7 =  /  +  +  +  +  +  ̂  +  ̂  +  +
■ P
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Ponieważ l  jako całka z nieujemnej funkcji (f(%) — y)5 jest nieujemna, 
przeto zawsze, gdy ap i bp są obliczone z wzorów Eulera-Fou riera, 
spełnia się nierówność:

Przedstawienie periodycznej funkcji f(x) w przybliżeniu za pomocą wie­
lomianu trygonometrycznego:

y =  -f- Cj cosx -j- b1sinx -f- o2 cos 2 a? -f- bas\ty 2 a? -f-
arcosrx -j- brsin r x

którego współczynniki są obliczone z wzorów Eul e ra Fo u rie ra. nazy­
wamy przybliżoną analizą harmoniczną funkeji fyx). W teorii drgań od­
powiada temu zastąpienie skomplikowanego drgauia drganiem zasadni­
czym i skończoną liczbą drgań górnych.

Uwaga. Zagadnienie to jest tak ważne w zastosowaniach, że obmyślono rozmaite 
przybliżono rachunkowe metody wykonywania analizy harmonicznej i zbudowano wiele 
rozmaitych przyrządów, zwanych analizatorami harmonicznymi, które pozwalają roz­
wiązać to zagadnienie w sposób mechaniczny (zob. Runge-Kćłnig, 1. e. str. 211—31; 
A. Galie,  Mathematische Instrumente (Lipsk, 1912, rozdział VIII, str. 131—54); 
A. Wil lers,  Methoden der praktisehen Analysie (Berlin, 1928, str. 269 i nast.)).

We wzorach (37) można zmienić przedział całkowania <0, 2 
Da dowolny inny przedział o tej samej długości, tzn. na c-Ą-2«> . 
Cżęsto obiera się c — — n i otrzymuje się przedział < — n, -{- 
Wtedy wzory (37) przyjmują postać:

Uioaga. Chcąc dowieść, ie przedział całkowania <0, 2 można zastąpić prze­
działem c-)-2zr>1 rozkładamy całkę od c do c-\-2n na dwie całki.:

Wprowadzając w drugą całkę nową zmienną za pomocą podstawienia: x  — z Ą-2m, 
zamieniamy ją na całkę z tej samej funkcji w granicach od 0 do e. Albowiem wsku­
tek periodyczności f{z -f- 2 zr) =  f{e) a coa(pz-f- p2u) — cospz.

o

ji

(40)

/
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Otrzymujemy więc; 

c + 2 n

U m  cos pxdx =  ~ J f(x) cos px dx Ą~ f(z)008 Vz ■
I C O

2 n
— —Jf {x)  cos pxdx

§ 292. Szeregi Fouriera

W poprzednim paragrafie zajmowaliśmy się przybliżaniem funkcyj 
periodycznych za pomocą skończonych wielomianów trygonometrycznych. 
Przejdziemy obecnie do ścisłego przedstawiania takich funkcyj za pomocą 
nieskończonych szeregów trygonometrycznych. Jeżeli taki szereg jest 
zbieżny, to przedstawia jakąś funkcję periodyczną f[x) (o periodzie 2 n), 
a więc:

i  °o +  (ai cos x -f- sin a?) -f- (a2 cos 2 x +  b2 sin 2 x) +  • • • —
oo

s= £ a0 cos nx +  bn sin nx) =  f{x)
/ł» 1

Przypuśćmy, że ten szereg jest jednostajnie zbieżny w przedziale <  0, 
2 n > .  Przedstawia on wtedy funkcję ciągłą, a całkę z tej funkcji można 
obliczyć, całkując szereg wyraz po wyrazie. Scałkujmy obie strony od 0 
do 2 n, to otrzymamy:

2it 2n 2 ft 2 n 2 n
J f{x) dx — £ a0x I + o, J  cos xdx + ^ x d x  + a-tj'cos 2xdx  -f
0 *0 0 0 0

2 n
-f- b^Jsin 2xdx - f . . .

0

Wszjtkie całki po prawej stronie są zerami, zatem pozostaje:
2n

fmdx =  a„n

a stąd:
2n

° « = { f rif{x) dx

Wyznaczyliśmy w ten sposób pierwszy współczynnik w rozwinięciu fuokcji 
f{x) na szereg trygonometryczny. Aby wyznaczyć drugi współczynnik: alr
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mnożymy obie strony wzoru (41) przez cos* i całkujemy od 0 do 2«. 
Otrzymamy w ten sposób:

2 n 2 n 2/r 2 n
J'f{x) cos x dx 3=1 -jj flg J*cos x d x -{-alJ'cos2 x d x b 1J ' sin*cos*c?*-j-

2 71
+ » , /  cos2 * cosxdx -|-

Po prawej stronie wszystkie całki są równe 0 (por. tom II str. 83, przy­
kład 2) prócz całki:

2lt . .8 n
fc o s 2xdx =  { {x  -j- - X̂j J =  n

Wobec tego pozostaje po prawej stronie tylko axn, a zatem:

cos x dx
o

Chcąc wyznaczyć ogólnie ap, mnożymy obie strony wzoru (41) przez 
cos px i całkujemy od 0 do 2n.

Wszystkie całki, występujące po prawej stronie, są zerami z wy­
jątkiem całki:

2 n
J cos2 pxdx =  4 (® +  ^  8'n 2 px)

a «
— n  

o
Wobec tego pozostaje tylko:

a stąd 

(37 a)

Podobnie celem wyznaczenia współczynnika bp mnożymy obie strony 
'wzoru (41) przez siny®, całkujemy od 0 do 2 n i obliczamy:

(37 b)
2/t

0
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Otrzymaliśmy zatem na współczynniki te same wzory Eulera-Fouriera,  
które występowały przy interpolacji trygometrycznej za pomocą skończo­
nych wielomianów trygonometrycznych (str. 82, wzory (37)).

Aby istniały prawe strony wzorów (37), wystarczy, jeśli funkcja 
f(x) jest całkowalna.

Szereg trygonometryczny, którego Współczynniki Bą obliczone z ja­
kiejkolwiek funkcji f(x) (całkowalnej) przy pomocy wzorów E u 1 e ra- 
Fouriera, nazywamy szeregiem Fouriera, należącym do tej funkcji. Sze­
reg len może być nawet rozbieżny i może nie przedstawiać funkcji f(x). 
Mówiąc, że ten szereg należy do danej funkcji, mamy na myśli tylko to, 
że jego współczynniki są obliczone przy pomocy funkcji /(aj). Wynik, do 
któregośmy doszli możemy więc wypowiedzieć w następujący sposób.

I) Jeżeli jakaś funkcja da się rozwinąć na jednostajnie zbieżny sze- 
reg trygonometryczny, to szereg ten jest szeregiem Fouriera,  należącym 
do tej funkcji. E'unkcja ta jest oczywiście ciągła (na podstawie twierdze­
nia udowodnionego w § 284). Jeżeli mamy podaną jakąś funkcję ciągłą 
cp(x) i utworzymy należący do niej szereg Fouriera, to nawet wtedy,- 
gdy ten szereg jest jednostajnie zbieżny do jakiejś funkcji f{x), nie wiemy 
jeszcze z góry, czy f(x) =  (p(x) Otóż udowodniono następujące twierdzenie
0 jednoznaczności: jeżeli dwie funkcje f(x),g(x) są ciągłe w jakimś punkcie 
w =  a, a należące do nich szeregi Fouriera są identyczne, to musi być 
f(a)=g(a)\  a więc ogólnie, gdy te funkcje są ciągłe dla wszystkich x, 
to musi być f(x) ^  g[x). Dwie różne funkcje ciągłe posiadają zatem różne 
szeregi Fouriera (co nie zachodzi w przypadku funkcyj nieciągłych).

Uwaga. Dowód tego twierdzenia znaleźć można np. w podręczniku W. Rogo- 
s ióskiego pt. Fourierschc Reihen (Sammlung Goscben, Nr. 1022, str. 13).

II) Stąd t z udowodnionego poprzednio twierdzenia wynika, że, je­
żeli szereg Fouriera , należący do funkcji ciągłej, jest jednostajnie zbieżny, 
to ten szereg przedstawia tę funkcję.

Twierdzenie to nie rozstrzyga jednak jeszcze o tern, jakie warunki 
musi spełniać funkcja całkowalna, aby należący do niej szereg Fouriera 
był zbieżny (jednostajnie lub chociażby niejednostajnie) i aby ten zbieżny 
szereg przedstawiał tę funkcję.

1 Kwestie, dotyczące zbieżności szeregów Fouriera,  należących do 
jakichś funkcyj, są w ogólnym przypadku zagadnieniami nadzwyczaj tru­
dnymi i do dnia dzisiejszego nierozwiązanymi w całej ogólności. Zbadano 
natomiast rozmaite warunki wystarczające na to, aby 6zereg Fouriera,  
należący do jakiejś funkcji, był zbieżny i przedstawiał tę właśnie funkcję. 
Okazało się w ten sposób, że te wszystkie periodyczne funkcje (ciągłe 
a także nieciągłe), z któsymi mamy do -czynienia w teehniće, w fizyce
1 w innych zastosowaniach analizy matematycznej, dadzą się rozwinąć na
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szeregi Fouriera z tym jedynym zastrzeżeniem, że w punktach niecią­
głości, w których funkcja ma skok skończony, szereg Fouriera przed­
stawia zawsze średnią arytmetyczną z prawostronnej i lewostronnej gra­
nicy funkcji w tym punkcie. Takie dostateczne warunki zawiera np. na­
stępujące twierdzenie.

III)’ Jeżeli funkcja f(x) o periodzie 2 n jest ciągła i posiada ciągłą 
pierwszą pochodną w przedziale <  0, 2^ >  z wyjątkiem co najwyżej skon- 
czonej liczby punktów, w których bądź to posiada skończone skoki, bądź to 
jest w nich ciągłą lecz nierózniczkowalną, to szereg Fouriera,  należący 
do tej funkcji, jest zbieżny i w przedziałach, nie zawierających skoków, przed­
stawia tę funkcję, a w każdym punkcie nieciągłości przybiera wartość równą 
średniej arytmetycznej z prawostronnej i lewostronnej granicy funkcji 
w tym punkcie.

Uwaga. Dowód tego twierdzenia znaleźć można np. w podręczniku R C o u- 
ranta  pt. Vorlesungen Uber Differential-und Integralrechnung (Berlin, 1930, wyd. 2, 
tom I, str. 368—378),

Teorią szeregów trygonometrycznych i szeregów Four i e r a  zajmowano się 
bardzo wiele. Obszerne rozdziały pośwręeono tej teorii np. w cytowanych już podręcz­
nikach de la Val l śe  Pouss ina (tom II), Knoppa,  Couranta;  prócz tego. ist­
nieje wiele dzieł specjalnych z tego działu analizy, jak np. cytowany powyżej zwięzły 
podręcznik Rogosińskiego lub dzieło H. Lebesgue’a pt. Leęons sur le series 
irigonometriąues (Paris 1906).

Klasa funkcyj, dających się przedstawić szeregami Fouriera,  jest znacznie 
szersza, aniżeli klasa funkcyj, rozwijalnych na szeregi potęgowe (Taylora), funkcje 
te mogą być bowiem nieróżniczkowalne a nawet nieciągłe w pewnych punktach.

Zaznaczyliśmy już, że wymienione powyżej warunki są dostateczne, lecz nie­
konieczne. Tak np. podana przez Weierstrassa funkcja ciągła nie ma w żadnym 
punkcie pochodnej, a pomimo to przedstawia się ją za pomocą następującego szęregu 
Fouriera

OO
(42) W(x)— cos (bn 7i x)

n—1

<przy czym 0 < o < l ,  b jest dodatnią liczbą całkowitą, a iloczyn ab.spełnia warunekt 
ł }n).
Nie każda jednak funkcja ciągła daje się przedstawić szeregiem Fouriera* 

jak to wykazano za pomocą odpowiednich przykładów.

§ 293.‘Przykłady rozwinięć'funkcyj na szereg Fouriera
1) Chcemy rozwinąć na szereg Fouriera funkcję o periodzie 

określoną w przedziale < 0,2  nj> za pomocą następujących wzorów:

f(x) —X w przedziale < 0 , $ n >
=  n — x „ „
=  » — 2 n „ „ < § tt, 2 n >
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Z jej obrazu graficznego przedstawionego na fig 6 widzimy, że 
jest to funkcja ciągła, nie posiadająca jednak pochodnej w punktach 
X =  %n,... Spełnia ona założenia twierdzenia III, a zatem da się

rozwinąć na szereg Fouriera. Chcąc obliczyć za pomocą wzorów Eulera* 
Fouriera współczynniki a„, bp tego rozwinięcia, trzeba rozdzielić całki, 
figurujące w tych wzorach, ua 3 dodajniki, odpowiadające przedziałom 
< 0, | ji >  , | jt> ,  <f?r, 2 ji> ,  albowiem w każdym z tych
przedziałów funkcja /(*) jest określona innym wzorem. I tak:

a,  — ~ j'f(x )  cos pai dx — ^ J x  cos px dx +  (n — x) cos px dx -f
0 « »/i r.

2 n
-f- -- 2 n) cos px dx

Vt7l

Nie trudnć stwierdzić, że te całki są zerami dla każdego p =  0, 1,2,... 
Na współczynniki zaś b„ otrzymuje się wyrażenie:

 ̂ 271  ̂ l/t7t 3/|/l
bp ■= —jf(x)Bin pxdx — - J ' a: sin px dx -f  (n — x) sin pxdx +

0 o y,„

2 n
-f- ~ J "(x — 2 n) si n px dx

’hn

l =  j  xs\npxdx

Całkę:
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obliczamy, całkując „per partes“ i otrzymujemy:

/  = ■ x cos px , sin pj
n ' Ŝ"

Zatem

b
. Vi»t ‘Im  1

acosp® 8inp®\ cos pa; | 1 / xoosfxc , sinpa;\ |
>f~  * \ P +  P* l |  P h P% / |

0 V\7t 1

+=(

.‘im

+
‘li n

/ —x cos px , sin px | 1 +
2ft

2 cos px j

\ p H Pa ) L P ‘lin

Stąd dla parzystych p otrzymamy bp =  0, a dla nieparzystych p =  2r-f-1
4 1

jest 6„ =  (— l ) ' - - a  więc:

, _4 4 1 , 4 1
*!” » ’ *8~  » ’ 3«’ bb~ n 'b * '  "

Szereg Fouriera,  należący do tej funkcji, ma zatem postać:

 ̂|sin x — ^sio 3® 4- p  «in 5* — •. .J

Z twierdzenia III wiemy, że ten szereg przedstawia daną funkcję. 
Możnaby się także oprzeć na twierdzeniu II. W tym celu trzeba okazać, 
że ten szereg jest jednostajnie-zbieżny. Otóż bezwzględne wartości wy­
razów tego szeregu nie przekraczają wyrazów szeregu liczbowego:

1 + P  +  P + "

| albowiem Ten zaś szereg liczbowy jest zbieżny, jako

część szeregu £(2). W myśl kryterium Weierstrassa jest zatem dany 
szereg Fouri era jednostajnie zbieżny. Funkcja f(x) jest ciągła, a nale­
żący do niej szereg Fouriera jest jednostajnie zbieżny, a więc ten 
szereg przedstawia tę funkcję 

Możemy zatem napisać:

4 / 1 1
/'(a?) =  -  sin x — ^  sin 3* -j- z-j sin 5* 

n  \ oz o*
sin (2»—(— l)ar

(Sr+ lT "

Ujęliśmy w ten sposób w jeden wzór matematyczny, wspólny dla 
wszystkich x, funkcję, która była początkowo określona trzema różnymi 
wzorami w każdym z przedziałów <̂ k, kĄ-2n>, gdzie k =  0, ± 2 ,̂ 
± 4 n,... Używając do aproksymacji tej funkcji kolejnych sum częścio­
wych tego szeregu, widzimy, że funkcję tę można otrzymać przez super-



pozycję drgań sinusowych lo coraz to mniejszych amplitudach (por. fig. 7), 
a mianowicie drgań:

4 .
w, =  -  sin 127 sin a> n

4 .
m2 =  — — sin 3 x x  — 014 sin 3 Xy Ti

4 .
ua — jrr—sin5®!»005sin5®

Drganie przedstawione tą funkcją ma zatem ton zasadniczy sina:
4 4 4

o amplitudzie -  i tony górpe sin3®, sin5®,... o amplitudach — ,
n  y 7z tŁojfn,

Szereg Fouri era podaje dokładną analizę harmoniczną (nieskoń­
czoną) danej funkcji. Funkcja ta jest nieparzystą, jak widać z środkowej 
symetrii jej obrazu, a także'jej‘szereg Fouri era składa się z samych 
nieparzystych funkcyj, a mianowicie z samych Binusów.

Uwaga. Łatwo dowieść ogólnie', że szereg F o u rie ra , należący do dowolnej 
(całkowalnej) funkcji nieparzystej, składa się z samych sinusów, a funkcji parzystej 
z samych cosinusów. Wynika to stąd, że np. dla funkcji parzystej jest:

 ̂ 2/i /r  ̂ 2n
b„= ^ J  f  (x) sin pxdx =  f(x)smpxdx-\- ~Jf{x) sin/)® dx =  0

Druga bowiem całka przechodzi przez wprowadzenie nowej zmiennej z. za pomocą
n

wzoru: x  = 2 it — t, na całkę — ^ f { z )  eiapz dz, a więij równą przeciwnej wartości
o

pierwszej całki.
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2) Rozwinąć na szereg Fouri era fuukoję periodyczną o perio­
dzie 2n, określoną w przedziale < —7i, -\-n^> wzorem f{x) = xi. Wykres 
tej funkcji składa się z łuku paraboli o równaniu y =  a?2, zawartego po­
między x — — n a x =  -Ą-n i z łuków, otrzymanych przez przesunięcia 
tego łuku o i  2 n, 4 Ti,... (zob. fig. 8). Funkcja ta spełnia założenia

twierdzenia III, jest bowiem wszędzie ciągła a różńiczkowalna wszędzie 
z wyjątkiem punktów a>=±;t, ^ 3 ^ , a więc da się przedstawić 
szeregiem Fouriera.  Do wyznaczania współczynników dogodnie jest 
teraz użyć we wzorach Eul e r a- Four i e r a  przedziału całkowania 
< —Ti, -f-jz> zamiast <0, 2?z>. Ponieważ ta funkcja jest parzysta, 
przeto wszystkie współczynniki b„ są zerami Wystarczy zatem wyznaczyć 
współczynniki ap z wzoru:

Dla p =  0 otrzymamy:

Całkując dwukrotnie „per partes“ dla p^O, otrzymamy:

_1 la;2 sin pa; _  2 /
p ~  7 i \  p  p \

•f TT
X cos px i sin

=  Jip2 [jrC08PJI-f"3IC08(— P71)]
4a, =  p3C°SP  ̂= ---- - dla p =  2 n 4 - I

Pa

+  4  a
P

p — 2n
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, . .. , JI2 „/ cos 2* . cos Ho? \ ,Wobec tego: /(») =  -g- — 4 |cos x ---- —,----1---- ... I =  x2 w prze­

dziale < — 71,
W dalszych przedziałach powtarzają się te wartości periodycznie. 
Kładąc w tym wzorze x — n, otrzymujemy:

a stąd:

(43)

n2 — — — 4 |   l  ?___L \
3 4 \ 1 2* 3a " j

Otrzymaliśmy w ten sposób wartość liczbowego szeregu nieskończonego, 
którego zbieżność zbadaliśmy na str. 4, jakkolwiek nie^potrafiliśmy obli­
czyć jego wartości.

3) Podamy przykład przedstawienia szeregiem Fouri era funkcji 
nieciągłej, której wykres jest uwidoczniony na fig. 9. Jest ona określona 
wzorem f[x) — n —x w przedziale < 0 , 2 ti) i posiada period 2n.

Dla x — 2n ma ona zatem tę samą wartość n, co dla x =  0. Da 
się ona przedstawić szeregiem Fouriera i to szeregiem złożonym tylko 
z sinusów, jest bowiem funkcją nieparzystą. Wystarczy zatem wyznaczyć 
współczynniki bp z wzoru:

2 n 271 2 n

b„ =  (tt — x) sin px dx ~ j — J'x  sin px etej

1 / X  cos px ,, siupafj
n  \  ̂ 1' P* 1

2«



Zatem:
f{x) — 2 (sin® -{- |sin 2® -j* i  sin +  • • •) =  J* »

w przedziale (O, 2ji), a poza tym przedziałem ma ten szereg odpowiednio 
wartości: n — x - \-2 nn w przedziałach (2 nn, 2 (zi —f- l)?z).

Szereg ten przedstawia w punkcie ® =  0 wartość 0, która jest 
średnią arytmetyczną między prawostronną granicą tej funkcji, równą 
Ą-n a lewostronną, równą —n. Podobnie ma się rzecz w punktach ±  2 !̂ 
±  ... W każdym przedziale, leżącym wewnątrz przedziału <0, 2n>,
jest ten szereg zbieżny do funkcji f(x). (Można dowieść, że zbieżność ta 
jest jednostajna). Natomiast w całym przedziale <0, 2 tC> jest szereg 
zbieżny ale oczywiście niejednostajnie.

4) Rozwińmy na szereg Fouri era funkcję, przedstawioną na 
fig. 10, ciągłą wszędzie z wyjątkiem punktów 0, n, 2n, ..., w których 
ma skok 1. Jest ona określona w przedziale <0, 2?r) wzorami:

f(x) — 1 w przedziale < 0, jt) 
/(®) =  Q „ „ <n, 2n)

i posiada period 2n. Wobec tćgo /(27i) =  f(0) — 1.

Y ,  

1 ■

z i

0 J l
Fig. 10.

2 t t  X

Współczynnik a0 otrzymujemy z wzoru:

0 • dx =  1.
o o 71

Inne współczynniki a„ są zerami, jak to łatwo sprawdzić. 
Natomiast bp są różne od zera, a mianowicie:
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Stąd otrzymujemy dla nieparzystych p =*-. 2 w -j- 1 wartości:

* ,= -? -  ' . p np

a dla parzystych p — 2n są bp zerami. Otrzymujemy więc następujące 
rozwinięcie danej funkcji na szereg Fouriera:

— j- | ( sina; _j_ t.sin,3as + sin 5a? +  ...l

Stąd otrzymujemy np. dla x =  ^n znany szereg Leibniza na -fan.
Zachodzi bardzo ważny związek pomiędzy średnią kwadratową <r 

(por. tom II, str. 68) funkcji rozwijalnej na szereg Fouri era a współ­
czynnikami o* i bk tego rozwinięcia 

Okazano mianowicie, że:

(44)
271

®*= Ł J f2'{x) dx= *ai+ *(a?+ ą+ 05+ bi+• ■ •>

(Dowód podaje np. Rogosióski ,  1. c. str 45).
W ten sposób można obliczyć np. prąd skuteczny (por. tom II, str. 91), 

jeżeli zmienny prąd elektryczny jest przedstawiony szeregiem Fouriera.
Rozwinięcia funkcyj na szeregi Fouriera są specjalnym przy­

padkiem ogólniejszych rozwinięć, a mianowicie rozwinięć na szeregi orto­
gonalne czyli rożwinięć według ortogonalnego układu funkcyj. Układ 
funkcyj:

f»  (®). A (*). A (®)> •••./» (®)- ■ • •
liazywamy ortogonalnym w przedziale <(«, jeżeli te funkcje spełniają 
następujące warunki:

(f
J  f p i ® ) '  f r  («} dx— 0 dla

Otóż układ funkcyj:
- 4  . p — r

sin®, cos a?, sin 2 a?, cos 2 a?,...

jest takim układem ortogonalnym w przedziale -<0, 2n > , jak to wynika 
z przykładu 2 na str. 83—84 tomu II; dla tego układu jest =  
cp — n. Oprócz tego układu istnieje jednak nieskończenie wiele innych 
układów ortogonalnych, jak np. układ funkcyj kulistych lub układ funkcyj 
Bessela.  Niektóre z nich są uadzwyezaj ważne w fizyce teoretycznej, 
w statystyce matematycznej i w innych dziedzinach matematyki stosowanej.
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Szeregi potęgowe oie są szeregami ortogonalnymi, natomiast istnieją roz­
maite szeregi ortogonalne, zbudowane z wielomianów. Teorią szeregów 
ortogonalnych zajmowano się w ostatnich czasach bardzo wiele. Najważ­
niejsze dla zastosowań twierdzenia o takich szeregach znajdzie czytelnik 
w podręczniku Co u r a n ta-H i 1 be rta pt. Metkoden der małhematischm 
Physik (tom I, Berlin 1924) i w bardzo cennym dziele Riemanna-  
Webera pt. Partielle Differenłialgleichungen.der mathematischen Physik, 
którego ósme wydanie, zredagowane przez Ph. Franka i R. Misesa,  
wyszło w r. 1935 pt. Die Differential- uud Integralgleichungen der Me­
chanik und Physik (Berlin, SpriDger, 2 tomy).



ROZDZIAŁ XXII

R ó w n a n ia  ró żn iczk o w e

§ 204. Definicja i klasyfikacja równań różniczkowych
Bardzo wiele zagadnień matematycznych, technicznych, fizykalnych 

i z innych działów wiedzy polega na znalezieniu takich funkcyj, których 
pochodne spełniają jakieś równania, zawierając  ̂ prócz tych pochodnych 
ewentualnie także samą funkcję (zmienną zależną) i zmienne niezależne. 
Równania takie nazywamy r ó w n a n i a m i  r ó ż n i c z k o w y m i .

Najprostsze są równania różniczkowe, zawierające tylko pierwszą 
pochodną szukanej funkcji jednej zmiennej a oprócz niej ewentualnie 
także samą szukaną funkcję i zmienną niezależną. Ogólną postacią takich 
równań jest więc:

(45) F{x, y, yO =  o

gdzie y oznacza szukaną funkcję, a y' jej pochodną.
Zagadnienie, o które nam chodzi, możemy sformułować w następu­

jący sposób. Dana jest jakakolwiek funkcja trzech zmiennych:

F(xly «2, x.s)

Chcemy znaleźć takie funkcje y — <p(x\ dla których spełnia się warunek:

F(x, (p{x)t <p'(x)) =  0

przy wszystkich x z pewnego zakresu.
W równaniu (45) może brakować zmiennej a?, zmiennej y lub obu 

tych zmiennych, musi jednak występować y'. W specjalnych przyDadkach 
możemy zatem mieć do czynienia z równaniami postaci:

(45 a; F(x,yj =  0, F(y,y') =  0, F(y') =  0
Równania postaci (45) lub (45aj (tj. zawierające tylko pierwszą pochodną 
a oprócz niej ewentualnie także samą szukaną funkcję i zmienną nieza­
leżną) nazywamy ró w n a n ia m i różniczkow ym i zw ycza jn ym i 
p le r w s z e g o  r z ę d 11.
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Każdą funkcję y =z <p (x), spełniającą równanie różniczkowo, nazy­
wamy jego rozw iązan iem  lub jego całką (bez względu na to, czy tę 
funkcję otrzymujemy istotnie przy pomocy całki oznaczonej lub nie­
oznaczonej z jakiejś funkcji, czy też w jakikolwiek inny sposób, np. przez 
rozwinięcie na szereg). Wynajdywanie rozwiązań równania różniczkowego 
nazywamy jego rozwiązywaniem lub całkowaniem.

W poprzeduich rozdziałach spotykaliśmy już niejednokrotnie spe­
cjalne przykłady takich równań.

Tak np. równanie (patrz tom II, str. 3):

(46) y' — f{oo\ czyli y' —  f(x) — 0

jest równaniem różniczkowym, a wszystkie funkcje, spełniające to rów­
nanie, są zawarte we wzorze:

y —J W®) dx+ c

Rozwiązaniem zatem równania różniczkowego (46) jest jeduoparametrowa 
gromada funkcyj, a mianowicie całka nieoznaczona z funkcji f(x). Stąd 
pochodzi uogólnienie nazwy „całka11 na każde dowolne rozwiązanie ck>- 
wolnago równania różniczkowego, ehociażby to rozwiązanie oie miało 
żadnego związku z całkami oznaczonymi lub nieoznaczonymi.

Uwaga. Podobno uogólnienie spotykamy w nauce o rozwiązywania zwykłych" 
równań, nio różniczkowych, postaci: f{x) — 0, gdzie każde rozwiązanie równania na­
zywamy jego „pierwiastkiem", chociażby się nie dało otrzymaó przez „pierwiastkowanie"

Dalszym przykładem równapia różniczkowego jest równanie: 

y’ — y  czyli y' — y =  O

które omawialiśmy przy badaniu funkcyj wykładniczych (por. tom I, § 87).
Zbadaliśmy, że wszystkie rozwiązania tego równania są zawarte

w3 wzorze:
y — c<?

gdzie C oznacza dowolną liczbę stałą. Omawiając rozmaite prawa wzrasta­
nia (por. tom I, §§ 87—90), wyraziliśmy je za pomocą równań róż­
niczkowych:

y ' =  byf y’ =  b(g — y), y' — by{g — y) i * 3

i  podaliśmy rozwiązania tych równań.
W przykładzie 5) na str. 19—20 tomu II mieliśmy do czym? 

z równaniem różniczkowym:
dv _ k 
d t ~  & m

Rachcnsk różniczkowy i całkowy. T. 1X1.

3

7



określającym ruch ciała spadającego z uwzględnieniem oporu ośrodka 
(g, k, m są tu liczbami stałymi, zmienną niezależną jest czas t, a zmienną 
zależną prędkość »). (Por. też przykład 7 na str. 41—43 tom II). W elek­
trotechnice spotykamy równanie różniczkowe pierwszego rzędu:

L ^  -f- Ri — P0 sin ot =  0

(zob. § 298, przykład 2) gdzie czas t jest zmienną niezależną, a natę­
żenie prądu i zmienną zależną.

We wszystkich tych przykładach chodzi o znalezienie funkeyj, 
spełniających dane równanie różniczkowe.

Zajmowaliśmy się także zagadnieniem odwrotnym, a mianowicie, 
mając podaną jakąś jednoparametrową gromadę funkcyj jednej zmiennej, 
tworzyliśmy równanie różniczkowe pierwszego rzędu tych wszystkich 
funkcyj (por. tom L § 177). Zastosowaliśmy te rozważania do znalezienia 
równania różniczkowego trajektoryj danej gromady linij. To zagadnienie 
odwrotne jest dość łatwe, rozwiązanie jego bowiem wymaga tylko róż­
niczkowania i eliminacji. Natomiast znalezienie rozwiązań danego rów­
nania różniczkowego jest w ogólności zagadnieniem trudnym i skom­
plikowanym.

Równania różniczkowe ogólnej postaci: >

(47) y, y\ y") =  o

w których najwyższy rząd pochodnej wynosi 2, nazywamy równaniami 
różniczkowymi zwyczajnymi drugiego rzędu. Równania te są szczegól­
nie ważne w fizyce i technice.

Przykłady takich równań spotykaliśmy w tomie I (str. 298, przy­
kład 5: y" -j- c2y =  0, (1 —x2)y" — xy' =  0; str. 305, przykład 3:
(1 — x2)y" — xy' -f- a2y — 0; str. 529: (1 -|- y'2)3 — 16 y" 2 =  0).

Mając podaną dwuparametrową gromadę funkcyj:
f(x, V, c15 ct) =  0

tworzyliśmy równanie różniczkowe drugiego rzędu, które spełniają wszy 
stkie te funkcje (por. tom I, str. 529).

Równanie postaci:

(48) F{r, y, y\ =  0

zawierające H-tą pochodną szukanej funkcji jednej zmiennej x, nazywamy 
równaniem różniczkowym zwyczajnym n-tego rzędu. Równanie takie można 
otrzymać z n parametrowej gromady funkcyj:

/(x, y. Cj, ca,...c,) =  0
jprzez n-krotne różniczkowanie i eliminację stałych.
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Należy dokładtiie odróżniać rząd równania różniczkowego od jego 
stopnia. I tak, jeżeli funkcja F we wzorze (48) jest funkcją całkowitą 
wymierną czyli wielomianem stopnia r zmiennych y, y', y", ...y(/,), to rów­
nanie (48) nazywamy równaniem różniczkowym -n-tego rzędu a stopnia r. 
Nie zawszę więc można mówić o stopniu równania różniczkowego; tak 
np. równanie różniczkowe 1-go rzędu: y =  xy' -{- logy' nie ma żadnego 
stopnia.

-Ogólne równanie różuiozkowe n-tego rzędu a stopnia 1-go ma postać:

t49)
Pn (*) yM +  />_, (*) y{*-° +  ■ • • +  Pa (*) y" +  P, (*) y' +

+  io(<C)y-|-y(®) =  0

Współczynniki g(x), Pq{x), . Pn (w) są tu zupełnie dowolnymi
funkcjami zmiennej x. Takie równanie 1-go stopnia a «-tego rzędu uazy- 
wRmy równaniem różniczkowym zwyczajnym liniowym w-tego rzędu. 
Równania liniowe występują i-zczególnie Cżęsto w zastowaniach.

W algebrze bada się prócz jednego równania, posiadającego jako 
pierwiastki jakieś liczby, także układy dwóch równań, posiadających jako 
rozwiązania jakieś pary liczb. Podobnie w teorii równań różniczkowych 
bada się układy równań różniczkowych, posiadających jako rozwiązanie 
pary funkcyj. Tak np. dwa równania:

(50)

tworzą układ dwóch równań różniczkowych zwyczajnych pierwszego 
rzędu. Chodzi o znalezienie wszystkich par funkcyj: y — q>(x), z w= tp(x) 
jednej zmiennej x, spełniających te obydwa równania (50).

Zasadnicze równania ruchu w mechanice tworzą następujący układ 
3 równań różniczkowych zwyczajnych drugiego rzędu:

f(X, y z, y', z’)=* 0 
g(x y, z, y', z') =  0

(51)

d2x dx dy dz
m dT* = P\ Z' dt ’ dt ’ dt

d*y
m di2 ~ Q\[*> y,

dx
Z'd t'

dy 
dt '

dz
dt

d*z
R \

l dx dy dz
m dt2 ~ t, x,y, Z' dt ’ dt ’ dt

)
)
)

Szukanymi fonkcj&mi są tu składowe x(t)i y[t), z(t) drogi; ich pierw­
sze pochodne są składowymi prędkości, a drugie pochodne składowymi 
przyśpieszenia. Funkcje P, Q, R są składowymi siły.

7*



(50 a) ■ z" =  0

2 1 2 otrzymujemy

Każdo równanie różniczkowe wyższego rzędu można zastąpić ukła­
dem równań różniczkowych 1-go rzędu. Tak np. równanie drugiego rzędu:

/> , y. y\ y") =  o
można zastąpić następującym układem równań • różniczkowych pierw, 
azega rzędu:

j y‘ (*) =  p (w)
I /(®, y («), p W , p '( x)) =  o

Odwrotnie, każdy układ równań różniczkowych pierwszego rzędu możoa 
zastąpić jednym równaniem różniczkowym odpowiednio wysokiego rzędu. 
Tak np. układ dwóch równań, podanych wzorami (50), zastąpimy jednym 
równaniem drugiego rzędu. W tym celu różniczkujemy obydwa te rów­
nania według x i otrzymujemy:

fx -j- fy * y' -I- ft ■ 4* fy‘ • y" 4“ /*> • 2" =  o 
9* 4* 9r • y' +y« • 4- 9r • y" -t- 9*-

Ż czterech równań. (50) i (50 a) eliminujemy z, 
jedno równanie:

F{x, y, y\ y") =  0
Podobnie można postępować z równaniami różniczkowymi dowolnie wy­
sokiego rzędu i. z układami równań różniczkowych, złożonymi z dowol 
nie wielu równań. Można się więc ograniczyć albo do badania równań 
różniczkowych wyższego rzędu albo do badania układów równań różnicz­
kowych pierwszego rzędu.

We wszystkich równaniach, któreśmy dotychczas rozpatrywali, wy­
stępowała prócz zmiennych zależnych i ich pochodnych tylko jedna 
zmienna niezależna. Takie równania różniczkowe nazywamy zwyczajnymi. 
Równania różniczkowe, w których występują cząstkowe pochodne funkcyj 
•dwóch lub więcej zmiennych niezależnych, nazywamy równaniami róż­
niczkowymi cząstkowymi. Jeżeli w równaniu występują tylko pochodne 
cząstkowe pierwszego rzędu, prócz ewentualnie zmiennej zależnej i zmien­
nych niezależnych, to równanie takie nazywamy równaniem różniczko­
wym cząstkowym pierwszego rzędu. Ogólną postacią takiego równania 
przy jednej zmiennej zależnej a dwóch niezależnych jest:

(52) /(* , y , S )  =  o

Równanie różniczkowe cząstkowe drugiego rzędu o jednej zmiennej za­
leżnej a dwóch zmiennych niezależnych ma ogólną postać:

(53) , /  3z 3z 3*z 3*2 3*2 \
f (x ,y ,z (x ,y ) ,- , 3x' ’ 3x3y ' 9 y * ) - U
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Bada się także układy równań cząstkowych, zawierających dwie lub wię­
cej zmiennych zależnych.

Do równań różniozkowych zwyczajnych dochodziliśmy, eliminując 
stałe dowolne z równań, przedstawiających gromady linij. Podobnie można 
dojść do równań różniczkowych cząstkowych, eliminując stałe dowolne 
z równań, przedstawiających gromady powierzchni. I tak np. mając po­
dane równanie:
(a) y> Ci, c2)

dwuparametrowej gromady powierzchni, tworzymy cząstkowe pochodne:

(b)
3z

p = ̂  = /*(«.y’ c" Cł)

(<0
3zq =  ^ = f y(x, y, ct , c8)

jeżeli wyeliminujemy stałe c, i r2 z tych 3 równań, to otrzymamy jedno 
równanie, zachodzące pomiędzy x, y. z, p, q, to znaczy równanie postaci:

z-/ 3z 9 z i At  {x. y. z. — , — =  0 \ y 3x' 3yl

Doszliśmy więc w ten sposób do równania różniczkowego cząstkowego 
pierwszego rzędu, które spełniają wszystkie powierzchnie, należące do 
danej gromady (a).

Zobaczymy, że do równania różniczkowego cząstkowego można 
dojść także zupełnie inną drogą, a mianowicie eliminując dowolną funkcję 
z równania, zawierającego taką funkcję.

Tak np. z równania:

chcemy wyeliminować dowolną funkcję f, o której zakładamy jedynie, 
że posiada pochodną. W tym celu tworzymy cząstkowe pochodne:

Wstawiając f obliczone z drugiego równania, w pierwsze równanie,

otrzymujemy:
«?2 z 3z y
3x x 3y x



To równanie różniczkowe cząstkowe nie zawiera dowolnej funkcji /. Jest 
to równanie różniczkowe wszystkich powierzchni, których równanie ma

postać z =  xf]^j (Są to powierzchnie stożkowe, mające wierzchołek

w początku układu współrzędnych). Niechaj czytelnik utworzy w podobny 
sposób równanie różuiczkowc (cząstkowe) wszystkich powierzchni obro­
towych, powstających przez obrót dowolnej linii około osi z. Mają one 
równanie:

i  =  f(x2 +  y*)

gdzie f  oznacza dowolną funkcję. (Wynik: y ^  — « ^  =  0).

Podobnie przez eliminację dwóch funkcyj dowolnych można otrzy­
mać równanie różniczkowe eząstkowe drugiego rzędu. Weźmy np. pod 
uwagę równanie:

u =  f(x  -f  ay) - f  g (a? — ay)

gdzie f, g są dowolnymi funkcjami, posiadającymi drugie pochodne. Przez 
różniczkowanie otrzymujemy:

■■ f' • a — g' • a3u 
Sy

f" -u o' 
3x2= f  +  *

a stąd:

“  f" ' °* “  ( - • ) • « - « *  (/" +  9")

32u a32u
3jf~~a M 2

Dla rzeczywistych a jest to równanie struny drgającej (u oznacza wy­
chylenie, y czas, a x odciętą dowolnego punktu struny). Dla urojonego 
a, a mianowicie dla a =  i, otrzymamy a2— — l i  równanie różniczkowe 
zamienia się na:

Sar2 ^  3y2

Jest to równanie potencjału na płaszczyźnie, czyli równanie Lapla- 
ce’a (por. tom II § 257). Wiemy, że każdą funkcję f(z) zmiennej zespo-
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louej można przedstawić w postaci f{z) — P{x,y)-\-iQ(x, y), gdzie 
P(x,y), Q(oc,y) są rzeczywistymi funkcjami dwóch zmiennych rzeczy­
wistych. Otóż okazano, Ż8 gdy funkcja f{z) jest analityczna (por. § 291, 
str. 69), to zarówno funkcja u — lJ(x, y) jak i u — Q (%, y) spełniają 
równanie różniczkowe cząstkowe Laplace’a.

Niechaj czytelnik stwierdzi to np. dla funkcji:

e* =  er+6’ == ć (cosy -f- i siny) =  e*cosy -j-te*siny.

W podręczniku tym ograniczamy się do równań różniczkowych zwyczajnych.
W ogólnych podręcznikach analizy znajdują się zazwyczaj rozdziały, poświę­

cone równaniom różniczkowym. Ponadto istnieje nadzwyczaj obfita specjalna literatura 
tego przedmiotu. Wymienimy tu tylko niektóre z tych podręczników, a mianowicie te, 
które mogą byó przydatne technikom i przyrodnikom.

S. K ępiński, Podręcznik równań różniczkowych (Lwów, 1907, 2 tomy).
A. Zygmund, Równania różniczkowe (Warszawa, 1929, część 1).
F orsy th-M aser, Lehrbuch der Differentialgleichungen (Braunschweig, 1889).
L. Bieberbach, Differentialgleichungen (Berlin, 1923).
W. Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs (Berlin, 1925).
L. Hopf, Einfiihrung in die Differentialgleichungen der Physik. (Lipsk, 1933, 

Sammlung Goschon).
Riemann-W eber (Frań k-Mises) cytowany na str. 95.

§ 295. Geometryczne badanie rozwiązań równania różniczkowego. 
Elementy liniowe. Izokiiny

Zanim przystąpimy do rozwiązywania równań różniczkowych drogą 
arytmetyczną, postaramy się przy pomocy rozważań geometrycznych 
zorientować się w tym zagadnieniu. Uzyskamy w ten sposób zarazem 
podstawę do graficznego rozwiązywalna takich równań. Ograniczymy się 
do równań różniczkowych zwyczajnych pierwszego rzędu postaci:

(54)

tj. do postaci, otrzymanej przez rozwikłanie według zmiennej y' ogól­
nego równania różniczkowego pierwszego rzędu:

Ffa y, y') =  °

y' =  f\x, y)

Każde rozwiązanie równauia różniczkowego nazwaliśmy jego całką, 
a każdą linię, której równaniem jest całka równania, nazywamy linią 
całkową tego równania.

Otóż chcemy się zorientować w przebiegu tych linij całkowych. 
Obierzmy na płaszczyźnie (XY ) dowolny punkt P0 o współrzędnych (<c0, y0\
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dla których funkcja /(a?, y) jest określona (fig. 11) i szukajmy Unii cał­
ko w oj, przechodzącej przez ten punkt.

Podstawiając te wartości w równanie (54), otrzymamy należącą de 
nich wartość pochodnej y'0 szukanej funkcji, czyli spadek szukanej linii 
całkowej, przechodzącej przez ten punkt, a mianowicie:

=  f(x0i yo) =  ts ao

Wykreślmy przez ten punkt niewielki odcinek P0A linii prostej, ‘nąchy-
lonej do osi x-6vr pod kątem a0. Prosta ta jest styczną do szukanej linii
całkowej w tym punkcie. Niechaj (xv y j  oznaczają współrzędne puukta A.

Podstawmy te wartości znowu
w równanie (54); otrzymany
spadek y[ w punkcie A linii
całkowej, przechodzącej przez
A, a mianowicie: 

ł s

y \—f{xi, yi) — tg aj 
Wykreślmy niewielki odcinek 
AB pod tym kątem, a następnie 
podstawmy współrzędne (x2, y2) 
punktu B znowu w równanie 
różniczkowe, to otrzymamy spa­
dek stycznej w punkcie U. Po­
stępując w ten sposób dalej, 
otrzymujemy linię łamaną. Za­
gęszczając wierzchołki tej linii 
łamanej aprcksymujemy coraz 
bardziej linię całkową, prze­

chodzącą przez punkt P0(»u, y0). Niechaj y ~  (p{x, y0) oznacza równanie 
tej linii całkowej. Obierzmy inny punkt początkowy, należący do tej samej 
odciętej x0, np. punkt Q0(tV0, y0). Postępując tak, jak poprzednio, otrzy­
mamy inną linię łamaną, aproksymującą inne rozwiązanie tego samego 
równania różniczkowego. To samo rozumowanie odnosi się do każdego 
punktu prostej AIP0. Otrzymamy zatem w ten sposób linie, aproksymu- 
jąee nieskończoną gromadę linij całkowych o tej własności, Ż9 przez każdy 
punkt płaszczyzny, w którym jest określona funkcja f(x, y), przechodzi 
jedna linia całkowa.

Fig. 11.

Uwaga. Na tej konstrukcji polegają rozmaite graficzne metody rozwiązywania 
równań różniczkowych (zob. np. C- Runge, Oraphische Melhoden, Lipsk, 1916 r. 
str. 116—112).

Bardzo jasny przegląd wszystkich linij całkowych można uzyskać 
także w inny sposób. I tak równanie różniczkowe postaci (54) przypo-
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rządkowuje każdemu punktowi płaszczyzny {XY), dla którego jest okre­
ślona funkcja f(%, y), jakiś spadek y\ a więc jakiś kierunek posuwania 
się od tego punktu. Kierunek ten jest określony kątem, obliczonym 
z warunku: y' =  tg a — f(x, y). Układ tych trzech liczb (x, y, y') nazy­
wamy elementem liniowym. Równanie różniczkowe (54) określa więc pewien 
zbiór elementów liniowych. Zbiór ten można sobie uzmysłowić geome­

trycznie w następujący sposób: Wykreślamy przez rozmaite punkty 
płaszczyzny niewielkie odcinki o kie‘runku, wyznaczonym z warunku 
tga=/(ffl, y). W ten sposób otrzymujemy np. dla równania różniczkowego:

, x

(fc) " =  "  y
zbiór odcinków, przedstawiony na fig. 12. Każdy odcinek, wraz z zazna­
czonym na nim punktem, reprezentuje element liniowy, należący do tego 
punktu. Z figury tej można dość łatwo odgadnąć, że linie całkowe rów­
nania (b) tworzą gromadę kół współśrodkowych o środku w początku 
układu, koła te są bowiem w każdym punkcie styczne do odcinków, 
przedstawiających elementy liniowe,, należące do tych punktów. Używa­
jąc terminu „element liniowyu, możemy powiedzieć, że linią całkową 
równania różniczkowego (54) jest każda linia, której wszystkie elementy 
liniowe spełniają to równanie.



Na figurze 12 są uwidocznione tylko niektóre elementy liniowe. 
Wybór ich jest zupełnie dowolny, można je jednak zestawić w pewne 
dogodne do konstrukcji grupy. I tak poszukajmy tych punktów, którym 
-dane równanie różniczkowe (54) przyporządkowuje ten sam spadek, np. 
y '— k. Punkty te spełniają warunek:

(c) k =  f(x,y)

leżą zatem na linii o tym równaniu. Tak np. dla równania różniczkowego (b) 
wszystkie punkty, mające ten sam spadek k, leżą na linii o równaniu:

. x .. 1k = -----czyli y — ~  ~ x
y J v k

* zatem na linii prostej, przechodzącej przez początek układu.

fig. 13.

Równanie (c) określa przy zmiennym k gromadę linij, zwanych izokli- 
wami równania różniczkowego (54). We wszystkich punktach jednej linii, 
należącej do tej gromady, linie całkowe mają to samo nachylenie do 
osi £D-ów: elementy liniowe, należące do wszystkich punktów jednej izo- 
kliny, są zatem do siebie równoległe. Uwaga ta ułatwia zwykle kon­
strukcję zbioru elementów liniowych, a mianowicie wtedy, gdy izokliny 
są łatwymi do konstrukcji liniami. Tak np. dla równania różniczkowego (b) 
izokliny tworzą pęk prostych (fig. 13). Odcinki, reprezentujące elementy



liniowe tego równania różniczkowego, są prostopadłe do tych prostych 
(albowiem spadek — ~ każdej z tych prostych jest odwrotnością ze zna­
kiem przeciwnym spadku k odpowiedniego elementu liniowego).

Dla równania różniczkowego:

y' =  ®2 - f  y*

przedstawiają się izokliny jako pęk kół współśrodkowych o równaniu:

®2 +  y2 =  k

Niechaj czytelnik narysuje przy pomocy tych izoklin dość gęsty zbiór 
odcinków, reprezentujących elementy liniowa tego równania

Te geometryczne rozważania nasuwają przypuszczenie, że jakaś jedno- 
parametrowa gromada funkcyj:

g (®, y, c) =  O
jest rozwiązaniem równania różuiczkowego pierwszego rzędu:

y' — f{x, y)

W geometrycznej interpretacji jest to jednoparametrowa gromada linij 
i to taka, że przez każdy punkt płaszczyzny, w którym jest określona 
funkcja f(x,y), przechodzi jedna linia tej gromady. Tę gromadę funkcyj 
nazwiemy ogólną ratką równania różniczkowego, a każdą poszczególną 
funkcję z tej gromady, otrzymaną przez obranie jakiejś szczegółowej 
wartości dla stałej c,.nazywamy całką szczegółową.

Okazuje się jednak, że oprócz całki ogólnej i całek szczegółowych 
mogą istnieć jeszcze inne rozwiązania równania różniczkowego, nie dając© 
się otrzymać przez specjalizację stałej w całce ogólnej. Całka taka wy­
stępuje naprzykład, gdy gromada linij całkowych posiada obwiednią, która 
się nie pokrywa z żadną linią tej gromady. Obwiednia tej gromady jest 
całką równania, albowiem wszystkie jej elementy liniowe spełniają dane 
równanie różniczkowe. Istotnie, każdy punkt obwiedniej należy do jakiejś 
linii całkowej i ma styczną wspólną z tą linią całkową. Całki takie wy­
stępują przy równaniach różniczkowych, podanych w formie uwikłanej:

y< y') =  O

Tak np. esiką ogólną równania różniczkowego:

,v'2 — 4 y =  o

jest, jak łatwo sprawdzić, gromada funkcyj:

y — (ar-f c)2

Istotnie y' — 2(x -+■ c), y'1 = 4 (x  +  c)‘ =  4y.



Liniami całkowymi są zatem parabole, przedstawione na fig, 14.
Obwiednią tej gromady parabol znajdujemy, eliminując c z równania

(I) y — ix c)t =  0
i z równania'
(U; — 2(» +  c) =  o

otrzymanego przez różniczkowanie równania (1) według parametru e.
Wstawiając x-\-c  z równania (II) w równanie (I), otrzymujemy jako równanie 

obwiedniej
y =  o

to znaczy, że obwiednią jest oś x-ów. Otóż ta obwiednia spełnia dane równanie róż­
niczkowe (bo ;/' =  0 i y =  0, a więc y'* — iy  =  0) a zatem jest jego całką. Nie mieści

się zaś ona w gromadzie parabol, nie da się bowiem otrzymać z równania (1) przez 
specjalizację stałej.

Prócz obwiednich gromady linij całkowych mogą występować także inne całki, 
nie zawierające się w jednoparametrowej gromadzie linij całkowych. Tak np. łatwo 
stwierdzić, że całką ogólną równania różniczkowego:

jest gromada funkcyj:
4

y  ~  (X  4 -  C)2

Istotnie y' — — 8 (x +  c)~3, a więc y'a =  64 (x +  e)~* =  - aj =  y*

Oprócz tej całki ogólnej także funkcja

y — 0
spełnia dane równanie różniczkowe, albowiem y' — 0 a 0* — 0* =  0. Obrazem tej funkcji 
jest oś a;-ów, która nie jest bynajmniej obwiednią znalezionej gromady linij całko­
wych (jest ona natomiast, jak łatwo stwierdzić, wspólną asymptotą wszystkich linij tej 
gromady). Tej całki y =  0 nie można otrzymać z całki ogólnej przez odpowiednie 
obranie stałej e, jiie mieści Bię ona zatem w całce ogólnej
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Rozważania geometryczne i przykłady, omówione w tym paragrafie 
pouczają, że lozwiązaniem równania różniczkowego pierwszego rzędu 
.może być jednoparametrowa gromada funkcyj. zwana całką ogólną, a po­
nadto mogą występować także rozwiązania, nie mieszczące się w tej 
gromadzie. 'Nie dowiedliśmy jednak jeszcze, czy każde równanie różnicz­
kowe posiada rozwiązania i nie podaliśmy metod, służących do ścisłego 
wyznaczania tych rozwiązań, w razie gdy one istnieją. Kwestiami tymi 
zajmiemy się w dalszych paragrafach ogólnie. Najpierw jednak omówimy, 
kilka takich prostych typów równań różniczkowych pierwszego rzędu, 
których rozwiązanie potrafimy sprowadzić do szukania funkcyj pierwot­
nych czyli całek nieoznaczonych lub oznaczonych. Ponieważ zaś oblicza­
nie całki nazywamy także „kwadraturą11 wskutek jej związku z oblicza­
niem pól, przeto możemy powiedzieć, że chodzi nam -obecnie o takie 
równania różniczkowe, które się dadzą rozwiązać za pomocą kwadratur. 

Zajmiemy się najpierw badaniem takich równań różniczkowych 
zwyczajnych pierwszego rzędu, w których pochodna y' występuje w formie 
wyraźnej, tj. równań postaci:

<54) y' =  f(x, y)

Później omówimy także równania ogólniejszej postaci:

y, y') =  o
w których pochodna y' występuje w formie uwikłanej.

Równanie y‘ =  f(x, y) czyli = f ( x  y) dogodnie jest niekiedy 

pisać w postaci:
dy — f(x. y) dno =  0

Dla większej symetrii pisze się często to równanie (ewentualnie po uwol­
nieniu od ułamków) w postaci:

(55) M(x. y) dx -J- N(x, y)dy =  0

Równanie to jest równoważne z równaniem różniczkowym:

dy _  M (a>; y)
d x ~  N (x, y)

Jeżeli pomieniamy z sobą role zmiennej zależnej i niezależnej, to możemy 
uważać równanie (55) za równoważne z równaniem różniczkowym:

dx __ N(x, y)
dy M (®, y)

p»zy czym chodzi o znalezienie funkcyj x =  ip(y\ spełniających to równanie.



n o

§ 206. Równania różniczkowe zwyczajne pierwszego rzędu o zmien­
nych oddzielonych

a) Wspomnieliśmy już, że równanie różniczkowe:

(46i y' — f[to)

rozwiązuje się przez jedną kwadraturę, a mianowicie:

y —J f{x)dx +  C — F(x) +  C

Rozwiązaniem tego równania różniczkowego jest więc jednopararaetrowa 
gromada linij. z których każdą można otrzymać z jednej z nich przez 
przesunięcie równoległe wzdłuż ośi y-ów.

b) W podobnie prosty sposób przedstawia się rozwiązanie równania 
różniczkowego:

(56) y=f l y)

Stąd 5*- =  ̂  «»i90:

a?- / i
dy

f{y)
+  C = F (y) +  C

Otrzymaliśmy gromadę linij całkowych, z których każdą można otrzymać 
z jednej z nich przez przesunięcie równoległe wzdłuż osi ®-ów.

c) Weźmy pod uwagę ogólniejsze równanie różniczkowe postaci:

(67) f[x)dxJ\r g(y)dy =  0

zwane nhłmaniem różniczkmcym o zmiennych oddzielonych. Jest ono rów­
noważne z równaniem:

y '— j»b —
9(y) /(»)

Gdy g[y) sb — ], to otrzymujemy równanie typu (46), jeżeli zaś 
/(®) e='1, to otrzymujemy równanie typu (56). Aby to równanie rozwią­
zać, wprowadźmy nową zmienną z za pomocą równania:

Wobec tego:
z — f9ly)dy

g[y)dy — dz
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i równanie (57) przechodzi na:

f(x) dx +  dz =  Q

ożyli: — f(x) a stąd z -  J  f(x) dx -{- C, czyli:

J f(x)dx 4 - Jg{y)dy  « C

Widzimy stąd, że równanie różniczkowe o zmiennych oddzielonych, 
dane w postaci (57), rozwiązu je się, całkując osobno każdy jego dodajnik. 
według tej zmiennej, która w nim figuruje. Przez całkowanie otrzymamy 
jednoparametrową gromadę funkcyj:

F{x) +  G(y) =  C 

podanych w formie uwikłanej.
Bardzo często mamy do czynienia z takimi równaniami, które nie 

mają wprawdzie postaci, uwidocznionej we wzorze (57), lecz dadzą się 
sprowadzić do tej postaci przez pewne proste przekształcenie,. Tak np. 
równanie.

(58) f{x) gl (y)dx +  g(y) (a?)dy — 0

sprowadzamy do równania o zmiennych oddzielonych, mnożąc obie strony 
przez czynnik:

u{x,y)
___ l _

Otrzymujemy w ten sposób:

f(x)
f M

dxĄ-?M-dy = 0
9xW

a więc. zmienne są oddzielone.
Przykłady.
Przykładami rozwiązywania równania różniczkowego postaci (46) są wszystkie 

całki nieoznaczoue, omówione w tomie II w rozdziale XVII. W przykładzie 4 na str. 9 
tomu II wyjaśniono, jak się wybiera żądaną całkę szczegółową z gromady funkcyj, 
tworzących całkę ogólną.

Przykładami rozwiązywania równań różniczkowych postaci (66) są zagadnienia, 
rozwiązane w tomie II, w przykładzie 6 na str. 19—21 i w przykładzie T na str. 41—43. 
Także równania różniczkowe, omówione w § 87 —90, w tomie I, należą do tego typu.

1) Tak np. równanie różniczkowe:

y —y
dy

czyli: ^  =  y najprościej jest rozwiązać przez oddzielenie zmiennych, a mianowicie:

*
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a stąd

/? = /* "
i°s \y\ — ® c

\y\ =  «*+* =  e' • «*
Oznaczmy stałą dodatnią <' literą Ot, to:

|j,|==  Cj.e*
a  Rtąd :

y =  Ce­

przy czym teraz jnż C oznacza dowolną stałą, dodatnią lub niedodatnią.
2) W podobny sposób rozwiązujemy równanie różniczkowe:

y' =  %  — y)

charaktery żujące wzrastanie według prawa Mi t scher i i cba  (por. tom I, str. 284 
i nast.). Otrzymujemy:

dy _  
t>(g~y)

a stąd

— — y| =  ®4-«
Zatem:

y =  g - C e - *

Wybierzmy z tej gromady linij całkowych tę, która przechodzi przez początek układu, 
żądamy więc, aby dla x  — 0 było y — 0.

Z tego warunku otrzymujemy:

0  =  y - C . l

a więc g =  (7 •Żądaną całką jest zatem funkcja:

y — 9 (1 — e-"’)

3) W równaniu różniczkowym:

(2y — 1)d<D -J- xety =  0

zmienne nie są oddzielone. Załóżmy najpierw, ie * =j= 0 i 2y — 1 =j= 0. Przez podziele­
nie obu stron równania przez (2y — \)x otrzymujemy równanie:

da? _i_ __dy_ = 0
x ' 2 y — I

o zmiennych oddzielonych. Stąd:

Iog|«l -1- T log 12 y — 11 =  c

log|aj| \2 y  — 1 = c 
|aj| \2 y — f = e*

czyli :
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zatem. ;K*|Sy—! |* C ,  przy czym C > O lub <e*(2y —l)=sC, przy czym C może mieć 
wartość dowolną. Dla C=sO otrzymujemy wyłączone poprzednio rozwiązania równania, 
• mianowicie * ^  0 i 2y — 1 =  0.

4) W termodynamice dowodzi się, że pomi<, o>y objętością a prężnością gazów 
doskonałych, poddawanych zmianom adiabatycznym (tj. takim zmianom, przy których 
nie następuje wymiana ciepła zawartego w gazie z otoczeniem), zachodzi następujący 
związek:

vdp -f- kpdv — 0

gdzie k oznacza liczbę stałą, wynoszącą około 1'41 (jest to stosunek ciepła właściwego 
ep przy stałym ciśnieniu do ciepła właściwego przy stałej objętości). Równanie to 
ma postać równania (6̂ ). Zmienne nie są tu wprawdzie oddzielone, ale możemy je 
-oddzielić, dzieląc obie strony przez pv. Dochodzimy w ten sposób do równania:

dp   dv
p v

Stąd zaś fuważąjąc p i » za wielkości dodatnie) otrzymujemy t

ezyli
log p -J- k log v =  c

pv* — C

-Jest to równanie gromady łinij adiabatycznych dla gazów doskonałych.
5) Znaleźć ortogonalne trajektorie (por. tom T, § 178) takiej gromady elips:

i2a>2 +  aV=a*l>*
dla których stosunek osi ma stałą wartośó. k, a więc a:b = k.

Równanie tej gromady ma postać:

X2_j_i2̂ 2_ aa^O

Stąd otrzymujemy następujące równanie różniczkowe tej gromady (tworząc pochodną y 
lunkcji uwikłanej):

2® X
y — — 2 yk* yk2

Równanie ortogonalnych trajektoryj tej gromady elips ma zatem postać:

, _ ^ 2
y = X

czyli:
x dy — k2y dx — 0

Oddzielamy zmienne i otrzymujemy:

dy _  tiidx _  0
x

Ograniczmy się najpierw do dodatnich x  1 y.
Po scałkowaniu otrzymamy:

log# — k2 log x — e
Rashanek fiiniczkswi 1 eattowzt T. tli

V
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czyli'
logfy:^) =* c

Ostatnie równanie możemy napisać w postaci:

y  =  Coc*

przy ezym C =  ee jest dowolną stalą dodatnią.
Otrzymaliśmy więc gromadę linij parabolicznych, przechodzących przez począ­

tek układu. Podobny wynik uzyskuje się w innych ćwiartkach, np. dla » ~>0,
6) W równaniu różniczkowym:

y' =  x - f  y

zmienne nie są oddzielone. Możemy je jednak przekształcić na równani* • imien­
nych oddzielonych) wprowadzając za y nową zmienną zależną:

v — x y

Wtedy y *= » — ar, y' =  t>' — 1, a zatem dane równanie przechodzi na: 

rf — 1 =  V czyli t>' =: 1 -j- v

Tu już dadzą się zmienne oddzielić, a mianowicie'

dv
r + r , =  dx

(zakładając, że t -+-«=}= 0 czyli 1 -j- x  -f- y 4= 0). Stąd: Jog (1 -f- *» ] ec e czyli 
log 11 +  x  -f  y | =  x -f c.

Zatem:
|1 Ą- x y\ =  f? • ef =  Ce*

przy czym C ]> 0 lub l-j-a?-4-y =  Ce* przy dowolnym C.
A więc:

y = Ce* — 1 — X
W tym rozwiązaniu ogólnym mieści się także wyłączone poprzednio rozwiązanie 
1 +  * +  V =  0, a mianowicie otrzymujemy je dla C =  0.

7) W podobny sposób można rozwiązać ogólniejsze równania:

y' =  f(x +  y) i y' =  f(ax +  by)

§ 297. Równania różniczkowe jednorodne

Przy pomocy podobnego podstawienia jak w ostatnim przykładzie 
można scałkowaó równania postaci:

zwane równaniami różniczkowymi jednorodnynii.



115

Uwaga. Jeżeli w równaniu różniczkowym pierwszego rzędu, napisanym w postaci"

M (jr, y) dx -f  N(x, y)dy — 0

funkcje M(x, y) i N (x, y) są funkcjami jednorodnymi tego samego stopnia (por- tom 1, 
str. 333) np. »-tego stopnia, to równanie to można sprowadzić do postaci (59). dzie­
ląc obie strony przez xn. Z jednorodności bowiem wynika, ze Af (te, ty) = i’’AI(x, y).
Biorąc zaś / =  —, otrzymujemy :

a wiąe:

M {x, y) as X* M 11, |  j «* a

Podobni#:

N(x, —

a seUm:

Jy _  _  i i i )  _  ,  /
dx * (i)  ' \

Wprowadźmy zamiast y nową zmienną niezależną »aa pomocą pod­
stawienia:

x

Stąd: y — vx, y' =  » -f- v' x, a więc dane równanie różniczkowe prze­
chodzi na równanie:

® +  ^iP  =  / ( 0)

czyli:
dij  f\v) — v

“ dcc x

To równanie należy już do typu (57), to znaczy jest równaniem o zmien­
nych oddzielonych. Chcąc przenieść wszytkie wyrażenia, zawierające 
tylko v, na jedną stronę, a zawierające tylko x. na drugą, trzeba wyko­
nać dzielenie przez f(v)  — v. Trzeba zatem założyć, że f ( v ) — v =J= 0

i osobno zbadać te rozwiązania, dla których f(v) — v =  0 czyli

Jeżeli liczby c^, «2, ... spełniają równanie a =  /(a), to funkcje y — a l x, 
y = a 2x,... są rozwiązaniami danego równania różniczkowego. Pozostałe 
rozwiązania równania (59) otrzymamy, zakładając f(v) — =p 0. Wtedy;

dv _dx
f{v) — V X

8*



a stąd:

fj5*r;-
a zatem:

r «»
|a?| • c' =  eJAv>~'’ czyli C\x\ =  F(v)

przy czym dodatnią stałą e€ oznaczaliśmy literą C, a funkcję zmiennej t>, 
znajdującą się po prawej stronie znaku równości, F{v). Jeżeli dopuścimy, 
by stała C przybierała dowolne wartości, zarówno dodatnie jak i niedo- 
datnie, to ogólna całka równauia różniczkowego (59) przyjmie postać:

c* = F(i)
Przykład.
Scałkować równanie:

y8 dx -f- (#a — xy) dy =  0
Jest to równanie jednorodne, ponieważ M (*, y) =  y1 i N(x, y) =  X1 — xy są funkcjami 
jednorodnymi tego samego (drugiego) stopnia.

Kładąc y =  vx, otrzymujemy:

v*x2 dx -f- (x2 — x2 v) (vdx -±-x dv) =  0
a po uproszczeniu przez a:*:

(u2 4" o — ta) dx (1 -~-v)xdv =  0

Zatem:

log 1*1 +  C =  v — log |n| =  |  — log 111 =  |  — log |y| +  log |#| 

 ̂=  log | y | + c  =  Iog|y| +  logC=logC|y|
IV

a stąd C | y | =  tft* przy C > 0 lut:
Cy =  e'lM

przy dowolnym C-

W bliskim związku z równaniami jednorodnymi jest równanie róż­
niczkowe:

(60) / ! _ / • (  <*x +  by +  c \
7 W^-j-  bxy -j- fj /

Jeżeli a • bx jest różne od o, • b, to równanie to można sprowadzić do rów­
nania jednorodnego.

Rozwiązujemy w tym cela układ równań:

! ax -\- by c — 0
6j ̂  *=» 0
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i otrzymujemy x — k, y — l. Wprowadzamy za zmienną zależną i nie­
zależną nowe zmienne za pomocą podstawień:

x — u-ł- lc, y =  v 1
Ponieważ:

d y  dv  dv du do  ̂ dv
dx dx du dx du du

przeto równanie różniczkowe przyjmie postać;

dv   l a(u-\-k) + b ( v c  i   / a u b v ( ą k b l  Jr c) \
du Io1(m —ł— A:) —J— ó1(w +  0 ~t" ci ' UiM -j- bxv +  {ax k ,-j- bxl -f- c^/

Ponieważ A; i i są pierwiastkami równań (r), przeto wyrażenia, zawarte 
w nawiasach w ostatnim ułamku, są zerami i otrzymujemy równanie 
jednorodne'.

dv_ / au -j- bv \
du 7 UiM -j- bxv)

Jeżeli a • bx =  ax • b. lecz £̂ =1=0, to wprowadzając nową zmienną zależną 
za pomocą podstawienia:

aix +  b1y +  c1 =  z
otrzymujemy równanie:

! = 0 l + v ( ! i + M )

To równanie nie jest jednorodne, natomiast należy do omówionego już 
typu (56): z '=  F(z).

Jeżeli a.'bl — aX’b i ^ = 0 ,  to musi być także b — 0 lub a1 =  0, 
a równanie (60) ma postać:

lub
ax +  by -f- c\ 

Ci /

a więc należy do jednego z omówionych już typów: (46) lub przykład 7 
z § 296.

§ 298. Równania różniczkowe liniowe pierwszego rzędu

Równanie różniczkowe postaci:

(61) y '+ p (x )y  =  q(x)

nazywamy liniowym zgodnie z ogólną definicją równań różniczkowych 
liniowych (por. § 294, str. 99j.



Rozwiązanie takiego równania uskuteczniamy dwoma krokami. Naj­
pierw rozwiązujemy prostsze równanie liniowe:

( « 2) y' +  p(*)y — o

otrzymane z równania (61) przez opuszczenie wolnego wyrazu q(x).
To prostsze równanie (62) nazywamy równaniem liniowym jedno­

rodnym, przy czym mamy na myśli jednorodność tylko ze względu na 
zmienne y i y\ natomiast funkcja p(#), zawierająca zmienną#, może być 
zupełnie dowolną funkcją. Nie należy zatem mieszać poznanej w poprzed­
nim paragrafie definicji równań różniczkowych jednorodnych z definicją 
równań różniczkowych liniowych jednorodnych. Zupełne równanie liniowe (61) 
z wyrazem wolnym różnym od zerk nazywamy równaniem liniowym nie­
jednorodnym. Równanie (62) całkujemy łatwo, a mianowicie przez od­
dzielenie zmiennych otrzymujemy:

Stąd:

a więc:

~  =  ~  p{x)dx

Iog |y |=  —j p(x)dx -4-i

|y| =  e •
Oznaczając dodatnią stałą e' znakiem C,, otrzymujemy:

a stąd:

(63)

|y | = l , e

y — Ce-JpW<t*

Tutaj stała C może przybierać dowolne wartości dodatnie -f-C, i ujemne 
— C,, a także dla C =  0 otrzymujemy jedną całkę szczegółową, a miano­
wicie y =  0 (funkcja ta spełnia istotnie równanie (62), bo y' — 0).

Otrzymaliśmy w ten sposób całkę ogólną równania liniowego jed­
norodnego Nie spełnia oua równania niejednorodnego. Jeżeli jednak 
stałą C zastąpimy odpowiednio dobraną funkcją C(x) zmiennej x, to okaże 
się, że funkcja:

. , ~fp y =  C{x) e

jest całką równania niejednorodnego. Tę metodę rozwiązywania równania 
liniowego nazywamy metodą zmienności stałej. Aby znaleźć funkcję C(x), 
podstawiamy w równanie niejednorodne (61) to y i jego pochodną:

Ć\x) - fp  <*> it* — C(x) s
—Jp{*)dt

p(x)
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Otrzymuje uy:

■(T(x)e "̂iZ) Z — C{x)e Jp<z)l'* >p(x) -f- p(x) • C{x)e ’ — q(x)

St̂ d:

C'(x)= q{x)/'™ dr
a więc:

Wobec tego:

(64)

jest całką ogólną równania różniczkowego liniowego niejednorodnego.
Całkę tę można przedstawić w postaci:

y =  c • (p [x) - f  ty (ar)

* której 'widać, że Btała c  występuje tu w pierwszym stopniu. Na odwrót, 
łatwo stwierdzić, że każda gromada- funkcyj tej postaci spełnia równanie 
różniczkowe jednorodne.

Przykłady.
1) Rozwijać równanie:

X  X

' + r = * * ' “ .

Użyjemy gotowego wzoru (6t). Obliczamy najpierw całkę:

f p ( x ) d x = J ~ —i dx

występującą dwukrotnie w tym wzorze. Otrzymujemy:

Stąd:
JpWidt_ ł

| / l  —  X *

a więc:

» = |'r r *1 (‘ + fi-=■ rf-ź *)
Po wykonaniu drugiego całkowania otrzymamy.

C(x) =  j  q(x)e Pi*)d* dx c 

y — e Jp{,)dx(c +  Jq[x)e^P{x)dl dx j

, = F r = ^ i ( c+ p = L = )
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» WtJ<5- _ _ _ _ _ _

y =  1 -f- c |/l - f  W®

2) Związek między natężeniem 1 prądu elektrycznego w chwili t a silą elektro­
motoryczną E w przewodzie o oporze R a o indukcji własnej L wyraża się wzorem:

dl . R . E
dt +  L I = = Z

Jest to równanie różniczkowe liniowe niejednorodne.
a) Jeżeli siła elektromotoryczna przestanie działać, tj. E stanie się równe zeru, 

to prąd zanika według prawa:

Jest to równanie liniowe jednorodne. Całkujemy je albo według wzoru (63), albo bez­
pośrednio przez oddzielenie zmiennych:

Stąd:

a więc:

dl R j = - L di

log /  — — ^  t 4- c

Ce 1

Z tej całki ogólnej wybieramy odpowiednią całkę szczegółową, wyznaczając 
stałą C np. z warunku, żeby w chwili przerwania prądu, tj. dla * =  0, natężenie prądu 
miało znaną wartość i , .  Wobec tego:

/ „ =  Ct° =  C

a żądana całka szczegółowa ma wartość:
_ ? (

I = l Qe L
Według tego prawa zanika prąd od chwili, gdy przestanie działać siła elektromo­
toryczna.

b) Jeżeli w chwili ł =  0 włączono siłę elektromotoryczną stałą, różną od zera, 
to wzrastanie natężenia prądu należy wyznaczyć z równania różniczkowego liniowego 
niejednorodnego.

Stosując wzór (64) ‘otrzymujemy:

ee- i t i E L *A---- - — e L • e
K

_ R _ ,

I =  ce Ł ^  R
Ponieważ w chwili t — 0 natężenie prądu miało wartość 7 = 0 ,  przeto stała e musi 
mieć wartość, wyznaczoną z wzoru:

0 e • e° -(-
E

tj-
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Wob«c tego całka szczegółów*, która jest rozwiązaniem tego zagadnienia, ma postać:

E ‘ R

To natężenie dąży bardzo szybko do wartości , odpowiadającej prawu Ohma (poi- 

tom I, Btr. 285).
c) Jeżeli siła elektromotoryczna zmienia się np- periodycznie według prawa:

E =  E0 sin co t

to rozwiązaniem równania różniczkowego jest

*' ' 1- . ‘i i i  i r  *  i i
I = e  '■ /  -̂os i n o » ( f r )

Po wykonaniu całkowania (per partes!) otrzymuje się:

(W)
/ =  4 , ^ £ o ^ - y )

|//ł2-f  coaLa

oj L
przy czym kąt y wyznacza się z wzoru: ,g / ==~y}'- Y* warunku, ie dla t=*0 jest 

l *= 0, otrzymujemy:
Eq sin y

1 -I- w2!*
•»

Część pierwsza po prawej stronie wzoru (w) dąży szybko z wzrostem czasu do zera, 

a część druga jest periodyczna, o tym samym periodzie co siła elektromotoryczna, 

lecz o fazie spóźnionej o y

Równanie nieliniowe postaci:

(65) y' -fp (x)y  =  q[x)yn1

zwane równaniem Ber n o u l l i ’ego, można przekształcić na równani® 
liniowe. Dzielimy w tym celu obie strony przez yn i otrzymujemy:

y-n +  p{x)y'-n =  q[x)

Wprowadźmy za zmienną zależną y(m) nową zmienną ®(a?) za pomocą 
podstawienia:
(a)
Stąd wynika:

y‘-« =  ^

l
' =  :----- Z'~n di

1 — n



122

Wstawiając te wartości w równanie, otrzymamy po uporządkowaniu:

^  + ( l  — n)p(x)z =  (\ — n)q(x)

to zaś jest równanie liniowe. Z tego równania wyznacza się funkcję z(x) 
według wzoru (64), a następnie wraca się do zmiennej y za pomocą 
wzoru (a).

§ 299. Równania różniczkowe zupełne. O czynniku całkującym

Równanie różniczkowe pierwszego rzędu, w którym y' występuje 
w formie wyraźnej, możemy, jak wiadomo, napisać w postaci.

(55) M (x, y) dx - f  N(x, y) dy =  0

Jeżeli lewa strona jest różniczką zupełna, to równanie to nazywamy rów­
naniem różniczkowym zupełnym, jeżeli funkcję f(x ,y), której różniczką 
zupełną jest lewa strona, przyrównamy do stałej dowoloej C, to otrzy­
mujemy całkę ogólną tego równania. Istotnie, jeżeli: .

M(x, y) dx +  N(x, y) dy =  df[x, y) =  0 
to:

f  to y) ^

Wszystkió funkcje y(x), spełniające ten warunek, spełniają dane rów­
nanie różniczkowe zupełne, albowiem:

g  +  J£y '(*) =  0 czyli M -f Ny' =*0

Znalezieniem funkcji, której różniczką zupełną jest wyrażenie:

M(x, y) dx -f- N(x, y) dy

zajmowaliśmy się już w § 114 (tom I) i w § 257 (tom II). Widzieliśmy 
i 9 koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby wyrażenie:

M (x, y) dx -f- N(x, y) dy

było różniczką zupełną, jest

, x SM _3N
W  Sy ~  dX
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Funkcję zaś f{x ,y ), której różniczką zupełną jest badane wyrażenie, po­
trafimy wyznaczyć metodą, omówioną w § 114 tomu I, lub też wprost 
za pomocą gotowego wzoru. (por. tom II, str. 246, wzór (170)):

* y
f{x, y) =  J  M (x, y) da: -f- J N  (a, y)dy

przy czym a i b są dowolnymi liczbami stałymi.
Wobec tego całką ogólną równania różniczkowego zupełnego jest 

gromada funkcyj y[x), otrzymauycb z rozwikłania wzoru f(x, y) =  C, 
czyli wzoru:

( 66)

Widzimy stąd, że równanie różniczkowe zupełne rozwiązuje się za po­
mocą dwóch kwadratur.

Prtykiad.
Równanie różniczkowe:

4 y dx -f- (y® -j- .r4) dy *= 0 

jest równaniem zupełnym, albowiem:

SM . . .  9N . .—  =  4 tr i — =  4 .r® dy Sx

Wobec tego całkę ogólną tego równania otrzymamy z wzoru.

F(x, y) =  J  4 x*ydx -\- J ‘(ya-f  a4) dy

to znaczy:

Stąd:

*4y I + ( i y 8 +  a4y)| =>r

X*y +  £y3 — —«4ó =  c.

Oznaczając stalą'liczbę c •+• J óa -j- u‘ó jedną literą c,, otrzymujemy:

*4y +  by* =  ci
Jest to jeduoparametrowa gromada funkcyj, podanych w formie uwikłanej-

Łatwo stwierdzić, że rówpanje różniczkowe o zmieunych oddzielo­
nych, tj. równanie postaci

g[y)dy =  0

f t r ł  ***+ p f f  '  &



jesi równaniem zupełnym. I tak w równaniu tym jest M(x,y) 
a N(x, y) 53 giy), .a zatem;

-  Hx)

Te cząstkowe pochodne są równe, to zaś dowodzi, że badane równanie 
jest równaniem zupełnym 

Równanie:
/ » ' 9 ily)dx +  g(y)'fi (x) dy =  0

me jest wprawdzie równaniem zupełnym, można je jednak przekształcić 
na takie równanie, mnożąc obie jego strony przez czynnik:

Ogólnie, jeżeli równanie:

M(x, y) dx - f  N(x, y)dy — 0

nie jest równaniem zupełnym, a posiada całkę ogólną, to można je za­
mienić na równanie zupełne, mnożąc lewą stroną przez odpowiednio do­
braną funkcję y(x, y), zwaną czynnikiem całkującym danego równania.

Znalezienie czynnika całkującego nie jest w ogólnym przypadku 
zagadnieniem łatwym.

I tak z warunku, że:
yM  dx 4 ■ fiNdy

ma być różniczką zupełną, wynika, że czynnik całkujący y musi speł­
niać następujące równanie:

(67) 

czyli: 

(67 a)

9(yM> 9(yN)
dy 9x

Jest to równanie różniczkowe cząstkowe pierwszego rzędu, trudniejsze zwykle 
do rozwiązania aniżeli pierwotne, dane równanie różniczkowe niezupełne.

Równanie to upraszcza się znacznie, jeżeli się zdarzy, że równanie 
różniczkowe niezupełne posiada czynnik całkujący, zależny tylko od

Ctl
jednej zmiennej, np. od x Wtedy odpada ^  

z równaniem różniczkowym zwyczajnym:

i mamy do czynienia

y(x) My == y{x)N, -f- N dy
dx
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*  +  & = 2 Ł , . oN *

Jest to równanie różniczkowe liniowe jednorodne, całkujemy je zatem 
według wzoru (63) na str. 118 i otrzymujemy:

<68) ^ ) = C e / ^ « *

Tak np. łatwo się można przekonać, że równanie liniowe niejednorodne, 
napisane w postaci:
(1) {${x)y — q{x))dx-\-dy =  0

nie jest równaniem zupełnym, posiada jednak czynnik całkujący, zależny 
tylko od x. Z wzoru (68) otrzymujemy na ten czynnik wzór:

„ ( • J - c / ’* ’

Mnożąc równanie (1) przez ten czynnik, zamieniamy istotnie lewą stronę 
na różniczkę zupełną, jak łatwo sprawdzić. Całkując tę różniczkę zupełną 
według ogólnego wzoru (66), otrzymujemy także tą drogą znany nam 
już wzór (64) na całkę ogólną równania liniowego niejednorodnego.

Zupełnie podobnie postępuje się, gdy istnieje czynnik całkujący, 
zależny tylko od y.

Pozostawiamy czytelnikowi jako ćwiczenie do stwierdzenia, że rów* 
nanie różniczkowe jednorodne:

napisane w -postaci:
M (x y) dx -f- -N(x, y)dy — 0

(przy czym, jak wiemy, M i N są funkcjami jednorodnymi tego samego 
stopnia), posiada czynnik całkujący:

y) xM -\-yN

Przy dowodzie trzeba się powołać na twierdzenie Eulera o funkcjach 
jednorodnych (por. tom I, str. 333, wzór 78)

Omówiliśmy w ten sposób uajważniejsze typy tych równań różnicz­
kowych postaci:

y‘ =  /(«, y)
które się dadzą seałkować przez kwadratury. Nie należy jednak sądzić, 
że każde takie równanie da się w ten sposób rozwiązać. Tak np. oka­
zano, że równanie.

v' + p(x)y* +  q[x)y +  r(x) =  U
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różniące się od równania liniowego tylko tym, że przybył dodąjnik 
P(x)ya< n'e da 8’§ w ogólnym przypadku scałkować przez kwadratury. 
To równanie różniczkowe, posiadające szereg interesujących własności, 
nazywamy równaniem Riceati'ego.

Nasuwa się wobec tego pytanie, czy wogóle takie równanie posiada 
rozwiązania a ogólniej: jakie warunki musi spełniać funkcja f(x, y), aby 
równanie różniczkowe y‘ =  f(x, y) posiadało rozwiązanie. Tą nader ważną 
kwestią zajmiemy się w § 301—302. W następnych zaś paragrafach zaj­
miemy się jeszcze niektórymi równaniami różniczkowym pierwszego 
rzędu, podanymi w postaci:

V, in  =  o

tj. takimi, w których y‘ występuje w formie uwikłanej.

§ 800. Równania różniczkowo Lagrangew I Clalrauta

Jeżeli równanie różniczkowe pierwszego rzędu podane jest w takiej 
formie, że trudno je rozwikłać względem y\ to próbujemy je rozwikłać 
względem x lub y. Weźmy pod uwagę równanie rozwikłane względem y, 
a więc równanie postaci:
(69) y =  (p(x,y')

Rozwiązanie takiego równania potrafimy zawsze sprowadzić do równania, 
w którym pochodna nieznanej funkcji występuje w formie wyraźnej 
Uzyskujemy to przez wprowadzenie nowej zmiennej (zależnej):

P — y ‘

i przez różniczkowanie danego równania (69) według zmiennej x. I tak 
różniczkując obie strony równania (69) według x, otrzymujemy:

czyli:

a stąd:

,  2<p 2q> dy‘
 ̂ 2x 3y‘ dx

p =  (pjx, P) +  ęp(x, p ) ^

d p_p — q>x (x, p)
d x ~  (pp{x,p}-

=  g(x,p)

To zaś równanie ma już formę wyraźną (względem pochodnej szukanej 
funkcji p(x)).

Jeżeli ogólną całką tego równania jest:

h (x, p,c) =  0
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to czasem nie potrzebujemy nawet, obliczać stąd p a następnie y przez 
kwadraturę z warunku rf — p, lecz możemy uniknąć tej ostatniej kwa­
dratury. Jeżeli mianowicie uda się otrzymaną całkę ogólną rozwikłać 
względem zmiennej x, to znaczy przedstawić x w postaci:

(a) x =  tp(p,c)

to wystarczy wstawić tę funkcję w dane równanie różniczkowe za x. 
Otrzymamy w ten sposób:

v =  <p(ip(p,e),p)
czyli:
(b) y =  x{p,c)

Równania (a) i (b) dają razem parametrowe przedstawienie funkcyj cał­
kowych za pomocą parametru p.

Podobnie postępujemy, gdy z równania różniczkowego!

F(x, y . y') — 0

możemy obliczyć x w formie wyraźnej, tj gdy można to równanie przed­
stawić w postaci:
(70) x =  {p{y,y')

Wtedy dogodnie jest uważać x za zmienną zależną,
Specjalnym przypadkiem równań, dających się sprowadzić do po­

staci (69) lub (70), są równania, zawierające x i y najwyżej w pierw­
szym stopniu, tj. równania postaci:

xfx{y') -f yfs(y') -t- f„(y’) =  0

Jeżeli ft {y’) nip jest identycznie zerem, to równanie to można przedstawić
w postaci:

(7H y =  xg{y') +  f{y‘)

zwanej równaniem różniczkowym Lagrangea 
Kładziemy y' =  p, a więc

(a) y =  x9(p) +  f(p)

Tworzymy pochodne obu stron według x i otrzymujemy:

P — 9 (P) 4  x9'(P) % +  ?  %

czy lł:

P — 9(P) =  %  («y (P) 4  /  (P))
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Załóżmy, że g(p) jest różne od p i obliczmy — , u
Ctp

zmienną niezależną, a x za jej funkcję Otrzymamy

teraz p z»

dx _  xg‘(p) , f'(p)
>' dp p —9(p)~*~ p —g{p)

Jest to równanie różniczkowe liniowe, potrafimy je zatem rozwiązać 
przez kwadratury. W {en sposób otrzyma się całkę ogólną tego równa­
nia w postaci:
<b) x =  O (p, c)

Nie trzeba stąd wyliczać p, lecz wystarczy wstawić za x znalezioną 
funkcję w równanie (a). Otrzyma się:

(c) y — G {p, c) g (p) -f- f(p) =  H (p, e)

Równania (b) i (c) dają parametrowe przedstawienie całki ogólnej równa­
nia Lagrange’a.

Wyłączyliśmy przypadek £(p) =  p czyli:

g{y,) =  y'
Wtedy równanie Lagrange’a przyjmuje postać:

(72) y — xy' -f  fW)

zwaną równaniem różniczkowym Clair auta. Chcąc je rozwiązać, kła­
dziemy y '= p  i różniczkujemy obie strony równania:

(d ) y =  Xp- f  f{p)

według zmiennej x, pamiętając o tym, że p jest funkcją x. Otrzymujemy:

czyli:
f = '  +  , 5  +  W 5  

* ( *  +  / » ) - o

Równanie to spełnia się, gdy pierwszy albo drugi czynnik jest zerem,
tj- gdy:

» £=°
albo:
(f) ® — — f'(P)
Rozwiązaniem równania (e) jest:

p  =  o
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Podstawiając to w równanie (d), otrzymujemy całkę ogólną równania 
Clairauta w postaci:
(73) y «= cx 4- /(«)•

Graficznym obrazem tej gromady fnnkcyj jest jakaś jednoparametrowa 
gromada linii prostych.

Z równania (f) otrzymamy jeszcze jedną całkę. Aby do niej dojść, 
nie trzeba odwracać tego równania celem obliczenia p, a następnie cał­
kować równanie y' =  p, lecz wystarczy wstawić znalezioue na * wyra­
żenie w równanie (d). Otrzyma się w ten sposób:

(g) y — — pf'{p) +  Ap) — h(p)

Wzory (f) i (g) dają parametrowe przedstawienie jednej całki, która nie 
jest całką szczegółową, nie można jej bowiem otrzymać z całki ogólnej 
przez specjalizację stałej c. Całka ta, zwana całką osobliwą, przedstawia 
obwiednią gromady linij prostych (73). Istotnie obwiednią gromady:

(h) F(x,c) ^  y — cx — f(c) =  0 

znajdujemy (por. tom I, str. 576), kładąc:

(i) ~ = —x — f ' { c )  =  0

i wyznaczając z tych dwóch warunków (h),.(i) zmienne x i y jako funkcje 
parametru c. Otrzymamy w ten sposób:

X — — f  (c)
3 =  — e r  {fi) +  f(c) =  h (c)

a to są właśnie równania (f) i (g), różniące się od nich tym tylko, że 
parametr oznaczono inną literą.

A więc całka ogólna równania Clairauta przedstawia jednopa- 
rametrową gromadę prostych, a ponadto istnieje całka osobliwa, przedsta­
wiająca obwiednią tej gromady.

Przykłady.
1) Rozwiązać równanie różniczkowe:

y'% — 4 xy‘ -j- 4 y =  0

Jest to równanie Clairauta,  albowiem:

y — xy' — \y '%

Całką ogólną jest gromada prostych :

(r) y — cx — \  c*
f U c h u n k  t ó in i « « k tv p ?  i M ł k t w y .  T .  H f
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Całkę osobliwą znajdujemy, kładąc:

X=> — f'{p )  = 2  - łp = * $ p

i podstawiając tę wartość w równanie:

1/ =  xp — lp*

lub prościej, eliminując p z obu ostatnich równań
Ponieważ p — 2x, przeto y =  2 x* — -J• 4x* =  x’.
Rozwiązaniem osobliwym danego równania a zarazem obwiednią gromady pro­

stych, określonych równaniem (r), jest zatem .parabola o równaniu:

tl)

2) Scalkować równanie:
y — Xl

4 y ’3 — 6 y 's' -f* 9(y — » ) = s 0

Jest to równanie Lagrange ’a, albowiem y i x występują w pierwszym stopniu. 
Kładziemy y'=J> i różniczkujemy według x. Otrzymujemy:

szyli*

(12^-12?)g+9(y-l) = 0 

(P_ l)(l2Pg  + 9)=°

Każdy • czynnik z osobna kładziemy równy zeru i otrzymujemy dwa następujące 
równania:
(m ) p =  1

("> » * r '£  +  <> =  °
dy

Z pierwszego otrzymujemy ^  =  1 a więc y — x -j- et.

Stała c, nie jest tu dowolna, lecz należy ją tak obrać, aby znaleziona funkcja 
społniała dane równanie różniczkowe (1). Musi się zatem spełniać równanie:

4 . 1 3  _  6 . 1 2  4 . 9 • (x +  ct — x) =  0

a więc e, =  }, wobec czego całka równania (1), otrzymana z warunku (m), ma postać:

* ■= »  +  #
Z drugiego równania (n) otrzymujemy przez oddzielenie zmiennych:

4 p d p =  — 3 dx
a stąd:

f>a=  — f a  +  e'
a \yi§e:

* = ■ — §i>a +  «
Eliminujemy p z tego równania i z danego równania 4p’ — &pa -f- 9{y — *) =  0 
i otrzymujemy następującą całkę ogólną tego równania:

2(X — c)3 -j- 3 — c)3 =  0
Łatwo jest stwierdzić, że otrzymana z warunku (m) linia całkowa jest obwiednią otrzy­
manej gromady.

Całka ta nie mieści się w całce ogólnej j jest całką osobliwą-
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Równaniftmi Lagrange’a «ą wszystkie równania postaci:

V — /(śO i « =  p(iO

Pozostawiamy czytelnikowi do okazania, że każde ■  tych równań roz- 
wiązuje się przez jedną kwadraturę.

8 801. Dowód istnienia całki równania różniczkowego zwyczajnego 
pierwszego rzędu metodą kolejnycji przybliżeń (metodą Picarda)

Zajmiemy się badaniem, pod jakimi warunkami równanie róż­
niczkowe:

(54) y' =  f(x, y)
*

posiada rozwiązania. Istnienie rozwiązań zależy oczywiście od natury 
funkcji / ( oj, y). Wystarczą tu bardzo ogólne założenia o funkcji f(x,y). 
Nie trzeba nawet żądać różniczkowalności tej funkcji. Wystarczy żądać, 
1° aby ta funkcja była ciągła w jakimś obszarze D i 2° aby jej iloraz 
różnicowy względem zmiennej y był w tym obszarze ograniczony, tj. aby 
istniała taka liczba L, że

(74) — i)
y*— y\

< L

Ten ostatni warunek nazywamy warunkom Lipschiłza. Spełnia się on
3f

np. zawsze wtedy, gdy cząstkowa pochodna , która jest granicą tegoay
ilorazu różnicowego, istnieje i jest ograniczona.

Okazano, że przy tych założeniach przez każdy punkt obszaru D 
przechodzi jedna i tylko jedna linia całkoica równania różniczkowego (54).

Obierzmy w obszarze D dowolny punkt A (a, b) i szukajmy takiej 
funkcji y — <p(x), spełniającej dane równanie różniczkowe, która przy­
biera dla x = a  wartość y — b, czyli takiej linii całkowej, która prze­
chodzi przez punkt A. Znajdziemy takie rozwiązanie, posługując się me­
todą kolejnych przybliżeń. Aby uzyskać ciąg takich kolejnych przy­
bliżeń, podstawiamy najpierw w prawą stronę równania (54) za y war­
tość b i szukamy funkcji yi{x)t spełniającej następujące prostsze równa­
nie różniczkowe:

v\ — /(®, *)

9*
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Ponieważ prawa strona jest funkcją jednej zmiennej *, przeto wszystkie 
rozwiązania tego równania otrzymujemy, tworząc całkę nieoznaczona:

yx (x) =  j "f(x, b) dx -f  C =  F(x) - f  C

Z tej gromady funkcyj wybieramy tę, która przyjmuje dla x =  a wartość b. 
Z tego warunku wyznaczamy stalą C, a mianowicie:

A. więe:

czyli:

(75)

F(a) +  C =  b
C = b  — F(a)

y1(x)^F(x) — F(a) +  b

#i(®) = J 'f(x , b]dx +  b

Funkcja y1(x) jest pierwszym przybliżeniem całki równania (54). Aby 
uzyskać drugie przybliżenie, podstawiamy znalezioną funkcję znowu 
w prawą stronę danego równania różniczkowego i rozwiązujemy równanie:

Vi =  f(x,y 1(x))=g{x)

Ponieważ prawa strona jest znaną funkcją jednej tylko zmiennej x, przeto 
możemy rozwiązać to równanie przez całkowanie. Wybierając z gromady 
funkcyj pierwotnych tę, która przyjmuje wartość b dlaa; =  a, otrzymujemy:

y*(®) yV(®, #i.(a?)) dx +  b

Postępując w ten sposób dalej, otrzymujemy ciąg kolejnych- przybliżeń:

&»(x)
a

1J  ffr  j/3(x)J(ko -f- b

(75a»
X

y" ̂  y'~l ̂  dx+ b

Okazano, że ciąg tych funkcyj y1(x), y2 (x),..., y„ (x)... jest zbieżny do 
takiej funkcji (p(x), która spełnia dane równanie różniczkowe i przyj­
muje dla x =  n wartość b a ponadto, że jest to jedyna funkcja, speł­
niająca te warunki.
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Metodą Pi car da (kolejnych przybliżeń) przeprowadza się w zu­
pełnie podobny sposób dowód istnienia rozwiązań równań różniczkowych 
wyższych rzędów i układów równań różniczkowych. Metoda kolejnych 
przybliżeń służy nie tylko do dowodu istnienia rozwiązań, lecz pozwala 
także otrzymać kolejne przybliżenia tych rozwiązań, a więc rozwiązy­
wać równania różniczkowe w przybliżeniu.

Pr ey kłady.
1) Znaleźć takia rozwijanie równania różu letko wego:

tt' *= U + X
która przybiera wartość y = l  dla x =  0. Ponieważ funkcja f(x ,y) = x-\-y  jest cią-

3 f
gła dla wszystkich x, y i posiada ograniczoną pochodną cząstkową w— =  1, przeto

dy
spełnia warunek Lipschi tza  dla wszystkich punktów. Zatem przez każdy punkt 
płaszczyzny przechodzi jedna i tylko jedna linia całkowa, a więc istnieje taka całka, 
która przybiera żądaną wartość y — 1 dla * =  0. Kolejne przybliżenia tej całki uzy­
skamy, wstawiając w dane równanie najpierw zamiast y wartość 1, a więc biorąc pod 
uwagę równanie:

y\ =  1 -j- o:

Stąd otraymujemy na podstawie wzoru (75):

y\ (?) =  i - f { \ x) dx =  \ x -\- \l x*

To jeBt pierwsze przybliżenie szukanej całki. Drugie przybliżenie uzyskamy, wstawiając 
tę znalezioną funkcję znowu w pierwotne równanie i całkując. Otrzymamy w ten spo6Ób:

a zatem:
y'2(x) =  (l -f  x -|- i  x2) -)- x  =  1 2x -f ł

X

=  1 -f- J ( 1 -(- 2 x -j- £ xz) dx =  1 -j- x -f- x2 -|- 1 x3

Dalsze przybliżenie otrzymamy z równania:

yi(x) =  (ł +  x +  x2 -f \ x z) - \ - x =  14-2x4" 4~

t mianowicie:

y% (*) =  i 4-

X

J  (1 + 2 x 4 - x * 4 - tx * )d x =  1 +  x +  x2 Ąx3 4- ^ x l

Porównajmy te wyniki z ścisłą wartością żądanej całki. Całkę ogólną równania 
y' =  y 4  * znaleźliśmy już poprzednio (por. str. 114, przykład 6), a mianowicie:

y  (x) — CV — X — l
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Z tej gromady funkcyj wybieramy tę, która dla * =» O pnyjmiye wartość y =  1. 
Z tego warunku wyznaczamy stałą G, a mianowicie:

i =  e.«°— o — i

a więc C =» 2. Żądaną całkę jest zatem:

czyli:
y(x) =  2e" — x — 1

y [x )= l  -f * +  £ x8 +  ^ ;r* -f 4 * ...-f 5 ** +  ...

Widzimy, że otrzymane przybliżenia y, {x), y% (x), yt (x) maję początkowe wyrazy 
zgodne z tym rozwinięciem szukanej funbcyj na szereg Maclaurina.

2) Zbadajmy kolejne przybliżenia tej całki równania:

y' =  2 x -f- y*

która przybiera wartość y =  1 dla x  =  1. Jest to specjalny przypadek równania 
Ri cc at i’e go (por. str. 126), którego nie potrafimy rozwiązać elementarnymi metodami, 
omówionymi powyżej. Natomiast możemy znaleźć ciąg kolejnych przybliżeń całki, uż* 
wając metody Picarda.  I tak:

y\ (ar) =  2 x -f  1
M

yx (aj) =  1 -f-J ' (2 x +  1) dx =  1 -|- x% -f- x — 2 =  ** -j- x — 1

y'2(x) =  2x +  (^2 +  x — l)a

(*) 1 +J'(2x-{-(xi +  x — l)a) d® =  £x5 +  Jx« — ^xi Ą-x —

W podobny sposób otrzymuje się dalsze przybliżenia.

§ 802, Dowód istnienia rozwiązań równania różniczkowego me­
todą szeregów potęgowych (metodą Cauchy’ego)

Omówiliśmy w § 301 dowód istnienia rozwiązań równania różnicz­
kowego:
(54) y' =  f{x, y)

czyniąc o funkcji f  (x, y) założenia bardzo mało ograniczające. Nie żąda­
liśmy nawet różniczkowalności tej funkcji. W praktyce mamy jednak 
do czynienia najczęściej z takimi równaniami różniczkowymi, w których 
funkcja f  (x, y) jest regularna, a mianowicie jest funkcją analityczną, to 
znaczy rozwijalną na szereg Taylora.  Okażemy, że równanie różnicz­
kowe posiada przy tym założeniu takie rozwiązanie, które jest również 
rozwijalne na szereg. Taylora. Twierdzenie to, udowodnione przez 
Cauchy’ego, wypowiada się ściśle w następującej postaci.

M
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Jeżeli funkcja f(x, y) jest rozwijalna na szereg Taylora (dwóch 
zmiennych) w otoczeniu punktu x =  a, y — b, to równanie różniczkowe 
y' — f(x, y) posiada taką całkę, która przyjmuje dla x-=.a wartość y =^b, 
i jest rozwijalna na szereg Taylora (jednej zmiennej) w otoczeniu punktu 
x — a.

Ponieważ przez przesunięcie osi możemy zawsze uzyskać, że punkt 
A {a, b) będzie miał współrzędne ® =  0, y =  0, przeto możemy przeprowa­
dzić całe rozumowanie, używając szeregu Maclaurina zamiast szeregu 
Taylora i szukając takiej funkcji y{x), spełniającej równanie różnicz­
kowe, która przyjmuje wartość y — 0 dla x — 0.

Otóż czynimy założenie, że funkcja f(x, y) da się rozwinąć na sze­
reg Maclaurina dwóch zmiennych:

(a) f{pC' y) =  / ( °’ 0) +  f‘ M  x +  fy (0, '0) y +  ^  (f„ (0, 0) +
+  2 fXJ(0,0) xy -f- fJO, 0)^) +  ...

czyli:
(b) f(x ,y)= zCoo +  c10x +  c01y - f  c20x2 +  cn xy +  c02y2 + . . .

zbieżny bezwzględnie dla | te ];§?-], \y\^Lr2.
Chcemy okazać, że istnieje taka funkcja y(x)s spełniająca równanie 

różniczkowe (54), która da się rozwinąć na szereg potęgowy:

(c) y =  a2x -\-a 2x2 a2x2 +  ...

zbieżny w jakimś otoczeniu punktu x =  0. Ponieważ przyjmujemy na y 
szereg potęg'owy bez wolnego wyrazu, przeto mamy już zapewnione to,

że y przyjmie żądaną wartość 0 dla x — 0. Wiadomo, że ar=  ~  y(r)(0).

Nieznane współczynniki av a2, ... szukanego rozwinięcia możemy wy­
znaczyć za pomocą znanych współczynników c00, C10, . . .  danego rozwinię­
cia albó wprost z równania różniczkowego (54), przez kolejne różniczko­
wania obu stron, albo metodą nieoznaczonych współczynników. Postępu­
jąc pierwszą drogą, otrzymujemy kolejno:

y' (0) =  /(0, o) =  c00
a więc:

(,1 — C0Qł

y" (0) =  f, (0, 0) +  fy (0, 0) • y' (0) =  c1Q +  c01 - c00
a więc:

aa — =  I (rio 4~ roi coo)>

y'" (0) =  f„ (0, 0) +  2 fxy (0,0) y' (0). + . f„ (0, 0) rj (0)« +  f, (0,0) y" (0)
=  2 c20 -(- 2 cn c00 -j- 2 c02 ej, "j* coi (cio cot coo)
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a więc

aa —  2 j U (0) =  2 j ((''jo ~f" cn coo "4" roz cui)* ® "f" eoi (cio "f" coi r#o)l

Wzory na dalsze współczynniki a. są coraz bardziej skomplikowane, 
otrzymuje się je wszystkie jednak tylko przez dodawanie i mnożenie 
danych współczynników cM szeregu (b). Szereg potęgowy (c) ma zatem 
postać:

(d) * =£Cw® +  * (c«  +  cMe<«»)0, +  j!((c*o +  c„rM +  Cw<w)-2-f

H“ foi (cio +  eoi cno'l I » * + • • •

Chodzi o to, czy ten szereg potęgowy jest zbieżny w jakimś otoczeniu punktu 
x = 0. By tego dowieść, tworzymy majorantt tego zzeregu w następujący sposób. 
Dany szereg (b) posiada majórantę:

, , , ,  , M . M . M , . M Mg {x ,y)=  M +  — x +  — y-\- - i xt +  xy +  , x/a-f  . . . +
rx r % r, r , r s r\

W M
+  3 7 « V + . ~T\ Ti

przy czym M oznacza liczbę większą od bezwzględnych wartości wszystkich wyrazów 
zbieżnego szeregu:

coo +  cio ri +  c« ira +  eaor? +  cn ri ra +  c02>i +  ••• +  ' mA** +  ••• 

Jeżeli bowiem:
\cu\r i t i< M

to:

(*) i M

a więc wszystkie wyrazy danego szeregu (b) są przy każdym X i y mniejsze co do 
bezwzględnej wartości od odpowiednich wyrazów szeregu (e). Istotnie więc szereg (e) 
majoryzuje szereg (b).

Prawa strona wzoru (e) jest, jak łatwo stwierdził, rozwinięciem na szereg 
funkcji ułamkowej:

aa-l)
Jest ono zbieżne dla |* | <Cr1P l-yj <  tą. 

Całkujemy równanie różniczkowe:
M

O - f l O - S )
co się da łatwo uskutecznić, ponieważ zmienne dadzą się oddzielić. Wybieramy z całki 
ogólnej tę eałkę szczegółową, która przyjmuje wartość 0 dla x  — 0 i otrzymujemy, 
jak ni# trudno stwierdzić:

(g) r . J / l l o g  ( l - 5)
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Itszwintęcie tej całki na tsereg potęgowy musi mieć postać wtóru (d), w którym tylko
M

kaide Cki naloty zastąpić odpowiednim wyrażeniem v—,, wziętym z rozwinięcia (e).
*1 r2

Stąd i z wtórów (f) wynika, aa szereg potęgowy, przedstawiający funkcję (g) w oto- 
caariiu punktu x  =  0, majorytuje aaereg potęgowy (d), praedstawiający saukaną całkę. 
Ssersg potęgowy fsnkgji (g) jest zbieżny dla:

(poniawai roswlnięsis dwumienna funkcji \  1 -(- z jest zbieżne dla \ e \ 1} czyli dla:

(h) \x\ < r t[ 1 — e*̂ )
Dla tych samych x  jest zatem zbieżny także szereg zmajoryzowahy (dl. Wykazaliśmy 
w ten spoBÓb, że istnieje całka danego równania różniczkowego, rozwijalna na szereg 
potęgowy, zbieżny w pewnym otoczeniu punktu X =  0. Przy rozwiązywaniu trudniej­
szych równań różniczkowych używa się często rozwinięć na szeregi potęgowe.

Przykład.
Znaleźć taką całkę równania:

y' =  3® +  y2

która przyjmuje wartość y — 0 dla X  =  0.
Prawa strona jest analityczną funkcją dwóch zmiennych i posiada bardzo proste 

rozwinięcie na szereg, a mianowicie e10 =  3, ros =  1, a wszystkie inne współczynniki 
aą zerami. Wobec tego, stosując gotowe wzory na av ai,a3,... otrzymujemy: ^==^=0, 
at =  ! (cxo +  cc ieoo) =  ł(3 +0-0) =  * i a na cs otrzymujemy wartość 0. Rozwinięcie 
szukanej całki ma zatem postać:

y =- Ó •-« 4 -1®2 +  0 • «3 +  . . . =  f X2 -f-...

Chcemy otrzymać dalsze wyrazy tego szeregu, nie mając gotowych wzorów na ait <*5, ... 
Możemy postępować jedną z dróg, wskazanych przy dowodzie. I tak postępując tą 
drogą, którą wyznaczaliśmy kolejne współczynniki an, podstawiamy najpierw x  == 0, 
y ck0 w dane równanie różniczkowe i otrzymujemy:

y(0) =  3 .0 +  02 =  0

Następnie tworzymy pochodną obu stron równania różniczkowego i wstawiamy y =  0, 
a za y' znalezioną wartość y' = 0 . Zatem:

y" («) =  3 +  2yy' a więc y"  {0) =  3

Postępując tak dalej, otrzymujemy kolejno:

y".' (®) =  2 (yy" y'*) a więc
yw{x) =  2{yy"'+3y'y") „ „
yM(x) =  2(yy<4> +  iy'y'" +  3y"2) „ „
yW (») =  2 (inP +  5j/V °+ 10y"y'") „ „

y"(0) =  0 
y*»(0) =  0
y 5) (0) =  2 ■ 3 • 32 =  54
y 6)(0) =  0
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Zatem:

A 3 A A . 54 9
ai — aa — 2j * ai — ®i a4— ^  =  61 ®e“ 0**«*

i  więc:
ymm |a?2 +  1ftTfl?6 +  . . .

Otrzymywanie tą, drogą dalszych współczynników jest dość niedogodne (można dla 
ułatwienia użyć wzoru Le i bni z a  na pochpdną iloczynu). Szybciej dochodzi się zwykle 
do celU metoda nieoznaczonych tcepółczynnikSie. Tworzymy ,w tym celu pochodną sze­
regu (c), tj.: -
(k) y ' =  ax -j- 2 a ax  +  3 a 8a52 -j- . . .

i wstawiamy w dane równani.e różniczkowe za y i y' szereg (c) i (k). Gtrźyumjemy 
w naszym przykładzie:

ax 2 a2a?-f- 3 a 3* a -f- •• • =  3® +  +  «2®2 +  03®® +  04®4 +  ...)*

Porządkujemy obie strony według potęg x  i porównujemy współczynniki przy równych 
potęgach x, Otrzymujemy w ten sposób:

ax -f- 2 «g X -f- 3 a3 X2 .. .  =
=  3a? -{- a?#2 -f- 2 a xazx 3 +  (°2 +  2 a1a3)x i  -f- (2«raoa -j- 2aja4)a>5 - f - ...

Zatem:
flj =  0

2 a8 =  3 s stąd aa — f
3 «3 =  a, =  0 T) n a3 =  0
4 a4 =  2 axa2 =  0 n D a4 =  0
5 a5 =  2 axa3 +  a*2 =  £ n 7) as —  A
6 ae =  2 a1ai -j- 2 a2a3 =  0 ii n oa =  0
7 a7 —  2 axa5 -f- 2 a2ai  -)- a| =  0 D 7) o7 =  0
8 a8 =  2 axae - f  2 a2a5 -j- 2 a3a4 =  2 . |  ^ n n a& —  A7tj

Wobec tego rozwinięcie szukanej całki na szereg ma postać:

y =  I®2 +  A®5 +  ̂ ff®8 + ... =  §®2U +  * « H -  A®* +  ...)

Metodę dowodu istnienia całek równania różniczkowego, a zarazem 

metodę otrzymywania rozwinięć tych całek na szeregi potęgowe, uogól­
niono na równania w yższych rzędów i na układy równań różniczkowych.

Opierając się na rozwinięciu całki równania różniczkowego na sze­

reg potęgowy, podali R u n g e  i K u t t a  następującą przybliżoną metodę 
rozwiązywania równań różniczkowych.

Chcemy znaleźć przybliżoną wartość tej całki równania różniczkowego:

y' =  /(®, y)



która przybiera dla x — a wartość y(a) =  b. Gdy w wzrośnie o znaną 
wielkość h, tj. zmieni się na a -j- h, to szukana całka y dozna jakiegoś 
przyrostu k, określonego wzorem:

lc{h) =  y(a +  h) — y(a)

Otóż Rangę i Kntta podali taką przybliżoną wartość k(h) tego przy­
rostu, której rozwinięcie na szereg Taylora zgadza się z rozwinięciem 
prawdziwego przyrostu k(h) aż do wyrazów, zawierających h4 włącznie. 

Otrzymali w ten sposób następujący wzór na k(h•):

(76) —  i( ^ i  —|— 2 A:2 —|— 2 Ara — k2)

przy czym kolejno:

(76a)

k1 =  hf(a, b)
k, =  hf(a +  lh, 6 +  4*0 
k3 =  hf(a -f- \  h, b -(- ^k2) 
K =  hf(a +  h, b +  k3)

Wzór ten przypomina wzór Simpsona na przybliżoną wartość całki 
oznaczonej (por. tom II, str. 122). Można go nawet uważać za uogólnienie 
tego wzoru w tym sensie, że w specjalnym przypadku; gdy równanie 
różniczkowe ma postać:

y' =  f{x)
jest:

k^^hfiu), k2 =  hf(a -(- \h). k3 =  hf(a -f- |  h\ ki -^ hf(a +  h)

a więc:
(s) k{h) =  |(/(a) +  4f(a -f  ih) +  f(a +  h))

To zaś jest przybliżony wzór Simpsona na tę całkę równania y'—f(x\ 
która przybiera dla x — a wartość y — b. Ta całka ma bowiem postać:

a więc:

y — /  /(») dx -j- b

o-ĵ-h
y — b =  k(h) =  if(x ) dx

a wzór (s) jest właśnie wzorem Simpsona dla tej całki.
Dokładniejsze uzasadnienie tej przybliżonej metody i przykłady 

liczbowe na jej zastosowanie znajdują się w podręczniku C. Runge’go
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i H. Kóniga,  pt. Numerisches Rechnen (Berlin, 1924, str. 286 i naat). 
Wzór, pozwalający ocenić błąd, popełniany przy tej metodzie, znaleźć 
można w podręczniku L. Bieberbacha, pt. Differenłialgleichungen (Berlin, 
1923, str. 45). Inne przybliżone metody rozwiązywania równań różnicz­
kowych znajdzie czytelnik w podręcznikach: Robinsona-Whittakera 
(cytowany w tomie II, str. 125) i Wi l lersa,  pt. Methoden der prak- 
titchen Analytis (Berlin, 1928).

§ 803. Ogólne uwagi o równaniach różniczkowych iwycząjnych
wyższych rzędów

Równaniem różniczkowym zwyczajnym w-tego rzędu nazwaliśmy 
(str. 98) równanie postaci:

(48) F (x ,y ,iy \y" ,...^ ) =  0

w którym figuruje M-ta pochodna szukanej funkcji y =  (p(x). Twierdzenia 
i metody, odnoszące się do rozwiązywania równań różniczkowych do­
wolnie wysokich rzędów, nie różnią się zasadniczo od rozważań, dotyczą­
cych równań drugiego rzędu, tj. równań postaci:

(47) F(x, y, y', y") =  0

Zajmiemy się-zatem prawie wyłącznie równaniami drugiego rzędu. Rów­
nania te są szczególnie ważne, ponieważ występują one najczęściej w za­
stosowaniach fizykalnych, technicznych i geometrycznych. Tak np. w me­
chanice mamy do czynienia z dwoma wielkościami: prędkością i siłą. 
Prędkość wyraża się pierwszą pochodną drogi według czasu, siła zaś jest 
w bezpośrednim związku z przyśpieszeniem, a więc z drugą pochodną. 
W georaetrji, jeśli chodzi o styczne, normalne, trajektorie itd., to wy­
starcza pierwsza pochodna; jeżeli zaś chodzi o krzywiznę, te mamy do 
czynienia także z drugą pochodną

Równanie różniczkowe zwyczajne drugiego rzędu otrzymywaliśmy 
(por. tom I, § 177), wychodząc z dwupąrametrowej gromady funkcyj:

(a) f{x\ y, Cj, c2) =  0

Tworzyliśmy pierwszą i drugą pochodną tego równania według m, uwa­
żając y za funkcję x, a mianowicie:

(b)

(c)
2V ,
2xi Vdxdy'y +  d y 'V \d y d x  +  9y*‘y \ ~ (i



Z równań (a), (b) i (c) rugujemy stale cx i r, (obliczając je z dwu równań
i wstawiając w trzecie) i otrzymujemy:

F{a>, .«/, y\ y") =  0

a więc istotnie równanie różniczkowe zwyczajne drugiego rzędu.
Zachodzi pytanie odwrotne, czy dla każdego danego równania róż­

niczkowego 2-go rzędu istnieje dwuparametrowa gromada krzywych cał­
kowych. Rozważania przeprowadza się najpierw dla równania różniczko* 
wego, podanego w formie wyraźnej względem y", tj. dla równania:

(77) * " - /(* * ,* ')

Udowadnia się zupełnie to samo, jak dla równań 1-go rzędu, a więc
metodą Pi car da, tj. przy pomocy kolejnych przybliżeń, lub metodą 
C a u c b y’ego, tj. przy pomocy rozwinięć na szeregi potęgowe, że o ile 
tylko funkcja f(x, y,y') spełnia pewne, zresztą bardzo obszerne warunki, 
to istnieje taka funkcja:

y =  <p[x)
\

która spełnia dane równanie różniczkowe, a ponadto czyni zadość dwom 
warunkom, a mianowicie: dla x — a jest y =  b, oraz równocześnie y'= c .

Istnieje więc całka takiego równania i zależy od wartości b, c, jakie 
obierzemy za zmienne y i y'. Ponieważ otrzymujemy y w zależności od 
b i c, czyli:

y =  (p(x,b,c)

więc istotnie mamy tn do czynienia z dwuparamelrową gromadą krzy­
wych całkowych, zwaną całką ogólną równania 2-go rzędu.

W konkretnych zagadnieniach trzeba zwykle wybrać z tej gromady 
jedną całkę szczegółową, spełniającą oprócz równania różniczkowego 
także pewne dodatkowe warunki. Najczęściej mamy do ezynienia z dwoma 
rodzajami takich dodatkowych warunków.
Bardzo jasno występują one przy bada­
niu linii ugięcia belki.

Pierwszy rodzaj warBnków spo­
tykamy w następującym zagadnieniu.

Pręt poziomy (fig. 15). jest przy­
twierdzony jednym końcem nieruchomo, 
na drugi zaś koniec działa siła P pionowo. Skutkiem tej siły pręt ugina 
się. Otóż okazano, że linia ugięcia jest krzywą, której równanie zawiera 
się w pałce ogóluej pewnego równania różniczkowego drugiego rzędu. 
Aby wybrać z tej gromady funkcyj jedną, odpowiadającą warunkom 
istotnym zadania, żądamy przede wszystkim, by krzywa ta przechodziła

Fig. 15.
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przez pewien punkt. Jeśli punkt przytwierdzenia będziemy uważali za 
początek układu, to dla * =  0 ma być y =  0. Dalej widzimy, że styczną 
w tym punkcie do linii ugięcia jest oś a>ów. Żądamy więc ponadto, by 
dla x — 0 było y' — 0. Jeżeli zatem całką ogólną jest y =  cp(x, b,c), a jej 
pochodną y' =  cp' )x, b, c), to muszą się spełniać warunki:

0 =  (p (0, b, c)
0 =  <p' (0, b, c)

Z tych dwóch równań o dwóch niewiadomych trzeba wyznaczyć szczegó­
łowe wartości stałych b i c. W ten sposób z dwuparametrowej gromady 
krzywych wybiera się jedną, spełniającą żądane warunki.

Drugi rodzaj warunków spotykamy w następującym zagadnieniu. 
Weimy pod uwagę pręt, podparty w dwu punktach A, B (fig. 16). Skut­

kiem działania ciężaru, umieszczo­
nego w środku odcinka AB =  l. 
pręt ugina się. Okazuje się, że 
krzywa ugięcia spełnia pewne rów­
nanie różniczkowe drugiego rzędu. 
O krzywej'tej wiemy, że przecho­
dzi przez punkty podparcia A i B, 
czyli wiemy, że dla x — 0 (po­
czątek układu wyobrażamy sobie 

w d a oś odciętych wzdłuż AB) jest y — 0, oraz dla x =  l, jest też y =  0. 
Żądamy więc, by krzywa całkowa przechodziła przez dwa dane punkty. 
Stałe b i c trzeba teraz wyznaczyć z dwóch równań: 0 =  qp(0, b, c),
0 =  (p{l,b,c). Warunki poprzednie, tj. żądanie, by dla ® =  a, było y — b
1 y' =  c, lub ogólniej, by dla x — m było y —n, y' = p , nazywamy warun­
kami początkowymi, lub warunkami Cauehy'ego. Warunki takie, jak 
w ostatnim przykładzie, tj. żądanie, by krzywa całkowa przechodziła 
przez dwa dane punkty, nazywamy warunkami brzegowymi lub wa­
runkami Di r i c h l e t a  Dowód istnienia całki równania drugiego rzędu, 
o którym wspomnieliśmy poprzednio, wyznacza całkę równania tylko 
dla warunków Cauchy’ego Widać od razu, że. przy warunkach Di- 
r i ehl e ta  nie można się opierać na metodzie szeregów potęgowych; 
szereg taki może być bowiem zbieżny w otoczeniu jednego punktu, ale 
jest bardzo wątpliwe, czy będzie zbieżny aż do drugiego punktu brze­
gowego. Tutaj rozumowania muszą iść całkiem innym torem i są na ogół 
o wiele trudniejsze. Przeprowadzono jednak dowody istnienia rozwiązań 
także w przypadku warunków brzegowych dla rozmaitych obszernych 
klas funkcyj f(x} y, y'X

A B

Fig 16.
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§ 304. Proste przypadki całkowania równań różniczkowych wyż­
szego rzędu. Obniżanie rzędu równania

Niekiedy można scałkować równanie różniczkowe wyższego rzędu 
bez uciekania się do szęregów nieskończonych lub do ciągu kolejnych 
przybliżeń. Niekiedy znowu można obniżyć rząd równania, tj. sprowa­
dzić jego rozwiązanie do rozwiązania równania .niższego rzędu. Są to jed­
nak przypadki wyjątkowe; na ogół rozwiązanie równania rzędu wyższeg<? 
jest zagadnieniem skomplikowanym, wymagającym wprowadzenia nowych, 
nieelementarnych funkcyj. Zajmiemy się tu najpierw tymi nielicznymi 
typami, które można bądź to scałkować przez kwadratury, bądź to spro­
wadzić do równań niższych rzędów. Ograuiczymy się przy tym do rów- 
nań drugiego rzędu.

Typ I:

(78)

Nie występuje tu ani zmienna zależna, ani pierwsza pochodna.
Dwukrotne całkowanie prowadzi do rozwiązania tego równania. 

Z pierwszego całkowania otrzymujemy:

y =  j .f(p) dx -f

Całkując to jeszcze raz obustronnie, otrzymujemy:

Czyli:
y =  J  J'f(x)dx ■ dx -j- cxx -f- eg 

•y =  G(x) +  <h® +
Przykłady.
1) Jeżeli belka prosta o długości l a o stałym przekroju Q wygnie się pod dzia­

łaniem ciężaru własnego lub zewnętrznego, to linia środkowa tej belki, przebiegająca 
wzdłuż osi rc-ów, zamieni się na linię krzywą, zwaną linia ugięcia, o równaniu y — <p{x). 
Okazuje się w .statyce, że jeżeli y =  <p(£) jest równaniem tej linii, to funkcja y(a:) 
Bpełnia równanie różniczkowe:

(1 +  El
9 y" M(x)

Tutaj ę oznacza promień krzywizny, E moduł sprężystości materiału, a którego . jest 
sporządzona belka, I  moment bezwładności przekroju ze względu na oś poziomą, prze­
chodzącą przez jego środek ciężkości, a M{x) moment statyczny sił (obciążeń) ze 
względu na przekrój, leżący w odległości X  od początku układu (tzw. moment ugięcia). 
Zwykle wychylenie y jest tak małe, że także spadek y' jest niewielki, wobec czego 
można opuścić w tym wzorze y' W ten sposób otrzymuje się równanie:

M(x)
~e T
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Calkî  ogólni} tego równania różniczkowego jest:

y ~  j i  J  f  M( * > ) 4- ««
Postać funkcji M(x) zależy od rodzaju obciążenia belki. Omówimy tu dwa przypadki 
charakterystyczne.

a) Belka jest na jednym końcu przytwierdzona, na drugim zaś obciążona cięża­
rem P  tak wielkim, że ciężar własny belki można zaniedbać. Moment ugięcia w prze­
kroju, odległym o z  od punktu przytwierdzenia, ma tu wartość:

Af(flj) =  — P{1 — W)

Równanie różniczkowe linii ugięcia ma zatem w tym wypadku postać:

y" =  — &(/ — ®)

przy czym k jest liczbą stalą, równą Przez dwukrotne całkowanie .otrzymujemy:

y' =  \k x % — klx +  Ci, 
y =  ^kxs — £ klx* +  ĉ sę 4- c,

Z tej gromady krzywych całkowych należy wybrać tę, która spełnia warunki początkowe:

y (0) =  o, y  (0) =  o
jak o tem wspomnieliśmy na str. 142. Stąd wynikają na stałe e, wartości e,=0, e,=0.
Wobec tego żądaną całką szczegółową, przedstawiającą równanie linii ugięcia, jest:

y — \k {\x*  — lx‘l)
Jest to parabola trzeciego stopnia.

b) Belka jest podparta na obu końcach i obciążona jednostajnie tak, że na 1 cm 
długości przypada obciążenie p  kg. Moment ugięcia w przekroju, odległym o z  od 
pierwszego punktu podparcia, ma w tym wypadku wartość:

\

M ( X )  =  —  ± p [ x —  y j

Równanie różniczkowe linii ugięcia ma tu postać:

P
2 E l

Przez dwukrotne całkowanie otrzymujemy:

/ x *  \ i lx * \—  —  x | =  k —------x
\ l 1 \ ł 1

» = 4( i l r ( - T ) + c' r + '>
W tym wypadku należy wybrać z gromady krzywych całkowych tę całkę szczegó­
łowa, która spełnia następujące warunki brzegowe:

y{ 0} =  0, y\l) — 0

(por. str. 142). Stąd wynika na stałą e, wartość: e, =  0, stałą zaś c, obliczamy z równania: 

0 =  A:(4jżł — £/s) +  rxl a więc c%= ^ k l t
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Żądana całka szczegółowa ma zatem postać:

y — kx ( y  — 2#2 -f- Z2j
Jest to parabola czwartego stopnia.

2) Inny przykład, w którym występuje także równanie różniczkowe typu I, 
spotykamy przy wyznaczeniu tzw. linii przejścia toru kolejowego.

Jeśli tor kolejowy tworzy w pewnym miejscu odcinek prosty AB (fig. 17) a ma 
zmienić kierunek na EF, to trzeba go połączyć krzywą BE, przy czym żądamy, by 
zakrzywienie zmieniało się stopniowo, łagodnie, celem uniknięcia wstrząsów przy biegu

A
Fig. 17.

wozów. Najrównomierniejsze (stałe) zakrzywienie posiada linia kołowa, to też za część CD 
obieramy łuk koła o odpowiednim promieniu r. Chodzi teraz o przejściowe łuki 
BC i DE. Żądamy, aby krzywa przejścia miała w B styczną identyczną z prostą AB,

oraz by jej krzywizna wzrastała w sposób ciągły od 0 do ^ . Najodpowiedniej będzie

zażądać, by krzywizna wzrastała proporcjonalnie do przebieganej drogi, a więc pro­
porcjonalnie do s. Drugi warunek ma zatem postać:

Niechaj AB będzie osią łC-ów, a B początkiem układu.
Jeśli chodzi o rachunek przybliżony, to wystarczy (podobnie jak w poprzednim

przykładzie) wziąć za ^ pochodną y" , a za s odciętą x. Uproszczone równanie ma 

zatem postać:
y" (x) — k'X

Rozwiązaniem tego równania jest gromada parabol trzeciego rzędu, z której wybieramy 
odpowiednią krzywą przejścia przy pomocy warunków y (0) =  0, )/ (0) =  0.
Rachunek różniczkowy i całkowy. T. III. 10
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Typ II:

(79) y" =  m

Nie występuje tu ani zmienna niezależna, ani pierwsza pochodna 
zmiennej zależnej. Celem scałkowania tego równania wprowadzamy nową 
zmienną: p =* y . Wtedy

,, =  _  dP d_y _  Ąp
dx dy dx d y "

Otrzymujemy w ten sposób równanie różniczkowe pierwszego rzędu.

p J - r t i O

Stąd:
pdp — f(y) dy

iP 2 =  J  f  (y) dy +  c

i / 2= 2 j 'f (y )d y  -f- cx

y  =  +  [2T f(y)dy+ 71 1 y' =  -  \2S f{y)dy+ 7,

Całkując te równania przez oddzielenie zmiennych, otrzymujemy: 

f  d y ___  . f  dy
K ^  J Sf(y) dy -f- Cj * J \

a więc 

(80)

<2 Sf(y)dy +  c,

•o można napisać także w postaci

dy

\%Jf(jy) dy +  ci

(81) J\*SKy)dy +  cx ' X J\ dy
\%jf{y)dy +  Cj

Przykłady.
1) Jeżeli ciało spada na ziemię z tak znacznej odległości, że trzeba uwzględnić 

zmianę siły przyciągania (np. meteor), to rucb tego ciała jest określony następującym 
równaniem różniczkowym:

d*r , M 
J t > = - k r‘

przy czym r oznacza odległość ciała spadającego od środka ziemi, k stałą grawitacyjną 
a M masę ziemi.

Wykonawszy pierwBze całkowanie, otrzymamy w myśl wzoru (80)-

M n' „km
m
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Wzór ten określa szybkość spadania. Z drugiego całkowania otrzymamy czas t jako 
funkcję odległości, a mianowicie w myśl wzoru (81):

- J  \ 2 £  44- cj'i
Ujemne rozwiązanie nie ma znaczenia dla naszego zagadnienia. Stałe ex i ł*x określa 
się przy pomocy odpowiednich warunków początkowych.

2) Wahadło matematyczne o długości l, mające w chwili * =  0 wychylenie 
a =  0, wprawiono w ruch, nadając mu prędkość kątową to0, a więc prędkość liniową 
v0 — o)0l. Związek między kątem wychylenia a a czasem t wyraża się za pomocą na­
stępującego równania różniczkowego:

ł d2a

9 dt*
—  — sin a

gdzie g oznacza przyśpieszenie siły ciężkości ziemi. Równanie to należy do typu II. 
Celem BCałkowania tego równania wprowadzamy nową zmienną:

da
dt

tj. prędkość kątową. W myśl wzoru (80) otrzymujemy:

l Ida \2
<*> 2 ^  (d i)

Stałą wyznaczamy z warunku, że w chwili t =  0, przy wychyleniu a = 0  prędkość

kątowa ma wartość oj0 ■

(b)

'. Stąd wynika, że'

4°_ _  1
2lg

Drugie całkowanie prowadzi w myśl wzoru (81) do wyniku:

!== f ___ da____
J  \'-j- (cos a +  cx)

przy czym zatrzymujemy tylko dodatnią wartość t. Z warunku, że dla a = 0 jest 
l =  0, wynika, że trzeba obrać at =  0. Wobec tego otrzymujemy następujący wzór 
na czas, który upływa od chwili przejścia wahadła przez punkt najniższy do chwili 
osiągnięcia wychylenia a:

] / \ A

da

N  cos a -j- cx)

Stała Cj ma zawsze wartość większą od —1, jak to wynika z wzoru (b). Zależnie od 
wartości tej stałej rozróżniamy trzy zasadniczo odmienne przypadki tego ruchu.

a) Jeżeli —l<Cj<M, to prędkość kątowa staje się równa zeru dla kąta /?, spel-
10*
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niającego warunek C03/J =  — Cj. Wtedy marny do czynienia z zwyczajnym ruchem 
teakadlomyrn, a 0 oznacza największy kąt wychylenia.

Kładąc dla skrócenia sin ^ =  k i wprowadzając w całkę nową zmienną ain ~ =

«= k sin g>, otrzymujemy :

dę

k8 sin8 <jp

Występująca tu całka jest całką eliptyczną pierwszego rodzaju (por. tom II, str- 139)' 
Czas T  ubiegający od chwili przejścia wahadła przez położenie równowagi do chwili 
oaiągutęcia największego wychylenia 0, wyraża się wzorem:

T \ n  L l
f  9 J  h  —  sin8 <jp

Całkowanie przez rozwinięcie na szereg prowadzi tu do wyniku:

r=? |/;M łf4,+(r!)! **+-]_
Zatrzymując tylko pierwszy wyraz, otrzymujemy znany przybliżony wzór na czas 
wahnienia:

2 T *
W

Dokładny wzór na czas wahnienia wyraża się zapomocą powyższego szeregu nie­
skończonego.

b) Jeżeli Cj — 1> to otrzymujemy

Stąd widzimy, ze wychylenie dąży do n (tj. punkt dąży do najwyższego punktu na 
kole), gdy czas t dąży do nieskończoności. Łatwo stwierdzili, że wtedy prędkość ką­
towa dąży do zera. JeBt to zatem ruch nieperiodyczny, punkt wznosi się po kole od 
najniższego położenia ku najwyższemu punktowi, lecz nie osiąga go w skończonym czasie.

c) Jeżeli >  1, czyli j>4ły, to e, +  cos a>0, albowiem cos a S  — I Z wzoru 
(a) wynika, że w tym przypadku prędkość kątowa nie staje się nigdy zerem ani nie 
zmienia znaku, a zatem punkt poruszający się nie zatrzymuje się nigdy, ani nie zmie­
nia kierunku poruszania się po kole. Eucb odbywa się wtedy po kole stale w tym 
samym kierunku, periodycznie lecz nie jednostajnie. Uwzględniając wzór tb), kładąc
1 2— p =.ę> i oznaczając -—:—-- 
J ' 1 -f- e,
do osiągnięcia wychylenia w.

=  k1, otrzymujemy następujący wzór na czas, potrzebny

22 f  d(P
v0J  f i — /rs 8inaę>
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Typ III:

(82) W , / )  =  o

Nie występuje tu imienna zależna ani niezależna. Przez wprowadzenie 
nowej zmiennej y’ =  p sprowadzamy to równanie do równania pierw­
szego rzędu.

Ponieważ bowiem y" — p\ przeto dane równanie różniczkowe prze­
chodzi na równanie:

F (p,p ') =  0

które można seałkować przez kwadraturę.
Przykład.
Znaleźć takie rozwiązania równania różniczkowego Laplace'a, które 6ą funk­

cjami zmiennej r =  \ x ' -f-yl -)- z*. Równanie to ma postać:

2x*~]rdy2~t  dz*
Uważając funkcję f  za funkcję zmiennej r, wykonujemy różniczkowanie cząstkowe, np.:

9f(r)_3f d r__2f X
3x 3r 2x dr _j_ yi _j_ z%

i w podobny sposób tworzymy dalsze pochodne. Po wykonaniu rachunków otrzymamy 
następujące równanie różniczkowe zwyczajne:

d*f . 2 df■ -+— —■ • —— _ 0 
dr2 ' r dr

Kładac df.
dr ■p, otrzymujemy równanie różniczkowe pierwszego rzędu:

0r •
Przez łatwe całkowanie otrzymujemy:

df

i i 2
P +  -P

a stad:
P =  Ź  62711

f(r) =  ~  ~

Taką więc postać mają te wszystkie rozwiązania równania Laplace’a, które zależą 
tylko od promienia r.

Typ IV:

(83) F(x,y\ jr") =  0

W tym równaniu uie występuje zmienna zależna y. Wprowadzając nową 
zmienną y' = p ,  sprowadzamy to równanie do równania różniczkowego 
pierwszego rzędu:

■F{a>,P,P')=°
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Podobne postępowanie stosuje się do równań wyższych rzędów, jeżeli nie 
występuje zmienna zależna i uzyskuje się zniżenie rzędu o 1.

Przykładem typu IV jest dokładni równanie linii ugięcia, a mianowicie (por. 
str. 143) równanie:

y" _  M (x)
(1 +*'*)*”  El

Już w najprostszym przypadku, gdy moment wyraża się wzorem — P(l— x),
występuje w równaniu linii ugięcia całka eliptyczna

Podobną postać ma dokładne równanie linii przejścia toru kolejowego-

Typ V:

(84) , F(y,y',y") =  0

W tym równaniu, nie występuje zmienna niezależna x. 
Podstawmy y' =  p, -to:

n _ ^ P = ^pdy___ dp
dx dy dx 1 dy

Otrzymamy zatem równanie pierwszego rzędu:

z którego wyznaczymy p. Następnie obliczymy:

y =
Przykład.
Punkt A (fig. 18) O współrzędnych (i, 0) porusza się po osi odciętych z pręd­

kością Drugi zaś punkt B(x, y) po­
da ..........

rusza się z prędkością u> =  — po takiej linii,

źe styczna przechodząca przez punkt B, trafia 
zawsze w punkt A. Znając stały stosunek k 
prędkości » do prędkości w, wyznaczyć drogę 
punktu B (np. ruch punku A przedstawia ruch 
pana, a ruch punktu B ruch psa, biegnącego 
zawsze wprost, do pana).

Ponieważ v. w = k, przeto:

d | _
d t ~ k dt

a stąd:

<“> £-*£-*rnF7*
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Odcinek £ — x  jest podstyczną, należącą do punktu B, zatetn:

(por. tom I. str. 221, wzór 7). Stąd:

3 - i -dx
y'2 - yy _  _  i , W_

y'» ~  ^  y'2

dl _yy"
dx ,/ 2

Wzór (a) przyjmuje zatem postaó:

^ - ‘ KT+t 5

a to jest równanie różniczkowe typu V. Kładąc y' —p, otrzymujemy:

^  —- * | / r + y 2

a stąd:

Po Bcałkowaniu otrzymujemy:

d y_ rfp
y p Ki -f-p2

a stąd:

k logy +  log Cl=  |  log j ^ Ą - —j-
Ki + P 2+ 1

_  dy 2^#*
P dx 1 — cfy2*

To równanie całkujemy przez oddzielenie zmiennych i otrzymujemy:

C?P1+*
2 ^a j -j- c21 — k 1 -{-Ar

Jest to równanie szukanej krzywej pościgowej, czyli tzw. „psiej krzywej”

§  3 0 5 .  R ó w n a n ia  ró ż n ic z k o w e  l in io w e  r z ę d u  d ru g ie g o

Zgodnie z ogólną definicją równań różniczkowych liniowych (str. 99, 
wzór-49) nazywamy równaniem różniczkowym liniowym rządu, drugiego 
równanie postaci:

(85) P2 (®) y" +  P, (x) y' +  P0(x)y +  g (®) =  0

Zakładamy, że w pewnym przedziale a 5S® 5̂  /? funkcje y(®)$ P0(®), 
Px (®), P2 (®) są ciągle, a P2(®) nie jest zerem w żadnym punkcie tego
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przedziału. Wtedy możemy podzielić obie strony równania przez P2(x) 
i otrzymamy następujące równanie:

(86)

w którym funkcje Pi(x), pa(x), q(x) są funkcjami ciągłymi w badanym 
przedziale a£Śaj^/?. Ta forma równania różniczkowego liniowego będzie 
podstawą wszystkich dalszych rozważań.

y'r+ Pi (®) y' +  v 2 te) y — q te)

Uwaga. Punkty, w których Pt (x) =  0, zwane punktami osabliwymi równania 
różniczkowego (85), wymagają szczegółowych, bardzo głębokich badań, którymi nie 
możemy się w tym podręczniku zajmować.

Jeżeli w równaniu (86) wyraz wolny q(x) nie jest identycznie równy 
zeru, to równanie to nazywamy równaniem różniczkowym liniowym nie­
jednorodnym. Równanie zaś:

(87)

w którym wyraz wolny q(x) jest identycznie równy zeru, nazywamy 
równaniem różniczkowym liniowym jednorodnym.

Napiszmy równanie (86) w postaci:

y" +  y' +  ftte) y — o

y" — — j>ite) y' —Pi te) y +  9 te) =  f{x, y, y')

9  f
Funkcja /  jest ciągłą funkcją zmiennych x,y,y\ a pochodne =  —p2te)» 

9f . . . .—  =  —Pi{x) istnieją i są skończone w przedziale Z tych za-
cy
łożeń wynika, podobnie jak dla równań różniczkowych pierwszego rzędu, 
że dla każdego punktu x — a z badanego przedziału i dla dowolnych liczb 
b, c istnieje jedna i tylko jedna funkcja y =  q> (a?), spełniająca dane rów­
nanie różniczkowe i warunki początkowe: (p (a) =  b, q>' (a) =  c. Twierdzenie 
to dowodzi, że istnieje dwuparametrowa gromada całek takiego równa­
nia różniczkowego, zwana całką, ogólną tego równania. Jednakże efek­
tywne znalezienie tych całek jest w ogólnym przypadku zagadnieniem 
trudnym, nie dającym się uskutecznić przy pomocy elementarnych metod.

Okażemy później, że równanie niejednorodne da się rozwiązać me­
todą elementarną (mianowicie przez kwadraturę), jeżeli znajdziemy roz­
wiązanie równania jednorodnego, co jest zadaniem łatwiejszym, jakkol­
wiek także nieelementąrnym.

Wobec tego zajmiemy się najpierw równaniem jednorodnym. Udo­
wodnimy dla takich równań przsde wszystkim następujące twierdzenie.
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Jeżeli yx[x) i y2(%) są całkami równania jednorodnego (87), to także 
dowolna liniowa kombinacja tych całek tj.:

(88) y{x) — c1y1(x) +  c2y2(x)

jest całka tego równania, przy czym cx, r2 oznaczają dowolne liczby stałe. 
Dowód. Z założenia wynika, że:

y"(®) 4- Pi(®) y[(a» 4- p2{x) yx(®) =  0
y'j{x) +  p1(x)y'2(x) +  pa (a?) y2{x) =  0

Podstawmy wyrażenie (88) na y(x) w lewą stronę równania jedno­
rodnego (87), to otrzymamy:

tiy"(x)Ą-c2y"(x)+px(x)c1y\{x)+px{x)c2yi(x)+pi,{x)c1y1(x)-\-p2{x)c2y2(x)— 
=Ci[y;'(») 4- Pi{x)y\(x) +  p2{x)yx(x)) +  c2 [y2 (®)-\-yx{x)y2{x)-\-p2(x)y2 (a)]

Wyrażenia, zawarte w nawiasach graniastych, są zerami w myśl założe­
nia, a zatem całe to wyrażenie jest identycznie równe zeru, a to dowodzi, 
że wyrażenie (88) spełnia równanie różniczkowe (87), c. b. d. o.

Wyrażenie (88), zawierające dwie stale dowolne c1,c2, przedstawia 
dwuparametrową gromadę funkcyj. Nasuwa się pytanie, czy ta gromada 
funkcyj jest całką ogólną równania (87), to znaczy, czy można otrzymać 
z tej gromady każdą całkę szczegółową równania (87) przez specjalizację 
stałych cx i c2. Zbadajmy, jakie warunki muszą spełnić dwie obrane całki 
szczegółowe y1(x) i y2(®), aby wyrażenie y (®) =  cxyx(®)-f-c2y2(®) było 
całką ogólną.

Obierzmy dowolny punkt x — a z przedziału a X ^  /? i dwie 
dowolne liczby b, c i starajmy się dobrać stałe ex i c2 tak, aby y(a)==b, 
y' (a) — c. Wtedy y (x) będzie taką całką szczegółową równania (87), która 
dla x =  a przybiera wartość b, a której pierwsza pochodna przybiera 
dla x ~ a  wartość c (wiemy zaś, że istnieje tylko jedna całka, spełnia­
jąca te warunki przy danych b, c).

Żądamy zatem, aby się spełniały równania:

y{a) =  cxyx(a) 4- c2y2(a) =  b 
y'(a) =  cxy'x(a) -f c2y'2{a) =  c

Stałe cx i c2 dadzą się z tych dwóch równań wyznaczyć przy wszel­
kich b i c wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik:

W (a, yx(a), ya(a)) =

jest różny od zera. Wtedy:
yl(«). yś(a)

y8(a) yi(a), y»(0)| |yx(o),- b yi(«)t yM
C, y'i(a) 2 y'i H  y*(«)
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Funkcja y[x) =  ctyx(a?) —}— czya(x) e tak obranymi stałymi ev  c2 jeat 
wtedy żądaną całką szczegółową,

Widzimy stąd, że jeżeli y1(x) i ya(x) są całkami szczegółowymi rów­
nania (87), to koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby dwupara- 
metroica gromada funkcyj y (x )~ c 1y1(x)-\-c2ya(x} była całką ogólną 
równania jednorodnego, jest, aby istniał przynajmniej jeden punkt X — a 
taki, dla którego wyznacznik:

byłby różny od zera, czyli, aby ten wyznacznik nie był identycznie równy zeru.
Wyznacznik ten nazywamy wyznacznikiem W roń sk iego  lub 

wrońskianem funkcyj y1(x), y2 (x).
Jeżeli zatem chcemy zbudować z dwóch całek szczegółowych rów­

nania (87) całkę ogólną tego równania za pomocą wzoru (88), to nie można 
tych całek szczegółowych obierać zupełnie dowolnie, lecz należy wybrać 
takie dwie całki, których wrońskian nie jest identycznie równy zeru.

Warunek ten możemy zastąpić następującym, prostym, równoważ­
nym warunkiem.

Wyrażenie: *
y{x) =  c1y1(®) +  ct yt [x)

jest wtedy i tylko wtedy całką ogólną równania jednorodnego (87), jeżeli 
całki szczegółowe yz{x) i y2(®) są od siebie liniowo niezależne.

Dowód. Dwie funkcje y,(x), >/,(x) nazywamy liniowo zależnymi, jeżeli istnieją 
dwie takie stałe liczby 6, i i>2 nierówne równocześnie zeru, że b, y, {cc) -(- biyi{x) =  0 
dla wszystkich a? z badanego przedziału, tj. jeżeli yt (x) jest proporcjonalne do yM{x), 
albowiem ten związek można napisać w postaci:

y(1x)=^ — ^ y 2(x) —  ky2(x) lub y2( ® ) = - ^ y 1(®) =  » y 1(«)

(zależnie od tego, która z liczb i ,  jest różna od zera). Otóż jeżeli dwie funkcje 
y, (<p), y2{x) są liniowo zależne od siebie, to dla wszystkich badanych x  zachodzi 
związek:

bl y1(te)Ą-bi y i ' x ) ^ t ł
a zatem także:

bi y\(®) +  hz (®) =  o

przy czym przynajmniej jedna z liczb bt , b3 jest różna od zera, np. b, +0. Mnożymy 
pierwsze równanie przez y'jx) a drugie przez yt (x) i odejmujemy drugie od pierw­
szego, to otrzymamy:

y2(®)) =
yi(®), y2(x) 
y\(x), y'i(x)

h[yi{v)y'Ax) — =  o



Ponieważ b, 4= 0, przęto wyrażenie, zawarte w nawiasie graniastym, jest równe 
identycznie, czyli:

W(x, y1'x), y2(x)) =
y1<x), y2<x) 
y\(x), y’2(x)

-  0

żem

A więcJeżeli dwie fikc je  są liniowo zależne, to ich wrońskian jest identycznie równy zeru.
Odwrócenie tego twierdzenia nie jest prawdziwe dla wszystkich funkeyj, nato­

miast jest prawdziwe dla całek szczegółowych równania różniczkowego liniowego. 
I tak udowodnimy, że jeżeli wrońskian dwóch całek szczegółowych yt (x) równa­
nia różniczkowego liniowego drugiego rzędu jest identycznie równy zeru, to te całki są 
liniowo zależne od siebie.

Dowód. Ponieważ według założenia wrońskian'całek y,(x), y2lx) znika iden­
tycznie w przedziale a <. x /3, przeto obrawszy dowolną liczbę x  = a z tego prze­
działu, mamy:

|2/i(ó), y2(a) =  0

Stąd wynika, że dadzą się dobraó dwie takie liczby bt i b2, z których jedna przynaj 
mniej jest różna od zera,- dla których spełniają się równania:

( b1yl (a) +  l>2y2{a) =  0 

I Mi(«) +  b2y'2{a) =  0

(Wtedy bowiem, jak wiadomo, układ tych dwóch równań o dwóch niewiadomych b, i bt 
jest równoważny* z jednym równaniem o dwóch niewiadomych, możemy więc obraó np. 
za 6, zupełnie dowolną, różną od zera liczbę, a za bt liczbę, otrzymaną z równania 
o jednej już tylko niewiadomej bt).

Weźmy pod uwagę całkę szczegółową y{x), zbudowaną z całek szczegółowych 
y ,(*), y,(x) w następujący sposób:

y{x) =  biyi{x)-\-b2y2{x)

Ta całka spełnia warunki początkowe: ,

y{a)z= 0  i y'(a) —  0

jak to wynika z .równań (r). Te same warunki spełnia jednak funkcja y — O (oś 
x-óvr), która jest także całką równania jednorodnego (albowiem, dla tej funkcji y '= 0 , 
y" =  0, a w-ięc 0 -J-p, (cc) • 0 —|— y?a(£c) • O =  0). Ponieważ ̂ aś istnieje jedna i tylko jedna 
całka równania, spełniająca żądane warunki początkowe, przeto całka y{x) jest iden­
tyczna z całką y =  0..Zatem:

y[X) =  b1y 1(x) - f  b2y 2(x) =  0

a więc całki y,{x), y2(x) są liniowo zależne od siebie c. b. d. o. Dowiedliśmy w ten 
sposób, że identyczne znikanie wrońskianu dwóch całek jest równoważne ż ich zależ­
nością liniową. Zatem niezmkame identyczne wrońskianu dwóch całek szczegółowych 
jest równoważne z ich niezależnością liniową.

Przejdźmy do badania równania różniczkowego liniowego niejedno­
rodnego, tj. do równania:

(86) y"  +  Pj_(x) y' +  p2{x) y  — q(x)
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Przypuśćmy, że znaleźliśmy takie dwie całki szczegółowe yx [x\ y2(x) 
równania jednorodnego:

(87) y" +  p1(a>)y' +  pt (x)y =  0

które są liniowo niezależne od siebie 
Ogólną całką równania (87) jest:

Aby stąd uzyskać rozwiązanie równania niejednorodnego, zastosujmy me­
todę wariacji stałych, podobnie jak to czyniliśmy w równaniach liniowych 
pierwszego rzędu. Zbadajmy zatem, czy rozwiązanie równania niejednó- 
rodnego (86) da się przedstawić w postaci:

y =  cx(x) yx +  c2(x)ya

Funkcje cx(x) i ca(x) staramy się wyznaczyć tak, aby to y spełniało rów­
nanie (86). Utwórzmy pierwszą pochodną;

y' —  ci y'i +■ c*y'i +  c\ Vi 4- cśy2
Jako pierwszy warunek na wyznaczenie funkcyj (̂ (aj) i c2 (x) przyjmu­
jemy żądanie, by oba ostatnie wyrazy odpadły. Pierwszy więc warunek 
ma postać:
(«) c'y1 +  c1y2 =  0

Tworzymy następnie drugą pochodną z uwzględnianiem warunku (a). 
Otrzymujemy

y" =  Cxy\' +  ct y2 +  c[y'l +  ciyi

Wartości y' i y" wstawiamy w dane równanie (86), a więc ma się speł­
niać równanie.

Cl(y" +P iV \  - f  ViVi) 4- ca(yś' 4- Piyś +  />2y2) +  y\ +  c2y't =  q(x)

Wyrażenie, zawarte w pierwszym nawiasie, jest zerem, ponieważ yx(x) 
jest całką równania jednorodnego. Podobnie wyrażenie, zawarte w, dru­
gim nawiasie, jest zerem. Pozostaje więc jako drugi warunek:

(§) c\y\ +  óty2 =  qa)

Z warunków (a) i (/?) otrzymujemy

(90) c'i(x) =

|0 , y2\
I ? . y'tI
y<> y> 
yi. y‘i\

. cj(®) =II

Vif 0 I
yi- 9 1
y', y2 

yl, yi
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Mianownikiem jest wyznacznik W rońskiego, jest on więc według za­
łożenia różny od zera.

A więc:

c\ (x ) — -----2—: =  q> [x)
yiy2—y2yi

Stąd:

ej (*) = ---- --------- . =  ty (X)
y ^ - y ^ y  i

C1(x) =  j"ę(x)dx  -f Cj, c2{x) <=» Jip(x)dx  4- Ca

Całka równania niejednorodnego ma zatem postać:

y — ( f  <P(x)dx-Ł- Oj) yx{x) -f (Jy>{x)dxĄ- C2j y2(x)

Całkę tę potrafimy obliczyć za pomocą kwadratur, jeżeli tylko znamy 
dwie całki szczegółowe równania liniowego jednorodnego. Widzimy stąd, 
że cała trudność rozwiązania ogólnego równania różniczkowego liniowego 
2-go rzędu, tj. równania niejednorodnego, sprowadza się do wyznaczenia 
dwóch całek szczegółowych równania jednorodnego.

To ostatnie zagadnienie jest jednak' w ogólnym przypadku trudne. 
Z reguły otrzymuje się na całki szczegółowe równań liniowych jedno­
rodnych 2. rzędu nowe, nieel9mentarne funkcje, określone za pomocą 
szeregów potęgowych Badanie każdego takiego równania stanowi od­
dzielną obszerną teorię.

§  3 0 6 .  R ó w n a n ia  r ó ż n ic z k o w e  l in io w e  o s t a ł y c h  w s p ó ł c z y n n i k a c h

W specjalnym przypadku, gdy współczynniki px(x) \'p2(x) w rów­
naniu liniowym są liczbami stałymi: px (x) =  o,, p2(x) =  aa, przedstawia 
się rozwiązanie równania liniowego drugiego rzędu bardzo prosto. 

Okażemy mianowicie, że całki równania.

(91; y" +  fljy' +  a2y =  o

są funkcjami elementarnymi, a mianowicie są w bardzo prosty sposób 
zbudowane z funkcyj wykładniczych. I tak, nawiązując do równania róż­
niczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzędu: y‘ -\-ay — 0 o sta­
łym współczynniku a przy y, zauważmy, że całką szczegółową tego rów­
nania jest: y — e~al (por. str. 118, wzór 63)
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Spróbujmy, cisy także i równanie drugiego rzędu (91) posiada taką. 
całkę, tj., czy istnieje całka równania (91), mająca postać: y =  erx, gdzie r 
jest jakąś liczbą stałą. Tworzymy:

- y' — r • erx\ y" — r2 • erx

i wstawiamy te wyrażenia za y, y' i y" w równanie (91). Żądamy, by 
się to równanie spełniało, tj. aby zachodził związek:

,•2. (T - f  axr ■ et* 0

Ponieważ erx jest dla wszelkich skończonych x różne od zera, przeto mo­
żemy uprościć ostatnie równanie przez tn i pozostaje:

(92) r2+  «!*• +  a2= 0

Gdy dobierzemy takie r, które spełnia ten warunek, to równanie róż­
niczkowe (91) spełni się dla e". Rozwiązując równanie (92), otrzymu­
jemy dwa pierwiastki rj i rs. Otrzymujemy więc dwie całki:

2/i =  er'k Vx =  t'*

Z tych dwóch całek szczegółowych można tylko wtedy utworzyć całkę 
ogólną, gdy wrońskiem tych funkcyj nie jest identycznie równy zeru. 
Otóż tutaj:

czyli:

2/2 O))
er,x er-x 
r1er‘x r2e"

w (x,yi(x), y2(*)) =  r2e(r‘+r‘]x — rx eMr'1 =  e(r‘+r,)x (r2 — rx)

Pierwszy czynnik e(r,+r,)x jest dla wszelkich skończonych wartości rx, r2, x 
różny od zera, drugi zaś: (r2 — rx) staje się zerem tylko dla rt — rv  
Zakładając więc, że rx =}r rs, otrzymujemy następującą ogólną całkę rów­
nania (91):

(93) y =  Cl • er‘x -}- c2 • t™

Równanie (92), służące do wyznaczenia rx i r2, nazywamy równaniem 
wyznaczającym lub równaniem charakterystycznym równania (91). Rów­
nanie to jest łatwe do zapamiętania; otrzymujemy je bowiem z danego 
równania różniczkowego, podstawiając zamiast niewiadomej y i jej po­
chodnych potęgi r°, r1, r2. Ten sposób rozwiązywania równania odnosi 
się nie tylko do równań liniowych drugiego rzędu, lecz także do rów 
nań liniowych wyższych rzędów o stałych współczynnikach.

W ten sposób przedstawia się całka ogólna równania f91), gdy rów­
nanie wyznaczające posiada pierwiastki różne. Gdy rx — ra, to znamy
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jedną całkę szczegółową: y — er,‘. Okazuje się, że całką szczegółową jest 
także funkcja:
(94) yt =  x • er'x

jak to można łatwo sprawdzić wprost przez podstawienie. Można się też 
łatwo przekonać przez utworzenie wyznacznika Wrońskiego, że tak 
obrane yx i y% są funkcjami liniowo niezależnymi.

Uwaga 1.
Jeżeli znamy jedną całkę szczegółową yx (x) równania jednorodnego drugiego 

rzędu, to drugą całkę, liniowo niezależną od pierwszej, można otrzymać przez kwadra­
tury. a mianowicie:

(95)

Dowód.
Połóżmy y — yx {x) • z, to równanie (87) przyjmie postać:

j  yv2f: -^ “dx

y"z +  -f yxz" -f p1(y1s' +  y'it) +  Piyi z — 0
czyli:

*" +  2' (2 y\ +  Pt ih) +  z iy'i +  Pi y\ +  p3 2/x) =  o

Wyrażenie, zawarte w ostatnim nawiasie, jest zerem, ponieważ yx jest całką równania 
(87). Połóżmy e' =  u, to otrzymamy:

Stąd:

a więc

u yx +  u(2y\ -f p1yl) =  0 

«' _  2y;
Vi — Pi

logu =  — 2 logyx —J p 1dx

z =  u =  y ^ e - fp'd’

~ fV'-5 ~ Jeć* dx

y =  yi* =  yi j y ?  e-i - dx

jest całką równania (87). Nazwijmy ją y,- Tworząc wrońskian całek yx i ys, otrzy­

mamy po łatwej przeróbce yx, y») =  • ~-̂ pdx. a to wyrażenie nie jest równe zeru
dla żadnej wartości z.

Zatem ya jest drugą całką równania (87), niezależną liniowo od yx- 
Stosując wzór (95) do yx =  er‘*, otrzymamy po wykonaniu rachunków (uwzględ­

niając, że o, =  — (rx -f r2) =  — 2 rx).
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Uwaga 2.
Rozważania te rozszerzono także na równania różniczkowe liniowe wyższych 

rzędów. Tak np. jeżeli »•, jest 4-krotnym pierwiastkiem równania wyznaczającego, to 
funkcje:

y1 =  er,V y.i =  xer'\ y3 — x2er'\ yi =  x3er“
są całkami szczegółowymi niezależnymi od siebie liniowo

Szczególnie ważny i interesujący jest przypadek, gdy pierwiastki 
r,, r, równania wyznaczającego są liczbami zespolonymi sprzężonymi, np. 
r, =  a -f- /?i, r2 — a — /Jż. Wzór (93) ma wtedy postać:

y =  c, e(a+̂ ,)Jf -j- c, e(a"̂ )r

Tę całkę ogólną możemy przedstawić w takiej postaci, że znikną wyra­
żenia urojone. I tak każda liniowa kombinacja całek szczegółowych jest 
także całką równania, a zatem funkcje:

j y, =  j -j- «. e(a~Pnx =  cos /3 X
I y9 =  i .  e(a+0')x —  d. e(o-^o* _  ć<w 8in

są także całkami szczegółowymi równania (91). .Nie trudno okazać, że 
ich wroóskian jest różny od zera, a więc ogólną całkę równania (91) 
możemy przedstawić w postaci:

(96) y =  e“ (Ci cos 0x -j- ^ sin /S*)

Przykłady.
1) Wychylenie y punktu materialnego, drgającego swobodnie pod wpływem siły 

sprężystości, czyni zadość następującemu równaniu różniczkowemu:

(97)

czyli:

d2y
~dt3 ~

— a2y

y" +  a2y =  0
Jest to równanie różniczkowe liniowe jednorodne. Równanie wyznaczające ma tu postać:

r* +  a2 =  0
posiada zatem pierwiastki zespolone:'

rx == ai, r2 — — ai

Całkami szczegółowymi niezależnymi liniowo od siebie są funkcje:

Vi — eaix, y2 =

Używając wzorów (a), otrzymujemy:
yx cos at 
g2 — sin a t
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Całka ogólna ma więc postać

(98

Tak przedstawia się wychylenie w zależności od czasu. Ten wzór łatwo można przed­
stawić w innej, dogodniejszej formie, a mianowicie:

y — Oj cos at -j- ca sin at

Oznaczając

otrzymamy. 

czy ii :■

(98a)

V4 +  4 =  A, ^  =  «"S

y =  A (cos at sin e -f- sin at cos e)

y — A sin (at -f- e)

Stała A nazywa się amplituda a e faza drgania
Te wzory odnoszą się do drgań swobodnych Takie drgania powtarzałyby Bię, 

jak z tego wzoru widać, periodycznie bez zmiany amplitudy i periodu. W rzeczywi­
stości punkt materialny drgający ma do pokonania opory środowiska i sił wewnętrz­
nych, działających przeciw temu ruchowi. Zajmiemy się teraz tym ogólniejszym 
przypadkiem

dy t
2) Przyjmijmy, że opór jest proporcjonalny do prędkości » =  ^ - . Kównanie róż­

niczkowe ruchu drgającego ma wtedy postać:

Równanie wyznaczające 

ma pierwiastki:

d-y 
dt8=  — aiy — 2X dy

dt
y" -f- 2 A y' —|— o?y =  0

r8 -j- 2 Z r -f- a8 0

r =  — J. ±  — a®

Należy tu odróżnić trzy przypadki .
a) A* >o>. Pierwiastki równania wyznaczającego są wtedy rzeczywiste, różne. 

Takie drganie nazywamy silnie tłumionym. Wzór na wychylenie ma postać:

y =  Cj er,t -j- c2erJ

Ponieważ r, i r, są liczbami stałymi, ale ujemnymi (co wynika wprost z wzoru na r), 
więc funkcja ta dąży do zera, gdy <-»co. Łatwo wykazać, że może ona co najwyżej raz 
przechodzić przez zero W drganiu silnie tłumionym może więc nastąpić tylko jedno 
zawrócenie się punktu drgającego.

b) P  =  a*
Rachunek różniczkowy i całkowy. T. III. 11



162

Wtedy r, =  r,. W takim razie według poznanych wzorów jest:

y\ — —
Całką ogólną jest więc'

y — cxć"-f Całe'-1' =  ^ '( c ,  -f ct t)

Także i w tym przypadku funkcja przechodzi przez zero tylko jeden raz. Drganie 
takie nazywamy także silnie tłumionym.

c) A* <  o*. Wykonując tu rachunki, otrzymamy

y — e~Xl(cx cos t Jla2 — A2 -(- r, sio t \a1 — A3)

Jest to wtór na drgania zanikające powoli Isfnieje w tym- przypadku nieskończenie 
wiele takich t, dla których funkcja staje się równą zeru. <

3) Przykładem równań liniowych niejednorodnych drugiego rzędu jest rów&aaie 
różniczkowe drgań wymuszonych, tzn. takich drgań, przy których oprócz oporu działa 
pewna siła, modyfikująca te drgania (zwana impulsem). Takie drgania odbywają się 
np. w rezonatorach. Równanie to ma postać'

Jeżeli impuls działa periodycznie, np. wódług prawa sinusowego, to równanie ma postać: 

y" -f- 2 A y' -f- a*y =  c sin y t

Dla bardziej skomplikowanych funkcyj f{t) używamy ich rozwinięć na szeregi Fou­
rie ra . Celem rozwiązania tego równania całkujemy najpierw równanie jednorodne 
Omówiliśmy to równanie w poprzednim przykładzie. Rozważymy tu tylko przypadek, 
gdy A* <  o2. Całkami szczegółowymi równania jednorodnego są funkcje:

yx =  e~xt cos t \a2 — A2; yt =  e~ ■*' sin t \a2 — A1

Przez zastosowanie wzorów (90) oblicza się e, (x), *, (x) i dochodzi się ostatecznie do 
wyniku:

y =  A sin (yt +  t) -f- €~Xt (c, cos t \a2 — A2 -(- ct sin t \a 2 — d3)

Widzimy, że wychylenie w takim ruchu drgającym jest sumą wychyleń, wynikających 
z drgania swobodnego i drgania zanikającego. Stałe A i * są tu związane ze Btałymi 
a. A, e, y, występującymi w równaniu różniczkowym, za pomocą następujących wzorów:

_  c(o* — y*) _ . — 2 cAy
cosc £a» — y ^ -j^ ^ y * ’ 810 f (a* y*)*-f- 4zl*y*

4) Scałkować równanie:

3f**> —  2 y"' -\-2y' — y —0

Równanie wyznaczające ma tu postać:

r *  —  2  r 3  2  r — 1 = 0  

r| =  r2 =  r , =  l ,  r4 =  - l
i posiada pierwiaetki:



163

Liczba i jest pierwiastkiem trzykrotnym. Wobec tego całka ogólna ma postać 

y  =  CjC* -(- c2a?e* -f- c8®V +  cte~*

6) Równanie „progu kolejowego* ma postać:

przy czym.
yw -j- 4 a4  ̂=  0

4a* =  —
El

Równanie wyznaczające: r*-j-4a* =  0 ma pierwiastki r, =  a (1 -j-•), r, =  a (1—i), 
«* =  o(—  1 -j- »), rt =  a (-»- 1 — *). Całkami szczegółowymi są funkcje:

yl =  £ (e““(1+0 +  exa,I_/)) =  c*“ cos a ®

ya =  =  e“  sin a ®
1 podobnie y3, y4



ROZDZIAŁ XXIII

G e o m e tr ia  ró ż n ic z k o w a  k rz y w y c h  w p rz e s trz e n i1)

§ 307. Analityczne sposoby przedstawiania Mnij krzywych
w przestrzeni

Przy badaniu linij, leżących w przestrzeni, trzeba rozróżnić dwie 
możliwości: albo taka linia leży na jednej płaszczyźnie albo się nie mieści 
w jednej płaszczyźnie. Istnieją więc linie płaskie i tzw. linie skośne czyli 
wichrowate czyli linie o podwójnej krzywiznie. Przykładem linii skośnej 
jest linia śrubowa, tj linia, przecinająca pod tym samym kątem, różnym 
od 0° i 90°, wszystkie tworzące walca (obrotowego, eliptycznego, parabo­
licznego itp.). Na krzywe przestrzenne natrafiamy również w geometrii wy- 
kreślnej przy badaniu przenikania się takich brył jak walce, stożki, kule.

Chcąc badać linie przestrzenne metodami geometrii analitycznej, 
należy je ująć w równania. Jeden sposób analitycznego przedstawiania 
linij w przestrzeni wynika stąd, że linię możemy pojmować jako miejsce 
geometryczne punktów przenikania się dwu powierzchni o równaniach:

I f{x, y, z) =  0 

1 9 (*i Viz) — Q
(por. tom I, str. 361 i nast.).

Jeżeli się te równania dadzą rozwikłać według x  i y, wówczas 
krzywa przenikania da się przedstawić równaniami:

(100) x — F{z\ y = G (z )

Równania te przedstawiają dwa walce: pierwszy o osi równoległej do 
osi y-ów, oś zaś drugiego jest równoległa do osi ®-ów. Podobnie można 
uważać za zmienną niezależną x  lub y.

Najdogodniejszym analitycznym przedstawieniem linij przestrzennych 
jest przedstawienie parametrowe (por. tom I, str 377), polegające na tym,

’) Przed przystąpieniem do studiowania geometrii różniczkowej należy się zazna 
jcmić z zasadami geometrii analitycznej przestrzennej. Nadaje się do tego bardzi 
dobrze np. podręcznik prof. L e j i pt. Geometria analityczna i początki geometrii 
różniczkowej (Warszawa, 1934).



165

że 3 współrzędne x.y.z punktów tej linii wyrażamy jako funkcje czwar­
tej, pomocniczej zmiennej <, zwanej parametrem tego przedstawienia:

(101) x =  q>{t), y =  y>(t), z — x(t)

Taki’ sposób przedstawiania bywa najczęściej używany w mechanice, 
gdzie parametrem ł jest zwykle czas. Parametrem tym może być jodnak 
także każda inna wielkość, jak np. kąt, luk. Przy takim przedstawieniu 
uzyskujemy symetrię wzorów ze względu na trzy współrzędne.

Co do funkcyj, używanych przy wszystkich trzech przedstawieniach, 
to podobnie jak przy krzywych płaskich czynimy pewne założenia. I tak 
zakładamy, że funkcje te są ciągłe; w pewnych punktach mogą wystę­
pować nieciągłości, punkty te jednak wyłączymy z naszych rozważań. 
Czynimy ponadto założenie, że funkcje te są różniczkowalne, a nawet, 
że posiadają tyle pochodnych, ile nam do danych rozważań potrzeba, 
ewentualnie, że są rozwijalne na szereg Taylora. Zobaczymy jednak­
że wszystkie te założenia nie wystarczają jeszcze, aby zapewnić regularny 
przebieg linij. Tak np. w przedstawieniu parametrowym te punkty, w któ­
rych wszystkie trzy pierwsze pochodne ę>'(<), x1>'(t). #'(<) są równe zeru, 
są  punktami osobliwymi Takie punkty osobliwe wymagają osobnych badań. 
Takie punkty, w których funkcje x, y, z są ciągłe, a pierwsze ich po­
chodne istnieją i uie są  równocześnie równe zeru, nazywamy punktami 
zwyczajnymi.

Przykłady.
Linię prostą, leżącą w przestrzeni, przedstawiamy trzema równaniami linio-"'—rni:

(102) x — a-\-lt, y =  b-\-mt, z =  c-\-nł

Koło, leżące na płaszczyźnie (XT), którego środek leży w początku układu, przed­
stawia się równaniami:

a; =  »-C08ł, y =  rs\\it, z — 0

Aby otrzymać równanie koła w położeniu najogólniejszym, należy zastosować (znane 
z geometrii analitycznej) równania obrotu i przesunięcia.

Spośród krzywych wichrowatych bardzo proste równania ma linia śrubowa 
zwyczajna, tj. opisana na prostym walcu obrotowym, a mianowicie (por. tom I, str. 377 8):

(103) a;=:aC08<, y — asint, z = b t

gdzie t oznacza kąt obrotu promienia, którego koniec zakreśla przy ruchu śrubowym 
linię śrubową, a d =  b-2n jest krokiem śruby.

Najdogodniej jest użyć do przedstawienia p a ra m e tro w e g o  ja:io pa­

rametru długości łuku s. Na elem eD t łuku linii p rz e s trz e u n e j  (tj. ua róż­
niczkę łuku) wyprowadziliśmy (por. tom II, s tr . 136) w zór:

(104; ds2 =  dx2 +  dy2 -f- dz2
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Stąd:

(105) ( § ) W a(<) +  ^,2t<) +  Z'4«>

dsJeżóli parametrem jest łuk, to $ =  £, a więc - = 1  i otrzymujemy:
cli

(106)

Odwrotnie: jeżeli funkcje qp, x spełniają to równanie, a długość łuku 
liczymy od punktu, dla którego t = 0, to s =  t, a więc parametrem jest łuk.

Równanie (106) jest więc koniecznym i dostatecznym warunkiem na 
to, aby zmienna t w przedstawieniu parametrowym była lukiem.

Tak np. dla linii śrubowej parametr f, figurujący we wzorach (103), aie jest 
długością łuku, albowiem wyrażenie:

x'2 -j- y'2 -f- z'2 =  o2 cos21 -J- a2sin21 -j- b2 =  a2 -J- b2

ę ’2(s) -f »y2(s) 4- ^ 2(s) =» 1

nie jest identycznie równe 1. Możemy jednak wprowadzić długość łukd jako parametr. 
I tak wiemy (por. tom II, str. 138), że długość łuku linii śrubowej wyraża się wzorem:

Stąd:

Zatem wzory:

(107)

s =  t \a2 -f- b2 

s
<== =====  

Va2+ b 2

x — a cos
g

\a2+ b 2

y =  a sin
8

[a^+b2

dają takie przedstawienie parametrowe linii śrubowej, w którym parametrem jest dłu­
gość łuku.

Przy badaniu krzywych przestrzennych zajmować się będziemy 
styczną, normalną i krzywizną krzywej przestrzennej. Z natury krzywej 
przestrzennej wynika, że zakres Daszych badań rozszerzy się tu. I tak 
przy badaniu styczności będziemy się zajmowali nie tylko prostymi stycz­
nymi, ale także i płaszczyznami stycznymi do takiej krzywej. Przy ba­
daniu normalnej występuje cała płaszczyzna, w której leżą wszystkie 
normalne, przechodzące przez dany punkt krzywej. Krzywiznę linij płas­
kich pojmowaliśmy jako miarę odchylenia krzywej od linii prostej. Tutaj 
wystąpi to samo pojęcie, ale. oprócz tego trzeba się będzie zająć odchy­
leniem linii od płaszczyzny, czyli tzw. torsją albo skręceniem linii.
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§ 308. Styczna i płaszczyzna normalna

Styczną krzy wej przestrzennej określamy jako graniczne położenie siecz­
nej. Weźmy pod uwagę dwa punkty krzy wej, odpowiadające wartościom łx i f, 
parametru, a mianowicie A (*(/,), y(<J, *(<,)) i A'(•(«,), y«a), *(<,)) (fig. 19). 
Oznaczmy dla krótkości współrzędne punktu A: x„ yt, a punktu A’:

xt, yt1zt. Wychodzimy z równania siecznej. Jeśli przez Z, Y, Z ozna­
czymy współrzędne bieżące prostej, to .równania prostej, przechodzącej 
przez A‘ i A', mają postać:

X  y  — yj 2  Z]
®i y* y«

Podzielmy wszystkie mianowniki przez tt — — At. Gdy -> to

A t —> 0, a stosunki ^  dążą do pochodnych. Po przejściu do

granicy otrzymamy zatem:

X — 0, 1 li 1 N 1

a'(fil y'{W> 2'«i)
(108)
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Taką postać mają równania stycznej do krzywej w punkcie A (xu y,, *,), 
gdy używamy pkrametrowego przedstawienia. Z równań tych widać, 
że tylko w takich punktach istnieje oznaczona styczna, w których me 
wszystkie pochodne są równocześnie zerami. Takie punkty, w których 
te pochodne są równocześnie równe 0, nazwaliśmy osobliwymi i zazna­
czyliśmy z góry, że wyłączymy je z naszych rozważań.

Z ostatniego równania wyprowadzimy od razu równanie płaszczyzny 
normalnej. Mianowniki w równaniu (108) są proporcjonalne do cosinusów 
kątów nachyleuia stycznej do osi współrzędnych, a więc:

(a) cos a cos cos y =  x' (/j): y' [tx) : z' (tx)

Płaszczyzna prostopadła do stycznej, a przechodząca przez punkt stycz­
ności, ma zatem równanie:

(109)

Tę płaszczyznę nazywamy płaszczyzną normalną do danej linii.
Wzory (a) podają stosunki między cosinusami kątów nachylenia. 

Aby otrzymać same cosinusy, trzeba podzielić x'(tx\  y'[t\\ «'(M przez 
eF»'*(<i)4-y'*(<i) +  *'*(<i) Zatem:

( 110)

cos a = z'1/i)________
V + y ‘Ht i) +  *'2(y

Cos /i =

cos y —

__ . y'(lo________

e |'V200 +  y'2(tt) +  zrt\tx)

przy czym e =  -f- 1 lub — 1 zależnie od tego, który kierunek stycznej 
uważamy za dodatni.

Jeżeli parametrem jest łuk, to wzory przedstawiają się o wiele 
prościej, wtedy bowiem wszystkie mianowniki wypisanych ułamków są 
równe 1 (na podstawie wzoru (106)). Otrzymujemy więc-

( 111)

cos a =  x' (s) 
cos ii =  y' (s) 
cos y — z' (s)

Obraliśmy tu =  —J— 1, a przez to ustaliliśmy na stycznej pewien kie­
runek jako dodatni.
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§ 309. Płaszczyzna ściśle styczna

Przy badaniu krzywych przestrzennych możemy rozpatrywać prócz 
•prostych stycznych także i płaszczyzny styczne. Weźmy pod uwagę prostą, 
styczną do danej krzywej w punkcie A o współrzędnych x (tj), y(<t)i 
»(/,) (fig. 19). Przez tę prostą można przesunąć pęk płaszczyzn, z któ­
rych każda zasługuje na nazwę płaszczyzny stycznej. Istnieje jednak 
wśród tych płaszczyzn jedna, szczególnie dobrze dostosowująca się do 
przebiegu tej krzywej, z której się ta krzywa niejako jak najmniej 
wychyla Tę specjalną płaszczyznę nazywamy płaszczyzną ściśle styczną 
w punkcie A. Otrzymamy ją. przesuwając płaszczyznę P przez styczną 
i dowolny punkt A' linii krzywej, nie leżący na stycznej. Gdy punkt A' 
dąży do punktu A, to płaszczyzna obraca się około stycznej, dążąc do 
pewnej płaszczyzny granicznej i ta właśnie płaszczyzna graniczna zwie 
się płaszczyzną ściśle styczną w punkcie A. Równanie jej uzyskamy z na­
stępujących warunków:

a) Płaszczyzna P przechodzi przez punkt A, zatem jej równanie 
ma postać:
(I) a (X -  »(*,)) +  b(Y — y(/,)) +  c(Z -  z(t,)) =  0

b) Styczna leży na tej płaszczyźnie P1 a więc współrzędne punktów 
tej stycznej spełniają powyższe rówuauie. Oznaczając wspólną wartość 
trzech stosunków we wzorze (108) literą k, mamy:

X — x(tx) =  kx'(tl)-, Y — / /(* ,)  —  ky’(ti); z  — z ( / 1) =  kz'(tx)

zatem;
akx' {tx) +  bky^t,) -f- ckz' {tx) — 0

czyli:
( I I )  a®'(<,) +  by’ ( ł , ) - ^  cz' ( f , ) = . 0

c) Punkt A' leży na płaszczyźnie P Oznaczmy jego współrzędne 
x(tx -|- A), y(t, -f-Aj, ?(/j-f-A). Spełnia się więc równanie:

«(®(tx +■ h) — a?(ż,)) +  b(y(t, +  h) — y{tx)) c(z(fx -f- A) — z(fx)) =  0

Przyrosty współrzędnych przedstawmy za pomocą wzoru Taylora, to

A2
® P X +• A) — ®(/j) =  A ® '(łx) -j- 2] x" 4~

i podobnie dla y i z 
Zatem

A [(ł®'(/x) -f by'{tx) +  cz'(tx)\ +

+  g +  »1h) +  by"(t1 +  »2h) -f cz"{tx +  £3A)]=0
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Uwzględniwszy warunek. (II), otrzymujemy trzeci warunek:

(III) ax"(łx +  £,A) +  hy"(tx -f  &2h) +  cz"(tx +  $3 h) =  0

Eliminując z tych trzech warunków stale a, b, c, otrzymujemy rów­
nanie płaszczyzny P  w postaci wyznaeznika

X 3}(tx), y y (t j), 
® (^i)ł y (^i'i

+  y " { t i +  ^ 2 )̂>

Z z (tj) 
z’{tx) 

z"(h +  $ah)

Gdy punkt A' dąży do nakrycia się z punktem A, to h dąży do zera 
i otrzymujemy (opuszczając wszędzie literę tx):

( 112)

czyli:

(113) (X~x)(y'z"—y"z') +  (Y—y)(z'x"—z"x') +  {Z—z) (a'y"—x"y‘)= 0

Jest to szukane równanie płaszczyzny ściśle stycznej w punkcie A(x,y,z). 
Aby to równanie (112) lub (113) przedstawiało istotnie płaszczyznę, nie 
mogą być równocześnie zerami trzy wyrażenia:

y'z" — y"z' z'x" — z"x\ x'y" — x"y'

Te wyjątkowe (lecz nieosobliwe) punkty, w których trzy powyższe wy­
rażenia są równocześnie zerami, wyłączymy zatem z dalszej dyskusji. 
W punktach tych zachodzą proporcje: .

y':y" =  z': z" =  x'\x"

Płaszczyzna styczna jest w tych punktach nieoznaczona. Takim punktem 
jest np. każdy punkt linii prostej, jakkolwiek linia prosta nie ma żad­
nych punktów osobliwych. Dla prostej jest od razu widocznym, skąd po­
chodzi ta nieoznaczność: każdą bowiem płaszczyznę zawierającą tę .prostą, 
możemy uważać za jej płaszczyznę ściśle styczDą.

§310.  Normalna główna, binprmalna i płaszczyzna rektyfikacyjna

Płaszczyzna ściśle styczna przecina płaszczyznę normalną wzdłuż 
prostej (AN na fig -19), zwanej -normalną główną. Równania jej otrzy­
mamy zatem z warunku, że współrzędne wszystkich jej punktów speł­
niają równania (109) i (113), tj.:

(X — x) x' +  ( Y — y) y' -f- {Z — z) z' — 0 
(.X  -  x){y'z" -  y"z') +  (Y -  ?)(«'*" -  z"x') +  {Z -  z){x'y" -  x"y') =  0
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Stąd:
X — x _{z’x" — z"xr) z' — (x'y" — x"y') y‘
Z — z ~~~ (y'z" — y"z')y' — (.z'x'' — z"x')x‘
Y — y  (ix'y" — x"y')x' — (yz" — y"z')z'
Z — z (y'z" — y"z')y' — (z'x‘' — z"x')x'

Zatem równania normalnej g łó w n e j m a ją  p o s ta ć .

(114)

__________ X - x __________
(z'x" — z"x’)z' — (x'y" — x"y')y'
__________ ______________
(x'y" — x"y')x' — (y'z" — y"z')z'

. Z - z
(;y'z" — y"z')y' — (z'x" — z"x')x’

Jeżeli parametrem jest łuk s, to wzory te upraszczają się znacznie. Wtedy 
bowiem x'z -f- y'2 -f- z'2 =  1, a tworząc pochodną obu stron według $, 
otrzymujemy 2(x’x" y'y” z'ż") =■ 0. Wobec tego mianownik pierw­
szego ułamka przyjmuje postać:

(*'* +  y'1) ~  X'{z'z" +  y'y")-=x"(z'* +  y'•)- ® ' ( - x'x") =
=  ®" (»'« +  y'°- -f z'!) =  x" • 1 =  a?"

Podobnie pozostałe mianowniki przechodzą na y" i z" i otrzymujemy:

(115) X ~ x  Y — y Z — z 
* »  ~  y"(s) ~  z"(s)

Nazwijmy kąty normalnej głównej z osiami współrzędnych literami to:

cos A = »"(*) ,■______ , c o s /i y"(«)

(116)
COS V :

cj/at"(s)*--}.y"(s)*+z"(s)  ̂^"(S)2+y"(a)‘+2"(s)» 

gdzie e == -j- i lub — 1

Jeżeli parametr nie jest łukiem, to wzory na cosinusy tych kątów, otrzy­
mane z równań (114), są bardzo skomplikowane.

Prostą, leżącą w płaszczyźnie normalnej, a prostopadłą do normalnej 
głównej, nazywamy binormalną (AB na fig. 19). Niechaj l, m, n oznaczają 
jej kąty z osiami współrzędnych Ponieważ binormalna jest prostopadła 
do stycznej i do normalnej głównej, przeto jest także prostopadła do 
płaszczyzny ściśle stycznej. Jej cosinusy kierunkowe są więc proporcjo­
nalne dó współczynników w równajiiu płaszczyzny ściśle stycznej. Aby
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dostać wprost cosinusy kątów l, m, n, należy więc te współczynniki po­
dzielić przez pierwiastek z sumy ich kwadratów.

Zatem:

(117)

cos l —

cos m =

cos n —

______________ y'*" — y"z'_____________
c \(y’z" — y"z')' +  (z'x" — z"xj* +  (x'y" -  x"y')* 

z'x" — z"x'
e \{y'z" — y"z'Y +  (z'x" — z"x'Y -j- (x'y" -  x"y')*

x'y" — x " y ' ____________
e \{y'z" — y"z'f - f  {z'x“ — z"xj* +  [x'y" -  %"y')x

przy czym c =  —j— 1 lub — 1.
Wyrażenie, zawarte w mianowniku, jest dość skomplikowane. Łatwo 

jednak stwierdzić, że przy użyciu luku jako parametru wyrażenie to 
przechodzi na e \ x"(s)’ -f- y"(s)2 -f- z " (s)2. Zatem:

gdzie e =  -f- 1 lub — 1.
Równania binormalnej mają więc postać:

(119)

Wyróżniliśmy w ten sposób .dla każdego punktu linii w przestrzeni układ 
trzech prostych wzajemnie do siebie prostopadłych, a mianowicie styczną, 
normalną główną i binormalną Z układem tym jest związany układ trzech 
płaszczyzn wzajemnie do siebie prostopadłycli, a mianowicie: płaszczyzna 
ściśle styczna (zawierająca prostą styczną i normalną główną), płaszczyzna 
normalna (zawierająca normalną główną i binormalną) i trzecia płasz­
czyzna (SAB na fig. 19), wyznaczona przez styczną i binormalną. Tę 
trzecią płaszczyznę nazywamy płaszczyzną rektyfikacyjną. Ponieważ jest 
ona prostopadła do normalnej głównej i przechodzi przez punkt A(x,y,z) 
danej linii, przeto jej równanie ma postać:

(Z — #).cos  ̂ (Y — y) cos p (Z — z) cos v =  0

X -  x Y — y _  Z — z
y'z" — y"z' ~  z'x" — z"x' ~  x'y" — x"y'
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czyli (na podstawie wzorów ( l l6))

( 120) {X — se)x"{s) +  ( F — y) y"{s) -f-{Z -  z) z"(s) == O

Dklad tych trzech płaszczyzn i tych trzech prostych można przyjąć za 
układ współrzędnych ruchomy przy posuwaniu się wzdłuż krzywej. 
Chcąc, badać krzywą w otoczeniu jakiegoś jej punktu, dogodnie jest prze­
sunąć i obrócić osie współrzędnych tak, aby się nakrywały z tymi trzema 
prostymi.

[_% 311. Pierwsza krzywizna krzywych w przestrzeni
Pierwszą krzywizną linii w dowolnym jej punkcie nazywamy gra­

nicę, do której dąży bezwzględna wartość stosunku kąta A(p, zawartego 
między dwiema stycznymi do długości łuku, zawartego między punktami 
styczności, gdy ta długość dąży do zera. Oznaczmy tę krzywiznę literą kv 
Cosinusy kierunkowe jednej stycznej są cos a, cos/?, cos y, drugiej zaś 
cos a -j- A cos a, cos /? A cos /?, cos y -J- A cos y. Cosinus kąta, zawartego 
między tymi stycznymi, ma zatem wartość:

cosdgp =.cosa(cosa -f- dcosa) -}-cos/?(cos/?-{-/lcos/?) -f- eosy(cosy-f- dcosy)

Aby sprowadzić prawą stronę do dogodnej formy, dodajemy do siebie 
stronami równania:

cos2 a -f- cos2 /? -f- cos* y =  1 .
(cos a -j- A cos a)* (cos /? 4~ A cos /?)2 4* (cos y 4~  ̂cos 7)a =  1

Otrzymamy:

2 (cos8a 4- cos8)? 4“ cos8y)4- 2(cosadcosa 4* cos/?d cos/? 4- cosy dcosy) -f- 
4- (d cos a)2 4- cos /?)* -}- {A cos y)* =  2

czyli

2 [cosa(cosa -f- dcosa) 4- cos/?(eos/? 4" ^cos/ł) -f- cosy(eosy 4- dcosy)] =  
=  2 — [(dcosa)* 4“ (4 cos/?)2 4- (dcosy)2]

Zatem:
2cosd<p =  2 — [(dcosa)*-j-(4co8/?)24-(dcosy)s]

a stąd: 

czyli:
2(1 — cosdęi) =  (dcosa)2 4" (deos/?)2 4- (dcosy)8 

4sins Â<p — (A cosa)* 4* cos/?)*4~ (^cosy)8

Mnożąc i dzieląc pierwszą stronę przez ^Alq>, otrzymamy:

, / sin i dęń* ,
‘ ( ■ w / . : *  *

Dzielimy obie strony przez

=  (d cos a)* 4~ (4 cos /?)* 4- (d cos y)* 

d«* i przechodzimy do granicy.
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Ponieważ wraz z Aa także Aq> dąży do zera, oraz: 

lim [5 ii-d5 f =  .
Aq£>-*0 ' TT A(p JAqp-*0 '  ̂A(p

przeto:

czyli:

(121)

Ponieważ cosa =  a?'(«). więc =  x"(s) i podobnie inne pochodne,

zatem wzór na kwadrat pierwszej krzywizny można przedstawić w postaci:

( 122) =  *"(«)* +  »"(•)» +  *"(»)*

Odwrotność pierwszej krzywizny nazywamy promieniem krzywizny f ozna­
czamy go literą R. Zatem:

(123)

Wzory te odnoszą się do takiego przedstawienia parametrowego, w któ­
rym parametrem jest długość łuku. Chcąc przejść do ogólnego przedsta­
wienia parametrowego, należy obliczyć:

*'<*> “ E - j Ś  : !  =  *'<! >:p»'W+  »•«)•+ *'«>■

*"(*) =  £  [*'(<): Î »'(0, +  y'(*),+»'(«,J
_d_ 
~  dt : Vx'(t)* +  y'(t? +  *'«)'] • ~

— lx " — x 'xa> it iy  y ._~b.g2L\ • (X'i _j_ , / t  ^l * x’i 4 . y‘t 4 . z'* ) o

i podobnie y"(s), z"(»)- Po podstawieniu otrzymanych wartości we wzór (123) 
otrzymamy:

(124) f i = (x'* +  y'* +  z 'T
\[y'z" -  y " zy+  (z'x" -  a"®')*+ (x Y  -  ®''y')*



Jeżeli ten promień odetoiemy na normalnej głównej od punktu krzywej 
w tę stronę, w którą linia jest zwrócona swoją wklęsłością (jak na fig. 20), 
to otrzymany punkt. S nazywamy środkiem krzywizny, należącym do da­

nego punktu krzywej. Współrzędne p, q, r środka krzywizny obliczymy, 
tworząc rzut promienia R na osie współrzędnych. I tak:

Stąd:
R cos ł  =  p — x, R cos p =  q — y, R cos v =  r — z

p =  x -f- R cos J, q — y -f- R cos p, r =  z -j- R cos v

Wstawiając zaś za P, cos J, cos p, cos v wyrażenia z wzorów (116) i (123'l 
(przy czym we wzorach (116) należy obrać c =  -f- 1), otrzymamy:

(125)

Jeżeli parametr jest dowolny, to przekształcając te wzory w sposób po- 
dobuy jak wzór na R, otrzymujemy:

(125*) +  (y V '-y 'V )* + (3V '-s" ® ')a-f-(* y -x"y'f
[z\zx"-z"x')~

- y'(xfy"— x"y'))
i analogiczne wzory na q i r.
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Koło, zakreślone z środka S promieniem R w płaszczyźnie, wyzna­
czonej przez styczną i normalną główną, tj. w płaszczyźnie ściśle stycznej, 
nazywamy kołem ściśle stycznym lub kołem krzyuńznouym. Można okazać, 
że to koło jest granicznym kołem gromady kół, przechodzących przez trzy 
punkty, leżące na krzywej, gdy te- trzy punkty dążą do nakrycia się.

Uwaga. Środek krzywizny można określić także w następujący sposób. Weźmy 
pod uwagę normalną główną w badanym punkcie A linii krzywej i płaszczyznę nor­
malną w pobliskim punkcie A' tej krzywe) Ta płaszczyzna normalna przecina ową 
normalną główną w jakimś punkcie S'■ Gdy A' dąży do A, to punkt S' posuwa się 
po normalnej głównej punktu A, dążąc do pewnego granicznego punktu S. Ten punkt 
graniczny jest właśnie środkiem krzywizny.

§ 312. Druga krzywizna czyli torsja
Pierwsza krzywizna służy za miarę stopnia odchylenia się linii 

krzywej od kierunku prostego, a mianowicie od kierunku prostej stycz­
nej. Bla krzywych przestrzennych ważną jest rzeczą określić miarę stopnia 
wychylenia się linii krzywej z odpowiednio dobranej płaszczyzny. Najle­
piej się do tego nadaje płaszczyzna ściśle styczna. Aby więc uzyskać 
miarę stopnia wychylenia się linii z płaszczyzny, zbadamy granicę, do 
której dąży bezwzględna wartość stosunku kąta, zawartego między dwiema 
płaszczyznami ściśle stycznymi w dwóch punktach A i A' krzywej, do 
długośei łuka, zawartego między tymi punktami, gdy ta długość łuku 
dąży do zera. Niechaj Aty oznacza kąt, jaki tworzą ze sobą binormalne 
krzywej w punktach A i A'. Kąt, jaki tworzą binormalne, jest zarazem 
kątem, zawartym między płaszczyznami ściśle styeznymi Chodzi nam 
więc o granicę stosunku Aift:As. Granicę, do jakiej dąży bezwzględna 
wartość tego stosunku, oznaczamy literą k2 i nazywamy ją drugą krzy­
wizną, skręceniem lub torsja trzymaj. Celem obliczenia tego stosunku na­
leży powtórzyć raz jeszcze te same rozważania, któreśmy już przepro­
wadzili przy obliczaniu promienia krzywizny, zastępując tylko kąty a, /?, y 
stycznej kątami l, m, n binormalnej. Dochodzi się w ten sposób do nastę­
pującego wzoru:

(126) k\ = dcosl\2 
ds )+(

d cos w ja_|_ |
ds

dc.os n\*

przy pomocyChcąc wszystko wyrazić za pomocą x. y,z, obliczamy 

wzoru (118). Pa wykonaniu dosyć uciążliwych rachunków otrzymamy:

ci cos l 
ds

dcoal
i x* , y$ , z*
x4H yfl/ z**t x" D

' ds (ar*+y"*+3"*f' -y-t+z"*?1'
przy czym wyznacznik, zawarty w liczniku, oznaczyliśmy literą D.
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d cos m  _ — y" D d cos n _ — z" D s
~ds +  i/'■» +  *"■)* ! cfs (a?"3 +  y"3 +  (c)

Podnosimy te wzory do kwadratu i dodajemy. Po spierwiastkowaniu 
otrzymamy ostatecznie

(127)

przy czym

(128) D =
no' , y' , s" 
®", y", 
no'", y"\ z'"

Wzór (127) odnosi się tylko do takiego parametrowego przedstawienia, 
w którym parametrem jest łuk. Dla dowolnego parametru t otrzymuje 
się wzór:

(129)
k* iy'z" — :

1*1
i"z'f 4- (2' x" -* z"x'j3 +  (*' y" — a"y')3

przy czym w wyznaczniku D występują pochodne względem parametru t.
Odwrotność liczby k2 oznaczamy literą T i nazywamy ją 'promie- 

niern skręcenia czyli torsji. Zatem'

(130)

Promień torsji dąży do nieskończoności (a druga krzywizna do zera) 
w tych punktach, w których ńuanownik jest równy zeru. Nazywamy-je 
punktami stacjonarnymi krzywej. W punktach tych następuje w ogólności 
zmiana kierunku obrotu płaszczyzny ściśle stycznej, gdy punkt posuwa 
się po krzywej, podobnie jak dla stycznej w punktach przegięcia nastę­
puje zmiana kierunku obrotu styczuej. Okażemy, że jeżeli druga krzy­
wizna jest równą zeru dla wszystkich punktów jakiejś linii, to ta linia leży 
cała na jednej płaszczyźnie (a mianowicie na płaszczyźnie ściśle stycznej) 
i odwrotnie, jeżeli linia jest płaska, to w każdym jej punkcie druga krzy­
wizna jest równa zeru.

Dowód.
Jeżeli k2 =  0, to z wzoru (129) wynika, że D =  0.

Rachunek różniczkowy i całkowy. T. ID.

x" (s)24 -r ( s )2 +  *"(s)2
1*1

>2
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Z wzorów (a), (b), (c) wynika, że wtedy także

d cos l _n d cos m
~ d T == U' ~~ds~ 0.

d cos n 
ds

czyli:
cos J =  0!, cos m — c2, cos n =  e,

Binormalna jest prostopadła do stycznej, zatem.

cos a cos l +  cos /? cos m -f- cos y cos n =  0
czyli:

Cj cob « Ą- c2 cos 0 +  c3 cos y =  0

Ale w myśl wzorów (l l l)  jest cos a =  x' (s), cos fi =  y' (s), cos y *= *' (a), 
zatem:

Ci x' (s) +  Cg y' (s) +  c3 z’ (a) =  0 

Całkując obie strony według s, otrzymamy:

(s) -j- c2y(s) c8z (s) =  C

a to dowodzi, że wszystkie punkty danej krzywej leżą na jednej płasz­
czyźnie.

Na odwrót: jeżeli dana linia jest płaska to współrzędne każdego jej 
punktu: X(t), y{t), z(t) spełniają równanie jakiejś płaszczyzny:

ax (<) +  by (<) 4 - ca (<) +  d — 0

Spełniają one zatem także równania, otrzymane przez trzykrotne różnicz­
kowanie tego równania, tj,:

ax' 4 - by' 4 - cz' — 0 

ax" 4- by" 4 - cz" =  0 

ax"' 4 - by"’ 4- cz'" =  0 

Eliminując stąd stałe o, b, c. otrzymujemy:

X' , y' i
tf", y" ,z" =  £> — 0
x i y , z

Wobec tego ka =  0, e. b. d. o.
Ponieważ ka =  0 równocześnie z D — 0, przeto możemy wypowie­

dzieć udowodnione twierdzenie także w następującej postaci: 
koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby linia była płaska, jest, 
aby wyznacznik D, określony wzorem (128), był zerem dla wszystkich 
punktów tej linii.
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§ 313. Przykłady badania lłnlj

1) Zbadać, czy linia, określona równaniami:

a =  ł ( l - H) ,  2/= 7 ( 1 - 0 ,  i

jest płaską czy skośną. Tworzymy pochodne:

3 (* +  t)

as' =  i,

y = - 12>

x" =  0.

y" =
12

, a 3 „ 6
-r»* 5 = r3>

®"' =  o
36

» = “ 1*

_  ł? 
“  t4

Wyznacznik Z), rozstrzygający o tym, czy badana linia jest plaska czy skośna, ma 
zatem wartość:

D =

i , o, 0
6 12 36
12‘ 7» ’ t4
3 6 18
f8’ <3’ t*

- * ( = £ * + * £ ) -o

Identyczne znikanie tego wyznacznika dowodzi, że badana krzywa jest płaska.
2) Zbadać własności linii śrubowej zwyczajnej. Przy użyciu długości łuku jako 

parametru równania linii śrubowej mają postać (por. wzory (107) na str. 166):

x — a cos ks, y — a sin ks, z =  bks

1
==p, a oznacza promień walc:

Dostawy kierunkowe stycznej mają wartości:

przy czym fc= a oznacza promień walca, a d = 2nb jest krokiem śruby.

cos a =  x‘ — — ak sin ks 
cos /? — y‘ — ak cos ks 
cos y =?z = bk  =  constans

\

Stąd pierwszy ważny wniosek: styczna do linii śrubowej tworzy stały kąt z osią z. 
Obliczmy promień krzywizny. Potrzebne są do tego drugie pochodne:

x" — — a k2 cos ks, y" =  — ak1 sin ks, z" — 0
Zatem:

1
\ra*k*

1=  —-- =  constans 
ak*

Protnitń krzywizny linii śrubowej jest więc wielkością stalą.
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Używając wzorów (116), otrzymujemy następujące wzory na dostawy kierun­
kowe normalnej głównej:

cos X = ---- V; ale2 cos ks =  — cos ksak‘

cos u — -----<*k2 sin ks — — sin ksak‘
\  i

cos v — -----n  0 =  0ak*

71 t
Ponieważ cos v — 0, przeto v =  — Zatem normalna główna linii śrubowej jest stalea
prostopadła do osi Z

Równanie płaszczyzny rektyfikacyjnej "ma według wzoru (120) postać:

— (Z — x) cos ks — (Y —• y) sin ks =  0

Dowodzi to, że płaszczyzna rektyfikacyjna jest prostopadła do płaszczyzny XY.
Z wzorów (118) otrzymujemy następujące wartości na dostawy kierunkowe bi- 

normalnej:
cos l =  bk sin ks 

cos m — — bk sin ks 
cos n — ak =  constans

Binormalna tworzy więc, stały kąt z osią Z.
Obliczmy skręcenie linii śrubowej. Potrzebne tu są trzecie pochodne:

a?"' =  ak3 sin ks, y'" =  — ak3 cos ks, •

Najpierw obliczamy:

=  0

— ak sin ks , ak cos ks , bk
D — — ak2 cos ks, — ak* sin ks, 0

ak3 sin ks , —- ak3 cos ks, 0

D--= bk (a* k5 cos*ks -f- a2k5 sin* ks)

Z> = bk3 a3
Wobec tego:

T =
a*k* 1
bk6 a* bk* =  constans

Skręcenie linii śrubowej jest więc wielkością stałą.



ROZDZIAŁ XXIV

G e o m e tr ia  ró żn ic zk o w a  p o w ie rzc h n i

§ 314. Analityczne sposoby przedstawiania powierzchni

Równanie powierzchni badamy w trzech rozmaitych postaciach: 
w formie wyraźnej, uwikłanej lub parametrowej.

Formą wyraźną nazywamy równanie:

(131) « =  f{x, y)

Przykłady takiego przedstawienia spotykaliśmy już niejednokrotnie, np.

równanie paraboloidy eliptycznej: z =  ^  hiperbolicznej: z — — —

równanie płaszczyzny: z =  ax Ą-by c (por. tom I, str. 39, 43, 44). 
Formą uwikłaną nazywamy równanie:

(132) F{x, y,z) =  0

Przykładami tej formy są: równanie kuli xl yl z* — r* =  0, rów-
CĈ 2^

nanie elipsoidy — -j- p  4" ^  — 1 =  0, równanie powierzchni śrubowej

 ̂— tg -  =  0 (por. tom I, str. 64).

Formę parametrową równań powierzchni otrzymuje się, przedsta­
wiając współrzędne x, y, z jako funkcje dwóch parametrów:

(133)
X — ę  (u, v) 
y =  ty (u, v)
z = X ( “< ®)

Formę tę omówiliśmy już w tomie I, § 125.
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Przykłady. Równania parametrowe kuli maję postać:

(I34j

przy czym r  oznacza promień kuii, u szerokość geograficzną punktu, a v jego długość 
geograficzną liczoną od południka, leżącego w płaszczyźnie ZY.

Jeżeli przez każdy punkt jakiejś linii wykreślimy jedną linię prostą, to zbiór 
tych wszystkich prostych tworzy powierzchnię, zwaną powierzchnią prostoliniową. 
Każdą powierzchnię prostoliniową można przedstawić za pomocą równań:

® =  r cos m siu t> 
y =  r cos w cos v 
z =  r sin u

(1351
x =  f(u) -f- vg{u) 
y = / i  («)+»? i(*») 
*=/*(**)+»?■(«)

Tak np. równanie powierzchni śrubowej można przedstawić w postaci:

(136)
X =  0 -f- v COS U  —  V cos u. 
y =  0 —|- v sin u =  v sin m 
z =  ku -(- 0 =  ku

Zmienna u oznacza tu kąt obrotu prostej ruchomej (por. tom I, str. 63, fig. 36, kąt a) 
a zmienna v odległość dowolnego punktu tej prostej od osi obrotu (por. tom I, str. 63, 
fig. 36, odcinek AP).

Zastanówmy się nad geometryczną interpretacją parametrów u i o. Jeśli 
obierzemy za v jakąś liczbę stałą, np. v — a i wstawimy w równania (133), 
to x, y i z będą funkcjami jednego tylko parametru, będą zatem przed­
stawiać jakąś linię. Linia ta leży na danej powierzchni. Gdy bierzemy 
za v coraz to inne wartości, to otrzymujemy coraz to nowe linie; otrzy­
mujemy całą gromadę linij, zwanych liniami parametrowymi. Podob­
nie przez zmianę u dostajemy drugą gromadę linij parametrowych. Tak 
np. dla kuli biorąc v =  const, otrzymujemy miejsce geometryczne punktów 
o stałej długości geograficznej, a zatem południk. Dla różnych v otrzy­
mujemy coraz to nowe południki. Jeśli zaś przyjmiemy u =  constans, 
a v będzie zmienne, to otrzymamy równoleżniki jako drugą gromadę 
linij parametrowych. Ponieważ przy pomocy liczb w, v można określić 
położenie każdego punktu powierzchni, przeto liczby te zasługują na nazwę 
współrzędnych. Są to tzw. krzywoliniowe współrzędne.

Na płaszczyźnie przy użyciu zwyczajnych współrzędnych prosto­
kątnych odpowiada tym liniom parametrowym układ prostych równo­
ległych do osi X  i Y. Każdy punkt na płaszczyźnie jest określony jako 
punkt przecięcia się dwu prostych: jednej (y =  const.) z gromady rów­
noległych do osi X  i drugiej (a;— const.), należącej do zbioru prostych 
równoległych do osi Y.



Jeżeli pomiędzy parametrami u i v zachodzi jakiś związek.

v — f{u) 
to:

* =  <P [«, /(«)] =  •*»
y =  */’[«, /■(«)] =  <?(«)
# =  Z [«, A«)] = # ( m)

Współrzędne x, y, z są wtedy funkcjami jednego tylko parametru, rów­
nania te przedstawiają zatem jakąś linie, leżącą na danej powierzchni. 
Chcąc zatem obrać jakąś linię na powierzchni, trzeba podać jakąś funkcję, 
wiążącą ze sobą parametry u i v. Równanie v — f(u) jest uogólnieniem 
równania y =  f(x) linii, leżącej na płaszczyźnie.

§ 315. Płaszczyzna styczna do powierzchni

Weźmy pod uwagę zbiór wszystkich prostych stycznych w dany;., 
punkcie P(x, y, z) powierzchni do wszystkich Iinij, leżących na powierzchni, 
a przechodzących przez ten punkt. Każdą taką prostą nazywamy prostą 
styczną do powierzchni. Poszukajmy miejsca geometrycznego wszystkich 
punktów (X, Y, Z) tych wszystkich stycznych. Niechaj równanie powierzchni 
będzie podane w formie wyraźnej:

* =  /■(», y)

Załóżmy, że zarówno funkcja f(x, y) jak i jej cząstkowe pochodne są 
funkcjami ciągłymi dla danych x, y.

Równaniami dowolnej linii, leżącej na tej powierzchni, niechaj będą:

(a) v — y — W), « =

A więc współrzędne x, y, z spełniają równanie tej powierzchni. Zachodzi 
zatem następujący związek między- funkcjami <p. ip i

(b) X (*) =  f  ($>{*),

Z tego związku chcemy wyprowadzić związek, zachodzący między współ­
rzędnymi X, Y, Z punktów stycznej. Równania stycznej do linii (a) mają 
postać (por. wzór (108), str. 167):

X — x Y — y _Z — z
V W ~ ~ V W ~ Y W

Stalą wartość tych trzech stosunków oznaczmy literą k.
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Wobec tego:

(«) 9>'(0 =  ^ - .  ^ (0  =  ^ - .

Utwórzmy pochodną obu stron równania (b) według zmiennej f, to otrzy­
mamy:

*■(<) = g9>'«) + g*'(0
Podstawiając tu wartości z wzorów (c), otrzymujemy po pomnożeniu obu 
stron przez k:

(137)

S f 9 fjąc jak zwykle ^  literą p, & — literą q, otrzymujemy:

(137 a)

Takie równanie muszą spełniać współrzędne (X, Y, Z) wszystkich punk­
tów wszystkich stycznych do powierzchni w jednym punkcie P(x,y,z), 
Zmienne X, Y, Z występują tu tylko w pierwszej potędze, jest to więc 
równanie płaszczyzny. Wszystkie punkty wszystkich stycznych, przecho­
dzących przez jeden punkt powierzchni, tworzą więc płaszczyzuę. Płasz­
czyznę tę nazywamy płaszczyzną styczną do powierzchni.

Uwaga. Tak się dzieje w punktach nieosobliwych. W punktach osobliwych (jak 
np. w wierzchołku stożka) może wystąpić zamiast płaszczyzny stycznej stożek styczny, 
który się może też zdegenerować do jednej prostej, do dwóch płaszczyzn lub do jednej 
płaszczyzny.

Z tego równania otrzymujemy dostawy kierunkowe prostej normal­
nej, tj. prostej prostopadłej do płaszczyzny stycznej a przechodzącej przez 
punkt styczności. Ponieważ dostawy te są proporcjonalne do współczyn­
ników przy zmiennych w równaniu płaszczyzny, przeto według znanych 
z  analityki przestrzennej wzorów otrzymujemy:

Z — z =  p(X — x) +  q(Y—y)

(138)

COS O! =

cos /3 =

P
f |/p2 - f  q2 +  1 

g

*JV +  2a+  1
— 1

^ Pa+ 2 * + l
C08 7
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przy czym e =  -f- 1 lub — 1 zależnie od tego, który kierunek normalnej 
uważamy za dodatni. Równania prostej normalnej mają więc postać:

(139)
p i  — 1

Równania płaszczyzny stycznej i prostej normalnej dla innych form 
przedstawiania powierzchni wynikają już z łatwością z wzorów dla formy 
wyraźnej. I tak, jeżeli mamy podaną powierzchnię w formie uwikłanej:

F{x y,z) =  0
to.

3z
3x

3F
Sx
3F~
3z

. „ - --- *
' P 3 TP

F,
F.

3z
3y q ~  F.

o ile Fx 4= 0. (Jeżeli Ft =  0, lecz Fx lub Fy jest różne od zera, to uwa­
żamy x za funkcję y, z lub y za funkcję w, z. Jeżeli zaś równocześnie 
Fx— Fy — Fx =  0, to mamy do czynienia z punktami osobliwymi, których 
dyskusją nie będziemy się zajmować).

Wartości‘te wstawiamy w otrzymane poprzednio wzory i otrzymu­
jemy po uproszczeniu następujący symetryczny wzór na równanie płasz­
czyzny stycznej:

F,

(140) Fx( X - x )  +  F ,( Y - y )  +  F A Z -z)  =  0

Przykład.
Dla elipsoidy o równaniu:

Ź. +  Vl +  f ! _  1 - 0
a2 ' b2 +  c2 U

jest:

F  — 2 X  F —  l l  F  —  —  
~  b2' c2

Równanie płaszczyzny stycznej do elipsoidy ma zatem postać:

czyli:

± ( X - w )  +  f M( Y - y )  +  Z ( Z - * )  =  0

X -x  . Y- y . Z • z  *2 . y2 . z2
' „a "r~A 2 r  _a “r  ^2

Ponieważ prawa strona jest równa 1, przeto równanie tej płaszczyzny ma postać:

Xx . Yy . Zz 
a2 ‘ b2 ‘ e2

1
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SzDh> formy parametrowej pochodne cząstkowe —
Sx

wzorami

9 z
wyrażają się

(»/

_  In ~  X . V>n

P <PuV'—<P,V. 
_  X. 7« — Z. <P.

H <pu Vk — 9>v V .

(jak udowodniono w tomie I. str. 380). Wartości te wstawiamy we wzór 
(137a) i po uwolnieniu od mianowników otrzymamy równanie, które naj­
dogodniej jest zapamiętać, przedstawiając je w formie następującego 
wyznacznika:

(141)
\ X — x, f  — y. Z — 2
I I Du t
! x, , 2/, , a.

0

Osobnej dyskusji wymagają punkty osobliwe, w których liczniki i mia­
nowniki wzorów (a) są równe zeru.

Przykład.
Dla powierzchni śrubowej, której równania wyraziliśmy wzorami (136) na str. 182, 

otrzymujemy:
Xa — — v si n w, ya — v cos w, zu =  k 
X, =  cos u, yv =  siu u, z, =  0

Równanie płaszczyzny stycznej ma zatem postaó:

! X — x ,  Y — y, Z —z 
— nsinw, a cos u, k 

cos u , sin u 0
=  0

Po rozwinięciu tego wyznacznika, otrzymujemy:

(X — x) k sin u — (Y  — y)k cos u -f- {Z — z)v =  f1

Stąd widać, ze kąt normalnej z osią z zależy tylko od v a me zalezy od w. Zatem 
płaszczyzna styczna do powierzchni śrubowej jest dla wszystkich punktów, leżących 
w stałym odstępie v od osi z, jednakowo nachylona do tej osi.

§ 316. Element łukn linii, leżącej ua powierzchni

Uogólniając geometrię analityczną płaską, dwuwymiarową, możemy 
aię zajmować badaniem utworów geometrycznych, leżących na dowolnej 
powierzchni krzywej Tak np. w geodezji lub w kartografii interesują nas 
utwory geometryczne, leżące na powierzchni kuli lub elipsoidy obrotowej 
a w szczególności rozmaite linie, leżące na tych powierzchniach. Aby
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uzysłać an&iogię z geometrią analityczną linij płaskich, najdogodniej jest 
używać współrzędnych krzywoliniowych na powierzchni, to znaczy uży­
wać parametrowego przedstawienia powierzchni. Widzieliśmy, że wtedy 
równanie: v — f[u) określa jakąś linię, leżącą na powierzchni, podobnie, 
jak równanie: y =  f(x) określa linię, leżącą na płaszczyźnie. Parametry 
w, v zastępują więc rolę współrzędnych x, y. Możemy także podawać 
równanie linii, leżącej na powierzchni, w formie uwikłanej: f(u, v) = 0 
lub w formie parametrowej: u =  (p{t), v — ip(t) Wyprowadzimy wzór 
na element łuku linii, leżącej na dowolnej powierzchni, przy czym rów­
nania tej powierzchni przyjmiemy w formie parametrowej:

x =  q> (w, »), y =  y> (w. v), z =  x («. »)

Wychodzimy z znanego wzoru:

ds2 =  dx2 -f- dy2 -f- dz1

Wyrażenia po prawej stronie znaku równości są różniczkami zupełnymi:

dx =  x„du -\-x.dv, dy =  y„du +  yvdv, dz =  zudu +  z,dv

Stąd:

ds2 =  (®jj -f  y\ +  z\)du* -f  2 (xux. +  y,y„-\~zuzv)dudv +  -j- yl +  z2)dv2

Współczynniki przy du*,2dudv i dvl oznacza się stale literami E,F,G. 
Otrzymujemy w ten sposób następujący tozór na kwadrat elementu luku 
linii, leżącej na danej powierzchni:

(142) ds* =  Edu8 +  2 Fdudv -f Gdv2

Jest to tzw. pierwsza zasadnicza forma różniczkowa teorii powierzchni. 
Jest to forma jednorodna, kwadratowa zmiennych du, dv. Zapamiętać na­
leży że:

(143)

t

Te trzy wyrażenia nazywają się zasadniczymi wielkościami pierwszego 
rzędu danej powierzchni. (Wyrażeń tych używaliśmy już w tomie II, 
w § 258, wzory [178))
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Wzór (142) upraszcza się, gdy chodzi o element łuku linii.para­
metrów®. I tak dla linii parametrowej, określonej warunkiem v =  c, jest 
dv =  0 i pozostaje:

ds* =  E du*
czyli:
(144) ds =  \ltd»

Podobnie dla linii parametrowej u — c jest du =  0, a na element luku 
takiej linii parametrowej otrzymuje się wzór:

(144 a) ds — \G dv
Przykład.
Dla kuli, której równania są podane w formie fiarametrowej (por. wzory (134) 

na 8tr. 182), otrzymujemy:
xa =  — r sin u sin v, ya — — r sio u cos v, 2̂ == r cos m 
X ,  =  r cos m cos v, y v — —rcosuainu, 2. =  0

Zatem
E =  r2, F — 0, G =  r2 cos® «

Kwadrat elementu Juku każdej krzywej, leżącej na kuli, wyraża się zatem wzorem:

(145) ds2 =  r2 du2 r2 cos2 u dv2

Zastosujmy ten wzór do obliczenia długości łuku linii loksodrormcznej na kuli 
(fig. 21). Jest to taka linia, leżąca na kuli, która przecina wszystkie południki pod
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tym samym kątem 0 (zwanym w nautyce „kursem"). Gdy 04= O5 i (S±90°, to ta Unia 
obiega kulę, wijąc się nieskończenie wiele razy dokoła biegunów, które są jej 
punktami asymptotycznymi. Chcemy obliczyć łuk tej linii od punktu A do punktu B. 
Niechaj u, i u.i oznaczają szerokości geograficzne punktów A i B. Tangens kąta, pod 
jakim linia loksodromiczna przecina południki, oznaczamy literą b. Okażemy później 
(str. 192), że dla każdego punktu linii loksodromicznej zachodzi następujący związek

. . , dv b
między jego szerokością geograficzną u, a długością geograficzną v: — =  ćoslt a 8t̂

v — b log tg (Jn -J- } w) -f- c. Aby więc obliczyć element łuku linii loksodromicznej,

kładziemy we wzorze (145) dv — i otrzymujemy:

ds2 =  r2 du2 -f- r2 cos2 w -cos lu
czylit 

stąd:
ds2 — r2 (1 -f- b2) du2 

ds — r \ \  -f- b2du

Na długość łuku otrzymuje się zatem wzór:

s s= r \ l  + T 2J d u  — r \  1 -f- i 2 (m2 — «x)

Ponieważ:

więc

\T + b 2 =  \ l  +  tg2 fi — sec fi =

( « 2 Ml)

COS fi

cos fi
Ponieważ zaś rux — AK, ru, — BD, więc ostatecznie:

s — ----w (BD — AK) — ~— 3 BFcos fi v ' -cosfi

Długość tego łuku jest więc równa przeciwprostokątnej trójkąta prostokątnego o boku 
równym długości łuku południka, a o kącie ostrym równym „kursowi*. Postępuje się 
więc tak, jak gdyby krzywoliniowy trójkąt prostokątny ABF był płaskim, trójkątem 
prostoliniowym.

Za pomocą wielkości zasadniczych wyraża się bardzo prosto także 
element pola poieierzchni. Wiadomo z rachunku całkowego (por. tom II, 
§ 258), że element pola powierzchni, podanej w formie- parametrowej, 
wyraża się wzorem:

(146) dP =  \KG — F^dudo
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OzDaezrny wyrażenie \HG — F 2, które jest pierwiastkiem kwadratowym  

z wyróżnika formy kwadratowej (142), literą Z), to powyższy wzór przyj­
mie postać'

(146 a) dP — Ddu dv

Wzór (146) można też napisać w postaci:

(146 b) dP =  ]/(x„yl, — xvyu)2 +  (yuzv — yvzuP 4- (zax, — zvxttf  dudv

(por. tom II, § 258, str. 257, wzór (177)).

§ 3 1 7 . Kąty, zawarte między liniami, leżącymi na powierzchni

Poznaliśmy wzory, służące do obliczania długości łuków i pól na 
powierzchni. Zajmiemy się obecnie obliczeniem kątów, zawartych między 
rozmaitymi liniami, leżącymi na powierzchni. I tak przede wszystkim 
zajmiemy się kątem, zawartym między dwoma liniami parametrowymi: 
u =  c i v — c' w dowolnym punkcie powierzchni. Chodzi tu o kąt, za­
warty między prostymi stycznymi do tych linij parametrowych. Dla linii 
parametrowej v =  c' zmienia się tylko «, zatem styczna do takiej linii 
ma równania:

X — x _Y -  y __Z — 2
%i< yu %u

Dla drugiej linii parametrowej otrzymujemy:

X — x _V — y _  Z — z
X? y„ 2t-

Dostawy kierunkowe kątów nachylenia tych stycznych mają wartości'

(147)

cos(mx) =  

cos(uy) =  

cos(uz) =

__ W u / \
-z_-~ ---1—— =  17= z. COB (VX) =

H T y l  +  *l W
y„

xu

n
____________

H  +  t i + ź  \ e
_ J a ____  _  Z*_

4- y l+  zl \ e '

x.

cos [vy) ■■

cos (t>2) =

_  X'
\xl 4- yl 4- ź  

y. =  jk

H + y l  +  *  Vo
_______ __

\r t +  y\ +  ź  Vu

Przez to, że przed pierwiastkiem daliśmy wszędzie znak wybraliśmy 
na tych stycznych pewien określony kierunek jako dodatni.

Na dostawę kierunkową kąta, utworzonego przez te dwa kierunki, 
otrzymamy zatem:

xuxv-\- yayv +  zazvcos # =
N  +  +  y'i +  ź
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osy li:

F
COS &  — __

|/£(?

Jeśli 5- =  90°, tj. jeżeli siatka linij parametrowych jest- prostokątna, to 
cos# =  0 a więc F =  0. Ten warunek F = 0  jest nie tylko konieczny 
ale i wystarczający na to, aby siatka linij parametrowych była prosto­
kątna. Tak np. wiemy, że siatka południków i rówdoleżników jest pro­
stokątna; zgodnie z tern otrzymaliśmy dla kuli ^ = 0, gdy obraliśmy 
południki i równoleżniki za linie parametrowe.

Zajmiemy się z kolei kątem g>, jaki tworzy dowolna linia l} leżąca 
na powierzchni, z linią parametrową v — ć  w punkcie przecięcia się z tą 
linią (odpowiada temu w geometrii płaskiej kąt nachylenia dowolnej linii 
do prostej y= c, rówuy kątowi nachylenia do prostej y —0, tj. do osi aj-ów).

Jeżeli ta linia l jest określona równaniami:

(a) u =  u (a), v= v[s)

(148)

to oznaczając kąty tej linii z osiami współrzędnych symbolami (lip), (ly), 
(Iz), otrzymamy:

, daj- 3x du , 9x dv xuu' -f-

cos (ly) — yuu' -f  y„v' 
cos (Iz) — Zull -f- z.v'

Dostawy zaś linii parametrowej v— c’ mają według wzorów (147) wartości:

cos(Maj) =  cos(M2/) =  c o s (u z )= ~

Dostawę kąta ę> oblicza się z wzoru:

cosqp =  CQs(łaj)cos(M*) -J- cos (ty) cos (uy) +  cos (Iz)eos(uz)

Otrzymujemy zatem na dostawę kąta, jaki tworzy linia ł, określona rów­
naniami (a), z linią parametrową v =  c\ następujący wzór:

C ° 8 C p = y -  ( E U '( S ) +  F V '(S ))  

v'(s)

(149)

Stąd łatwo oblicza się:

tgg> =  ]/e g  — f * Fv,^

Jeżeli równanie linii l, .leżącej na powierzchni, jest podane w  fo rm ie :

dv_v’(s)
du u' (*)

» =  »(«), to
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a trięc:

tg ę =  V W G ^ 7 0
4’

EĄ-F <tv
du

Kładąc ^  a \EG  — F* =  D, otrzymujemy:

(150)

Wzór na dostawę kąta, zawartego między dwoma dowolnymi liniami 
m i n, leżącymi na powierzchni, otrzymamy Da podstawie wzoru (149) 
lub (150). 1 tak, jeżeli linia m tworzy kąt <pl z linią parametrową v= c \  
a linia n kąt <p2, to kąt a, zawarty między liniami m i n, jest równy 
<p3 — ę>j. Wobec tego:

tg o =  tg(ę, -  tpj =  J i f i —jgj !l-6 o '' * ™  l+ tg g łjtg y ,

Jeżeli u =  v1(m) i v =  v2(u) są równaniami linij m i n, a pochodne tą i uj 
oznaczymy literami kx i k2, to używając wzoru (150) na obliczenie tgyx 
i tgqp2> otrzymamy po wykonaniu rachunków następujący wzór

(151) cos a — E +  F lĄ +  k J + G Ą k , ____
\E  +  2Fk1+Glć[ \E  +  2Fkt -\- GJĄ

Pr zakład.
Wyprowadzić związek między długością a Szerokością geograficzną dla lokso- 

dromy, tj. równanie loksodromy w współrzędnych u i v.
Kąt 0 loksodromy z południkami jest stały, a więc i tgfi = b ma stałą wartość. 

Ponieważ południki są dla kuli liniami parametrowymi v = c, przeto kąt 0 wyraża się 
z wzoru (150), (j.t

* g P = D
dv
du

e + £ f

Dla kuli jest F = 0 , E  =  r*, G =  »•* eosJ». a więc:

D =  \ r2 • r2 co»2 u — O2 =  ra cos u
Wobec tego:

Stad:

a więc:

dvtg p — cos u — =  b

dv b
du cos u

v =  b\og tg(J« +  -J- c

Jest to żądane równanie loksodromy.



yiWMi w*£*
v lŁr****** (03

§ 318. Krzywizna powierzchni

Zanim się zajmiemy krzywizną powierzchni, zbadamy krzywiznę 
pewnych specjalnych przekrojów powierzchni, a mianowicie przekrojów 
normalnych. Przekrojem zaś normalnym nazywamy każdy przekrój, 
otrzymany przez przecięcie powierzchni płaszczyzną, przesuniętą przez 
normalną do powierzchni w dowolnym jej punkcie. Obierzmy jeden taki 
przekrój. Linia przecięcia, która jest oczywiście linią płaską, niechaj ma 
równania:

u — u (s), » =  »(«) 

jak w § 316, powierzchnia zaś:

x =  »(«,»), y =  y[utv), z =  z(u,v)

Promień krzywizny tej linii otrzymamy z warunku, że normalna PN do 
powierzchni pokrywa się z normalną tej krzywej i to z normalną główną, 
ta bowiem leży na płaszczyźnie ściśle' stycznej, tj. na płaszczyźnie, na 
której leży obrana krzywa płaska. Wobec tego kąt co, zawarty między 
tymi normalnymi, pm wartość zero, więc cosa>=l. Niechaj a,b,c ozna­
czają kąty normalnej do powierzchni z osiami współrzędnych, a k, p, v 
takież kąty normalnej głównej do obranej krzywej. Zachodzi zatem związek:

(a) cos a.eos X -f- cos b cos p -j- cos c cos v =  i

Cosinusy kierunkowe normalnej do powierzchni mają wartości:

cos a i 3/«z«> — Vi>«»

czyli:
\{xuy0 - xvyuf + • (zuxv — zvxu)2 +  (yuzv — yczu)* 

1 /cos a =  -^(yHgv ~ y l>zu)

(jak. to wynika np. z równania płaszczyzny stycznej (141))' i podobnie 
cosi, cose. Przed pierwiastkiem obraliśmy znak -f- Cosinusy zaś nor­
malnej głównej mają wartości:

cos^ = *"(») ___
\x"(s? +  y" W +

=  X"(8)B

(por. wzory (116) i (123)) i podobnie cos/z, cos v. Tu także obraliśmy 
znak -J- przed pierwiastkiem. Wzór (a) możemy zatem napisać w postaci:

(b) [(y„z„—y„ ?„)«"(*)-j-(zux „— zvx„) j/"(«)+(®«V*— y«)«"(»)] =  1

Wyraźmy pochodne x"(Ą y"(s), z" (s) za pomocą pochodnych da­
nych funkcyj w(j) »(«), x(u, v), y(u,v), z (u, v)
Rachunek różniczkowy i ołkawy. T. m. 13
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Otóż:

a stąd:

, d®
: Xu

du
da 4  *i

dv

(«»««' +  W 4 - x*u“ 4- (av« W 4 - ®„„a')!;' 4  ®»»"

i podobnie y"(s), «"(*)• Wstawiamy te wyrażenia we wzór (b), to otrzymamy:

^  — -jj [(j/u *■ u *«)®«« 4 ” ~~ *<>»«) 4" (®«y» ~  ®o y«) ̂ t«] m * 4~

2
4 h  [(3/«®r — y<,z»)xv» +(a»xv — 2«®„)y0« 4-(®«y« — ®0y*)«<,u]«V4 

4 -jy — y^u).XcV 4- (*»®0 — *<>»«) y«. 4 (®#y» — ®«yu) *«,] w'' 4 

4- j j - 1 ( y u y»Zu) 4  yu{zux v zvx u) 4  z,,{xnyo x rŷ )] u 4 1

4 [®o(y»̂o y n z u) 4~ yv(.zuXo zvx v) 4 ̂ »(®»2/c — ®«y«)]®

Dwie ostatnie grapy wyrazów, tj. wyrazy, zawierające drugie pochodne 
u" i v", odpadają. Oznaczmy współczynnik przy u'2 literą L, współczyn­
nik przy 2u'v' literą M, a współczynnik przy «'a literą N. A więc:

(152)

®ua ł ®«- X0

y«»> Vu, y»
%wt » Za. Zv
®BO < ®t>

Vu», y»
Z u o  i Zu ł

®ct , X U S ®0

y«<> i y»- yr
Z\in » Zu i Zv

Występują tu drugie cząstkowe pochodne funkcyj x(u,v), y(u,v\ z(u,v\ 
Wyrażenia L, M, N nazywamy wielkościami zasadniczymi drugiego

rządu. Wzór na ^  przyjmuje przy tych skróceniach postać:

(153)
1 _L du2 4  2 Mdu dv 4- Ndv2
R ds2 ■
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Licznik jest drugą formą różniczkową lub drugą formą zasadniczą teorii 
powierzchni. Zastąpmy ds2 przez pierwszą formę zasadniczą, to ostatni 
wzór przyjmie postać:

, 1 _L duz -)- 2 M du do -j- STdv2
( ~R~ Wdu2̂ 2¥dud^lTAÓ2

Ponieważ nie uwzględniliśmy możliwości różnych z n a k ó w  przed pier­
wiastkiem we wzorach na cos a,... cos^..... przeto możemy z tego wzoru
otrzymać dodatnią lub ujemną wartość na R. Pochodzi to stąd, że kie­
runek normalnej do powierzchni, wynikający z obrania znaku -4- przed

pierwiastkiem we wzorach na cos a,..., może być wprost przeciwny do 
kierunku normalnej głównej do krzywej, jaki wynika z obrania znaku -|-

przed pierwiastkiem we wzorach na cns^,... Krzywiznę —, otrzymaną

w ten sposób, nazywamy krzywizną względną danej linii, może ona 
bowiem przybierać wartości dodatnie i ujemne.

Dzieląc licznik i mianownik ostatniego ułamka przez du2, otrzymujemy:

(154a) E +  2 F k +  Gic2 
~  L +  2 Mk -f- Nk2

13*
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Wielkość tego promienia krzywizny w danym punkcie powierzchni 
zależy od kąta, jaki tworzy przekrój normalny z linią parametrową v,

dva ten kierunek jest określony za pomocą k =  — (por. np. wzór (150)).CLU
W każdym punkcie powierzchni można poprowadzić nieskończenie 

wiele przekrojów normalnych. Zbadajmy, dla jakich kierunków promień R 
może przybierać extremum. W tym celu tworzymy pochodną prawej 
strony wzoru (154a) według k i przyrównujemy licznik do zera. Po upo­
rządkowaniu otrzymujemy równanie:

(155) EM— LF— { LG- EN)k  +  (F N - GM)k2 =  0

czyli w formie wyznacznika:

A8, — k , 1
(156) E, F, G =  0

L, M. N

Łatwo stwierdzić, że kierunki posuwania się po powierzchni, określone 
przez pierwiastki k1 i k2 tego równania, są do siebie prostopadle (trzeba 
się oprzeć np. na wzorze (151) na cos a) a zatem są one różne od siebie. 
Kierunki te nazywamy kierunkami głównymi, a należące do nich promienie 
krzywizny R1 i R2 przekrojów normalnych nazywamy głównymi promie­
niami krzywizny. Naogół jeden z tych promieni daje maximum krzywizny, 
a drugi minimum. Rozwiązując równanie (156) i podstawiając znalezione 
wartości we wzór na R, przekonujemy się, że:

(157)

(158)

I j _  LN—M2 _  „
Ri ' R3 EG — F1 

1 1 EN-2FM +GL „
R1 +  Rt ~  EG --  F*

Liczbę K  nazywamy zupełną krzywizną powierzchni w badanym punkcie, 
lub krzywizną Gaussa, a liczbę H średnią krzywizną powierzchni w tym 
punkcie.

Jeżeli równanie powierzchni jest podane w formie wyrainąj;

« — /(«Hf)
to łatwo ją przekształcić na formę parametrową, kładąc:

Stąd:
x =  u, y =  v, z =  /(«, o)

XH =  1, fltfl --  Oj 3/u =  0, y«— i,
3f 3f m 3f df

Zli 9u d x ~ p’ V~ 3 v '
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a więc:

(159)

Podobnie oblicza się dla formy wyraźnej wielkości zasadnicze E, M, N:

E — 1 + P\ E — P<h G = 1 + q2

(160) L

przy czym.

-  , M =  j—TT
pf4-pa4-9>’ l/ l + P J +  '7*

_  922
9x>' 8 dx3y' 1 ~ 3y2

Przy pomocy tych wielkości zasadniczych przekształcamy wzory (157) i (168) na na­
stępujące wzory, dostosowane do formy wyraźnej:

(162)

Do powyższej definicji krzywizny zupełnej doszedł Gauss starając się 
uogólnić na powierzchnie pojęcie krzywizny linij płaskich. Przypomnijmy 
sobie, jak określaliśmy krzywiznę 
krzywych płaskich. Styczne w dwu 
punktach krzywej M i N (fig. 23) 
tworzą ze sobą kąt da taki sam, 
jaki tworzą normalne w tych punk­
tach krzywej. Stosunek tego kąta 
do łuku MN nazwaliśmy przeciętną 
krzywizną a granicę tego stosunku 
dla MN-> 0 krzywizną (względną) 
tej linii w badanym punkcie

Ponieważ kąt da wyrażaliśmy 
przy tym w mierze łukowej więc

miarą tego kąta jest łuk M’N\ jaki Fig 23.
wspomniane normalne wycinają
z koła o promieniu 1, zatoczonego z punktu przecięcia się S tych nor­

malnych. Tworzy się stosunek łuku M'N' do łuku MN, a granica tego 
stosunku jest miarą krzywizny. Podobną drógą poszedł Gauss przy 
badauiu krzywizny powierzchni. Mając jakiś płat AP powierzchni, ktd-

g  (1+ p a)<—2pys-f (1+ 9a)r
"  ( 1 + P 3 +
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rej krzywiznę chcemy badać (fig 24), prowadzimy w każdym jego punkcie 
normalną. Są to toaogół proste wichrowate. Weźmy pod uwagę kulę

o promieniu 1, zatoczoną z dowolnego 
punktu S. Ze środka tej kuli popro­
wadźmy pęk promieni równoległych 
do normalnych, wystawionych na AP. 
Te promienie wycinają na kuli ja­
kąś powierzchnię AP. Otóż stosunek 
pola tego, leżącego na kuli, płata po­
wierzchni AP' do rozważanego płata 
powierzchni AP uazwał Gauss 'prze­
ciętną krzywizną tego płata, a granicę 
tego stosunku, gdy A P dąży do punktu, 
nazwał krzywizną zupełną powierzchni 
w tym puukcie. Obliczając pola AP 
•i AP' i tworząc wspomniany stosu­
nek, doszedł Gauss do wyniku, że:

1,  AP’
l,m I p :AP-*o Ar b .

—  K

Uwaga. Opierając się na wzorze na 
krzywiznę całkowitą, udowodnił Gauss, 
że gdy jakąkolwiek powierzchnię wyginamy, 
nie rozciągając jej, ani nie rozrywajso> 
a więc gdy zachowujemy przy tym długości 

łuków, to krzywizna takiej nowej powierzchni jest w każdym punkcie taka sama, jaka 
była poprzednio. Przy wszystkich więc gięciach powierzchni krzywizna pozostaje nie­
zmieniona. Takie przekształcenie jednej powierzchni na drugą, przy którym długości 
łuków pozostają niezmienione, nazywamy rozwijaniem jednej powierzchni na drugiej. 
Gdy więc jedna powierzchnia jest rozwijalna na drugiej,- to krzywizna jednej jest 
równa krzywiinie drugiej powierzchni i to w każdym punkcie.

Aby udowodnić to twierdzenie, wychodzi się z wzoru:

1 LN— M2 
K ~  EG —F 2

Żąddmy, aby' długości łuków pozostały niezmienione. Wzór na element łuku ma postać:

ds2 =  E du2Ą- 2 Fdu dv -f- G dv2
Element łukn ds, przekształconej powierzchni ma mieć tę samą wartość. To znaczy, 
io E, F  i G muszą pozostać te same. We wzorze na K  występują jednak jeszcze 
■dość skomplikowane wyrażenia L, M i li. Okazuje się jednak, że K zależy tylko 
■od E, F  i G. Dowodzi się mianowicie, że:

1 5(2F „ - B m- G ua) +  ~  (Gl +  2 G,Fa) +K —
2 D2'

+  ~  (El+FaG '-2E aFv)+  ~  (E.G -  E,Ga- 2 F uG -  2F.E.+4F.F.)
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Z tego wzoru Widać, ze K zależy tylko od wyrażeń E, F, G. tak, że gdy się. po­
wierzchnia dowolnie zmienia, krzywizna pozostaje niezmieniona, jeśli się tylko E, F i G 
nie zmieniają. Gdy zatem przy gięciach powierzchni luki pozostają niezmienione, to 
i krzywizna zupełna się nie zmienia.

§ 319. Linie krzywiznowe. Wzór Eulera

W każdym punkcie powierzchni istnieją dwa prostopadle do siehie 
kierunki główne. Linie, leżące na powierzchni, których styczna ma w każdym 
punkcie kierunek zgodny z kierunkiem głównym, nazywamy liniami krzy­
wiznowymi. Przez każdy punkt powierzchni przechodzą dwie takie linie. 
Celem znalezienia ich równania użyjemy równania (155). Zastąpmy w tym

(I-Drównaniu k stosunkiem — Dotychczas uważaliśmy E. F, G. L, .17, N za

stałe. Gdy się jednak zmienia położenie punktu na powierzchni, to wiel­
kości te funkcjami zmiennych u i v. Otrzymamy więc z tego rów* 
nauia równanie postaci:

U u> v\+ f2{u,v)d£ + f 3(uyv)(£uf =  u

Jest to równanie różniczkowe zwyczajne pierwszego rzędu a drugiego 

stopnia. Rozwiązując je względem  ̂-, otrzymujemy dwa równania:

do
du

v , . d o  
F^U' ^  da F2[v, v)

Ich całkami ogólnymi są zatem dwie funkcje G1(u,v,c)=0 i G2(u, v, c) =  0, 
przedstawiające dwie gromady liuij krzywiznowych.

Obierzmy te linie krzywiznowe za linie parametrowe. Ponieważ są 
one prostopadłe, przeto F=0. Łatwo dowieść, że dła takiego przedstawie­
nia parametrowego także M — 0. Wobec tego wzór (154 a) przechodzi na:

I L •+- Nk2
II i? -f- Gk2

EAle k2 =  tg2<p — jak to wynika z wzoru (150) przy F== 0 (przy czym. <p

oznacza kąt badanej linii z linią parametrową v, w tym wypadku z linią 
krzywiznową).

Zatem:
1 = L +  N‘ t£*<P_ L+ f  tg*q>
R E +  G |  tg2 cp ' A ( l + t g ^ )

l L . | N .
~R ~  -q ™*2<P +  -q S'"2<P

czyli:
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Gdy <p — 0, wówczas R =  RV a więc:

1 =  L 
ijj £

Dla =  5 jest R — R2, a więc:
1 N

R2 G
Zatem:

(163) *

Ten wzór nazywamy wzorem Eulera. Gdy znamy dwa promienie główne 
R1 i R2, to możemy obliczyć z tego wzoru promień R każdego przekroju, 
tworzącego kąt <p z jednym z kierunków głównych. Według znaków R2 
i R2 klasyfikujemy punkty powierzchni.

1) Jeżeli /?j i R2 mają w jakimś punkcie powierzchni te same 
znaki, to ten punkt powierzchni nazywamy punktem eliptycznym. W takim 
punkcie wszystkie promienie R mają ten sam znak, jak to wynika z wzoru 
Eulera.  Normalna (główna) zatem wszystkich przekrojów normalnych 
jest zwrócona w tę samą stronę. W specjalnym przypadku, gdy R ^ R ^  
to wszystkie przekroje normalne mają równe promienie krzywizny; taki 
punkt eliptyczny nazywamy umbilikiem lub punktem pępkowym. Np. każdy 
punkt elipsoidy i paraboloidy eliptycznej jest punktem eliptycznym; każdy 
punkt kuli jest umbilikiem. W punktach eliptycznych krzywizna zupełna K 
jest liczbą dodatnią.

2) Jeżeli promienie Rt i R2 mają w jakimś punkcie znaki prze­
ciwne, to ten punkt powierzchni nazywamy . punktem hiperbolicznym. 
W takim punkcie normalna jednych przekrojów jest zwrócona w jedną 
stronę a innych w stronę przeciwną. W specjalnym przypadku, gdy 
R1 — — R2, nazywamy taki punkt punktem pseudosfetycznym. Tak np. 
każdy punkt hiperboloidy jednopowłokowej jest punktem hiperbolicznym. 
Krzywizna zupełna K ma w każdym punkcie hiperbolicznym wartość 
ujemną. Krzywizna średnia H ma w punktach pseudosferycznych war­
tość zero

3) Jeżeli w jakimś punkcie powierzchni jest ^ - = 0  lub - = 0 ,  to
R\ ńg

ten punkt nazywamy punktem parabolicznym. Takim punktem jest każdy 
punkt walca i stożka. Krzywizna zupełna ma w punktach parabolicznych 
wartość zero, a więc spełnia się warunek K — 0 czyli rt — s2 =  0, jak 
to wynika z wzorów (157) i (161).

Okazano, ze powierzchnie, składające się z samych punktów parabo 
licznych, są rozwijalne na płaszczyźnie i na odwrót: gdy jakaś powierzchnia

1 _co82(jp ( sin*qp
~r ~  ~ rT  +  ~ i ę
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jest rozwijalna na płaszczyźnie, to składa się z samych punktów para­
bolicznych. Jeżeli więc z =  f(x,y) jest równaniem powierzchni, to jest 
ona wtedy i tylko wtedy rozicijalna na płaszczyźnie,- gdy z spełnia nastę~ 
pujące równanie różniczkowe cząstkowe drugiego rzędu:

(164) rt — s3 =  0 czyli 32z 3sz I 32z \*^ g
9x2 3y2 \9x3yl

Bardzo ważną rolę w zastosowaniach grają także takie powierzchnie, 
które się składają z samych punktów pseudosferycznych, tj. które mają 
w każdym punkcie krzywiznę średnią H =  0. Z wzoru (162) wynika, 
że takie powierzchnie spełniają równanie różniczkowe:

(166) (1 —J— p2) Ż — 2pqs +  (1 +  q2)r =  0

Takie powierzchnie nazywamy powierzchniami minimalnymi; dowiedziono 
bowiem, że dowolny płat takiej powierzchni, ograniczony jakąś linią l, 
ma mniejsze pole aniżeli płat jakiejkolwiek, innej powierzchni, ograni­
czonej tą samą linią l.

Przykłady.
1) Znaleźć główne promienie krzywizny powierzchni o równaniu: s s ^ a ^ + w y + y *  

w punkcie, dla któręgo x — 0 i y — ».
Obliczamy p ~ 2 x  Ą-y, q = x  -\-2y, r =  2, s =,1, t — 2.
Zatem:

a: - - - 1- -R^t{t (1+ 0 + O)2

1 1  (1 + 0 2 - 2 .0 .0 . 1+ ( 1 + 0)2 „
Ę +  w r ---------- (i + Ó + Ó F ------------4

Zatem 4 -  » n- są pierwiastkami następującego równania drugiego stopnia.«, nt
w2 — 4i0+3=»O

8tad:
1 ,  1 ,

», =  Fi =  3.

Ponieważ /?, i Rt sa obydwa dodatnie, przeto jest to punkt eliptyczny.
2) Pozostawiam? czytelnikowi do okazania, ze powierzchnia o równaniu- 

z =  co s .rco sy  ma w punkcie x  =  0, y = 0 uinbilik, albowiem =  1 i R, — 1.

Aby znalęźć wszystkie umbiliki powierzchni, należy wyjść z wzoru 
(I54a) na promień krzywizny przekroju normalnego. W umbilikach war-



202

tośó R musi byó niezależna od kierunku, tj. od k. To się zaś dzieje 
i tylko wtedy, gdy zachodzą proporcje:

To są warunki na wyznaczenie umbilików. Wstawiając za L, A/, N, E, F, O 
odpowiednie wartości, otrzymamy dla formy wyraźnej;

L _ M _ N
E F G

r s t
1 +  p2~  pq~~ 1 +  9a 

Stąd otrzymujemy dwa równania:
rpq— (1 -j" / ,2)J==0 

r(l 4 - q2) — ł[\ -\-p2) =  0
Z których wyznaczamy współrzędne x i y umbilików.

8) Przez obrót linii o. równaniu * =  /(x) dokoła osi Z powstaje powierzchnia
^ obrotowa (fig. 25j. Z rysunku odczy­

tujemy, że:

x =  v cos w, y — .osintz '

 ̂ Stad nie trudno zauważyć, że:

v — \ x 2 +  y2 a 2 =  f(v)

Z=f(X) takiej powierzchni otrzymamy
po przeprowadzeniu rachunków:

E  -  v \  F =  0, G =  1 +  f'Hv)

»/■'(»» ,r_n

(i+r*w)*
Poszukajmy powierzchni obrotowej 
minimalnej Obierzmy dwa dowolne 

P punkty P, i P,, leżące na płaszczyź­
nie {ZX)\ chodzi nam o wybranie 
z pośród wszystkich linij, łączących 

dane punkty P, i P,, takiej, której łuk wytwarza przez obrót koło osi Z po­
wierzchnie obrotową o najmniejszym polu. Z wzoru (158) otrzymujemy po wykonaniu 
rachunków:

-  v f  (u) \T+~h{v} - v2f"(v)

| / r + 7 r> )
Eozwiązanie tego równania różniczkowego doprowadza do wyniku, że powierzchnia ta 
powstaje przez obrót linii łańcuchowej koło osi Z. Jest to jedyna powierzchnia obro­
towa minimalna.
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§ 320. O odwzorowaniach powierzchni

W wielu zagadnieniach praktycznych zachodzi potrzeba odwzorowa­
nia. jednej powierzchni na drugą, to znaczy przyporządkowania każdemu 
■punktowi jednej powierzchni jakiegoś punktu drugiej. Jeżeli równania obu 
powierzchni są podane w formie parametrowej:

a? =  ęp(w, v) 
y =  v)
z =  z(K, v)

i  =  ®)
n =  Qi («< *) 
£ =  Zi(m, ó)

W

to uzyskujemy odwzorowanie jednej powierzchni na drugą, czyniąc pa­
rametry u i v dowolnymi funkcjami parametrów u i ti:

U =  f(u, v) 
v.=-ff(u, v)

Jeżeli bowiem podstawimy te funkcje za u i v w równania (P2), to 
współrzędne £, rj, £ drugiej powierzchni będą funkcjami tych samych 
parametrów u, v, co współrzędne pierwszej powierzchni, np.:

§=<p(Mls), t]=!P(u,v), ę =  X(u,v)

Biorąc za d i v jakieś wartości stałe, otrzymujemy na pierwszej po­
wierzchni pewien punkt P{x. y, z), a tym samym wartościom u i v odpo­
wiada na drugiej powierzchni jakiś punkt P' (f, 17, £). Jedno z tych od­
wzorowań, a mianowicie rozwijalność, omówiliśmy na str. 198 i 200. Jest 
to takie odwzorowanie, przy którym" spełnia się warunek:

(a) dsa =  dĄ

Elementy łuków, a więc i ich całki czyli skończone łuki muszą być 
równo przy każdym du i do. Warunek ten jest równoważny ze spełnia­
niem się trzech następujących warunków:

(b) E = F V F = F ly 0  =  0 1

Nie zawsze można dobrać funkcje ii — f(u, v) i v==g[u,v) tak, by się 
spełniały te 3 równania. Funkcje u i v  potrafimy naogół wyznaczyć z dwu 
równań (b), wyjątkowo zaś zajdzie wypadek, że i trzecie równanie będzie 
spełnione. Aby tak było, musi być krzywizna Gaussa jednej powierzchni 
w każdym punkcie równa, tejże krzywiźuio w odpowiednim punkcie 
drugiej powierzchni (por str. 198). Okażemy, że przy takim specjalnym 
odwzorowaniu nie tylko długości łuków nie zmieniają się, lecz także 
i pola. Elementy pola wyraża się mianowicie wzorami (146):

dP — \EG — F1 du dv — D du dv 
dPi =  ]/E1Gl —Fldu dv =  Dxdu dv
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Ponieważ jednak według założenia zachodzą równości (b), zatem D*=Dlt 
stąd zaś wvnika:

dP =  dPt

Okażemy, że przy rozwinięcia jednej powierzchni na drngą także 
i wszystkie kąty nie ulegają zmianie. Gdy na jednej powierzchni weź­
miemy pod uwagę dwie dowolne linie m i », tworzące z sobą kąt ar 
w pankcie przecięcia, a na drugiej odpowiadają im linie mlt 74, tworzące 
z aobą kąt o,, to (według wzoru (151)) jest:

cos a =  

0080̂  =

E + F ^  +  kJ +  G ^k ,
\E +  2Fki +  G!Ą\E-\- 2Fk%-\-Qk*

_____ E\ ~t~ F\i^i ~f~ feąl "t~ _____
|CEl+ 2Fl k1 +  G,A|.Ką  +  2 ^ * , - f  Gxk\

Ponieważ E =s Elt F =  Fl , O =  GJt przeto:

cos a — cos al

Kąty pozostają więc przy rozwinięciach niezmienione. Figury, leżące na 
obu powierzchniach, nie są jednak w ogólności przystające mimo rów­
ności łuków, pól i kątów, leżą bowiem na różnych powierzchniach. Tak 
np. figura, leżąca na walcu, nie jest bynajmniej przystająca do figury, 
jaką otrzymamy, rozwinąwszy ten walec na płaszczyźnie.

Jeżeli jedna powierzchnia nie jest rozwijalna na drugiej, to przy 
odwzorowaniu nie będziemy mogli żądać spełnienia wszystkich tych wa­
runków, tj równości łuków, pól i kątów. MożDa jednak zawsze znaleźć 
takie odwzorowanie, przy którym wielkości pól pozostają niezmienione, 
przy którym więc dP—dPv  Musi się zatem spełniać tylko jeden warunek;

£>= D1

jak to wynika z wzoru (146a) na element pola.
Takie jedno równanie (różniczkowe) muszą spełniać funkcje a i ii. 

Ponieważ z tego jednego warunku mamy wyznaczyć dwie funkcje, więc 
możemy to zrobić na nieskończenie wiele sposobów; jedną bowiem funkcję 
można przyjąć zupełnie dowolnie.

Odwzorowanie, przy którym wszystkie odpowiadające sobie elementy 
pól, a więc i pola, są sobie równe, nazywamy odwzorowaniem .uńernopo- 
yńerzchniowym.

Przykłady
Spróbujmy w ten sposób odwzorować kulę na płaszczyznę. Znamy parametrowe 

równania kuli (wzory (13t) na str 1821. płaszczyznę zaś obierzemy za płaszczyznę 
poziomą w układzie współrzędnych (ś. V. !)■
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Jej parametrowe równania mają postać:

! = 0>(u,c); r\— W(u,v)\ f = 0.

Nie znamy jeszcze funkcyj <0 i W. Trzeba je tak dobrać, aby się spełniał warunek 
DssD t . Obliczyliśmy już D dla kuli (str. 192), a mianowicie:

D =  r2 cos M

Aby utworzyć Dt dla płaszczyzny, użyjemy wzoru (146 b). Wszystkie te wyrażenia, 
w których występują pochodne funkcji £, odpadną, albowiem £= 0 . Pozostanie więc 
tylko:

Aby odwzorowanie było wiernopowierzchniowe, muBi być D = Ą , czyli•

| 0a W, — 0„ Wu\ =  r2 cos w

Według tego równania dobierzemy teraz funkcje <0 i 'F. Jedną z tych funkftyj możemy 
obrać zupełnie, dowolnie. Przyjmijmy np.:

gt=W(u,v) =  rv
Wtedy:

— 0, <Z>„ =  r

i otrzymujemy

Stąd: 

a więc.

Zatem:

r W„ tm -j- »* cos u lub r łPB = — r* cos u. Obierzmy:

r >PU =  r2 cos u 

=  r cos u

ST rcoaudu =  r sin u

£ =  r v, t] — r sin u
Takie odwzorowanie znalazło zastosowanie w geografii: odwzorowując w ten sposób 
bulę wiernopnwierzchniowo na płaszczyznę (mapy), otrzymujemy tą w. rzut walcowy 
Lamber ta

§ 821. Odwzorowania wlernokątne czyli końforemne

Chcąc odwzorować powierzchnię nierozwijalną na drugiej powierzchni, 
•nie możemy żądać, aby wszystkie elementy łuków były wiernie zacho­
wane. Możemy jednak żądać, aby elementy łuków, należące do odpowia­
dających sobie punktów, były proporcjonalne, tj. aby dla wszystkich kie­
runków, wychodzących z jednego punktn, zachodził związek:

w  g

Współczynnik proporcjonalności X zmienia się wraz z położeniem punktu 
na- powierzchni jest więc funkcja zmiennych w, v, nie zmienia się jednak,
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gdy pozostając w jednym punkcie, zmieniamy kierunek posuwania sî ,
dvokreślony za pomocą pochodnej -y- — k Współczynnik <? nie zależy zatem>
d li

od k. Wzór (a) przedstawiamy w postaci:

E + 2 F k +  Gk2 
Ex +  2Fxk +  Gxk2 Z2(u,v)

Lewa strona jest wtedy i tylko wtedy niezależna od k, gdy spełniają sig 
proporcję:

(b) -q =  ■**«.»)

Mamy tu do czynienia z układem dwóch równań różniczkowych:

E _ F ^ _ G _
EX~ F X~ G X

Odwzorowanie jest wtedy i tylko wtedy konforemne, jeżeli dwie funkcje:

fi =  /(«,»), v=ff{u,v)  

spełniają te dwa równania.
Problem teu jest więc oznaczony, a zatem a priori widzimy, że 

takie odwzorowanie da się z reguły przeprowadzić. Z warunku (b) łatwo 
można wywnioskować, że kąty będą przy takim odwzorowaniu wierni© 
zachowane.’ I tak:

E = E XZ2, F = F XZ\ G = G XW 

Wstawmy to we wzór na cos c,.to otrzymamy:

Z\EX -f- 2Fxkx +  Gk\ • \E X -j- 2 Fx kx - f  Gxą*X

Upraszczając licznik i mianownik przez Z2, otrźymujemy na cos a ten sam 
wzór co na cos aj. Przy takim odwzorowaniu jest więc cosa =  cosa1.

Wobec tego odwzorowanie takie nazywamy wiernokątnym. Ponie­
waż tylko elementy łukóyr są proporcjonalne, a niekoniecznie skończone 
łuki, więc odwzorowań tych nie możemy nazywać „podobnymi"; natomiast 
utarła się obok nazwy: odwzorowania „wiernokątne" także nazwa: odwzo­
rowania „konforemne". Odwzorowania te mają o wiele donioślejsze zna­
czenie, niż rozwinięcia lub odwzorowania wiernopowierzchniowe i to nie 
tylko w teorii powierzchni, lecz także w wielu iunych działach matema­
tyki i techniki.
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(c)

Przykład..
Odwzorować kulę konforemnie na płaszczyznę, np. na płaszczyznę (X T ). 
W równania (b) czyli:

| EGl =  E-fi 
( Eb\ =  EXF

podstawiamy wielkości zasadnicze dla kuli:

E = r \  F — 0. G — r* cos* W

Równania parametrowe płaszczyzny są x  =  x  («, v), y =  y{u, r), teO> 
Stąd £■ ,=*;  +  y\, Ft =. x u x, - f  ya y„ G, =  -f 
Kówuania (c) mają tu zatem postać:

r*{xl -f  y\) =  [xl - f  y\) racoa*M 
r2 +  y„ y„) =  (®; +  yl) • 0

Po łatwych przekształceniach otrzymujemy etąd

a?“==y“C08“ albo 
y, — — xu cos u

®„ =  — y„ cos u
y, =  xu cos u

Wystarczy brać pod uwagę tylko jedną parę tych równań. Jest to układ równań 
różniczkowych cząstkowych pierwszego rzędu. Układ ten możemy rozwiązać, obierając 
za x  dowolną funkcję zmiennej v.

Weźmy np. x  =  fc», to x„ =  k. x a =  Q, a więc yv =  0 na podstawie drugiego 
równania. To dowodzi, że y jest funkcją jednej tylko zmiennej «. Wobec tego zamiast

dy
cząstkowej pochodnej ya mBffiy do czynienia ze zwyczajną pochodną gjj. Pierwsze 

równanie różniczkowe przyjmuje zatem postać:

dastąd:^ = cos w , a więc:

, dyk — - cos uau

y =  Hogtg(f +  £) +  C

Odwzorowanie wiernokątne, określone wzorami:

X — kv
y - k \ ogtg(f-f-f)

zwane rzutem Mercatora .  jest bardzo rozpowszechnione geografii, w nautyce 
i w geodezji.

Obierając za x  inne dowolne funkcje zmiennej v, możemy w ten sposób otrzy­
mywać nieskończenie wiele wierńokątnych odwzorowań kuli na płaszczyznę. Rozwa­
żania te nie trudno rozszerzyć na odwzorowanie elipsoidy obrotowej na płaszczyznę.

Bardzo ważne i interesujące jest odwzorowanie wiernokątne płasz­
czyzny (JY) na płaszczyznę (Jlj Fx).
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Obierając dla jednej płaszczyzny jako parametry współrzędne pro 
stokątne x. y, a dla drugiej yu wyrażamy ich równania w postaci

x — x
y
2 = 0

(XY)

Dla pierwszej płaszczyzny jest:

=  P(x, y) 
y1=Q(x,y)
2i =  0

® ,=  y, =  0, 2X =  0, a?J, =  0, yy =  1, ą, =  0
zatem:

^ = 1, F =  0, ć? =  1
Dla drugiej zaś:

F1 =  P*+<& +  <?,<?„

Postępując drogą podobną jak przy wyznaczaniu y, w poprzednim 
przykładzie, otrzymujemy następujące równania różniczkowe na wyzna­
czenie nieznanych funkcyj P(x,y). Q(x,y):

Są to znane nam już równania Cauchy-Riemanna (por. tom II, 
str. 249); równania te spełnia ćzęść rzeczywista i współezyonik przy t 
w urojonej części każdej takiej funkcji zmiennej zespolonej:

«•= A2) =  A® +  iy) — P(x, y) - f  iQ{x, y)

której całka nie zależy od drogi całkowania, czyli każdej funkcji anali­
tycznej. Ten związek odwzorowania konforemnego z teorią funkcyj zmien­
nej zespolonej ma bardzo doniosłe znaczenie zarówno dla odwzorowań 
jak i dla teorii funkcyj.

Udowodnione twierdzenie możemy wypowiedzieć w następującej 
postaci:

jeżeli funkcja P{x,y) jest częścią rzeczywistą a Q(x,y) współczyn­
nikiem przy i w części urojonej dowolnej analityczną) funkcji zmiennej 
zespolonej u=f(z)==P(x,y)-^-iQ(x,y), to odwzorowanie płaszczyzny (XY) 
na płaszczyznę (Xx Yj, określone wzorami:

a?j =  P{x, y)

yi ** Q(x,y)
jest w iernokątne.

Z tego twierdzenia korzysta się wydatnie w dzisiejszej technice 
{w geodezji, w hydrodynamice, w aerodynamice przy budowie płatowców, 
w elektrotechnice). Istnieją specjalne podręczniki poświęcone odwzoro-
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wantom konforemnym, jak np. podręcznik L. Lewenta,.  pt. Konforme 
Abbildung (Lipsk, 1912) i L. Bieberbacba,  pt. Einfiihrung in die kon­
forme Abbildung (Lipsk, Sammlung Gbschen, nr 768).

Przykłady.
1) Funkcja « =  z> jest analityczna:

u =  (a? +  ty ) *

Rozwińmy tę potęgę (aź-J-iy)1 i zbierzmy osobno części rzeczywiste a osobno uro­
jone. Otrzymamy:

u =  (®3 — 3xy2) -f-1(3 x2y — y3)
Kładąc:

xl =  x2 — 3xy2 
y1 =  3x2y — y3

mamy gotowe wtóry na odwzorowanie konforemne jednej płaszczyzny na drugą.
2) Z funkcji wykładniczej u = e\ która' jest analityczna, otrzymujemy odwzo­

rowanie wiernokątne w następujący sposób:

Ale

a więc: 

Kładąc:

<a)

e2 =  =  e*e<y

ely =  cos y -J- z sin y

e* =  e*(cOs y i sin y) — e* cos y -(- ie’ sin y

1xx — ex cos y 
y1 =  e* sin y

uzyskujemy wiernokątne odwzorowanie płaszczyzny (XX) na płaszczyznę (X, X,). Za­
stosujmy to do odwzorowań kuli na płaszczyznę. Poznaliśmy już tzw. rzut Merca- 
tora, określony równaniami:

® =  *logtg(J -f |)
y =  kX

(przemieniliśmy tu osie i zastąpiliśmy litery (t>, u) literami (/?,?>))■ Obierzmy fc= l. 
Każdemu punktowi na powierzchni kuli, określonemu przez odpowiednią długość i sze­
rokość geogr .ficzną (X, q>), przyporządkowany jest przy pomocy tych wzorów pewien 
punkt płaszczyzny (XX)- Odwzorujmy teraz konforemnie płaszczyznę (XX) na drugą 
płaszczyznę (X,X,) według wzorów (a). Otrzymamy:

=  e* cos y =  elogtg(f+f) cos X =  tg (J -f- f) cos X 

=  e* sin y =  tg (£ -f-f) sin X

W ten sposób mamy kreślone nowe odwzorowanie.  ̂wiernokątne kuli na płaszczyznę. 
Odwzorowanie to nazywamy rzutem stereograficznym (powstaje on przez rzut punktów 
kuli na płaszczyznę styczną w biegunie z przeciwległego bieguna). Podobnie mogli­
byśmy znaleźć nieskończenie wielo innych takich odwzorowań, przyjmując jako f{x -f-iy) 
jakieś inne funkcje analityczne.
Rachnnek różniczkowy i caikowy. T. 10. : (.

/

f
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Spośród podręczników, poświęconych geometrii różniczkowej, od nacza się jas­
nością wykładu i elementarnym ujęciem dwutomowy podręcznik G. Scheffersa,  
pt. Anwendung der Differentiai- und lntegralrechnung auf Geometrie. I. EinfUhruag in 
die Theorie der Cun/en, II. EinfUhrung 4n die Thcorie der Fldthen (Lipsk, 1901—1902). 
Nowsze badania geometrii różniczkowej podaje L. Bieberbach w podręczniku pt. 
Differentialgeometrie (Lipsk, 1932) i W. Blaschke, Vorleeungen Ober Differenlial- 
geomeirit (2 tomy, Berlin, 1923—1924).

Krótkie rozdziały, poświęcone geometrii różniczkowej, znajdzie czytelnik w po­
dręczniku F. Lej i, pt. Geometria analityczna i poezątki geometrii różniczkowej (.War­
szawa, 1934),
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rozwiązanie równ. różn. 97. 
rozwiązywanie równ różn. metodą przy­

bliżoną 138; metodą graficzną 104. 
rozwijalność powierzchni 198. 200, 203. 
rozwinięcie dziesiętne nieskończone 10. 
rozwinięcie funkcji na szereg 40.

„ - „ . Fouriera 84
1 nast., 87 i nast.

rozwinięcie funkcji na szereg potęgowy 60.
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rozwinięcie na szereg funkc]i areału#, 
aro tg#, log(l-f-#) 60; tg# 63. 

rozwinięcie na szereg liczby 22 . liczby
1 n 29.

ruch wahadłowy 148.
JRunge 10*. 138 
Runge-Konig 83, 139—140. 
rząd równ. różn. 98. 
rzut Mercatora 207. 
r 8tereograficzny 209.
„ walcowy Lamberta 205.

Scheffers 210.
ściśle styczna płaszczyzna 169.
Sierpiński 87, 47.
Simpson 139. 
skośne linie 164. 
skręcenie 176.
średni kwadrat błędu 80, 82. 
średnia kwadratowa 94. 
średnia krzywizna 196'. 
środek krzywizny 175. 
śrubowa Unia 165, 179.

„ powierzchnia 182, 186. 
Stegemann-Kiepert 62. 
stereoęraficzny rzut 209. 
stopień równania różniczkowego 99. 
Styczna płaszczyzna do powierzchni 183 

i nast.
„ prosta do linii w przestrzeni 167,

suma częściowa 1, 2, 39. 
suma szeregu funkcyjnego 39, 40.

„ „ liczbowego 1.
superpozycja drgań 78. 
szczegółowa całka równ. różn. 107. 
szereg a rytmetyczny 13; bezustannie zbieżny 

54 56, 68; bezwarunkowo czyli bez­
względnie zbieżny 26, 32; Brounekera 3; 
Fouriera 86 i nast., 162; funkcyjny 1, 
39 i nast.; geometryczny 2, 3, 8; har­
moniczny 5, 7; jednostajnie zbieżny 43 
i nast.; Leibniza 35, 94; liczbowy 1 ; 
Maclaurina 2, 35, 40, 67; niejednostajnie 
zbieżny 44; nieskończony 1; ortogonalny 
94, potęgowy 40, 53 i nast., 64, 68 i nast.; 
rozbieżny 1, 3, 11; Taylora 2. 40, 67; 
trygonometryczny 3, 40, 46, 77 i nast.; 
warunkowo zbieżny 27, 32; f(2) 5. 11, 
92; f(a) 5, 11; zbieżny 1; znakozmienny 
28, 36.

Taylora szereg 2, 40, 67. 
torsja 176.
trajektorie ortogonalne gromady elips 113. 
trygonometryczna interpolacja 77. 
trygonometryczny szereg 3,40,46,77 i nast. 
twierdzenie Abela 27.

. Eulera o f. jednorodnych 125.
„ Riemanna 32.

Układ funkcyj ortogonalnych 94 
układ równań różniczkowych 99 
umbilik 200, 202.

de la Vallóe Poussin 87.

Wahadło matematyczne 147. 
wartość główna logarytmu 76. 
wartość szeregu, zob. suma szeregu, 
warunek Lipschitza 131. 
warunki brzegowe (Dirichleta) 142.

» początkowe (Cauchy’ego) 142.
,, rozbieżności 9 —10, 13, 15—16,

17, 19.
,  zbieżności 3, 4, 6, 7, 8, 9—10,.13, 

16—16, 17, 19. 
warunkowa zbieżność 27, 32 
Weber-Riemann 95, 103.
Weierstrassa funkcja 87; kryterium 45, 
Whittaker-Robinson 140. 
wichrowate linie 164. 
wielkości zasadnicze 1 go rzędu 187.

b „ 2-go rzędu 194.
wielomian trygonometryczny 77. 
wiernokątno odwzorowanie 206. 
wiernopowiorzebniowe odwzorowanie 204. 
Willers 83, 140. 
wrońskian 164.
współrzędne krzywoliniowe 182. 
wyróżnik formy różn. kwadratowej 190. 
wyznaczające równanie 158. 
wyznacznik Wrońskiego 154. 
wzór Eulera na promień krzywizny 200. 

„ Moivre’a 73.
„ Simpsona 139. 

wzory Eulera-Fouriera 82.
„ „ na sin# i cos# 73.

Zakres zbieżności szeregu funkcyjnego 39.
» » » potęgowego 67,69.

zależność liniowa funkcyj lo4. 
zasadnicza forma różniczkowa pierwsza 187; 

druga 195.
zasadnicza wielkość 1-go rzędu 187; 2-go 

rzędu 194.
zbieżność 1; bezustanna 54,56,68; bezwa­

runkowa czyli bezwzględna 26; dzie­
siętnego rozwinięcia 10; jednostajna 43, 
46; niejednostajna 44; quasi-jednostajna 
47; szeregu Fouriera 86—7; szeregu po­
tęgowego 54 i nast., 68 i nast.; warun­
kowa 27, 32.

zbieżności kryteria,zob. kryteria zbieżności; 
promień 56, 69; przedział 44,66,57; wa­
runki, zob. warunki zbieżności; zakres 
39, 57, 69. ^

znakozmienny szereg 28, 36. 3 T" 
zupełna krzywizna 196. 
zupełne równanie różniczkowe 122. 
Zygmund 103, , •
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E r r a t a

Str. 3 wiersz 16 od góry zamiast: d^>0 i aa> 0 ma być: d^>0
n 11 n 4 n 77 „ wartość „ „ suma częściowa
n 24 7) 9 od dołu „ obejmująca „ „ zawierająca
n 28 n 5 7) 71 'ipo słowie: zbieżny dodać: Szereg liczbowy o wyra-

zach naprzemian dodatnich i ujemnych 
nazywamy szeregiem znakozmiennym.

n 32 n 6
77 77 zamiast: postać. ma być postać:

n 47 7 18 od góry po: x dodać: i x  -f- h
i

D 50 n 1 od dołu zamiast: j ma być: J

7) 77 n 8 od góry » § 291 a * § 292
rt 82 77 3 od dołu po wzorze dodać : podzielona przez 2n
7) 84 77 4 od góry zamiast § 292 ma być § 293
71 87

77 6 od dołu skreślić § 293

n 112 » 1 i 2 77 77 zamiast: |'2y —1 « » l l2y—i i
- 113 77 11 od góry » • (57) a n (58)












